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Dans ce problème, on va montrer par l’absurde que le nombre π est irrationnel. On suppose
donc que π est rationnel, c’est-à-dire qu’il existe deux entiers p et q, q ̸= 0, tels que π = p

q .

1. Question préliminaire : Montrer qu’une suite d’entiers qui converge est nécessairement cons-
tante à partir d’un certain rang.

2. Pour tout n ∈ N, on note

In =
Z π

0

(
x(p−qx)

)n sinxdx.

(i) Calculer I0 et I1.

(ii) Étudier le signe de x 7→
(
x(p−qx)n

)
sinx sur l’intervalle [0,π].

En déduire que In > 0 pour tout n ∈ N.

(iii) En intégrant par parties (au moins deux fois), montrer que

In = 2nq(2n−1)In−1 −n(n−1)p2In−2 pour tout n ≥ 2.

(iv) En déduire que pour tout n ∈ N, In est un multiple entier de n! (on pourra faire un
raisonnement par récurrence).
On notera In = n!kn, n ∈ N.

3. (i) Montrer que pour tout x ∈ [0,π], 0 ≤ x(p−qx) ≤ p2

4q .

(ii) En déduire que

In ≤ 2
( p2

4q

)n
pour tout n ∈ N.

(iii) Montrer alors que la suite (kn)n∈N (où kn a été défini au 2.(iv)) est convergente, de limite
0.

(iv) Montrer que nécessairement kn = 0 pour n assez grand (on se souviendra que kn ∈ N
pour tout n ∈ N et on pourra utiliser le résultat de la question préliminaire).

4. Montrer que 2.(ii) et 3.(iv) sont en contradiction. Que peut-on en conclure ?


