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M2 - Introduction a I’analyse

Eléments de correction du DS1

Exercice 1
1. Pour x,y € R, on a (voir cours)

cos(x+y) =cosxcosy—sinxsiny et sin(x+y) = sinxcosy+ sinycosx.

2. Remarquons dans un premier temps que
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Cosz =5 et sinz = 5.
En divisant I’équation (1) par 2 et en utilisant la formule obtenue ci-dessus pour le cosinus

avec x ety = —7, I’égalité (1) devient :

cos(x—%) =1,

ce qui implique que x — 7 vaut 0 modulo 27, c’est a-dire :
{x e R;(1) est vérifiée} = {0+ 2km,k € Z} = 2nZ.
On traite I’équation (2) en suivant la méme méthode. Remarquons que
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En divisant I’équation (2) par 2 et en utilisant la formule obtenue pour le cosinus avec x = £

ety, ’égalité (2) devient :

=)

cos(y+¢) =2,

ce qui n’a pas de solution (car le cosinus prend ses valeurs dans I’intervalle [—1, 1]), c’est-a-
dire :
{x € R;(2) est vérifiée} = 0.

3. (i) On sait que arccos et arcsin sont définies sur [—1, 1], ce qui montre que pour x € [—1, 1],
I’expression y = arccosx + arcsinx a un sens. D’autre part, on a, en additionnant les
deux lignes d’inégalités (la premiere provient du fait que arccos prend ses valeurs dans
[0, 7] et la deuxieéme du fait que arcsin prend ses valeurs dans [—7,5]) :

0 < arccos x < m

n i T
-7 < arcsinx < 3
—% < arccosx+arcsinxy < F

ce qui prouve que y = arccosx + arcsinx € [— %, 3],



(if) Pour x € [—1,1], arccosx € [0,n], donc sin(arccosx) > 0. En utilisant la formule de
Pythagore cos?a + sin’a = 1 pour tout € R, on en déduit alors que

sin(arccosx) = /1 —x% pourtout xe€ [—1,1].

D’autre part, pour x € [—1, 1], arcsinx € [—73, 7] et donc cos(arcsinx) > 0. On en déduit,
comme plus haut, que

cos(arcsinx) = /1 —x? pourtout x¢€ [—1,1].

Rappelons aussi que pour x € [—1,1], on a cos(arccosx) = x et sin(arcsinx) = x. En
utilisant maintenant la formule trouvée au 1. pour le cosinus d’une somme, on obtient

cos(y) = cos(arccosx+ arcsinx)

= cos(arccosx) cos(arcsinx) — sin(arccosx) sin(arcsin x)
= xV1-2—1-x2.x = 0.

De méme, en utilisant la formule trouvée au 1. pour le sinus d’une somme, on obtient

sin(y) = sin(arccosx+ arcsinx)

= sin(arccosx) cos(arcsinx) + sin(arcsinx) cos(arccos x)

V1—x2-\/1—-x2+x-x

= 1-X+x = L
On adonc cosy=0etsiny = 1.
(iii) Ona vuau (i) que y € [~%,3F] et au (ii) que cosy = 0 et siny = 1. On en déduit donc
quey = j

(iv) On appelle f la fonction définie sur [—1,1] par f(x) = arccosx + arcsinx. On sait,
d’apres le cours, que les fonctions arccos et arcsin sont continues sur [—1, 1] et dérivables
sur | — 1, 1[. Ainsi, la fonction f est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1] comme
somme de telles fonctions. De plus, on a pour tout x €] — 1,1]

f'(x) = arccos’ x + arcsin’ x = — ! + L _ 0
Vi—x2 VJ1-22
On en déduit alors que f est constante sur | — 1,1[. Comme, de plus, f est continue
jusqu’aux bornes de son intervalle de définition, f est constante sur [—1,1]. Prenons
une valeur particuliere de x pour trouver la valeur de f ; par exemple, x = 0. On a

f(0) = arccos 0+ arcsin0 = ngO = g

On retrouve donc bien que f(x) = J pour tout x € [—1,1].

Exercice 2

1. On a vu dans le cours que les fonctions cosh et sinh sont continues et dérivables sur R. Ainsi,
la fonction f est continue et dérivable sur R comme combinaison linéaire de telles fonctions.
D’autre part, on a pour tout x € R

f'(x) = cosh’x + 3sinh’ x = sinhx + 3 coshx = ¢* + 2 coshx.



2. Lafonction f est strictement croissante sur R et, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
prend ses valeurs dans

| lim f(x), lim f(x)[=R.
X——00 X—r+o0
Ainsi, f est une bijection de R sur R. Sa fonction réciproque g est définie par
g(y) =x si,etseulementsi, y= f(x).

Pour y € R fixé, on veut donc trouver x € R tel que f(x) =y. Si on écrit f(x) a I’aide de
e* et e, on obtient f(x) = 2¢* —e™*. En posant X = ¢* (remarquons que X > 0 car c’est
I’exponentielle d’un réel), on obtient alors 1’équation suivante a résoudre (en X)

1
2X—§:y, ou encore 2X2—yX—1:O.

Cette dernicre égalité a deux racines X = % (y +/y*+ 8). On ne retient que la racine positive
(car on a vu que X > 0), c’est-a-dire X = % (y +y*+ 8), et donc x vérifie

1
¢ =10+ Vv +8),
ce qui donne finalement x = In[ (y+ v/y*+8)]. Ainsi, g est définie par

g0) =i+ ?*+8)], yeR

3. Ona f(0) =cosh0+3sinh0=1+3-0= 1. En posant xo = 0 et yo = 1, on a alors g(yp) = xo
et (voir la formule dans le cours)

VAR SR S |
g(1)=go)= o)~ F0) 3

car f'(0) =sinh0+3cosh0=0+3-1=3.

Exercice 3
1. La fonction f: R — R définie par f(x) = x2e~V* admet comme domaine de définition
Dy = {x € R; f(x) existe} = [0, +oo|.

La fonction f est continue sur son domaine de définition. Elle est dérivable comme composée
et produit de fonctions dérivables sur ]0,4oo[. En effet, on peut écrire f comme le produit
de x — x* (continue et dérivable sur R) avec la fonction composée expo@ ot1 @ : R — R est
définie par @(x) = —+/x : la fonction exp est continue et dérivable sur R et ¢ est continue sur
[0, +-oo], dérivable sur |0, +eo[. On a ainsi, pour x €]0, +oo|

P =200 (gl e V) = Lxe V(4 VR),

1
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ce qui donne le tableau de variations suivant pour f :

x |0 16 +o0
1+ 0 -
fl1o 7 16e7%




On peut remarquer que f’ est prolongeable par continuité en O par 1im+ f'(x) =0. 1 faut
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maintenant déterminer la limite de f en +co. En effet, f étant continue en 0, on a

lim f(x) = f(0) =0.

x—0F

In(x
x
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= 0. Ainsi, comme x> = ¢2!"* pour x > 0, on a

D’autre part, on sait que lim

X— oo

2 —x _ _ 2Inx
x“e —exp( \/}(1+ﬁ)>m0.
On vient donc de montrer que f prend ses valeurs dans 'intervalle [0, 16e~#], cette fonction
est croissante sur [0, 16], décroissante sur [16,+oco[, a une dérivée nulle en 16, vaut 0 en O et
tend vers O en oo,

. La fonction g : R — R définie par g(x) = xe~ VX admet comme domaine de définition

D, = {xeR;g(x)existe}
= {xeR;nx>0} = [1,4].

La fonction g est continue sur son domaine de définition. Elle est dérivable sur |1, 4-co[ comme
composée et produit de telles fonctions. En effet, g est le produit de x — x (dérivable sur R)
avec la composée de exp : R — R dérivable sur R avec x — —v/Inx ; cette derniére fonction
est elle-méme la composée de In, dérivable sur ]0,+oo[ avec /- dérivable sur ]0,+oo[. Or
Inx > O si, et seulement si, x > 1, ce qui donne le domaine de dérivabilité de g. On a ainsi,
pour x > 1

g (x)= e Vi x. (72\;1117 : %)e‘m = —2\/1@ e‘m(Z\/erx— 1),

ce qui donne le tableau de variations suivant pour g :

x |1 es ~+oo
gl - 0 4+
g1 N\ e

Comme g est continue sur [1,+eo[, donc en particulier au pointx= 1, ona lim glx)=g(1)=1.
x—1

Inx

Il reste & déterminer lirB g(x). On remarque que x = ¢ ™ pour tout x > 0, donc en particulier
X— 100

pour x > 1. Ainsi, pour toutx > 1, on a
g(x) = exp(Inx — VInx) = exp(VInx(VInx — 1)).

Comme vInx(v/Inx—1) —— Hooet & ——— o0, On a

X—+too y—+oo

lim g(x) = oo,

X— oo



