Université Aix-Marseille 20122013
PARCOURS PEIP - Introduction a I’analyse
DEVOIR SURVEILLE N° 3

Mardi 18 décembre 2012

Exercice 1. (7 points)

Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes, sur un intervalle ou le calcul est possible, intervalle que 'on
précisera :

Inz 2+ 5
1. ; 3. f: =
hilw) = 22 fa(@) 22 +6x+9
e’ +4 1
2 1) = g b=y

(on pourra effectuer le changement de variable = sht).

Exercice 2. (6 points)

Soit a,b € R tels que |a| < 1. On considere la suite (uy,)nen définie par récurrence par ug € R et up,41 = asinu, + b.

1. Rappeler la formule qui donne sinx — siny en fonction de sin(*5%) et cos( ¥). En déduire que

2

|sinz —siny| < |x —y|, pour tout z,y € R.

2. Montrer que pour tout n € N, n > 1, on a: |upt1 — un| < |a||un — tp—1].
En déduire que : |up+1 — un| < |a|™u; — up| pour tout n € N.
Indication : on pourra faire un raisonnement par récurrence.
3. Soit 0 < a < 1. Apres avoir montré le fait que, pour p,q € N avec p > ¢, on a
1 — qb—atl al

q ... P _ 4 <
ot o @ 11—« ~1—a’

montrer que la suite (u,),en est de Cauchy.

4. En étudiant une fonction appropriée, montrer que ’équation ¢ = asin ¢ + b admet une unique solution ¢ € R (on

ne demande pas la valeur de ¢). En déduire que u,, —— £.
n—oo

Exercice 3. (2 points) Que peut-on dire de la suite définie par ug €]0, 5[ et la relation de récurrence u, 1 = sinuy,
n € N (est-elle convergente, et pourquoi ? si oui, vers quoi ?7) ?

Corrigé
Exercice 1.
1. Cette intégrale est définie sur des intervalles de R contenus dans |0, +o0c[. En intégrant par parties avec u'(x) = ?12
et v(z) = Inx, on obtient u(z) = —1 et v/(z) = 1, et donc

lnx Inx Inz 1 .
:f—Jr —d *f—ferc x > 0, ou ¢ € R est une constante.



2. L’intégrale ici est définie sur tout intervalle de R. On pose, dans un premier temps, y = e* > 0 (ce qui donne

%dy = dx), et on obtient
e +4 y+4
- de= | ——dy.
/e2r+4 ‘ /y(y2+4) Y

On doit alors décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 31(5274:}4) : on vérifie que, pour tout y > 0,

y+4 1 —y+1 1 1 2

1
_J - — — + =
y(@?2+4) oy yr+4 oy 2y2+4 0 2 (9)

DN

+1
ce qui donne pour tout y > 0, aprés avoir remarqué que y — 2y est la dérivée de y — y? + 4,
y+4 1., 1 y
————dy=Iny— -1 4) 4+ — arctan(=) +
ou ¢ € R est une constante. En remplagant y par e*, on obtient pour tout x € R :

T4+ 4 1 1 r
/% de =z — 5 In(e®® +4) + 3 arctan(%) +ec.

3. L’intégrale ici est définie sur tout intervalle sur lequel le dénominateur de la fraction rationnelle qui définit la
fonction & intégrer ne s’annule pas, c’est-a-dire sur tout intervalle ne contenant pas —3 (en effet, on factorise
facilement 2% + 6z + 9 = (z + 3)?). On décompose la fraction rationnelle & intégrer en éléments simples ; on

vérifie que pour tout = # —3, on a
2x+5 2 1

22+62+9 x+3 (z+3)2

Ce qui nous donne sur tout intervalle ne contenant pas —3 :

2r+5 1 -1 1
——dz =2 d ——dr =21 3|+ —
/$2+6aj+9 * /m+3 er/(:chg)2 t nle + |+x+3+c’

ol ¢ € R est une constante.

4. L’intégrale & calculer existe sur tout intervalle de R, et on a, en faisant le changement de variable x = sht (ce
qui donne t € R et dx = chtdt) comme indiqué dans 1’énoncé :

1 ht 1
J SR T
(22 +1)2 (1+sh2t)2 ch?t

en effet, 1 +sh?2t = ch2t et cht > 1 > 0 pour tout ¢ € R, ce qui implique que cht = v/ch2t = v/1 + sh 2t pour
tout ¢ € R. On se rappelle ensuite que ¢t — ﬁ =1 —th?t est la dérivée de t — tht, ce qui donne finalement,
en remplagant ¢ par argshx :

1
/ m dx = th (argshx) + ¢,

ou ¢ € R est une constante. On peut aussi remarquer que

sh(argshz) @
ch(argshz) /1 + 22

th (argshx) =

ce qui donne finalement pour tout x € R

Exercice 2.

1. Pour tout z,y € R, on a : sinx — siny = 2008(%”) Sin("”;y)7 ce qui implique, compte tenu des inégalités

|cosf] <1 et |sind| < |6] valables pour tout § € R :

|sinz —siny| < 2- |%| =z -yl



2. En utilisant I'inégalité de la question précédente, on a immédiatement pour tout n > 1
|tnt1 — Un| = |a(sinu, —sinu,_1)| = |a||sinu, — sinu,—1| < |a||uy — wn—1].
On note alors (P,) la propriété
[Unt1 — un| < faf"|ur — uol.
On va montrer (P,) par récurrence.
Initialisation : (Py) est vérifiée puisque |a|® = 1, et 'inégalité est en fait une égalité.
Hérédité : Soit n € N tel que la propriété (P,) soit vérifiée. On a alors, d’apres l'inégalité montrée au début de
cette question :

d’apres (P,,) .
[Unt2 = tns1] < laf|unir — unl < lal - la|"[ur — uo| = [a|" " |u1 — uo|-

Ceci montre alors que la propriété au rang n + 1 est elle aussi vérifiée.

Ainsi, on a montré par récurrence que (P,) est vraie pour tout n € N.

3. Soit 0 < o < 1, soit p, ¢ € N avec p > g. Alors la somme a? + a9t 4 ... 4 aP représente la somme de p — ¢ + 1
terme de la suite géométrique de premier terme a4, de raison a. On a donc

q q+1 P q 1—armat!
a’ +« +--F+a' =0 —/,
1—-«
_ _ogP—atl . s 2z 7
et comme 0 < a?~ 971 < 1, on a “‘1“77& < ﬁ, ce qui donne alors I'inégalité cherchée.

En utilisant 'inégalité triangulaire pour la valeur absolue, on a pour tout p,q € N, p > ¢ :

lup —ug| = |(“p —Up—1) + (up—1 = Up—2) + -+ + (ugt2 — Ugy1) + (Ugs1 — Uq)|
< up —up-1| + up—1 —up—a| + -+ [ugra — ugpr| + [ugr1 — ugl
< (laPP +lalP™ 4+ fal T+ a]?) [ur — uol
<zl 0
1—|a P,q—00

ol on a utilisé la majoration de la question 2 pour la deuxiéme inégalité et 'inégalité du début de cette question
pour la troisieme inégalité (car 0 < |a| < 1). Enfin, la convergence vers 0 lorsque p et ¢ tendent vers 'infini
provient du fait que |a| < 1. On en déduit donc que la suite (u,)nen est de Cauchy, done convergente.

4. L’inégalité de la question 1 permet aussi de prouver que si une suite (2, ),cn €st convergente vers une limite £,
alors (sinzp,)nen converge vers sin £. En effet, on a

0 < |sinz, —sinf| < |z, — | —— 0.

n—oo

Dans notre cas, on sait que (uy,)nen €st convergente ; notons ¢ sa limite. On a alors

Upy1 —— £ et asinu, +b —— asinfl + b,
n—oo n—oo

d’apres ce qu’on vient de montrer. Comme u,,+1 = asinu, + b, par unicité de la limite d’une suite convergente,
¢ vérifie nécessairement ¢ = asinf + b. Soit f la fonction f : x — x — (asinx + b) définie sur R : f est dérivable
sur Ret f/(x) =1 —asinz > 0 pour tout = € R (car |a| < 1). La fonction f est donc strictement croissante sur
R, elle vaut —m —asinb < O0Oenxz =b—7met 1 —asinb > 0en z = b+ 7. On en déduit alors que f s’annule
une seule fois sur R, 'unique point y pour lequel f(y) = 0 vérifie b — 7+ < y < b+ 7. Cela montre que la limite
¢ de la suite (uy,)nen est I'unique solution de f(x) = 0, donc ¢ €]b — 7,b 4+ 7[. On peut méme remarquer que
f(b— g) =—5 tacosb<0et f(b+ g) =4 —acosb >0 (car § > 1), ce qui nous permet de localiser ¢ dans
ke s us
I'intervalle ]b — 5,0+ 5[

Exercice 3. Il est facile de voir (par récurrence) que pour tout n € N on a 0 < u, < 7§, ce qui implique que

0 < Upy1 = sinu, < u, : on en déduit que la suite (uy,)nen est décroissante ; comme de plus elle est minorée par
0, elle est convergente. Comme on ’a vu dans l’exercice précédent, sa limite ¢ vérifie / = sin/f et £ € [07 g] : la seule

possibilité pour £ est £ = 0.

En conclusion, la suite (u,)nen est décroissante, positive, convergente vers 0.



Exercice 4. (8 points)

Dans chacune des questions ci-dessous, seules deux réponses sont exactes. Une réponse juste est créditée de 0,5 point,
deux réponses justes rapportent un point ; 0, 3 ou 4 réponses ne rapportent aucun point, une réponse fausse vaut -0,25

point.

On consideére trois suites (un)neN, (Un)nen €t (Wp)nen vérifiant u,, < v, < w, pour tout n € N.

nen diverge vers 400, alors
Un )nen 'est pas majorée ;
Wn)nen Nest pas majorée ;

Wy )nen diverge vers +0o ;

—~ —~ —~ —~ N>

Un)neN D'est pas minorée.

2. Si, pour tout n € N, on a u, + v, = wy, et si

(wn)nen converge vers 0, alors
(a) (un)nen converge ;

(b) (vn)nen n'est pas minorée ;

(c)

)

(d) In € N tel que u,, > %wn

HnoeNtelqueVnZno:unS%;

3. Si (wp)nen diverge vers —oo, alors
(a) (vn)nen n'est pas majorée ;
(b

(c
(d

Up + Un )nen diverge vers —oo ;

Un )neN est majorée ;

) (
) (
) (
) (

Un)neN est minorée.

4. Si (vp)nen est une suite croissante et si (wy,)nen

converge, alors

Wy )neN €st croissante ;
Un )neN €st croissante ;
Un)neN CONVErge ;
)

Up )neN €st majorée.

5. Soit A I’ensemble

(
(

(. zeR).

a) A est borné ;

)
b) inf A >0;
(c) supA=1;
(d) le complémentaire de A est [1,+oc0].

1

6. Soit B I’ensemble {1 + o

(
(

neN}.
a) BN[0,1]=0;

b) B n’a pas de borne supérieure ;

)
)

(¢c) inf Be B
)

(d) inf B < 1.

7. Soit f I'application définie de R dans R par
f@) =2+ 7

(a) f est injective ;
(b) Iy cRtel que Vo € R, f(z) £y ;
()
)

(d) f n’est pas bijective.

Va€R, f~*({a}) a un élément et un seul ;

8. Soit g : [0, 00[— R définie par g(z) =z + 13-

(a) g ne s’annule pas ;
(b) g est une bijection de [0, +o0o[ sur [0, +00] ;
(c) g est surjective ;

)

(d) g est injective.

Réponses du QCM

1. (b) et (c) ;2. (a) et (c) ;3. (b) et (c) ;4. (c) et (d) ;5. (a) et (¢) ;6. (a) et (d) ;7. (a) et (c) ; 8. (a) et (d).



