
Université Aix-Marseille 2012–2013

Parcours PEIP - Introduction à l’analyse
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Exercice 1. Pour n ∈ N, on note un =
∫ 1

0

xn

√
1 + x2

dx.

1. (i) Donner les valeurs de u0 et u1.

(ii) Montrer que pour tout n ∈ N, on a 1
(n+1)

√
2
≤ un ≤ 1

n+1 . En déduire que (un)n∈N converge et
donner sa limite.

2. On note maintenant vn = un+2 + un, n ∈ N.

(i) Montrer que vn =
∫ 1

0

xn
√

1 + x2 dx, n ∈ N.

(ii) Montrer que la suite (vn)n∈N est décroissante. Est-elle convergente ? Et si oui, quelle est sa
limite ?

3. (i) En intégrant vn par parties, montrer que (n + 2)un+2 + (n + 1)un =
√

2.

(ii) Montrer que (un)n∈N est décroissante. En déduire que (2n − 1)un ≤
√

2.

(iii) En utilisant 2.(ii) et 3.(ii), montrer que (nun)n∈N est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 2. Les questions 1 et 2 sont indépendantes. La troisième question utilise les résultats des deux
premières questions.

1. (i) Montrer que pour tout x > 0, on a : arctanx + arctan
1
x

=
π

2
.

(ii) Montrer que pour tout x ≥ 0, on a : x − x3

3
≤ arctanx ≤ x.

2. Soit (un)n∈N une suite réelle.

(i) Écrire la définition de lim
n→∞

un = 0.

(ii) Montrer que si (un)n∈N converge vers 0, alors la suite (arctan un)n∈N converge aussi vers 0.

3. (i) Montrer que pour tout n ∈ N, l’équation tanx = x admet une unique solution dans l’intervalle
]nπ − π

2 , nπ + π
2 [. On note xn cette solution. Montrer alors que pour tout n ∈ N

xn − nπ = arctanxn.

(ii) Donner la valeur de x0 et montrer que pour tout n ≥ 1, xn ∈]nπ, nπ + π
2 [.

(iii) On considère la suite (xn)n∈N ainsi construite. Montrer que :
xn

nπ
−−−−→
n→∞

1.

(iv) En utilisant 1.(i), montrer que pour tout n ≥ 1, on a : xn − nπ − π

2
= − arctan

1
xn

.

En utilisant 2.(ii), en déduire que : xn − nπ − π

2
−−−−→
n→∞

0.

(v) En utilisant 1.(ii) et 3.(iv), montrer que pour tout n ≥ 1, on a

1 − nπ

xn
≤ nπ

(
xn − nπ − π

2
)

+ 1 ≤ 1 − nπ

xn

(
1 − 1

3x2
n

)
.

En déduire que
nπ

(
xn − nπ − π

2
)
−−−−→
n→∞

−1.


