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Réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents

1 Rappel
On rappelle ici ce qui a été démontré lors du cours précédent.

Lemme 1 Soit uw € End(E) un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence v = 1(u).
Soit v € E un vecteur tel que u*~1(v) # 0. Alors le systéeme (v, u(v),...u*=1(v)) est libre.

Corollaire 1 On a donc toujours v(u) < dim(E) et donc u™F) = 0 pour tout endomorphisme nilpotent u
de E.

Nous avons traité le cas particulier important ot l'indice de nilpotence et la dimension de F coincident :
t(u) = dim(E).

Dans ce cas on peut trouver une base de la forme (u"~1(v),...,u(v),v) (oit n := dim(FE)).

On trouve que la matrice de u dans un telle base et trés simple :

010 ... 0
0 01 0
000 ... 1
000 ... 0

Une telle matrice s’appelle bloc de Jordan de taille n et de valeur propre 0.

2 Forme de Jordan des endomorphismes nilpotents

Notre but maintenant est de trouver une forme canonique pour un endomorphisme nilpotent arbitraire
(c’est-a-dire dans le cas général ¢(u) < n).

Théoréme 2 Soit u un endomorphisme nilpotent. Alors Specy (u) = {0}.

Démonstration : 1. Soit v € E tel que u*~!(v) # 0. Alors u*~!(v) sera un vecteur propre de valeur propre
0. Donc 0 € Spec (u).
2. Soit A € Specy (u). Alors il existe v # 0 tel que u(v) = Av. On obtient 0 = \*~!v donc A = 0. O

Le but de ce cours est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3 Soit u € End(E) un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence v := 1(u) et soit k :=
dim(ker(u) = multy(0).

Alors E admet une base dans laquelle u est donné par une matrice formée par k blocs de Jordan. La
taille mazimale de ces blocs de Jordan est ¢.

La fin de ce cours est consacrée & la preuve de ce théoréme.

Lemme 2 Soit u € End(E) nilpotent d’indice de nilpotence 1. Posons K; := ker(u®) pour 1 < i < 1. Alors
Ey=K1 C Ko C---C K, =FE, toutes les inclusions sont strictes.

Démonstration : En effet supposons K; = K1 pour j < ¢. Alorssiu € Kj2, on obtient u/*2(v) = 0, donc
on au(v) € Kj41 ,donc u(v) € Kj, donc w/T!(v) = 0. Par récurrence on obtient K; = Kj11 ==K, = E,
donc l’indice de nilpotence serait < j, ce qui est une contradiction. O



Lemme 3 Soit u € End(E) nilpotent d’indice de nilpotence v et soit K; := ker(u') pour 1 < i < . Il existe
des sous-espaces vectoriels F; C K;, ot F, # {0}, tels que les noyaux K; se décomposent en somme directe
comme suil :

KL - KL*I 5% FL
K1 = K2 @ u(F,) D F,4
K, 2 = K 3 & UZ(FL) > U(FL_1) (&) F,_»
Ky = Ubil(FL) (&) ULiz(FLfl) D Ubig(FL,Q) e -+ b ’LL(FQ) ® KN

Démonstration : Par récurrence décroissante :

initialisation : on choisit un supplémentaire F, de K, _; dans K,. Il sera non-nul, d’aprés le lemme 2.
passage de ¢ — j + 1 & v — j : On suppose qu’on a trouvé les sous-espaces F,, ..., F,_;1 tels que les premieres
j décompositions en somme directe soient vérifiées. C’est a dire en particulier que

K _ji=K_jou Y(F)® - ®ulF,_jt2) ®F_j

On veut maintenant montrer que K,_; se décompose en somme directe. Il suffit de démontrer que les sous-
espaces K, ;_1 et u®(F,4s—;) 1 < s < j sont en somme directe. Considerons donc une somme nulle de la
forme

j
kgt u(frrs—g) =0
s=1

ou chaque vecteur se trouve dans le sous-espace indiqué par I’indice.
On applique u* =7~ et on écrit le résultat sous la forme

j—1
W U foreprog) =0 (t:=s— 1),
t=0

Donc

J—1

Zut(fH“tJrl*j) € K.

t=0
Mais, les sous-espaces K,_; et u'(F,1441—;) pour t =0,...,j — 1 sont en somme directe de somme K, ;1,
ce qui montre que tous les termes de cette somme sont nuls.

Revenons & la somme initiale, on voit que tous les termes sont nuls. O

Remarque :

1. En général, on peut avoir F; = 0 pour j < ¢.

2. v’ : F; — u®(F}) est un isomorphisme pour 0 < s < j — 1.

En effet si w/~!(f;) = 0 alors f; € K;_1, mais K;_1 et F}; sont en somme directe donc f; = 0.

En utilisant ces décompositions on peut démontrer notre théoréme. La démonstration est aussi un algo-

rithme pour trouver une base dans laquelle la matrice de u est une matrice de Jordan.
On utilise la décomposition

F = @0§s<j§LUS(Fj)
1. On choisi une base vy, ....v; de F,
On considére les k systémes

qui consituent k£ blocs de Jordan de taille ¢.
On continue de la méme maniére avec F,_; SI CELUI-CI EST NON NUL !
On obtiendra dim(F}) blocs de Jordan de taille j.
Ceci termine la démonstration du théoréme. O

Corollaire 4 Tout endomorphisme nilpotent est trigonalisable et son polynéme caractéristique est

PU(X) — (_1)dim(E)Xn



