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Exercice 1. Sur R[X] on défini:
(PlQ) = P(0)Q(0) + P(Q(1) + P(2)Q(2).

1. Est-ce un produit scalaire?

2. On se restreint maintenant a Ry[X], est-ce un produit scalaire?

Exercice 2. On considére I'espace vectoriel R[X] et
1
Pl = [ Pwowd.
0

1. Montrer que c’est un produit scalaire.

B

Calculer || X||, | X2 + 1|, (X3 —2]5X +1).

3. Trouver un polynoéme orthogonal & 7, X — 8 et 3X? — 71X + 89.
Soit Z = {P € R[X]|P impair}.

4. Montrer que si P € R3[X] est orhtogonal & Z, alors P est nul.

On se propose maintenant de montrer que Z+ = {0}. Pour cela on choisit un polynéme
P de degré d, orthogonal a Z.

5. Exprimer ly(n) =n(n+1)---(n+d) fol P(t)t"~! dt en fonction des coefficients de P
et montrer que c’est un polynéme en n dont on déterminera le degré et le terme constant.

6. Montrer que I a une infinité de racines et en déduire que le terme constant de P est
nul.

7. Montrer que I1(n) =n(n+1)---(n+d—1) fol P(t)t""2 dt est un polynéme en n qui
a une infinité de racines et donc que le coefficient du terme de degré 1 de P est nul.

8. Conclure que Z+ = {0}.

Exercice 3. On considére sur F = C([—1,1],R) le produit scalaire

1
(o) = [ sstae.
-1
Soit P = {f € E|f paire} et T = {f € E|f impaire}.
1. Montrer que ce sont deux sous-espaces vectoriels.

2. Montrer que P& Z = FE.



3. Montrer que P 1L 7.

4. Soit f(x) = 323 — 22% — 5, trouver les projetés orthogonaux de f sur P et Z.

1
(z —2)(z + 3)

5. Soit f(z) =

trouver les projetés orthogonaux de f sur P et 7.

Exercice 4. Soit F = C([a,b],R) muni de la norme L% et F' = {f € E|f(a) = 0}.
1. Montrer que F' est un idéal de F.

2. Montrer que si g est orthogonal a F alors g? aussi.

3. En déduire que F+ = {0}.

Exercice 5. Projection orthogonal dans les pré-hilbertiens réels

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Soit V' un sous-espace vectoriel
de F

1. Montrer que V= est un sous-espace vectoriel fermé de E.
2. Montrer que V C V4,

On suppose maintenant que V' est complet. Soit x un élément de F on va montrer que
la projection orthogonale de x sur V existe.

3. Soit yg € V. Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :
H (1) o —yoll = nf{flz —yl.y € V}
(1) (r—yo) LV
4. Soit y,y’ deux éléments de V. Montrer que

y+y,||2

ly = 'I" = 2(le = yl* + llz = ¢/II*) = 4llz — =

5. En déduire que si (y,)nen est une suite telle que
T o — g | = nf{lz — ylly € V)
alors (y,)nen est une suite de Cauchy.

6. Conclure que si V' est complet alors pour tout  dans F il existe y dans V tel que
(x — y) est orthogonal & V.

7. En déduire que si V est complet E =V @ V4 et Vi =V,



