Aix-Marseille TII — Deug ST — M10 Examen T. CouLBOIs — 13 septembre 2004

3 heures — Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1. Soit f une fonction continue sur [0,1]. On rappelle que f est positive si
vVt € [0,1], f(t) > 0 et que f est non-nulle si 3t € [0,1], f(t) # 0.

1. Montrer que si f est positive et non-nulle (P|Q) = fo Q(t) dt est un produit
scalaire sur R[X].

2. On se propose de montrer la réciproque de la question précédente.

a. Montrer que si f n’est pas positive, alors il existe une fonction g continue et positive
sur [0,1] telle que a = fo g(t)dt < 0.

b. En utilisant le théoréme de STONE WEIERSTRASS montrer qu’il existe un polynéme
P € R[X] tel que Vt € [0,1], |g(t) — P%(t)] < ‘“l ot M est un majorant de | f].

c. En déduire que fol F(&)P?(t)dt < 0.

d. Conclure que (P|Q) = fo Q(t) dt est un produit scalaire sur R[X] si et seule-
ment si f est positive et non- nulle

3. a. Montrer que pour tous réels a et b, (a,b) # (0,0), %CLQ + %ab + %bQ >0

b. Montrer que (P|Q) = f01(5t —1)P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R;[X] I'espace
vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 1.

c. Cette question est-elle contradictoire avec la question précédente?

Exercice 2. Soit A(x4,ya) et B(xp,yp) deux points du plan, x4 # xp.

1. Montrer qu'il existe un unique polynéme P, g de Ry[X] passant par A et B et dont
la tangente en A est horizontale.

2. Montrer que Iapplication qui a deux points (A,B) du plan associe Py p est continue
sur son domaine de définition.

3. Montrer que la courbe représentative du polynéome aX? + bX + ¢ passe par A et B si
et seulement si b =p — (x4 + xp)a et ¢ = m + axsxp ot y = pxr + m est I'équation de la
droite (AB).

4. Déterminer tous les polynémes de Ry[X] passant par A et B et dont les tangentes en
A et B sont perpendiculaires.



Exercice 3. Soient p,q €]0,1[, p + ¢ = 1. On suppose qu'une variable aléatoire X a
valeur dans N suit la loi P(X =n) = ¢"p.

1. Montrer que cela définit bien la loi d’une variable aléatoire a valeurs dans N.
2. Montrer que cette loi est «sans mémoire» au sens ou pour tous entiers n et m

P(X>n+m|X >n)=P(X >m)

i

Calculer I'espérance de X.
4. Proposer une expérience aléatoire ot une telle loi aparait.

Soit Y une variable aléatoire, indépendante et de méme loi que X.

o

Calculer 'espérance de X + Y.

6. Montrer que la loi de X +Y est P(X +Y =n) = (n+ 1)p*q™.



