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Ex. 1. (Questions de cours)

1. Enoncer et démontrer le théoreme concernant la diagonalisabilité des endomorphismes
NOrmaux.

2. Donner la forme canonique d’un endomorphisme orthogonal.
3. Montrer que O(n) est compact.

4. Montrer que SO(n) est connexe.

Ex. 2.

Dans cet exercice, tous les calculs s’effectuent sur C.
0 0 a

Soit A:=| 0 0 b | € M3(C).
a b c

1. Déterminer Pa(X) et Spec(A).
2. Sous quelles conditions le polynéome caractéristique Pa(X) admet-il une racine triple ?
Quelle est dans ce cas la forme normale de la matrice ?

3. Sous quelles conditions le polynome caractéristique P4(X) admet-il une racine double
distincte de la troisieme ?

Sous quelles conditions la matrice A? est-elle proportionnelle & A?
Sous quelles conditions le polynéme minimal m4(X) est-il de degré un?
Sous quelles conditions le polynéme minimal m4(X) est-il de degré deux?

Sous quelles conditions la matrice est-elle diagonalisable ?
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Quelle est la forme normale de la matrice lorsque son polynéme caractéristique Pa(X)
admet une racine double ou triple ?

9. Démontrer que lorsque a, b et ¢ sont réels, les racines de P4(X) sont distinctes, sauf si
a=0b=0.
10. Donner I'exemple d’une matrice complexe symétrique non diagonalisable.
Quelle est la bonne généralisation du théoreme
“Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable.” ?

11. Déterminer les espaces propres et caractéristiques de I’endomorphisme correspondant

0 0 1
a la matrice B := 00 O
1 0 29

Ex. 3
Soit A € sly(K) une matrice 2 x 2 de trace nulle.

1. A l'aide du théoreme de CAYLEY-HAMILTON, démontrer que A? est une matrice sca-
laire.

2. En déduire que A est nilpotente ssi det(A) = 0.



