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Exercice I. (Cours, 6 points)
1. Enoncer et démontrer le théoréme des restes chinois.

2. Montrer que Z est un anneau principal.

Exercice II. On se place dans Z/18Z.

1. a. Calculer 'inverse de 7.

On utilise Ialgorithme d’Euclide : 18 =7 x 2+ 4, 7=4+ 3,4 =341, ce qui montre
que 7 et 18 sont premiers entre eux, on remonte ensuite ’algorithme : 1 =4 — 3 =
4—(7T—-4)=4x2-T=(18—-7Tx2)x2—-7=18 x 2 —7 x 5. Ce qui montre que
7 x (=5) =1 mod 18 et donc que l'inverse de 7 modulo 18 est —5 = 13.

b. Reésoudre I'équation bx + 3 = 0.

En multipliant I’équation par —7 = 11 (qui est 'inverse de 5 d’aprés la question pré-
cédente), I'équation est équivalente a x + 33 = 0 et donc 2 = 3. 3 est 'unique solution
de I’équation.

c. Résoudre I’équation 4z + 10 = 0.

4 n’est pas inversible modulo 18 car 4 et 18 ne sont pas premiers entre-eux. Résolvons
dans Z I’équation 4x + 10 = 0 mod 18. En factorisant par 2, cette équation est équi-
valente & 2x + 5 = 0 mod 9. Maintenant 2 et 9 sont premiers entre eux et 2 x 5 =1
mod 9. En multipliant ’équation par 5 dans Z/9Z elle est équivalente a x + 25 = 0
mod 9 et donc & * = 2 mod 9. En revenant a I’équation initiale, les deux solutions
sont donc 2 et 249 = 11.

2. a. Montrer que 'application f : x — 7z 4 3 est bijective.

f:Z/18Z — Z/18Z, 'ensemble de départ et 'ensemble d’arrivée on le méme cardinal,
18. II suffit donc de montrer que f est injective pour montrer qu’elle est bijective.
Soit x, ' dans Z/18Z tels que f(z) = f(2'). Alors Tx+3 = 7z’ +3 et donc 7(x—2') = 0.
En multipliant par 11 qui est I'inverse de 7 on obtient # = z’. Ceci montre que f est
injective et donc bijective.

b. Trouver tous les x tels que f(z) = =.

Résolvons 'équation f(z) = 7z + 3 = = dans Z/18Z. Elle est équivalente a 6x +3 = 0.
6 n’est pas inversible dans Z/187Z, 6 est méme un diviseur de 18! Mais si z est un
éléments de Z tel que 18 divise 6z + 3 alors 6 divise a fortiori 6z + 3 et 6 divise 3 ce
qui est une contradiction. L’équation f(z) = x n’a donc pas de solutions.

3. Donner le cardinal du groupe multiplicatif (Z/18Z)*.

Les inversibles de (Z/18Z) sont les éléments premiers avec 18 c’est-a-dire
1,5,7,11,13,17, il y en a 6. Le cardinale de (Z/18Z)* est donc 6. Autre méthode :
L’indicatrice d’EULER de 18 est (18) = ¢(2) x ¢(3%) =1 x 3(3 — 1) = 6. C'est le
cardinal de (Z/18Z)*.

4. a. Calculer 52, 5% et 55.

52=7,5=—-1et 50 =1,

b. En déduire l'ordre de 5 dans le groupe multiplicatif (Z/18Z)*.

Comme 5% = 1 l'ordre de 5 divise 6, et comme 52 et 5% sont différents de 1, 'ordre de
5 est 6.




5. Donner explicitement un isomorphisme entre (Z/6Z,+,0) et ((Z/18Z)*, x,1).

D’aprés la question précédente f : Z/6Z — (Z/18Z)* est un isomorphisme de
k — 5"

groupes.

Exercice ITI. Dans S; on considére les éléments a = (12)(34) et 5 = (13)(24), et N le
sous-groupe qu’ils engendrent.

1. Déterminer les quatre éléments de N et dresser sa table de CAYLEY. Montrer que les
éléments de N commutent.

En effectuant les calculs on trouve :

y | id [ (12)(34) | (13)(24) | (14)(23) |
id id (12)(34) | (13)(24) | (14)(23)
(12)(34) || (12)(34) id (14)(23) | (13)(24)
(13)(24) || (13)(24) | (14)(23) id (12)(34)
(14)(23) || (14)(23) | (13)(24) | (12)(34) id

On remarque que le tableau est symétrique par rapport & la diagonale principale, ce
qui montre que N est commutatif (et cela justifie que I'on ne précise pas dans quel sens
on effectue les multiplications).

2. Montrer que tous les éléments de N sont pairs et qu’ils sont d’ordre 1 ou 2.

Les transpositions sont impaires et donc les produits de deux transpositions sont pairs.
L’identité est paire. Les quatre éléments de N sont donc pairs. L’identité est d’ordre 1
et les trois autres éléments sont d’ordre 2 (I'ordre d’un produit de cylcles & supports
disjoints est le ppcm des longueurs des cycles).

3. Donner tous les éléments de S, qui sont pairs et d’ordre 1 ou 2.

L’ordre d’une permutation est le ppcm de la longueur des cycles de sa décomposition
en cycles a supports disjoints. La seule permutation d’ordre 1 est I'indentité.

Les éléments de Sy d’ordre 2 se décomposent donc en un produit de transpositions
a supports disjoints, ils sont donc de la forme (12) ou (12)(34). Les transpositions
sont impaires. Les permutations paires de Sy d’ordre 1 ou 2 sont donc exactement les
éléments de N.

4. Soit p,o € Sy, montrer que opo~! et p ont méme ordre

1 1 1

: (opo™1)? = opotopot = op?ot,
= 0p30_1. Par récurrence nous montrerions que pour tout

Calculons les puissances successives de gpo™ 12
(opo1)? = op’c~lopo—!
entier k,

1

l)kzo_pko_f )

(opo™

Ainsi pour tout entier k, nous avons les équivalences suivantes :

(cpo VW =id <= opfo ! =id = pf=id

Let o

La derniére équivalence étant obtenue en multipliant & gauche et & droite par o~
respectivement.
Ceci montre que les idéaux annulateurs de p et opo™

ordres (qui sont les générateurs positifs des idéaux annulateurs) sont égaux.

I sont égaux et donc que leurs

5. Soit p,o € Sy, montrer que opo~! et p ont méme signature.



La signature est un homomorphisme de groupes & valeur dans {#1}, qui est un
groupe commutatif. Nous avons donc sign(opo~!) = sign(o)sign(p)sign(c~!) =
sign(o)sign (o) ~tsign(p) = sign(p).

6. En déduire que pour 0 € Sy et p € N, opo—t € N.

D’aprés les questions précédentes pour toute permutation p de N, p est paire et d’ordre
1 ou 2, donc opo~! est aussi une permutation paire et d’ordre 1 ou 2 et donc un élément
de N. On dit que N est un sous-groupe distingué de Sjy.

7. Déterminer une permutation o € S telle que cac™! = B et 007! = «

Apres plusieurs essais au brouillon, j’ai trouvé :

(132)(12)(34)(132) "1 = (132)(12)(34)(123) = (31)(24) = (13)(24).

Le cycle de longueur 3, o = (132) vérifie donc oo™t = 3.

Exercice IV. Soit G un groupe commutatif et = et y des éléments de G d’ordres finis
respectifs m et n.

1. Donner la définition de 'ordre de z.

L’ordre d’un élément x d’'un groupe G, est le plus petit entier m > 0 tel que 2™ = e
ou e est I'élément neutre du groupe. Alternativement I'ordre de = est le générateur
strictement positif de 1'idéal annulateur de z : I, = {k € Z | 2* = e}. Si I, = {0} on
dit que x est d’ordre infini.

2. a. Soit d un diviseur de m déterminer I'ordre de % dans G.

Comme d divise m, il existe m’ € N tel que m = dm/. Soit k € Z. (z})* = ¢ «—

1% = e <= m|dk <= m/|k. Par définition de I'ordre de 2% nous en déduisons que

Pordre de z% et m/ = o.

b. Pour a € Z, donner 'ordre de z* en fonction de m et pged(a, m).

Soit k tel que a:(a)k = 2% = ¢. Par définition de lordre de z, on a l’équivalence
(x*)* = e <= ml(ak). Soit d le pged de a et m. Alors il existe a/,m’ € N, tels que
a = da’, m = dm’ et a’ et m’ sont premiers entre-eux. La condition précédente nous
donne donc (z%)¥ = e <= (dm')|da’k <= m'|d’k et d’aprés le lemme de GAUSS,
ceci est équivalent & m/|k. Par définition de l'ordre d’un élément nous avons montré

a . bl ! __ m
que z¢ est d’ordre m' = pacd(am

c. Soit d un diviseur de m, donner un élément de G' d’ordre d.

D’aprés la question précédente z'd est d’ordre d.

3. a. Montrer que si m et n sont premiers entre eux et si m et n divisent a € Z alors
mn divise a.

Comme m divise a il existe a’ € Z tels que a = ma’. Ainsi n divise ma’ et d’aprés le
lemmme de GAUSS, n divise a’. Donc mn divise ma’ = a.

b. Sim et n sont premiers entre eux montrer que l'ordre de z = xy est mn.



Soit k € Z tel que 2z = e. Comme G est commutatif nous avons zF = (zy)F =
zFy* = e. En passant & la puissance m nous obtenons e = ™ = (xFyk)™ = ghmykm —
(z)Fykm = ekykm — ykm Par définition de I'ordre de y, ceci est équivalent & n|km
et d’aprés le lemme de GAUSS nous obtenons z¥ = ¢ = n|k. De méme en passant a la
puissance n nous montrerions que z¥ = e = n|k. D’aprés la question précédente nous
obtenons donc z¥ = e = (mn)|k. L'implication réciproque est facile : 2" = (xy)™" =
Mymn = (™) (y")"™ = e"e™ = e. Par définition de l'ordre de z nous avons donc
montré que z = zy est d’ordre mn dans G.

4. Soitm=p"---p¥etn = pf t...plr les décompositions en facteurs premiers de m et
n, ol py, ..., p, sont des nombres premiers deux a deux distincts et aq, ..., a,, G1,..., 5, >

0 sont des entiers positifs.

a. Donner la décomposition en facteurs premiers du pged et du ppem de m et n.

Pour tout i soit 7; = max{«;, §;} et §; = min{«y, §;}. Alors

ngd(m7 Tl) = p161p262 o 'prar et ppcm(m, n) = p171p2'y2 .. .pr’Yr.

b. Montrer que pour chaque i il existe un élément z; de GG d’ordre pl-nax(ai’ﬁ )

i .

Soit ¢ parmi 1,...,r.

Premier cas : si o; < f3;, alors f3; = max(«;, 5;) = 7, et soit n; = zﬁ' D’aprés les
questions précédentes, z; = y™ est d’ordre n% = p;Pi.

Deuxiéme cas : si a; > f3;, alors oy = max(ay, 3;) = i, et soit m; = % D’apres les

: A _amy y moo__ 0
questions précédentes, z; = "™ est d’ordre =P

2 212 max( &, i
Dans tous les cas nous avons trouvé un élément z; de G d’ordre p; (@:f:)

c. Donner l'ordre de z = z1 - - - z,.

En généralisant les questions précédentes, puisque les ordres des z; sont deux
a4 deux premiers entre eux, l'ordre de z est le produit des ordres c’est-a-dire
maX(al,Bl)pmaX(azﬂﬂ . .pinaX(amBr) — ppem(m, n).
Nous avons donc montré que pour tous éléments x et y dans G d’ordres respectifs m

et n il existe un élément z de G d’ordre ppem(m,n).




