
MA301 Analyse II

Séries de fonctions TD 4

Exercice 1.
Déterminer la convergence simple et la convergence uniforme des séries de fonctions définies par les termes
généraux

1. un(x) = xn(1− xn), n ≥ 0, x ∈ [0, 1],

2. vn(x) =
x

n(1 + nx2)
, n ≥ 1, x ∈ R.

Exercice 2.
Etudier les domaines de convergence simple et de convergence uniforme des séries de fonctions définies
par les termes généraux

1. un(x) =
sin(2nπx)

2n
, n ≥ 0,

2. vn(x) = e−n
2x, n ≥ 0,

3. wn(x) =
1

n2 + x2
, n ≥ 1.

Exercice 3.

Soit (fn)n≥1 la suite de fonctions définies sur [0,+∞[ par fn(x) =
x

x2 + n2
.

(a) Soit M > 0. Montrer que la série de fonctions
∞∑
n=1

fnconverge normalement sur [0,M ].

(b) En déduire que la fonction somme f =
∞∑
n=1

fn est continue sur [0,+∞[.

(c) Etudier la convergence de la série de fonctions
∑
n≥1

(−1)nfn sur [0,+∞[.

Exercice 4.

Montrer que la série de fonctions définie par son terme général fn(x) =
1
n2

sin
(x
n

)
, pour n ≥ 1, converge

uniformément sur R, on note f sa somme. Exprimer
∫ 1

0

f(x)dx comme somme d’une série numérique.

Exercice 5.

Soit fn(x) = e−nx sin
( π

2n
)
, pour n ≥ 1, le terme général d’une série de fonctions définies sur [0,+∞[.

Montrer qu’elle converge simplement vers une fonction f dérivable et que f ′(x) =
∞∑
n=1

f ′n(x).
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Exercice 6.
Determiner la convergence simple et de convergence uniforme des séries de fonctions définies par les termes
généraux

1. un(x) = xn(1− x), n ≥ 0, x ∈ [0, 1],

2. vn(x) =
(−1)n

n+ x
, n ≥ 1, x ∈ [0,+∞[,

3. wn(x) =
1
x
χ[n,n+1[, n ≥ 1, x ∈ [0,+∞[.

Exercice 7.

Soit la série de fonctions, de terme général fn(x) =
sin(nx)
np

, pour n ≥ 1.
(a) Montrer que si p > 1, elle converge uniformément sur R.
(b) Soient 0 < p ≤ 1, 2kπ < α < β < 2(k + 1)π. Montrer que la convergence est uniforme sur [α, β].

Exercice 8.
Etudier les domaines de convergence simple et de convergence uniforme des séries de fonctions :

1. tn(x) =
e−n

2x2

n2
, n ≥ 1,

2. sn(x) =
1

2n−1
√

1 + nx
, n ≥ 1,

3. zn(x) =
cos(nx)
enx

, n ≥ 0.

Exercice 9.

On considère la série de fonctions définies sur [0, 1] par le terme général fn(x) =
xn

n3(1 + xn)
, pour n ≥ 1.

(a) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette série de fonctions sur [0, 1].

(b) La fonction f =
∞∑
n=1

fn, est-elle dérivable sur [0, 1] ?

Exercice 10.
Soit |a| < 1. Soit (fn) la suite de fonctions définies sur

[
0, π2

]
par fn(x) = cos(x)nan, pour n ≥ 0.

(a) Montrer que la série de fonctions
∞∑
n=0

fn converge uniformément sur
[
0, π2

]
.

(b) En déduire que
∫ π

2

0

dx

1− a cos(x)
=
∞∑
n=0

an
∫ π

2

0

cos(x)ndx.

Exercice 11.

Soit fn(x) = ln
(
1 +

x

n

)
− x

n
, pour n ≥ 1, le terme général d’une série de fonctions définies sur [0, 1].

(a) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette série de fonctions sur [0, 1].

(b) Montrer que la fonction f =
∞∑
n=1

fn est dérivable, calculer sa dérivée sous forme d’une série.

(c) Calculer la valeur de la dérivée f ′(x) au point x = 1.
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Exercice 12.

Soit (fn) la suite de fonctions définies sur R par fn(x) =
sin(nx)
n3

, pour n ≥ 1.

(a) Montrer que la série des fonctions
∞∑
n=1

fn converge normalement sur R.

(b) On note S sa somme. Montrer que
∫ 1

0

S(x)dx =
∞∑
n=1

(1− cos(n)
n4

.

(c) Montrer que
∫ π

0

S(x)dx = 2
∞∑
n=1

1
(2n− 1)4

.

Exercice 13.

Soit fn(x) =
1

n2 + n3x2
, pour n ≥ 1, le terme général d’une série de fonctions. Montrer qu’elle converge

sur tout R vers une fonction f dérivable.
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