
MA301 Analyse II - Devoir 1A rendre au plus tard le 13 Otobre 2008Soient (un)n et (vn)n deux suites de nombres réels. Pour tout n ≥ 0, on dé�nit :
wn =

n
∑

k=0

ukvn−k.

• Le but de l'exerie 1 est de démontrer le résultat suivant :Théorème 1Si les séries de termes généraux un et vn sont absolument onvergentes, alors la série de terme général
wn est absolument onvergente et de plus, on a :

∞
∑

n=0

wn =
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∞
∑

n=0

un

)(

∞
∑

n=0
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)

.Remarque : Pour des raisons évidentes à la vue de e résultat, la série de terme général wn ainsionstruite est appelée série produit des séries ∑∞

n=0
un et ∑∞

n=0
vn.

• L'exerie 2 propose quelques appliations du Théorème 1.Exerie 1On suppose que les séries de termes généraux un et vn sont absolument onvergentes.1. Montrer par réurrene que pour tout M ∈ N,
M
∑

n=0

wn =

M
∑

n=0

[

un

(

M−n
∑

k=0
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)]

. (1)2. On suppose dans ette question que tous les un et les vn sont positifs.(a) Montrer, à l'aide de la première question, l'inégalité suivante
∀ N ∈ N,
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)

. (∗)(b) A l'aide de la question 1, montrer que
2N
∑

n=0

wn ≥
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.En étudiant les valeurs que peut prendre l'entier 2N − n quand 0 ≤ n ≤ N , en déduire que
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∑
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)

. (∗∗)() Montrer, en utilisant les deux questions préédentes, que les sommes partielles N
∑

n=0

wn ontune limite �nie.(d) En déduire que la série produit, de terme général wn, onverge.(e) Déterminer sa somme à partir de (∗) et (∗∗).1



3. On se plae maintenant dans le as où un et vn ont un signe quelonque. On pose an = |un|,
bn = |vn| et cn =

n
∑

k=0

akbn−k.(a) Montrer que
|wn| ≤ cn.(b) En déduire que la série produit, de terme général wn, est absolument onvergente.() Toujours en utilisant (1), prouver l'inégalité suivante :
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cn.(d) Conlure que
∞
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.Exerie 2Soit a ∈ R tel que |a| < 1. On pose un = an, pour tout n ∈ N.1. Caluler expliitement, pour tout n ∈ N, la quantité n
∑

k=0

ukun−k.2. En appliquant le Théorème 1 que l'on vient de démontrer, prouver que
∞
∑

n=0

(n + 1)an =
1

(1 − a)2
.3. Démontrer que la série de terme général n2an est absolument onvergente pour tout |a| < 1 etaluler sa somme.Indiation : On pourra poser vn = nan et onsidérer la série produit des séries de termesgénéraux un et vn.
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