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Probleme 1. Le but de ce probleme est de calculer la valeur de / e 7 du.

— 00

1. Montrer que l'intégrale généralisée

est convergente et que

/ e_Tdu:2/ e 2 du.
—o0 0

2. On note F la fonction définie sur R par

oxp(—(1 +2)2)
F(x) :/0 — 1 e dt.

(a) Justifier que F' est bien définie sur R.
(b) Calculer F(0).
(¢) Montrer que pour tout réel = positif, on a

(d) En déduire la valeur de lim F(z).

r——+00
3. On va prouver dans cette question que F est dérivable sur R et déterminer sa dérivée. Pour

x € R, on pose
1
G(z) = / exp(—(1 + t*)x)dt.
0

(a) Soit a un réel positif. Montrer que pour tout i € [—1,1], on a

a’h?

|67ah—1—|—ah|§ 5 e’.

(b) En déduire que pour tout réel z et tout h € [-1,1], on a
|F(z 4+ h) — F(z) + hG(x)| < h?e*™".

(¢) En déduire que F est dérivable en tout point z € R et déterminer sa dérivée en fonction de
G

4. Soit ¢ la fonction définie sur R par

p(z) = 2F (%) + </Oz e“ffdu)Q.

(a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0, 4o00[ et calculer sa dérivée.
(b) En déduire que ¢ est constante sur [0, +oo[. Calculer sa valeur.
(¢) En déduire la valeur de
+o0 2
/ e~ % du.



_1
u? 2e” 2

Corrigé du Probleme 1. 1. Pour tout u € R, on peut montrer que 0 <e” 2 < T En effet, en
U
étudiant la fonction g définie sur [0, 4+-oco[ définie par g(t) = (1 +t)e 2, on voit facilement que g(t) < %

+oo
pour tout ¢t > 0. Ce qui donne g(u?) < % pour tout © € R. Ainsi, comme / T2 du est convergente
_ u
o0 +Oo u2
(et vaut 7, on calcule facilement une primitive), par comparaison, 'intégrale / e 2 du est elle aussi
— 00

convergente.

w2

D’autre part, pour tout A > 0, comme la fonction u — e~ "2 est paire, on a

A, A
/ e*Tdu:Q/ e~ 2 du.
—A 0

En faisant tendre A vers 400, on obtient le résultat demandé.
exp(—(1+ %))

2. (a) A z fixé dans R, la fonction ¢ —
1+12

est continue sur [0, 1], donc intégrable.

2. (b) On a

1
1 T
F(O) = A W dt = [arctant](l) = Z
2. (¢) Pour z > 0, on a pour tout ¢ € [0,1] : x < (1 +t?)x < 2z, ce qui donne
—2x 1 < exp(—(l + t2)l') —z 1

e
1+12 ~ 1+1¢2 - 1+’
Ainsi, en intégrant (en ¢) ces deux inégalités sur [0, 1], on obtient pour tout z > 0,

1
z 6—236 < / exp(—(l + t2)$) dt < z e %,
4 o 1+ 4

t € 0,1].

2. (d) Comme lir+n e’ = lirf e2” =0, on déduit de I'inégalité précédente que lirf F(z)=0.
3. (a) Soit a > 0. La formule de Taylor a l'ordre 1 avec reste intégral pour la fonction f : [-1,1] — R

définie par f(t) = e~ nous donne :
h
e” " =1—ah+ / a’(h —t)e dt.
0

Ainsi, on a pour tout h € [—1,1]

h 2
h
le=@" — 1 +ah| < e“/ a’(h —t)dt = e a? 5
0

ce qui donne ’estimation demandée.

3. (b) D’apres I'inégalité prouvée au 3. (a), on a pour tout ¢ € [0,1], en posant a = 1 + ¢2, et pour tout
hel-1,1],

) 2V27,2 )
‘67(1% )h—1—|—h(1—|—t2)‘ < (1+¢%)%h e+t

2
et donc
L o=+t )
F(x+h)— F(x)+ hG(:c)‘ < / W‘e—““ M 14+ h(14t2)|dt
0
/1 =T (14 1%)2h? o1 gy
- Jo 14 2
1 h2
< / — 9227 dt = h2e7E,
0 2

3. (¢) D’apres l'inégalité précédente, on en déduit, d’apres la définition de la dérivabilité d’une fonction,
que F est dérivable sur [0, +o0[ et que sa dérivée en un point x € [0, +oo[ vaut F'(z) = —G(z).
4. (a) La fonction F' est dérivable sur [0,4o00[, c’est ce qu’on a montré dans la question 3. D’autre

u? 1z e es , 3
part, la fonction ¢ — fg e~z du est elle aussi dérivable (sur R) comme primitive (s’annulant en 0) d’une



fonction continue. Ainsi, la fonction ¢ proposée est dérivable sur R comme composée, somme et produit
de fonctions dérivables. On a pour tout t € R

t2 2 ¢ u?
o't = 2tF’(5)+2e_7/ ez du
0

12 2 1 t
f2tG<f> +2e 2 / exp ( - —U) tdv
2 0 2

—2tG<§) +2t/1exp(—(1+2t2)1}2) dv = 0.
0

Pour passer de la premiére égalité a la deuxiéme, on a fait le changement de variable v = %.

4. (b) On en déduit donc que ¢ est constante sur [0, +oo[, on a donc
T
Plt) = p(0) = 2F(0) = 5, 1€ [0, o]
4. (¢) Comme ¢ est constante sur [0, +ool, on a
2

T ) ) t bz N2
- -t (2 5) ([ % )

400 2
Comme . ligl F(u) =0 d’apres la question 2. (d) et comme l'intégrale / e” 7 du est convergente
— T 00 0

d’apres la question 1, on en déduit que

too 2 [ too e
Ainsi, on a / e 2 du = 3 et donc / e 2 du=+V2m. [l
0

—00

Probleéme 2 (Intégrales de Bertrand). Le but de ce probléme est de déterminer la nature des intégrales
du type

1

e 1 o
Kog= | ——de, Lop=| —— du,
@ /0 x|In z|? * =P /;xa|lnx|5 “

I —/e#dx et J —/+001dx
8= | zo(lnz)P *F= ) ze(lnz)P
en fonction de «, 3 € R.

1. (a) Montrer que pour «, 3 € R, les intégrales généralisées L, g et Io_o g sont de méme nature
et que si elles convergent, alors elles ont la méme valeur.

(b) Montrer que pour «, § € R, les intégrales généralisées K, g et Jo_q g sont de méme nature
et que si elles convergent, alors elles ont la méme valeur.

2. Le but de cette question est de déterminer la nature de l'intégrale I, 3.

(a) Montrer que si 8 < 0, alors la fonction = — 7 est continue sur [1,e]. En déduire que

1
z%(Inx)
I, g est alors convergente.
(b) On suppose maintenant que 5 > 0.
(7) Montrer que I; g converge si et seulement si 3 < 1. On pourra penser a faire un
changement de variable u = In x.
(#4) Montrer que si a > 1, alors pour tout = €]1,¢] on a
1 1 1 1
< < .
el g(lnz)f ~ z¢(Inz)? ~ z(lnz)s
En déduire que I, g converge si et seulement si 8 < 1.
(#41) Montrer que si a < 1, alors pour tout = €]1,€] on a
1 1 1
< < el—a -
z(Inz)? — zo(lnx)f — z(Inz)P

En déduire que I, g converge si et seulement si 8 < 1.




(¢) Déterminer tous les (o, §) pour lesquels I, g converge.

3. Le but de cette question est de déterminer la nature de l'intégrale J, g.
(a) Montrer que si a < 0, alors J, g est divergente pour tout 5 € R.
(b) Montrer que J; g converge si et seulement si § > 1. On pourra penser a faire un changement
de variable u = In x.
(¢) On suppose maintenant que 0 < o < 1.
(¢) Montrer que si § <0, alors J, g est divergente.

11—

(#i) Soit 8 > 0. Montrer qu’il existe M > 0 tel que
(Inz)8

> M, pour tout = > e.

l1—a
1 T2
En écrivant = , en déduire que J, g est divergente.
zo(lnz)f %% (Inz)P due Ja.p &

(d) On suppose ici que o > 1.
(¢) Montrer que si 3 > 0, alors J, g est convergente.

(#4) Soit B < 0. Montrer qu’il existe m > 0 tel que < m pour tout x > e.

%7 (Inz)B
1
En écrivant = , en déduire que J, g est convergente.
z*(Inz)? 5% 2% (Inwz)s e s 8

(e) Déterminer tous les (v, 8) pour lesquels J,, g converge.

+oo
4. Déterminer a, 8 € R pour lesquels l'intégrale / ———— dx est convergente.
o z%(Inz)?

Corrigé du Probléme 2. 1. (a) Les intégrales I, g sont éventuellement généralisées en 1, de méme que les

intégrales L, 5. Pour a €]1,¢[, on a, aprés un changement de variable u = % :

1
€ 1 @ 1
——dx = ————— du.
/a z*(lnx)B v /33 w?=|Inu|? “

Ainsi, l'intégrale de gauche converge lorsque a — 17 si et seulement si I'intégrale de droite converge
lorsque b = % — 17. Ainsi, I, 3 et Ly_o g sont de méme nature et d’apres 1’égalité précédente, lorsque
ces intégrales sont convergentes, on a Io g = La_q 3.

1. (b) Le raisonnement pour J,, g et K, g est le méme que précédemment, l'intégrale J, g étant généralisée
en +o0o et K, g étant généralisée en 0. En effectuant le méme changement de variable qu'en 1. (a), on
obtient que J, g et K2_, 3 sont de méme nature et que lorsque ces intégrales convergent, elles sont égales.

2. (¢) L’intégrale généralisée I, g est

e convergente pour («, 3) € Rx] — oo, 1]
e divergente pour (a, 3) € R x [1, +o0[.

1
3. (a) Soit § € R. Lorsque @ < 0, on a: lim ———— = +o00, donc il existe un A > e tel que pour
z—+o0 T (ln x)ﬁ

tout x > A, > 1. Ainsi, 'intégrale sur [e, +oo| est divergente.

x*(Inx)P

3. (b) Pour a €]e, +00[, on a, en faisant le changement de variable u = Inz dans l'intégrale :

a 1 Ina 1
/; Wdl‘—/l ﬁdu

+o0 1
Comme a — 400 si et seulement si Ina — +0o et que 'intégrale —3 du converge si et seulement si
U

B> 1, on en conclut que I'intégrale J; g converge si 5 > 1 et diverge si 8 < 1.

1 1
>
- pa

3. (¢) (i) Soit 0 < a < 1. Si # <0, alors on a pour tout = > e : zo(na)f =z

. Comme l’intégrale

400
/ — dz est divergente (v < 1), on en déduit par comparaison que J, g est divergente.
T
e



l—a

3. (¢) (i7) On a toujours 0 < o < 1. Alors 152 > 0 et donc hm ﬁ ~+o0. Alnsi, il existe A > e tel

l1—a 1—a

que pour tout z > A, on a T > 1. D’autre part, la fonction f : z +— L

(lnz)? (ln2)?

et continue sur [e, A] qui est un compact de R, donc cette fonction y atteint ses bornes. On appelle p

son minimum : pour tout x € [e, A], f(z) > p = f(zo) > 0 (zo € [e, 4]). En posant M = min{yu, 1},
1

td LM ¢
= et donc . Comme
z*(Inz)? 5> z®(Inz)f = 45

est strictement positive

on obtient la minoration demandée. On a alors

—+oo
HTO‘ < 1, l'intégrale / —= dx est divergente. Par comparaison, on en déduit alors que J, g est
e xTr 2z

divergente.

+oo
1
3. (d) (i) Pour > 1,51 8 >0, on a pour tout > e : 0 < L. Commea>1,/ —dx
x
e

1
z*(Inz)P < T

est convergente. Donc par comparaison, on en déduit que J, g est convergente.

1
3. (d) (#) On a toujours « > 1 et maintenant, 5 < 0. On a alors lim ————— = 0. Ainsi, il existe
n—=+o 75 (Inx)P
1 1
A > e tel que pour tout z > A, on a ———— < 1. D’autre part, la fonction g : x — ———— est
= (Inx)? z7 2z (Inz)?
continue sur [e, A] qui est un compact de R, donc cette fonction y atteint ses bornes. On appelle A son
maximum : pour tout x € [e, A], g(x) < A = g(z1) (21 € [e, A]). En posant m = max{\, 1}, on obtient la
. . 3 g 1 m 14
majoration demandée. On a alors = et donc 0 < . Comme “T¢ > 1,
) zo(lnz)f  5° ~ zo(lnx)P T L 2

+oo
I'intégrale / — dx est convergente. Par comparaison, on en déduit alors que J, g est convergente.
e xXr 2

3. (e) On vient de montrer que l'intégrale généralisée J, g est

e convergente pour («,3) €]1, +oo[xR U {1} x]1, +oo|
e divergente pour (a,ﬁ) €] — 00, I[xRU {1} x] — o0, 1].

“+o0
4. L’intégrale / = (Inz)P dx est convergente si et seulement si les quatre intégrales I, g, Jo,8, Ko,
o 2%(Inzx

et L, g sont convergentes en méme temps. On a vu dans la question 2 que I, g était convergente si
et seulement si &« € R et 3 < 1. Dans la question 1, on a vu que Lo g et Io_o g étaient de méme
nature. Donc L, g est convergente si et seulement si « € R et 3 < 1. D’apres la question 3, J, g
est convergente si et seulement si a > 1 et § € Roua =1et > 1. En prenant 'intersection des
domaines ol les trois intégrales I, g, Jo,g €t Lq,g sont convergentes, il ne reste que les cas a > 1 et
B < 1. Enfin, les (o, 8) pour lesquels I'intégrale K, g est convergente sont exactement ceux qui vérifient
(2= a,8) €]1,+oo[xR U {1} x]1, +oo[ d’apres la question 1, c’est-a-dire a < 1 et € Roua =1 et
1

+oo
G > 1. Ainsi, l'intégrale généralisée / (7
0

dxr n’est jamais convergente. O
*(lnxz)? ! &



