
MA301 Analyse II - Devoir 2A rendre au plus tard le 12 Déembre 2008N.B. : Les deux exeries sont indépendants.Exerie 1Le but de e problème est de aluler la valeur de ∫ +∞

−∞

e−
u
2

2 du.1. Montrer que l'intégrale généralisée
∫ +∞

−∞

e−
u
2

2 duest onvergente et que
∫ +∞

−∞

e−
u
2

2 du = 2

∫ +∞

0

e−
u
2

2 du.2. On note F la fontion dé�nie sur R par
F (x) =

∫ 1

0

exp(−(1 + t2)x)

1 + t2
dt.(a) Justi�er que F est bien dé�nie sur R.(b) Caluler F (0).() Montrer que pour tout réel x positif, on a

π

4
e−2x ≤ F (x) ≤

π

4
e−x.(d) En déduire la valeur de lim

x→+∞

F (x).3. On va prouver dans ette question que F est dérivable sur R
+ et déterminer sa dérivée. Pour

x ∈ R
+, on pose

G(x) =

∫ 1

0

exp(−(1 + t2)x)dt.(a) Soit a un réel positif. Montrer que pour tout h ∈ [−1, 1], on a
∣

∣e−ah − 1 + ah
∣

∣ ≤
a2h2

2
ea.(b) En déduire que pour tout réel x ≥ 0 et tout h ∈ [−1, 1], on a

|F (x + h) − F (x) + hG(x)| ≤ h2e2−x.() En déduire que F est dérivable en tout point x ∈ R
+ et déterminer sa dérivée en fontionde G.
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4. Soit ϕ la fontion dé�nie sur R
+ par

ϕ(t) = 2F
(

t2

2

)

+

(
∫ t

0

e−
u
2

2 du

)2

.(a) Montrer que ϕ est dérivable sur R
+ et aluler sa dérivée.(b) En déduire que ϕ est onstante sur R

+. Caluler sa valeur.() En déduire la valeur de
I =

∫ +∞

−∞

e−
u
2

2 du.Exerie 2Le but de l'exerie est l'étude des intégrales généralisées données par
Jα,β =

∫ +∞

e

1

xα(lnx)β
dx, Kα,β =

∫ 1
e

0

1

xα| lnx|β
dx,où α, β ∈ R.1. Le but de ette question est de déterminer la nature de l'intégrale Jα,β.(a) Montrer que si α < 0, alors Jα,β est divergente pour tout β ∈ R.(b) Montrer que J1,β onverge si et seulement si β > 1. On pourra penser à faire un hangementde variable u = lnx.() On suppose maintenant que 0 ≤ α < 1.i. Montrer que si β ≤ 0, alors Jα,β est divergente.ii. Soit β > 0. Montrer qu'il existe M > 0 tel que x

1−α

2

(lnx)β
≥ M , pour tout x ≥ e.En érivant 1

xα(ln x)β
=

1

x
1+α

2

x
1−α

2

(lnx)β
, en déduire que Jα,β est divergente.(d) On suppose ii que α > 1.i. Montrer que si β ≥ 0, alors Jα,β est onvergente.ii. Soit β < 0. Montrer qu'il existe m > 0 tel que 1

x
α−1

2 (lnx)β
≤ m pour tout x ≥ e.En érivant 1

xα(ln x)β
=

1

x
1+α

2

1

x
α−1

2 (ln x)β
, en déduire que Jα,β est onvergente.(e) Déterminer tous les (α, β) pour lesquels Jα,β onverge.2. On s'intéresse dans ette question à l'intégrale Kα,β.(a) Pour α, β ∈ R, montrer que les intégrales généralisées Kα,β et J2−α,β sont de même nature.On pourra proéder à un hangement de variable.(b) Montrer que dans le as où les deux intégrales Kα,β et J2−α,β sont onvergentes, elles ontla même valeur.
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