Aix-Marseille IIT — MA301 Examen Licence MI — 9 janvier 2009

Ni calculatrices, ni documents. 3 heures.

Exercice I. (Cours)
1. Donner la définition de la convergence uniforme d’une suite de fonctions.

2. Montrer que la limite uniforme sur un intervalle I de R d’une suite de fonctions
continues est continue.
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Exercice II. 1. Etudier la convergence de la série Z In(
neN
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2. Montrer que la série Z —_
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converge.
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3. Montrer que l'intégrale / dt est convergente.
0

4. Montrer que la suite des fonctions définies sur R par f,(z) = converge

. . . 1+ nz?
uniformément sur R et préciser sa limite.
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Exercice III. On se propose de démontrer que lintégrale [ = / sin(lnz) dx est
0

convergente et de la calculer.

1. Montrer que la fonction z — sin(lnz) est intégrable sur tout intervalle [a, 1] avec
0<a<l.

2. Convergence en 0.

a. Montrer que la fonction x +— sin(Inx) est bornée sur ]0; 1].
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b. En déduire, en utilisant le critéere de CAUCHY, que / sin(ln ) dx est convergente.
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3. Calcul de I.

a. Soit 0 < a < 1, En intégrant par parties montrer que
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/ sin(lnz) dr = —asin(Ina) —/ cos(Inz) dx
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b. En déduire que / cos(In x) dx est convergente et donner sa valeur en fonction de I.
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c. En intégrant une nouvelle fois par parties, montrer que I = =-.



Exercice IV. Pour tout entier n € N, on considére la fonction
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1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur R. On note h sa

n>0
somme :
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2. a. Soit M > 0, montrer que la série de fonction Z fn converge normalement sur
n>0

[—M; M].
b. En déduire que h est continue sur R.

3. a. Montrer que la série des fonctions dérivées g /! converge normalement sur
n>0

[—M; M| pour tout M > 0.

b. En déduire que h est dérivable et donner une expression de h’ sous la forme d’une
série de fonctions.

4. Montrer de méme que la fonction h’ est dérivable et que 'on a h”(z) = —h(x) pour
tout x dans R.

5. a. Calculer h(0) et A/(0).
b. Résoudre 'équation différentielle 3" + y = 0.

c. En déduire que pour tout x € R, h(z) =sinz



