
MA301 Analyse II - Examen de rattrapage - Septembre 2009Ni 
al
ulatri
es, ni do
uments - Durée : 3hExer
i
e 11. Donner la dé�nition de la 
onvergen
e normale, sur un intervalle I, d'une série de fon
tions
x ∈ I 7→

∑

n≥0

un(x).2. Enon
er le théorème de 
onvergen
e des séries alternées.Exer
i
e 2Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes
I =

∫ +∞

0

1√
x(1 + x)

dx.

J =

∫ 1

0

1 − cosx

x
dx.Exer
i
e 3On se donne un réel a ∈ R. On souhaite déterminer la nature de la série numérique

∑

n≥1

an

n
.1. Montrer que si |a| > 1, la série 
onsidérée est divergente.2. Montrer que si 0 ≤ a < 1, la série 
onsidérée est 
onvergente.3. Montrer que si −1 < a < 0, la série 
onsidérée est absolument 
onvergente. Con
lure.4. Etudier le 
as a = 1.5. Etudier le 
as a = −1.Exer
i
e 41. (a) Démontrer l'inégalité suivante

∀y > 0, ln(y) ≤ y − 1.(b) Cal
uler la limite suivante
lim
t→0

ln(1 + t)

t
.
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2. On 
onsidère la suite de fon
tions (fn)n≥1 dé�nie sur R
+ par

fn(x) =
(

1 +
x

n

)n

, ∀x ≥ 0.(a) Donner une expression de fn(x) faisant intervenir les fon
tions exponentielle et logarithme.(b) Démontrer que la suite (fn)n≥1 
onverge simplement sur R
+ vers la fon
tion f dé�nie par

f : x ∈ R
+ 7→ f(x) = ex.(
) i. Montrer que la fon
tion gn dé�nie par gn(x) = f(x)− fn(x), est positive et 
roissantesur R

+.ii. Soit A > 0. Déduire de la question pré
édente que la suite (fn)n≥1 
onverge uniformé-ment vers f sur l'intervalle [0, A].(d) Est-
e que la fon
tion f − fn est bornée sur R
+ ?Que pensez-vous de la 
onvergen
e uniforme de la suite (fn)n≥1 sur R

+ tout entier ?3. On 
onsidère la suite de fon
tions (f̃n)n≥1 dé�nie sur R
+ par

f̃n(x) =

{

(

1 − x

n

)n

, pour x ∈ [0, n],

0, pour x > n.(a) Donner l'allure du graphe de la fon
tion f̃n.(b) Démontrer que (f̃n)n≥1 
onverge simplement sur R
+ vers la fon
tion f̃ dé�nie par

f̃ : x ∈ R
+ 7→ f̃(x) = e−x.(
) Démontrer que la suite (f̃n)n≥1 
onverge uniformément vers f̃ sur R

+.
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