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Ni calculatrices, ni documents. 1 heure.

Exercice I. (Cours, 6 points) Donner la définition de I'intégrale au sens de RIEMANN

Exercice II. Calculer 1. f_ll(wz —2x)e"dx 2. _11 st

1. Intégrons pas partie

u(z) = 2?2-2¢ W(x) = 202
xT

Nous avons donc

1 1 _ 1 1
/ (22 —22)e” dx = [(x2—2x)ez]11—/ (2z—2)e" dx = 3—e+/ 2e” d:c—/ 2xe” dal.

-1 -1 € -1 -1

Intégrons par partie une nouvelle fois

Nous concluons que

1 1
-3 2 ) 2 2 9
/ (22 —22)e” dx = —€+2€——[2$€z]11+/ 2¢"dr = e———2e——+42e—— =e——.

1 e e 1 e e e e

2. Effectuons le changement de variable y = e” et donc dy = e€® dz = y dx, on obtient

/1 dr B /:E:l dy

et +1 e=—1Y(1+y)

x +— e® est un homéomorphisme de [—1;1] dans [%, e] de plus pour tout y > 0 on a
1 1 1

W)~y Ty et done

v=e 1 1
— -~ Vdy=[ny—In(1 ¢ —1.
/yl (y Hy)dy [Iny — In( +y)]é

e

Exercice III. Calculer en précisant le domaine de validité [ arccosz dx

La fonction z +— arccosx est définie et continue sur Uintervalle [—1;1] et est a valeurs
dans [0, 7]. On cherche donc des primitives sur cette intervalle. Posons x = cos§ alors
dx = —sinf df. Pour tout 0 € [0, 7|, arccos cosf = 6. On cherche donc les primitives :

/—Hsin0d6:90059—/0089:0c059—sin9

De plus, pour tout 6 € [0, 7], sinf > 0 et donc sinf = /1 — cos? 6. On obtient finale-

ment
/arccosx dx = xarccosz — /1 — z2.

Les primitives de x +— arccos x sur U'intervalle [—1; 1] sont les fonctions z +— x arccos x —
V1 —224 C ou C est une constante réelle.




Exercice IV. On considére la fonction f: R — R

. 2 .
- :L'SI'H(IH(IL' ))siz#0
Osiz=0

1. Montrer que f est continue sur R.

La fonction f est continue sur | — oo;0[ et sur ]0, 400 puisqu’elle est le produit de
composées de fonctions continues.
Nous constatons que Vz # 0, —1 < sin(In(z?)) < 1 et comme z tend vers 0 en 0,

lim f(z) = 0 = f(0).

z—0

Ce qui prouve que f est continue en 0 et donc sur R.

2. Donner une primitive de f sur R.

Intégrons par parties sur |0, 4o0] :

u(z) = sin(In(z?))  /(z)

V() = =z v(x)

cos(In(x?))

88
[

|

Nous obtenons

2

/:Usin(ln(acz)) de = % sin(In(z?)) — /a:cos(ln(:cQ)) dx.
Intégrons de nouveau par parties sur |0, +00] :

u(x) = cos(In(z?)) u'(z) = fsin(ln(:ﬂ))

V(r) = = v(r) = 5

Nous obtenons

2 2

/wsin(ln(:ﬁ)) dzx = % sin(In(z?)) — % cos(In(z?)) — /:Usin(ln(xQ)) dx.

De cette égalité nous tirons une primitive de f sur |0, 4o0] :

: 2 1 a? 2 a? 2
zsin(In(z?)) de = 5(? sin(In(z?)) — 5 cos(In(z))).
Le calcul ci-dessus est aussi valide sur | — 00;0[ et en recollant en 0 pour obtenir une

fonction continue, nous obtenons que la fonction

F: R — R
N %Q(Sin(ln(xQ)) —cos(In(z?))) siz #0
Osiz=0
est une primitive de f sur | — 00;0[ et sur ]0,4o00[. En 0 nous constatons que le taux

d’accroissement de F' :

F(z) — F(0)

Vo # 0, po—

~ 2 (sin(In(a?)) — cos(In(z))) =0 0

et donc F' est dérivable en 0 et F'(0) = 0, ce qui nous permet de conclure que F' est
une primitive de f sur R.

sujet A
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Ni calculatrices, ni documents. 1 heure.

Exercice I. (Cours, 6 points) Montrer que toute fonction monotone sur un intervalle

[a; b] est intégrable au sens de RIEMANN.

Exercice II. Calculer 1. f_ll(xQ +2z)e " dx. 2. ff T

1. Intégrons pas partie

2242 d(z) = 20+2
V() = e* v(x) = —e®

2.
&
I

Nous avons donc

1

1 _ 1 1
/ (2%4-2x)e " dx = [—(x2—|—2a:)e_x]1_l+/ (2z42)e " dx = :’—e—i—/ 27" dm+/
_ -1 -1

1 -1

Intégrons par partie une nouvelle fois

Nous concluons que

r, -3 2 1 ! 9
/ (x +2x)exdx:—e+2e——[2xex]1+/ 2P dr=e— -
1 e e 1 e

2. Effectuons le changement de variable y = e” et donc dy = e® dx = y dx, on obtient

/2 dr B /‘5622 dy
11—t Jom y(1—y)
x +— €% est un homéomorphisme de [1;2] dans [e;e?] de plus pour tout y > 1 on a

1 1 1
=0 — v + = et donc

v=e=" 1 >
:/ (§+H)dy:[lny—ln|l—y”2 =1—1In(1+e).
y=e

Rxe " dx.

Exercice III. Calculer en précisant le domaine de validité [ arcsinx dx

La fonction z +— arcsinz est définie et continue sur U'intervalle [—1;1] et est & valeurs

dans [57, §]. On cherche donc des primitives sur cette intervalle. Posons z = sin 6 alors

dx = cos @ df. Pour tout 6 € [5F, 7], arcsinsin@ = 6. On cherche donc les primitives :

/90080d0:981n9—/sin9:Hsine—i—COSH

De plus, pour tout 6 € [FF, 5], cosf > 0 et donc cosf = /1 — sin? 6. On obtient

finalement
/arcsin:z: dr = xarcsinz + V1 — 22.

Les primitives de = — arcsin = sur 'intervalle [—1; 1] sont les fonctions = — x arcsin x +

V1 — 1224 C ou C est une constante réelle.




Exercice IV. On considére la fonction f: R — R
2 .
- { :BC?S(IH(I‘ ))sixz#0
Osiz=0

1. Montrer que f est continue sur R.

La fonction f est continue sur | — oo;0[ et sur ]0, 400 puisqu’elle est le produit de
composées de fonctions continues.
Nous constatons que Va # 0, —1 < cos(In(z?)) < 1 et comme z tend vers 0 en 0,

lim f(z) =0 = £(0)

z—0

Ce qui prouve que f est continue en 0 et donc sur R.

2. Donner une primitive de f sur R.

Intégrons par parties sur |0, 4o0] :

uw(z) = cos(In(z?)) W/(z) = =Zsin(In(z?))

V(z) = = v(z) = %

8

Nous obtenons

2
/xcos(ln(a:Q)) dx = % cos(In(z?)) + /xsin(ln(xz)) dx.
Intégrons de nouveau par parties sur |0, +00] :

2cos(ln(xQ))

u(z) = sin(In(2?)) /(z) =

V(z) = =z v(x)

88N

]

Nous obtenons

2 2

/accos(ln(:vQ)) dx = % cos(In(z?)) + % sin(In(z?)) — /:L‘cos(ln(xQ)) dx.

De cette égalité nous tirons une primitive de f sur |0, +o0] :

.1'2 2

(? cos(In(z?)) + % sin(In(z?))).

DN | =

/mmmw»m:

Le calcul ci-dessus est aussi valide sur | — 00;0[ et en recollant en 0 pour obtenir une
fonction continue, nous obtenons que la fonction

F: R — R
T %(Sin(ln(ﬁ)) + cos(In(x?))) si z # 0
Osiz=0
est une primitive de f sur ] — 00;0[ et sur ]0,+oo[. En 0 nous constatons que le taux

d’accroissement de F' :

F(z) — F(0)

Vo # 0, po—

— 2 (sin(In(a)) + cos(In(z))) =0 0

et donc F' est dérivable en 0 et F'(0) = 0, ce qui nous permet de conclure que F' est
une primitive de f sur R.

sujet B
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(Cours, 6 points) Montrer que si une fonction f est continue sur un

Exercice 1.
intervalle [a; b] alors elle admet une primitive sur cet intervalle.

2. [y Vi,

Exercice II. Calculer 1. fog x?sinz dx

Intégrons par partie

u(r) = 22 u'(x) = 2z
V(z) = sinx v(z) = —cosx
Nous avons donc
Jus jus
us 2
z?sinx dr = [—2° cosz¢ —|—/ 2x cos x dx.
0

[

Intégrons par partie une nouvelle fois

u(z) = 2z

= coszw v(z) = sinz

Nous concluons que
s

/2 22 sinx dr = [2xsinx]§ —Q/QSilede‘:ﬂ'—Q
0 0

2. Effectuons le changement de variable z = /2t + 1 et donc dz = \/ﬁ dt, et donc
dt = x dx.
4 4 t=4 =3
/ VAT gy _ / S3)WVATT gy / o)z g0 / se3)z g
0 0 t=0 r=1
Intégrons maintenant par partie
ulz) = = u'(x) 1
’U/(l') e(ln3)x U(.’L‘) _ e(llzz)z
On obtient
3 6(1113);18 78 24

L 3
VI gy — = B
/03 gl /1 m3 7 3  In23

Calculer en précisant le domaine de validité [ /1 — a2 dz

Exercice II1.



La fonction z +— /1 — 22 est définie sur [—1;1], nous cherchons donc des primitives
sur cet intervalle. Effectuons le changement de variable x = sin 6 et donc dx = cos 8 df.
Nous cherchons donc les primitives de

/ V1 —sin2 6 cosf db.

Pour x € [~1;1] nous choisissons 6 = arcsinz, donc § € [~5; 5] et cosf > 0 ce
qui entraine que /1 —sin?#. On se souvient en fin que pour tout § € R, cos?f =

3(cos(26) + 1). Nous pouvons donc calculer :
— ) 1 1 o 1.
V1 —sin“fcosfdf = | cos*6df = 5(003(29)—1—1) df = 1 sm(29)+§ =5 sin 6 cos

Et enfin en revenant & z, une primitive de z +— /1 — 22 sur [—1;1] est la fonction

z — $(zV1— 22+ arcsinz).

Exercice IV. On considére la fonction f: R — R
. 2 .
- $SI‘H<1H(ZE ))six#0
Osiz=0

1. Montrer que f est continue sur R.

La fonction f est continue sur | — oo;0[ et sur ]0, 400 puisqu’elle est le produit de
composées de fonctions continues.
Nous constatons que Vo # 0, —1 < sin(In(2?)) < 1 et comme z tend vers 0 en 0,

lim f(x) = 0= f(0).

r—0

Ce qui prouve que f est continue en 0 et donc sur R.

2. Donner une primitive de f sur R.



Intégrons par parties sur ]0, 4o00] :

u(r) = sin(In(2?))  o/(z)

V(z) = =z v(x)

cos(In(z?))

88
[

|

Nous obtenons

2

/:Usin(ln(acz)) dx = % sin(In(z?)) — /a:cos(ln(:cQ)) dx.
Intégrons de nouveau par parties sur |0, +00] :

uw(z) = cos(In(z?)) W(z) = %sin(ln(:ﬂ))

V(z) = = v(r) = 5

Nous obtenons

2 2

/wsin(ln(:pQ)) dzx = % sin(In(z?)) — % cos(In(z?)) — /:Usin(ln(acQ)) dx.

De cette égalité nous tirons une primitive de f sur |0, o0 :

? (a2 x? (a2
sin(In(z?)) — 5 cos(In(z?))).

2

(

DN | =

/ 2sin(In(a?)) do =

Le calcul ci-dessus est aussi valide sur | — 00; 0] et en recollant en 0 pour obtenir une
fonction continue, nous obtenons que la fonction

F: R — R
- %(sin(ln(a@)) —cos(In(z?))) siz #0
Osiz=0
est une primitive de f sur | — oo; 0] et sur |0, +oo[. En 0 nous constatons que le taux

d’accroissement de F' :

F(x) - F(0)

Vx # 0, po—

— % (sin(In(a)) — cos(In(a))) =0 0

et donc F' est dérivable en 0 et F'(0) = 0, ce qui nous permet de conclure que F' est
une primitive de f sur R.

sujet C




