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Examen

Ni calculatrices, ni documents. 1 heure 30.

Exercice I. (Cours, 6 points) 1. Donner la définition de l'intégrale au sens de
RIEMANN

2. Montrer que les primitives d’une fonction définies sur un intervalle différent d’une
constante.
Exercice II. Calculer en précisant le domaine de validité les primitives suivantes

1. /esmede, 2. / dr_ 3. /ln(1+t2)dt.
zlnzx

dz
2 —2ar+1
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Exercice III.  Soit a un parametre réel. On veut calculer 'intégrale I, = /
0

1. Déterminer en fonction de la valeur de a les racines de 2 — 2az + 1 = 0.

Le discriminant réduit de ce polynome est A = a? — 1.

1. Pour a €] — 0o; —1[U]1;+00[, A > 0, il y a deux racines : x_ = a — Va? — 1 et
Ty =a+Va?—1.

2. Pour a €] — 1;1[, A < 0, le polynéme n’a pas de racines.

3. Pour a = £1, A = 0, le polynéme a une racine double a.
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2. Pour a €] — 1;1[ calcul S
our a €] [Cacuer/o P y——

Pour a €] — 1;1[ , le dénominateur n’a pas de racines donc il s’agit de I'intégrale d’une
fonction continue qui es définie. Calculons :
2? —2azx+ 1= (z—a)®+1—a? posons § = v1—a? et u= 252 Alors du = df.
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3. Préciser la nature de I et I_1, effectuer le calcul lorsque cela est possible.
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I = / (7301)2 a un podle d’ordre 2 en x = 1 et est donc divergente (intégrale du
o (&—

b4
I, = / ( +x1)27 c’est l'intégrale d’'une fonction définie et continue, elle est donc
0 x

/1 dx -11' 1
I_l pr— prm— = —_—.
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4. a. Montrer que pour a €|1;+oo|, 'une des deux racines de x? — 2ax + 1 = 0 est
dans l'intervalle ]0; 1].

. s _ - 2 — _ 1 .
En reprenant les notations ci-dessus, x_ = a a 1= PRy Or a €]1;+0o0],
donc 1 < a++va?—1etz_ €]0;1].

b. En déduire que pour a €]1; 400 l'intégrale I, diverge.

La fraction rationnelle m a donc un pdle simple dans [0; 1], donc son intégrale

!

diverge (intégrale de type

0

5. a. Montrer que pour a €] — oo; —1[, 22 — 2az + 1 = 0 n’a pas de racines dans [0; 1].

Toujours en reprenant les notations ci-dessus, z_ = a —va?2—1<a < —let x4 =
1 1
a+\/a2— :7:7<0
a—vat—-1 -

Ce qui montre que les deux racines de 2% — 2ax + 1 = 0 sont dans ] — oo; 0[ et donc que
22 — 2axr + 1 = 0 n’a pas de racines dans [0; 1].

b. Pour a €] — oo; —1] calculer 1,.

D’aprés la question précédente, I, est 'intégrale d’une fonction définie et continue, elle
est donc définie. Calculons
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