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Examen

Ni calculatrices, ni documents. 3 heures.

Exercice I. 1. (Cours, 2 points) Montrer que si la série numérique E U, converge

neN
alors la suite (u,)nen tend vers 0.

2. Montrer que lintégrale [,"* sin(2?) dz est convergente et que sin(z?) ne tend pas vers
0 quand z tend vers +o0.

3. (Cours, 2 points) Donner la définition de la convergence uniforme d’une suite de
fonctions.

4. (Cours, 2 points) Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues
est continue.

Exercice II. Etudier la convergence de

T sinx T ng
- 2 _
1. /0 dz, 2. /1 e dr, 3. E (Vn?2+1—n)
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Exercice III. Déterminer lim dz.

n—+oo Jq n—+ax

Exercice IV. On considére pour n € N* lafonction f,, : R — R

r —  folz) = (*nlf sin(nz)

1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur sur R.
neN*
“+o0o
2. En déduire que la somme f = Z fn est continue sur R.

n=1
3. Pour k € N calculer b, = / f(z)sin(kx) dz.
Rappel : sinasinb = 3 (cos(a — b) — cos(a + b)).
+oo

4. Montrer que la série Z /7 converge simplement sur R \ {7 + 2k7 | k € Z}

n=1
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Exercice V. Soit f: [0,1] — R . On définit sur [0, 1] la suite de fonctions
(pn)nGN par

po(t) =0, ppyi(t) = palt) + %(t —pa(t)?), te[0,1], n€N.

-

a. Calculer p; et ps.
b. Montrer par récurrence sur n € N que les applications p,, sont polynémiales.

2. a. Montrer que pour tout t € [0,1] et tout n € N, on a
1
VE=pua(t) = (VE=palt) (1= 5(VE+ (1)),

b. En déduire que pour tout ¢ € [0,1] et tout n € N, 0 < p,(¢) < V/*.
3. a. Soit t €0, 1] fixé. Montrer que la suite (p,(t))nen est croissante.

b. En déduire que la suite de fonctions (p,)nen converge simplement vers une limite que
I’on déterminera.

4. a. En utilisant la relation du 2.(a), montrer que pour tout ¢ € [0,1] et tout n € N,

o osﬁ—pn(t)sﬁ(l—%\/i)”.

b. Soit n > 1 fixé. En étudiant la fonction g : [0,1] — R définie par g(z) = (1 — §)",
montrer que

2 1 n
|pn(t)—f(t)|§n+1(1—n+1> . pour tout t € [0, 1].

5. Montrer que la suite de fonctions (p,)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].



