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Exercice I. Pour chacune des suites suivantes définies par récurrence, calculer les pre-
miers termes et donner le terme général.

U():l UOzl,UQZO 'LLOIO,’Uq:l
1. . 2. . 3.
Up41 = u, — 1 Up42 = 2U/n+1 + 3uy, Unp42 = Up41 — Un

al N(N +1)(2N +1)

Exercice II. Montrer par récurrence que pour tout entier IV, Z k* =
k=1

6

Exercice III. Calculer les sommes partielles et préciser la nature des séries

1 1
1. Z (3 + 3_”)’ 2. Z (2” + Q_n), 3. Zsinn (utilier les exponentielles

neN neN neN
complezes).

Exercice IV. Etudier la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants,
(on pourra utiliser les régles de comparaison).
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Exercice V. 1. Etudier la nature de la série numérique de terme général.
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2. Montrer que u,, =

3. En déduire le terme général de la série ) u,, et sa somme.

Exercice VI. Une série Z a, est dite télescopique si le terme général a,, peut s’écrire
n>1
@y, = by41 — b, pour une certaine suite numeérique (by,)n>1.
k
1. Vérifier que Z ap = bpi1 — b1
n=1

2. Montrer que la série converge ssi la limite lim b, existe et qu'on a alors,

n——+o00

00
E a, = lim b, — b;.
n—-+o0o

n=1



n(n+1)‘

Exercice VII. On considére ¢, = Z k= 5
k=1

1. Soit a, = Ci Ecrire a,, sous la forme b,, .1 — b,,.
n

(e 9]

2. Evaluer la somme Z Ay,

n=1

3. On considére maintenant a, = In (1 + }1) Ecrire a,, sous la forme bpi1 — b, et en
déduire le terme général de la suite des sommes partielles de a,,.

Exercice VIII. Etudier la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants.

n
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2n—1 n k=1
Uy = ———, n > 1. 2. Uu,=—,n>1 3. up=—"7"-—"7"—n2>1
(V2)n 2n 3mn!
(2n+1)
1
4. Uy =-———"—""—,n2>1. 5. u, = 5n ,n > 1.
(In(n +1))" 4n —1

Exercice IX. Etude de la série harmonique.

) . : 1 ) )
On consideére la série numérique E —. On note Sy la N¢ somme partielle de cette série
n
n>1
et on pose

TN = SN - IH(N + 1)

1. Montrer que

1
V>0, Inl+z)—Inz<—.
x

En déduire que la suite (T)n>1 est croissante.

3. Quevaut 77 ? En déduire VN > 1, Sy > 1In(N +1).

1
4. En déduire lim Sy. La série g — est-elle convergente ?
N=teo n>1

5. Soit pour N > 1, Uy = Tx — T_1. Donner un équivalent de Uy quand N tend vers
+00.

6. En déduire que la série Z Uy converge et donc que la suite (Ty) converge.
(La limite de (T) est la constante d’EULER v et on peut écrire :
alg|
Y —=InN+7y+eN)ou lim eN)=0.)
n

N—4o00
n=1

Exercice X. Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants.
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Exercice XI. 1. Discuter la convergence de la série de terme général u, =

5n
pour n > 1 et estimer sa somme sans dépasser l'erreur tolérée de 1072,
—1)"/n
2. Discuter la convergence de la série de terme général u,, = %—, pour n > 1.
n
Exercice XII. Etudier les séries de termes généraux suivants
em? cos(n cos(nf
1. u,= ,n > 2. 2. un:#,nzl. 3. unzy,nzl
In(n) n + cos(n) NZD
Exercice XIII. Montrer que les séries de termes généraux positifs a,, et sont
a,

de méme nature.

Exercice XIV. Soit (a,),>1 une suite de réels.

1. Montrer que si la série E a, converge vers S, alors g (an + any1) converge et cal-
n>0 n>0
culer sa somme.

2. Supposons que a,, > 0 pour tout n € N. Montrer que si Z (an + any1) converge vers
n>0
T, alors Z a, converge et calculer sa somme.
n>0

3. Donner un exemple ot au contraire, E (@, + aps1) converge et E a, diverge.
n>0 n>0



