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Exercice I. (Cours, 6 points)

1. Soit E et F' deux K espaces vectoriels de dimension finie. Soit f : £ — F une
application linéaire. Soit B une base de E et B’ une base de F. Donner la définition de la
matrice de f par rapport aux bases B et B'.

2. Soit (eq,ea,...,e,) une base d'un espace vectoriel £. Donner la définition de la base
duale (ef,e5,...,€e").

3. Soit A € M,(R) et P un polynéme. Montrer que si A est une valeur propre de A et
P(A) =0, alors P(\) = 0.
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Exercice II. Soit A, = [0 1 0] pour k € R.

01 k
1. Utiliser le théoreme de CAYLEY-HAMILTON pour trouver I'inverse de Aj lorsque cela
est possible.
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Le polynoéme caractéristique de Ay est
1-X 1 1
P,(X)=| 0 1-X 0 :(1—X)’
0 1 k—X
= (X2 2X+1)(k-X)=-X>+(k+2)X? - 2k + 1)X + k.
Les valeurs propres sont donc 1 et k. La matrice A est inversible si, et seulement si,

0 n’est pas valeur propre, et donc, si, et seulement si, k # 0. Le théoréme de CAYLEY-
HAaMILTON affirme que Py(Ag) = 0 et donc en utilisant notre calcul précédent

— A+ (k+2)Ay* — (2k + 1) Ag + kI3 = 0.

1-X

x|

Nous obtenons

1 1
I3 = %(Ak?’ —(k+2)A% + 2k + 1)A;) = Ay <k(,4k2 —(k+2)A; + 2k + 1)13)> .
Enfin
1 3 k+1
A2=10 1 0o |,
0 k+1 k2

ce qui nous donne

1
At = (AR = (k4 2)Ag + (2k + 1)13)

k
] 1 3 k+1 1 1 1
= 0 1 0 —(k+2) {0 1 0] +@Qk+1)];
0 k+1 k2 0 1 k
E1—-k —1
==10 &k 0
F\o -1 1

2. Pour quelles valeurs de k la matrice Ay est-elle diagonalisable ? Trigonalisable 7

Calculons le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 :

y+2=0

y+(k—1)z=0
si k = 2 alors ce sous-espace propre est de dimension 2 sinon il est de dimension 1.
Résumons.
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k=1:A1={(0 1 0], une seule valeur propre 1 de multiplicité algébrique 3 et de
011

multiplicité géométrique 1. A; n’est pas diagonalisable.
111

k=2:A,=10 1 0], deux valeurs propres 1 et 2. 1 est de multiplicité algébrique
01 2

2 et de multiplicité géométrique 2. 2 est de multiplicité algébrique et géométrie 1. Ao
est diagonalisable.

k # 1,2 : deux valeurs propres 1 et k. 1 est de multiplicité algébrique 2 et de mul-
tiplicité géométrique 1. k est de multiplicité algébrique et géométrie 1. Ay n’est pas
diagonalisable.

Dans tous les cas le polynome caractéristique est scindé et donc Ay est trigonalisable.

3. Donner des bases qui rendent la matrice diagonale/triangulaire quand ceci est pos-

sible.



Distinguons les cas :
k = 2 : le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 a pour équation y + z = 0,

1 0
les vecteurs u; = [0 | et vy = | 1 | forment une base de ce sous-espace propre.
0 -1

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 a pour équation
{—x+y+z:0 {x:z
y=20 y=0.

1
ug = | 0] est un vecteur propre associé a la valeur propre 2.
1

1 0 1
(u1,v1,uz) est une base de vecteurs propres. Soit P, = [0 1 0] la matrice de
0 -1 1
0
1

o O

1
passage de la base canonique dans cette base, alors P, ' AsPy = | 0
0 0 2
k#1,2 : le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 a pour équation
1
{ zifk_—ol)z —0 — y=2=0u = 8 est un vecteur propre associé
a la valeur propre 1. Le sous-espace propre associé a la valeur propre k a pour
1-kz+y+2z=0 _ 0 1
équation ¢ (1 —k)y =0 = { Zz/ B 1) = 0 est un vec-
y=20 k—1
0 1 1 0
teur propre associé a la valeur propre k. Soit v = | 1|, soit P, = |0 0 1
0 0 k-1 0
matrice de passage de la base canonique vers la base de trigonalisation (ug, u1,v) alors
k 0 =%
Pk_lAkPk =10 1 =«
0 01
k=1 : le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 a pour équation

{y+z:0 1

la

y=0 < y=2z=0,e; = | 0] est un vecteur propre associé a la valeur
N 0

_ o O
O = O

0 1
propre 1. Soit eg = (O , nous remarquons que Ajeq; = e1 +e3. Soit P, = [ 0
1 0

la matrice de passage de la base canonique vers la base de trigonalisation (eq,es, €2)

elab

111

alors P, "4, Pp=(0 1 1].
00 1
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Exercice III. 1. Soit a et b deux réels et n > 2, calculer le déterminant n x n :

En additionnant toutes les lignes a la premiere ligne, le déterminant cherché est

a+(n—1)b .oa+(n—1) 1 ...
b a b b b b a b
b b a b : a
—(a+(n—1p) |,
b :
: : a b
b b b a b . b
et en soustrayant la premiere colonne a toutes les autres colonnes
1 0 .. 0
b a—b 0 0
L0 1
=(a+ (n—1)b) : =(a+ (n—1)b)(a —b)""
: : 0
b 0 0 a—5>
1
2. Soit n > 2 et ay,...,a, des réels. Montrer que u = | : | est un vecteur propre de
1
0 a1 ao an
a; 0 ao a,
D=\la a 0 ay,
ai ay asz ...a, O

Nous calculons facilement Du = (aj+- - -+ay)u et donc u est un vecteur propre associé
a la valeur propre a1 + - -+ + a,.

3. Calculer det(D).




En additionnant toutes les colonnes a la premiere colonne nous obtenons :

1 a1 ay ... an
1 0 ay ... an
det(D) = (a1 + - - -+ an) 1 az 0 ... |ay
1 as a3 ...a, O

puis en soustrayant a; fois la premiere colonne a la (j + 1)-ieme colonne

1 0 0 0

1 —a1 0 0
det(D):(a1+~--+an) 1 ay —ag 0

1 ay as a, —apn

=(a1+- +ap)(=1)"ar - an.




