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Exercice I. (Cours, 6 points)

(1) Montrer que toute matrice de M,,(C) possede un vecteur propre non nul.

(2) Enoncer le théoréme de CAYLEY-HAMILTON.

(3) Soit f un endomorphisme de E et P un polynome. Montrer que si A est une valeur
propre de f et P(f) =0, alors P(A) =0

Exercice II. On travaille dans un espace vectoriel réel de dimension 3. Soit m € R.

11 1
Soit A,, =10 1 0
0 2 m

1. Calculer le polynome caractéristique de A,,.

Notons x,,(X) le polynome caractéristique de A,,, alors
1-X 1 1

0 1-X 0
0 2 m—X

Xm(X) = det(4y, — XI3) =

1-X

- a-x Y ] =a

- X)*(m — X).

2. Soit Q(X) = X3 — (m+2)X?+ (2m + 1)X. En utilisant le théoreme de CAYLEY-
HAMILTON, montrer que Q(A,,) = mls.

D’apres la question précédente
xm(X) = 1-X)*m—X)=(1-2X+X?%)(m-X)
m—2m+ DX+ (m+2)X? - X3 =m - Q(X)

D’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON, X (Am) = 0 = mls — Q(Ay,). Nous en
déduisons : Q(A,,) = mls.

3. Pour m # 0, déduire A,, " de la question précédente.
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De la question précédente nous déduisons que

1 1
—Q(A,) = — (A% — N A, + (2 1)I3)A,, = I
mQ( ) m( (m+2)Am + (2m + 1)13) 3
et donc que
1
Apt = E(AmQ—(m+2)Am+(2m+1)Ig)
) 1 4 m+1 11 1 1 00
= —|1o 1 0 —(m+2)10 1 0]+@2m+1)|0 1 0

mA\0 2m+2 m? 02 m 00 1

1 m 2—m -1

m\o -2 1

4. Pour m = 3, montrer que la matrice Az est diagonalisable et donner une matrice de
passage Ps telle que P; ' A3Ps est diagonale.

Les valeurs propres de Az sont 1 de multiplicité algébrique 2 et 3 de multiplicité
algébrique 1. Calculons les sous-espaces propres :
Ey 2yy++2j ; 8 <= y + z = 0. Le sous-espace propre F; est de dimension
1 0
2:avece; = [0 ] etug=| 1 |, (e1,u1) est une base de Ej.
0 -1
Nous en déduisons que A; est diagonalisable.
—2r+y+z = 0 — 0
FEs -2y = 0 <= { vy = . Le sous-espace propre E3 est de
z = 2z
2y = 0
1
dimension 1 : ug = 0) est un vecteur propre de A3 associé a la valeur propre 3.
2
1 0 1 100
Avec P3=10 1 0], nous obtenons P3_1A3P3 =0 1 0
0 -1 2 0 0 3

5. Pour m = 1, montrer que la matrice A; n’est pas diagonalisable et donner une matrice
de passage P, telle que P, LA Py est triangulaire.



La matrice A7 a pour seule valeur propre 1. Si elle était diagonalisable, elle serait
semblable et donc égale a la matrice identité I3, ce qui n’est pas le cas.
Déterminons le sous-espace propre Ej :

y+z = 0 o
{ 2% = 0 — y=2z=0.
1
Le sous-espace propre F; est de dimension 1. Le vecteur e; = | 0| est un vecteur
0
propre de A; associé a la valeur propre 1.
Cherchons une forme linéaire propre pour ‘A :
a+2c = 0
(abc)Al—(abc)@{ o = 0 <~ a=c=0.

x
Soit f : R? — R telle que f(|y|) = y. Alors Kerf =< ej,e3 > est un sous-espace
z

stable par A. Nous complétons (eq,e3) par le vecteur es pour obtenir une base de R3.

100
Soit P, = [0 0 1] la matrice de passage de la base canonique (ey, ez, e3) vers la
010
base (e1,es,e1), alors
111
PtAPL=(0 1 2
0 01

de la trigonaliser).

6. Pour m € R~ {1,3}, montrer que A,, n’est pas diagonalisable (on ne dema

nde pas

Pour m # 1, A,,, possede deux valeurs propres : 1 de multiplicité algébrique 2 et m de
multiplicité algébrique 1. Pour que A,, soit diagonalisable il faut et il suffit que 1 soit
de multiplicité géométrique 2 (en effet m est de multiplicité géométrique plus grande
que 1 et plus petite que la multiplicité algébrique donc dim(E,,) = 1).

Cherchons le sous-espace propre Fq :

y+z = 0 o
{2y+(m1)z — 0 — y=2z=0.

(car le déterminant de ce systeme de deux équations a deux inconnues est (m—1)—2 =
m —3 #0sim#3).

Nous en déduisons que la dimension du sous-espace propre Fp est 1 < 2 et que la
matrice A,, n’est pas diagonalisable dans ce cas.

Exercice III. Soit E = Ry[X] l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou
égal a 2 et soient xy, z9, x3 € R trois réels distincts. On définit 'application ¢; par ¢;(P) =

P(z;) pour tout polynome P € E.
1. Montrer que ¢; est une forme linéaire sur F.

Soit P, deux polynémes de Ry[X] et «, deux réels. Alors pour i = 1,2 ou 3,
¢i(aP + BQ) = (aP + Q) (x;) = aP(x;) + pQ(x;) = adi(P) + 56i(Q). Cela montre
que ¢; est une application linéaire définie sur E, comme elle est a valeurs dans R, c’est
une forme linéaire.

2. Montrer que la famille (¢1, ¢o, ¢3) est une base de E*.
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Montrons que (¢1, @2, ¢3) est une famille libre. Dans la base B = (1, X, X?) de E la

1 T 1‘12
matrice de la forme linéaire ¢; est [¢;]p = (1 z; z;%). La matrice [ 1 @z 22 | est une
1 T3 $32

matrice de VANDERMONDE de déterminant (z1 — x2)(x2 — x3)(x1 — x3) # 0 (car x1, x2
et x3 sont distincts). Les formes linéaires (¢1, ¢2, ¢3) forment donc une famille libre.
Comme la dimension de I'espace dual E* est égale a la dimension de E c’est-a-dire 3,
nous en déduisons que (¢1, 2, ¢3) est une base de E™*.

3. Soit (Lq, Ly, L3) la base antéduale de (¢1, g2, ¢3). Exprimer L;(x;).

Par définition de la base antéduale :

o 18ii=j
Vi, 3, ¢i(L;) = {

0 sinon.

Par définition des formes linéaires ¢;, nous obtenons que les polynomes L1, Lo et L3
vérifient :
lsii=j

0 sinon.

Vi, j, Li(xj) = {

4. En déduire que Ly(X) = Ci(X — z2)(X — z3) pour une constante C; que 'on
déterminera en fonction de xq, xo, 3.

D’apres la question précédente Li(xy) = Li(xz3) = 0. Ly est un polyndéme de degré
inférieur ou égal a deux qui a deux racines distinctes zo et x3, il s’écrit donc sous la
forme L1 (X) = C1(X — z2)(X — x3).

Pour calculer C1, nous utilisons toujours la question précédente : Li(xz1) = 1 ce qui
nous donne :

1= Ll(azl) = C’l(xl - azg)(:cl - :ZJ3)
et comme les x; sont deux a deux distincts
1

@ = (21 — ) (71 — 23)

5. Montrer qu’il existe aq, as, ag € R tels que pour tout polynome P on a :

/ CP(t) di = a1 P(a) + asP () + 5P ()

Ro[X] — R

P (P)= [ P(t)dt
forme linéaire sur Ro[X]. D’aprés la question 2), cette forme linéaire ¢, a des coor-
données dans la base (¢1, d2, ¢3) : il existe a1, ag, a3 € R tels que ¢ = a1¢1 + aada +
asps. Ce que nous pouvons écrire en reprenant la définition de ¢ et des ¢; :

Comme l'intégrale est linéaire, I’application { est une

1
/0 P(t)dt = aq P(x1) + aaP(x2) + azP(z3).

6. Montrer que pour tout polynome P € Ry[X] on a

P = P(l’l)Ll + P(IQ)LQ + P(ZEg)Lg



Soit P un polynéme de Ry[X]. Alors d’apres la question 3), Li(z1) =1, La(z1) =0 et
Ls(xz1) = 0. Ainsi P(z1) = P(z1)Li(x1) + P(x2)La(z1) + P(x3)Ls(x1). De méme nous
obtenons :

P(x2) = P(x1)L1(22) + P(22)La(22) + P(x3)Ls(x2)
et

P(x1) = P(z1)L1(22) + P(x2)La(x2) + P(x3)L3(w2)
Soit @ le polynéme @ = P(x1)L1+ P(x2)La+ P(x3)Ls. Nous venons de démontrer que
les polynémes P et ) coincident aux points x1, x2 et 3. Or ce sont deux polynomes
de degrés inférieur ou égal a deux, ils sont donc égaux.




