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PARTIEL

Exercice 1 [Questions de cours]

1) Donner la définition d’un ouvert dans un espace vectoriel normé E. Montrer que 1’intersec-

tion de deux ouverts est un ouvert.
2) Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Montrer que I’application norme est continue :

EFE — R
z — [z

3) Montrer qu’une application f : £ — F entre espaces vectoriels normés que 1’on suppose
k-lipschtizienne est uniformément continue.

4) Enoncer précisément et démontrer le théoreme concernant I’image d’un compact par une

application continue.

Exercice 2 Dans R?, nous considérons les ensembles suivants :

— le segment unité vertical : I = {0} x [0;1]
— le disque ouvert D de centre J = (0, 1) et de rayon .
— le demi-cercle inférieur S qui borde D : S = {(z,y) | 2® + (y — 1)* = ety < 1}.

1) Faire un dessin.
2) I, D et S sont-ils ouverts ? Fermés ?
3)On considere L=1TUDUS.
a) Décrire I’adhérence L et ’intérieur LdeL.
b) Comparer f et Z
4)Soit Vi(L) ={M € R? | 3A € L,d(M,A) <1}.
a) Dessiner V;(L).
b) Montrer que V; (L) est ouvert.

Exercice 3 Soit F' un fermé d’un espace métrique (E, d). Montrer que pour toute partie A de F
on a I’équivalence :
AUF=FE <+ AUF =E.

Exercice 4 Soit E = R[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels. On définit sur £/

trois normes par, si P = > 1" ja; X" :

Ni(P) =) lail,  Nao(P) =
=0

1) Vérifiez que Ny et N, sont des normes sur F.

2) Donner le produit scalaire associé a No. En déduire que N5 est une norme.

3) Montrer que Noo(P) < Nao(P) < Ny(P)?

4) Trouver une suite de polyndmes (P, ),, telle que No(P,) — O et N1(P,,) = 1.

5) Trouver une suite de polyndmes (@), telle que N (@) = 1 et No(Q,,) — oo.

6) En déduire que ces normes ne sont pas deux a deux équivalentes.

7) Montrer que I’application P — P(1) est continue pour la norme N7 mais pas pour la norme
Neo.
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