Aix—Marseille Université 2013-2014
Mathématiques — L3

DEUXIEME PARTIEL — DUREE : QUATRE-VINGT DIX MINUTES

Exercice 1 Répondre aux affirmations suivantes en justifiant vos réponses.

- Si (E, d) est complet alors toute partie A C F est complete : VRAI  FAUX.

- Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est une suite de Cauchy : VRAI =~ FAUX.

- Si f est une application continue définie sur un compact K alors f(K) est compact : VRAI ~ FAUX.

Exercice 2 Soit A une partie compacte d’un espace vectoriel normé E. Soit f : A — A une
application vérifiant : Va,y € A, x # y,= ||f(z) — f(v)]| < ||z — y]|.

1) Montrer que f est continue.

2) Montrer que I’application ' : A — R définie par F'(z) = || f(z) — || est continue.

3) On suppose a présent que A est compact. Montrer que F atteint son minimum en un point zy € A tel
que f(zg) = xo.

4) Donner un exemple d’une partie fermée A de R et d’une application g : A — A telle que Vz,y € A,
z #y,= llg(z) — 9(y)|| < [|z — y|| et qui n’admet pas de point fixe.

Exercice 3 Soit (E,||.||) un espace normé. On fixe deux points a € E et b € E. On définit I’applica-
tion :
fR—=FE | VteR f(t)=tb+ (1 —t)a

1) Montrer que f est continue (R étant muni de sa norme canonique).

2) En déduire que le sous-ensemble de £ défini par :
[a,0] ={ z=tb+ (1 —t)a / t€][0,1] }

est compact.

3)(difficile) Soit K un compact de F, montrer que Ky = U [z, y] est compact.
z,ye K

Exercice 4 Soient X et Y deux parties compcates dans un espace normé. On définit :
X+Y={z€F /z=x+4+y ,2€X,ycY }.

En utilisant la propriété de Bolzano-Weirstrass, montrer que X + Y est compact.
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