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Exercice 1. (cours) 1. Donner la définition de la matrice d'un endomorphisme f d'un
espace vectoriel E' par rapport a une base B.

2. Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel FE ayant pour valeurs propres 1, 2 et 3.
Montrer que les sous-espaces propres associés Ej, Fy et E3 (respectivement) sont en somme
directe.

3. Donner la définition de la signature d’une permutation.

Exercice 2. Soit m € R et soit la matrice

1 1 1
An=10 1 0] € M3(R).
0 2 m

1. Calculer le polynome caractéristique de A,,.
Un rapide calcul nous donne le polynéme caractéristique de A, :

Xm(X) = det(A,, — XI3) = —(X — 1)*(X —m).
2. Soit Q(X) = X3 — (m+2)X%+ (2m + 1)X. Montrer que Q(A,,) = mIds.
D’apres le calcul précédent
Xm(X) = —(X?=2X + )X —m) =X+ 2+m)X* - 2m+ )X +m =m — Q(X).
D’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON, X, (A;,) = 0 et donc mlIs — Q(A;,) = 0 c’est-
a~-dire Q(A,,) = mls.
3. Pour m # 0, déduire l'inverse A,! de la question précédente.

En factorisant X dans Q(X) nous obtenons Q(X) = X (X2 — (m+2)X + (2m +1)) et donc
d’apres la question précédente :

%Q(Am) =Any- % (A2, — (m +2)Apm + 2m + 1)I3) = I5.

La matrice inverse de A,,, est donc

! 1 4 m+1 11 1 100
Al=—110 1 0 —(m+2)(0 1 0]+@m+1)[(0 1 0
AN 2m+2 m? 02 m 00 1

4. Pour m = 3, montrer que la matrice A3z est diagonalisable et donner une matrice de passage
P; telle que P3_1A3P3 est diagonale (inutile de calculer I'inverse de Pj).
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Pour m = 3, les valeurs propres de A,, sont 1 de multiplicité algébrique 2 et 3 de multiplicité
algébrique 1. Calculons le sous-espace propre Fj associé a la valeur propre 1 :

X
o . y+z = 0
X = Z €E1<:>AmX—X<:>{2y+(m_1)z — 0

Comme ici m = 3, E7 est un plan vectoriel d’équation y+z = 0 et la multiplicité géométrique
de la valeur propre 1 est 2, elle coincide avec la multiplicité algébrique et donc A,, est

1 0
diagonalisable. Une base de F1 est donné pare; = |0 ] et u; = | 1
0 -1

Déterminons le sous-espace propre E,, associé a la valeur propre (dont nous savons qu’il est
de dimension 1) :

x I-m)x+y+z = 0
X=|y|€eE, &< A, X=X (I-m)y = 0
z 2y = 0

1
Ainsi E,, a pour équation y =0 et (1 — m)z + z = 0, et a pour base v, = 0 .
m —
0
1

1 1
Le calcul de E,, est général, mais dans le cas o m = 3, avec la matrice P3 = | 0 0],
0 -1 2
1 00
nous obtenons P3_1A3P3 =0 1 0
0 0 3

5. Pour m € R\ {1, 3}, montrer que A,, n’est pas diagonalisable.

Pour m # 1,3, A,, posséde deux valeurs propres 1 et m de multiplicité algébrique 2 et 1
respectivement. D’apres la question 4. le sous-espace propre E; associé a la valeur propre 1
a pour équation

{ y+z =
20+ (m—-1)z = 0
c’est la droite vectorielle engendrée par le vecteur propre e;. La multiplicité géométrique de
la valeur propre 1 est donc multgsom(1) = 1 < 2 = multye(1). La matrice Ay, n’est donc pas
diagonalisable.

6. Pour m = 1, montrer que la matrice A; n’est pas diagonalisable et donner une matrice P;
telle que P, LA Py est triangulaire.

< y=2z=0 (car m # 3),




D’apres le calcul de la question précédente F,, le sous-espace propre associé a la valeur

propre 1 est une droite vectorielle d’équation y = 0 et z = 0, et a pour base e; = . Le

O O =

polynéme caractérstiques est y1(X) = —(X — 1)3. La multiplicité géométrique de la valeur
propre 1 est 1 et strictement plus petite que sa multiplicité algébrique qui est 3. La matrice
Aq n’est donc pas diagonalisable.

T
Cherchons un vecteur X = | y | tel que A1 X = X + aeq avec a € R.
z
r+y+z = zT+a 2 = a
y =y —
2042z = =z y = 0
0 0
Soit e3 = | 0|, alors Ajes = e; + ez, complétons par e = [ 1 |, pour obtenir une base
1 0
1 00
B' = (e1,e3,e2) et une matrice de passage P, = [0 0 1 ]. Un rapide calcul nous donne
010
Ajeg = e1 + 2e3 + eo et donce
1 11
P'APL =0 1 2
0 01

est la matrice triangulaire cherchée.

Exercice 3. On considere E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit f un endo-
morphisme de E diagonalisable, soit Aq,...,\, les valeurs propres de f (pas nécessairement
distinctes) et B = (ey,...,e,) une base de vecteurs propres associés (respectivement). Soit v
un vecteur de E de coordonnées (z1,...,x,) par rapport a la base B (nous rappelons que par
définition v = 161 + - - - + 65

1. Calculer les coordonnées, par rapport a la base B, de f(v), puis celles de f?(v) et enfin
celles de f*(v) pour k € N*.

On a f(v) = zif(er) + -+ + znflen) = Mwier + -+ + Aapen. Done [f(v)]lg =
()\1331, e ,)\nl‘n).

On a ensuite f2(v) = f(Mz1e1 + - + ATpen) = Mz f(er) + - + Azn f(en) = Marer +
o+ Axpe,, et donc [fQ(v)]B = (N2x1,- -, A2ay,).

Par récurrence, pour tout k € N* on a fF(v) = f()\’fflxlel + o M lge,) =
)\If_lxlf(el) + o Ml fen) = )\]fxlel 4+ oo 4+ Mxne,, et donc [fk(v)]B =
(Nezy,--- AEx,) pour tout k € N*.

2. En reconnaissant un déterminant de VANDERMONDE, établir I’équivalence des conditions

suivantes :

(i) (v, f(v), f2(v),..., ["}(v)) est une base de F

(ii) les valeures propres Aq, ..., A\, de f sont deux a deux distinctes et les coordonnées z1, ..., x,
de v sont toutes non nulles
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(v, f(v), f2(v), ..., f*(v)) est une base de E si et seulement si le déterminant de la matrice
de cette famille dans la base B est non nul. Or, d’apres la question précédente, ce déterminant
est de la forme

X )\1:61 s /\711_1561 1 )\1 cee )\711_1
X9 )\2%2 s /\3_11'2 1 )\2 cee )\;L_l
= T1x2 T
n—1 n—1
Tn AnTn - AT 1 A o AD

Cette derniere étape étant obtenue en utilisant la linéarité du déterminant par rapport a
chacune de ses lignes. On reconnait alors un déterminant de VANDERMONDE qui est non nul
si et seulement si les \; sont deux a deux distincts. D’ou ’équivalence entre (i) et (ii).

Exercice 4. Pour tout entier n > 0, on désigne par R,,[X] le R-espace vectoriel des polynomes
a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a n. On suppose n > 1. Soit A I'’endomorphisme
de R, [X] défini par :

VPeR,[X], AP)(X)=P(X+1)—-P(X)
1. Déterminer Ker (A).
Soit P € Ker (A). On a alors P(X) = P(X +1). En particulier, on a P(0) = P(1) = P(2) =
... = P(n) pour tout entier n. Le polynéme P - P(0) s’annule sur tous les entiers : c’est donc

le polynéme nul, et donc le polynome P est constant. Réciproquement, on vérifie que les
polynémes constants sont dans le noyau de A. On a donc 1'égalité Ker (A) = Ro[X].

2. En déduire que Im (A) = R,,_; [X].

Si P est un polynéme non nul, les termes dominants des polynomes P(X) et P(X + 1)
sont identiques et donc deg(A(P)) < deg(P). On a donc linclusion R, [X] C Im (A).
Le théoréme du rang nous donne alors que dim (Im (A)) = dim(R,,[X]) — dim(Ker (A)) =
(n+1)—1=n = dim(R,,—1 [X]) d’apres la question précédente. Ainsi, cette inclusion
d’espaces vectoriels est une égalité.

3. Avec V(X) = X", Montrer que B = (V,A(V),A%(V),...,A™(V)) est une base de R, [X].
Pour tout polynéme P non nul, on a 1’égalité deg(A(V)) = deg(V') — 1. En effet, si P(X) =
aX*4+Q(z) avec k € N, a # 0 et deg(Q) < deg(P), alors A(P) = a((X+1)F -~ X*)+A(Q) est
de degré k—1 puisque (X +1)F — X* est de degré k—1 et que deg (A(Q)) < deg(Q) < k—1.
Ainsi, pour V polynome de degré n, on a A*(V) qui est de degré n — k pour tout 0 < k < n.
La famille B = (V,A(V),A%(V),...,A™(V)) est donc une base puisqu’elle est étagée en
degrées et de cardinal n + 1 = dim (R,, [X]).

4. Donner la matrice de A dans cette base.

La matrice de A dans cette base est

0 0
1
0
o --- 0 1 0

puisque I'on a A" (V) = 0 (car deg(A™(V)) = —1) et A(A¥(V)) = AFFL(V) pour tout
0<k<n.




