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Exercice 1. (cours) Soit f : V — V un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension
finie V.

1. Rappeler la définition des coordonnées d’'un vecteur w par rapport a une base B de V.

2. Définir la matrice de f par rapport a une base B de V.

3. Monter que si A # u sont deux valeurs propres disctinctes de f alors les sous-espaces
propres E et £, sont en somme directe.

Exercice 2. Soient I}, P, et P_; les polyndmes de Ry[X] définis par :
P=XX-1), P,=XX+1), PR=X*-1
(1) Montrer que Py, Pi, P_; est une base de Ry[X].
Nous allons montrer que Py, P1, P_1 est une famille libre. Soit Ag, A1, A2 trois nombres réels
tels que Ao Po(X) + A1 P1(X)+ A2 P-1(X) = 0. Alors en prenant successivement X =0, X =1

et X = —1 nous obtenons \g =0, 2A5 = 0 et 21 = 0 ce qui démontre que \g = A1 = A2 =0
et que la famille Py, P;, P_; est libre et donc une base de Ry[X].

(2) Soient F'={P € Ry[X]|P(1) =0} et G = {P € Ry[X]|P(0) = 0}. Montrer que F et G
sont des sous-espaces vectoriels de Ry[X].

Soit P et ) deux polyndmes de F et X\ et p deux scalaires, alors P(1) = Q(1) = 0 et
(AP + u@)(1) = AP(1) + pQ(1) = 0 et donc AP + p@ appartient a F. Comme de plus le
polynéme constant nul 0 est dans F', nous avons démontré que F' est un sous-espace vectoriel
de RQ[X]

De méme nous montrerions que G est un sous-espace vectoriel en évaluant les polynémes en
X =0.

(3) Déterminer dim(F), dim(G), dim(F N G) et dim(F + G).

Soit P(X) = aX? +bX + ¢ un polyndme de Ro[X]. Alors
PeF < P(1)=0 <<= a+b+c=0
Pe@G < P0)=0 < ¢c=0
a+b+c=0 a+b=0
C = 0 C = 0
Nous constatons donc que F' et G sont deux plans vectoriels distincts de Ry[X], alors que leur
intersection est la droite vectorielle dirigée par le polynéme P;. Nous avons ainsi :

dim(F) =dim(G) =2, dim(FNG)=1et dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =3
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Exercice 3. On se place dans I'espace vectoriel £ = R3. Soit m un parametre réel. On
3

considere le vecteur u,, = [ 0 | et le sous-espace vectoriel V,,, d'équation 2x — (m — 1)z = 0.
m

1. Pour quelles valeurs du paramétre m a-t'on u,, € V,,, ?

Le vecteur u,, appartient au plan vectoriel V,, si et seulement si ses coordonnées vérifient
I"équation définissant V,,, :

2

2x3-(m—-1)xm=0 <= m"—m—-6=0 < (m+2)(m—-3)=0 < m=—-2o0um=3

2. Donner une équation cartésienne de la droite vectorielle D,, engendrée par u,,.
Le vecteur u,, vérifient les équations y = 0 et mz — 3z = 0. Ces deux équations sont
indépendantes et elles définissent donc la droite vectorielle engendrées par u,, :

Dm:{ y=0

mx —3z =0

3. Donner une base de V,,

0 m—1
Lesvecteursey = [ 1| eto,, = 0 sont deux vecteurs non colinéaires du plan vectoriel
0 2

Vi, ils forment donc une base de V,,.
4. Trouver I'ensemble S des valeurs de m pour lesquelles les sous-espaces D,, et V,, sont
supplémentaires.

D,, et V., sont en somme directe si, et seulement si, leur intersection est vide, c'est-a-dire
Si u,;, N'appartient pas a V,,,. D'apres la premiere question cela se produit exactement lorsque
m# —2 et m # 3.

Comme D,, est une droite vectorielle et V;,, un plan vectoriel, nous pouvons conclure que ces
deux sous-espaces sont supplémentaires si, et seulement si, ils sont en somme directe :

Dy @V =R <= m#—2etm +3.

L’ensemble S est donc

S =R~ {-2;3} =] — 00; —2[U] — 2;3[U]3; +00]

x
5. Pourm € S et pour v = | y | un vecteur quelconque de E, trouver un nombre réel t tel
z
que le vecteur v — tu,, appartient a V,,.
x— 3t
v — tu, € Vi, si, et seulement si, ses coordonnées Y vérifient I'équation cartésienne
z—mt
de V,,, :
Ui — 38— (m—1)(z —mt) =0 <= (m(m—1)—6)t = (m— 1)z — 20 = t = P 1ZZ2
(m+2)(m —3)

6. Toujours pour m € S, en déduire les coordonnées du projeté de v sur la droite D,, pa-
rallelement a V,,, en fonction de x, vy, 2.

Le projeté w du vecteur v sur la droite D,, parallement a V,,, est I'unique vecteur w € D,, tel
que v —w € V,,. D'aprés la définition de la droite vectoriel D,,, il existe donc ¢ € R tel que
w = tu,,. D'apreés la question précédente, t = ((m_l)z_%) et donc finalement

(m+2)(m—3)
(m—1)z —2x g
w =
(m+2)(m —3)

m
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Exercice 4. Soitla matrice A=| -2 3 0
-2 21

(1) Calculer det(A). La matrice est-elle inversible ?

En développant par rapport a la premiere ligne
-3 40

det(A) = [=2 3 0 :—3'3 (1”—4’:; (1)‘:_17&0
-2 21
A est donc inversible.
1
(2) Montrer que le vecteur | 1| est un vecteur propre de A.
1
Calculons :
-3 4 0 1 1
AXi1=1-2 3 0 1l=11
-2 21 1 1
1
Le vecteur X7 = | 1] est donc bien un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur
1
propre 1

(3) Calculer le polyndme caractéristique de A. En déduire I'ensemble des valeurs propres de

A.

Toujours en développant par rapport a la premiére ligne nous obtenons :

—-3—-A 4 0
xa(A) =] -2 3— A 0 :—(34—)\)'
—2 2 1—A
=—B+NB=NI-N+81-N=0=-XNN=-9+8)=-A—-12A+1)
Les valeurs propres de A sont donc 1 et —1.

3—-X2 0

-2 0
A

-2 1=

(4) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

Calculons les sous-espaces propres de A :

T
FE1 :Nous cherchons X = | y | tel que AX =X
z
-3z + 4y = —drx+4y = 0
— 2z + 3y = y <= 2242y = 0 <= z=y
—2r + 2y + z = z —2x+2y = 0

Le sous espaces propre Eq est donc un plan vectoriel de dimension 2.

E_1 : Comme —1 est valeur propre de A, le sous-espace propre E_; est de dimension au moins
1.

Nous constatons donc que dim(F;) + dim(F_1) > 3 or la dimension est 3 donc A est diago-

nalisable.

(5) Donner une base B de vecteurs propres.




1
En reprenant les calculs de la question précédente, nous constatons que X; = | 1| et X| =
1
0
0 | forment une base du sous-espace propre E; associé a la valeur propre 1.
1
x
Le sous-espace propre E_; est constitué des vecteurs X = | y | tel que AX = —X. Ce qui
z
nous donne le systeme :
-3z + 4y = —x -2z + 4y =0 .
—2r + 3y = —y <<= < 2z + 4y = 0 — B
2 + 2y + 2z = —=z 2 + 2y + 2z =0 y
2
Le souse-espace propre E_1 est donc la droite vectorielle dirigée par le vecteur X = | 1
1

Les vecteurs propres X7, X1, X_; forment une base de vecteurs propres de A.




