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Exercice I. Théorèmes de Dini

Soit K un ensemble compact. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions telle que

(i). ∀n ∈ N, fn : K → R est continue ;

(ii). la suite de fonction (fn)n∈N converge simplement vers une fonction continue f :
K → R.

(iii). pour chaque x ∈ K la suite de nombres réels (fn(x))n∈N est décroissante.

Nous allons montrer que la suite de fonction (fn)n∈N converge uniformément vers f sur
K.
1. Pour ε > 0 et n ∈ N montrer que Vn,ε = {x ∈ K | 0 ≤ fn(x)− f(x) < ε} est ouvert.
2. Montrer que pour chaque ε > 0 les (Vn,ε)n∈N forment un recouvrement ouvert de K.
3. Conclure.

Exercice II. Distance de Hausdorff

Pour une partie non-vide A de R2 et un point M ∈ R2, on dé�nit

δ(M, A) = inf{d(M, P ) | P ∈ A}.

où d est la distance euclidienne.
On considère O = (0, 0) l'origine de R2, I = (1, 1), C = C(0, 1) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 =
1} le cercle unité et D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} le disque unité.
1. Calculer δ(O, C), δ(O,D), δ(I, C).
2. Montrer que si A est compact non-vide alors pour tout point M de R2 il existe un
point Q = Q(M) ∈ A tel que δ(M, A) = d(M, Q). En déduire que δ(M, A) = 0 ⇐⇒
M ∈ A.
3. Montrer cela reste vrai si nous supposons seulement que A est fermé (et non-vide).
4. Montrer que pour un compact A de R2, l'application M 7→ δ(M, A) est continue.
Pour deux compacts non-vide K et K ′ de R2, on dé�nit

∆(K, K ′) = sup{δ(M, K ′) | M ∈ K}+ sup{δ(M ′, K) | M ′ ∈ K ′}.

5. Calculer ∆({O}, C), ∆(C, D), ∆(C, C ′) où C ′ = C(I, 3)) est le cercle de centre I et
de rayon 3.
6. Montrer que pour deux compacts non-vide K et K ′ de R2, il existe des points P ∈ K
et P ′ ∈ K ′ tels que ∆(K, K ′) = δ(P, K ′) + δ(P ′, K).
7. Montrer que pour deux compacts non-vide K et K ′, ∆(K, K ′) = 0 ⇐⇒ K = K ′.
Soit H l'ensemble des compacts non-vide de R2.
8. Montrer que ∆ est une distance sur H.

9. Soit Pn le n-gone régulier dont les sommets sont les points d'a�xes e
2ikπ

n , k =
0, 1, . . . , n−1. Montrer que la suite de compacts (Pn)n∈N converge vers C pour la métrique
∆.


