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Exercice I. (Cours : 6 points) On considère un espace métrique (E, d).
1. a. Rappeler la définition d’un ouvert de E.
b. Montrer qu’une union d’ouverts est un ouvert.
2. a. Donner la définition d’une suite de Cauchy.
b. Donner la caractérisation séquentielle de la compacité.
c. Montrer que si E est compact alors il est complet.

Exercice II. Soient A et B deux parties d’un espace métrique (E, d). Montrer que
A ∪B est égal à l’adhérence de A ∪B.

Exercice III. Soient (E, d) et (E ′, d′) deux espaces métriques compacts. Montrer que
E × E ′ est compact muni de la distance

δ((x, x′), (y, y′)) := max{d(x, y), d′(x′, y′)}.

Exercice IV. Donner un exemple d’une partie connexe du plan dont l’intérieur n’est
pas connexe.

Exercice V. On considère la partie suivante de R2 :

P =
(
[0; 1]× {0}

)
∪
(
{0} × [0; 1]

)
∪
⋃
n∈N∗

(
{ 1

n
} × [0; 1]

)
1. Faire un dessin.
2. Montrer que P est compact.

Exercice VI. Soit d : R2
+ −→ R définie par

d(x, y) =

∣∣∣∣ 1

1 + x
− 1

1 + y

∣∣∣∣ ∀x, y ∈ R+.

1. Montrer que d définit une distance sur R+.
2. Montrer que (R+, d) n’est pas complet.

Exercice VII. 1. Donner la définition d’une fonction 1-lipschitzienne f : [0; 1]→ R.
2. Montrer que la fonction, x 7→ x

1+x
est 1-lipschitzienne sur [0; 1].

3. Montrer que la fonction x 7→
√
x n’est pas 1-lipschitzienne.
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Exercice VIII. Soit (E, ‖ ·‖) un espace vectoriel normé que l’on suppose complet. Soit
B : E × E −→ E une application bilinéraire continue. On rappelle qu’alors

∃C >, ∀x, y ∈ E : ‖B(x, y)‖ ≤ C‖x‖ ‖y‖.
Soit a ∈ E tel que ‖a‖ < 1

8C
. On se propose de montrer que l’équation

(1) x = a+B(x, x)

possède une solution x ∈ E.
1. Justifier l’identité

B(x, x)−B(y, y) =
1

2
(B(x− y, x+ y) +B(x+ y, x− y)) .

2. En déduire que pour tout r > 0 l’application φ : x 7−→ a + B(x, x) est 2Cr-
lipschitzienne dans la boule B(0, r).
3. Résoudre l’inégalité 2Cr2 − r + ‖a‖ ≤ 0. Trouver ensuite 0 < r1 < r2 tels que pour
tout r ∈ [r1, r2] on a

‖x‖ ≤ r =⇒ ‖a+B(x, x)‖ ≤ r.

4. Trouver un réel r > 0 tel que φ soit contractante dans la boule B(0, r).
5. En déduire que l’équation (1) possède une solution x ∈ A. Cette solution est-elle
unique ?


