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Exercice I.
1. Soit U = {(x, y, z) ∈ R3 | xyz 6= 0}. Pour un point A = (x0, y0, z0) de U , trouver
r > 0 tel que la boule de centre A et de rayon r soit incluse dans U .
2. Soient (E, d) un espace métrique et A et B deux parties de E. Montrer que Å ∩ B̊
est égal à l’intérieur de A ∩B.
3. Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy dans un espace métrique (E, d). Montrer que si la
suite possède une sous-suite convergente alors elle est convergente.
4. Soit (E, d) un espace métrique. Si E est compact alors E est-il complet ? Justifier.
La réciproque est-elle vraie ? Justifier.
5. Soient C1 et C2 deux parties connexes d’un espace métrique (E, d). Montrer que si
C1 ∩ C2 6= ∅ alors C1 ∪ C2 est connexe.

Exercice II. Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E, d). Le diamètre de
A est défini par :

diam(A) := sup
a,a′∈A

d(a, a′).

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes (sous ces conditions, on dit
que A est bornée) :

i) ∃x ∈ E, ∃r > 0 : A ⊂ B(x, r)

ii) ∀x ∈ E,∃r > 0 : A ⊂ B(x, r)

iii) ∃C > 0 : diam(A) ≤ C

2. Montrer que si A 6= ∅ est une partie bornée alors diam(A) = diam(A).
3. a. Montrer que si A et B sont deux parties non vides bornées alors A∪B est bornée.
b. Donner une majoration de diam(A ∪B) en fonction de

diam(A), diam(B) et d(A,B) := inf
a∈A,b∈B

d(a, b).

Exercice III. Soit L l’ensemble des fontions lipschitziennes de [0, 1] dans R.
1. Montrer que l’application

N : f 7→ N(f) := |f(0)|+ sup
0≤x<y≤1

|f(x)− f(y)|
|x− y|

est bien définie sur L et qu’elle y définit une norme.
2. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout f ∈ L :

‖f‖∞ ≤ C N(f).

3. Existe-t-il une constante C ′ > 0 telle que pour tout f ∈ L :

N(f) ≤ C ′ ‖f‖∞ ?

Conclure.
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