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Exercice I. Cours.
1. Donner la définition d’une suite de CAUCHY
2. Démontrer qu'une suite de CAUCHY qui admet une suite extraite convergente, converge.

Exercice II. Soit K une partie compacte du plan euclidien.
1. Soit P un point du plan qui n’appartient pas & K. Démontrer qu’il existe § > 0 tel que pour tout
point M de K, d(M, P) > .

Nous savons qu’une partie compacte est toujours fermée. Le complémentaire de K est donc une partie
ouverte du plan et comme P est un point de ce complémentaire, il existe un rayon § > 0 tel que la
boule B(P, ) centrée en P et de rayon ¢ soit incluse dans ce complémentaire. Ainsi pour tout point
M de K, M n’est pas dans le complémentaire donc a fortiori M n’est pas dans la boule B(P,d) et
donc d(P, M) > .

2. Soit B une partie compacte disjointe de K. Démontrer qu’il existe § > 0 tel que pour tout point M
de K et pour tout point N de B, d(M,N) > é.

Par ’absurde supposons que pour tout § > 0, il existe un point M de K et un point N de B

(qui dépendent tous les deux de d), tels que d(M,N) < §. En particulier pour tout entier n € N*,

en considérant 6 = 1, il existe M, un point de K et N, un point de B tel que d(My,, N,) < .

En utilisant la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS pour le compact K il existe une suite extraite

(M (n))nen+ qui converge vers un point M de K. De méme on peut extraire une suite convergente

(Ng(p(n)))nen+ de la suite (Nyn))nen+ de points du compact B. Appelons N la limite de la suite

(N (n) Jnen=

Alors la suite (M4 (n)) )nen est une suite extraite de la suite convergente (M () )nen=, elle converge
P ((n)) @(n)

donc et vers la méme limite M.

Enfin pour tout entier n € N*, d(Myy(n)), Npwmn))) < m. Comme ¢ et ¥ sont des fonctions

strictement croissantes, par comparaison nous obtenons que

Jim d(Mep(n))s Ne(s(n)) = 0-
Par continuité de la distance, cette limite est égale & d(M, N) qui est donc nul. Nous concluons que
M = N est un point commun de K et B ce qui est une contradiction.
Par I’absurde nous avons démontré qu’il existe § > 0 tel que pour tout point M de K et pour tout
point N de B, d(M,N) > .
3. Soit C une partie fermée disjointe de K. Démontrer qu’il existe d > 0 tel que pour tout point M de
A et pour tout point N de C, d(M,N) > 4.




Ala question précédente nous aurions pu remarquer que B est une partie fermée du plan et utiliser
la preuve ci-dessous.

Comme précédemment, par I'absurde soit (Mp)nen= une suite de points de K et (Np)nen+ une suite
de points de C telles que pour tout entier n € N*, d(My, N,) < %

D’apres la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS pour le compact K il existe une suite extraite
(M (n))nen+ qui converge vers un point M de K.

Alors pour tout entier n € N*, d’apres 'inégalité triangulaire

d(Nop(ny, M) < d(Mp(ny, Mo(n)) + d(Mp(ny, M) < ﬁ + d(M(ny, M)
En faisant tendre n vers +o0o0 nous en déduisons que la suite de points (Ny(n))nen+ converge vers M.
Comme C' est une partie fermée du plan, cette suite de points de C' a sa limite dans C'. Donc M € C.
Ce qui contredit le fait que K et C' sont disjoints.
Par I’absurde nous avons démontré qu’il existe § > 0 tel que pour tout point M de K et pour tout
point N de C, d(M, N) > .

Exercice ITI. On considere 'espace ¢! des suites X = (2,,)nen de nombres réels dont la série converge
absolument et on consideére la norme

+oo
||X||1 = ||(xn)nEN||1 = Z |$n|
n=0

Pour chaque k € N, on considere la suite X, = (21 )nen telle que pour chaque n € N,

Osin#k

T,k .
1sin==%k.

1. Démontrer que la suite (X} )ren ne converge pas vers la suite constante nulle.

Pour tout k£ € N, calculons :

+oco k—1 +oo

Xkl = Jnnkl =D lonkl + lzirl+ D |2nnk

n=0 n=0 n=k+1

—0+1+40=1

La suite de points de ¢! ne converge donc pas vers la suite constante nulle.

2. Démontrer que la suite (X )ren ne possede aucune suite extraite convergente.

Pour tout p, ¢ € N tels que p < g calculons de nouveau :

—+o0
[ Xp — Xqllr = Z |Tnp — Tn.q
n=0
p—1 q—1 +o0
= Z |Znp — Tnal + |Tpp — Tp,g| + Z |Znp — Tng| + |Tap — Tqal + Z |Tnp — Tn,q
n=0 n=p+1 n=qg+1

=0+ |1-0/+0+[0—1]+0=2.

Nous en déduisons qu’aucune suite extraite de la suite (Xy)ren n’est de CAUCHY.

En effet soit (X,(x))ren une suite extraite convergente alors elle est de CAucHY. En particulier pour
e =1 il existe N tel que pour tout p,q > N, || X, — Xg4|j1 < 1. En prenant p = N et ¢ = N + 1 nous
obtenons une contradiction avec le calcul précédent.

Nous avons donc démontré qu’aucune suite extraite de la suite (Xj)ren n’est convergente.

3. En déduire que la boule fermée de centre la suite nulle et de rayon 1 de I’espace £! n’est pas compacte.

D’apres la premiére question, la suite (Xg)rwen est une suite de la boule unité fermée et d’apres
la deuxiéme question cette sutie n’a pas de suite extraite convergente. La propriété de BOLZANO-
WEIERSTRASS permet donc d’affirmer que cette boule n’est pas compacte.




