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Colles : Espaces de matrices

Exercice I. 1. Démontrer que deux normes équivalentes définissent les mémes suites convergentes, les mémes
limites, les mémes fonctions continues.

2. Soit (E, | ||) un k-espace vectoriel normé (k = R ou C). Soit pour tout z,y € E, d(z,y) = /|| — y||. Démontrer
que la distance induite par la norme || || et d ne sont pas équivalentes, mais définissent la méme topologie.
n
3. Démontrer que ||A]o = maxz |a;;| définit une norme d’algébre sur M, (k).
(2
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Exercice II. Soit (uy)nen €t (Un)nen des suites réelles ou complexes. Démontrer que si la série Y u,, converge et la
n

série > v, est absolument convergente, alors la série produit de CAUCHY Y w,, avec w, = Z Uk Vp—f CONVErge.
k=0

Exercice ITI. Résoudre I’équation différentielle y — 3y’ + 2y = cosh(x).
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Exercice IV. Résoudre I’équation différentielle y” + 4y’ + 5y = e =% sin(x).

Exercice V. Résoudre 'équation différentielle 3’ + y = arctan(e®).

Exercice VI. Pour A € M,,(C), on note p(A) le plus grand des modules des valeurs propres de A.
1. pour || || une norme d’algébre, démontrer que [|Al|| > p(A).

2. Soit € > 0, démontrer qu'il existe une norme d’algebre || || (qui peut dépendre de A) telle que || A < p(A4) + €.

o0
3. Démontrer que ZAk converge <= lim A* =0 < p(4) < 1.
=0 k—o0

4. En déduire que p(A) = limg_, 0 H|Ak|||% = p(A).

Exercice VII. 1. Déterminer le polynéme caractéris- 0 1 0 0
tique et le polynome minimal de la matrice compagnon
0 1 0
2. PourneNecalculer [0 0 1 1 0
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Exercice VIII. 1. Pour tout entier n € N calculer 00 2 1 2. Calculer de méme 00 2 1
0 0 0 2 0O 0 0 3

Exercice IX. Calculer la différentielle du déterminant (vous pourrez commencer par calculer les dérivées partielles
par rapport a chaque coefficient).



Exercice X. soit f : [0;1] — St = {u € C |

|z| = 1} continue. Démontrer qu’il existe une fonction continue
g :[0;1] = R telle que pour tout ¢ € [0;1], f(t) = e*9*),

Exercice XI. Pour A, B € M,,(R) on définit (A, B) = tr(*AB).
1. Démontrer que c’est un produit scalaire sur M, (R).
Donner une bases orthonormeée.

Calculer ||tr| pour la norme induite par ce produit scalaire.

N

Est-ce une norme d’algébre ?

Exercice XII. Pour A € M,,(k), la représentation adjointe est définie par ads : M, (k) — M, (k), X — ada(X) =
AX — X A.

1. Vérifier que ad4 est une application linéaire.

2. Pour A = <(1) g) quelles sont les valeurs propres et les vecteurs propres de ad4 7

3. Meéme quesion pour A = <g ;)

4. On revient au cas général A € M, (k). Soit v un vecteur propre de A et v un vecteur propre de A respectivement
associés aux valeurs propres A et pu. Démontrer que u -f v est un vecteur propre de ad 4.

5. Pour N une matrice nilpotente, démontrer que ady est nilpotente et déterminer son idice de nilpotence en fonction
de celui de V.

6. Déterminer le spectre de ad 4 en fonction de celui de A.
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Exercice XIII. Soit A € M,,(k), déterminer klim (I, + EA)k
— 00

0 1 1
Exercice XIV. Soit A= |1 0 0]. Calculer A” pour n € N*.
1 1 1
x! x
On pourra commencer par résoudre le systéme | 4’ | = A | y | en remarquant que z —x —y est une fonction constante.
2’ z

U =1Uu 4+ u .
w2 AT (Suite de FIBONACC)

Exercice XV. 1. Calculer les termes généraux des suites définies par { ) 1
Up =1, U1 =

ot Un+42 = Un+1 + v,

Vo = 2, v = 1
2. Démontrer que pour tous m,n € N, a.  2uUy4n = UmUp + UV, €t b. |5un2 — Un2| =4.
3. Démontrer par récurrence sur k € N* que wu,, |ugp,.

4. Démontrer que pour tous m,n € N, up, A Uy = Uman-



