
Université d’Aix-Marseille – Préparation à l’agrégation Espaces de matrices T. Coulbois – 27 octobre 2018

Quatre heures. Ce sujet comporte trois problèmes distincts et indépendants. Comme tout sujet d’écrit de l’agrégation
il est beaucoup trop long.

Problème I. Racines n-ième d’une matrice. Agrégation, 2010, extrait.

Notations :
— On note C les corps des nombres complexes, R le corps des nombres réels ;
— Pour p entier ≥ 1, on note Mp(C) l’algèbre des matrices carrées à p lignes et p colonnes à coefficients dans C ;
— On note 0p la matrice nulle et Ip la matrice unité de Mp(C) ;
— n est un entier ≥ 1.

1. Montrer qu’il existe une norme N sur le C-espace vectoriel Mp(C) vérifiant N(BC) ≤ N(B)N(C) pour toutes
matrices B et C de Mp(C)

Dans la suite de ce problème N est une telle norme et A est une matrice de GLp(C). On note SA l’ensemble des
matrices X de Mp(C) telles que Xn = A.

2. Démontrer que toute matrice X de SA commute avec A.

Une matrice X est dans SA si et seulement si X−n −B = 0p où B = A−1. Ceci conduit à introduire la suite :

Xk+1 = (1 + 1/n)Xk − (1/n)BXn+1
k

de premier terme X0 commutant avec A.

3. On suppose dans cette question que la suite (Xk)k∈N converge vers une matrice Y de GLp(C).

a. Démontrer que pour tous k, k′ ∈ N les matrices Xk, Xk′ , Y et A commutent deux à deux.

b. Démontrer que Y n = A

c. On pose Uk = XkY
−1 − Ip. Démontrer que la suite (Uk)k∈N vérifie la relation de récurrence :

nUk+1 +
∑

2≤j≤n+1

(
n+ 1

j

)
U j
k = 0p.

4. a. Démontrer qu’il existe un unique réel r > 0 tel que

nr =
∑

2≤j≤n+1

(
n+ 1

j

)
rj .

b. Démontrer que la suite définie par récurrence par x0 ∈ R, 0 ≤ x0 < r et

xk+1 = (1/n)
∑

2≤j≤n+1

(
n+ 1

j

)
xjk

converge en précisant sa limite.

5. Soit Y ∈ Mp(C) une solution de Y n = A. On suppose que X0 est une matrice de Mp(C) qui commute avec Y .
Déterminer α > 0 tel que N(X0 − T ) < α entraîne que la suite (Xk)k∈N converge vers Y .
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Problème II. Matrices compagnons et matrices semblables. Agrégation, 2011, extrait.

Notations et définitions :
— K est un corps, n un entier non nul ;
— Mn(K) l’ensemble des matrices carrées à n lignes et n colonnes ;
— la matrice identité de Mn(K) est notée In.
— le groupe inversible de l’anneau Mn(K) est noté GLn(K) ;
— on note Un(K) l’ensemble des polynômes unitaires de degré n de K[X].
— Deux matrices M et N de Mn(K) sont dites semblables sur K si et seulement si il existe P dans GLn(K) telle

que N = PMP−1.
— La relation de similitude sur Mn(K) est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalences de cette relation

sont appelées classes de similitude sur K.
— Pour M dans Mn(K), soit χM le polynôme caractéristique (unitaire) de M :

χM (X) = det(XIn −M).

— Pour P dans Un(K), soit EK(P ) l’ensemble des matricesM de Mn(K) telles que χM = P . Puisque deux matrices
semblables de Mn(K) ont même polynôme caractéristique, EK(P ) est une réunion de classes de similitudes sur
K.

— Si P est le polynôme Xn − an−1Xn−1 − · · · − a1X − a0 de K[X], on note C(P ) la matrice compagnon de P ,
c’est-à-dire : 

0 · · · · · · 0 a0

1 0
... a1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 an−2

0 · · · 0 1 an−1


si n ≥ 2 et : (a0) si n = 1.

1. a. Pour quels (a, b, c) de K3 la matrice M =

(
a b
0 c

)
est-elle diagonalisable sur K ?

b. Trouver deux matrices de M2(K) non semblables sur K et ayant le même polynôme caractéristique.

c. Soient M et M ′ deux éléments de Mn(K) diagonalisables sur K et telles que χM = χM ′ . Montrer que M et M ′
sont semblables sur K.

2. Soit P dans Un(K).

a. Montrer que : χC(P ) = P .

b. Si λ est dans K, montrer que le rang de C(P )− λIn est supérieur ou égal à n− 1.

c. Montrer l’équivalence entre les trois assertions suivantes :
(i). le polynôme P est scindé sur K à racines simples,
(ii). toutes les matrices de EK(P ) sont diagonalisables sur K,
(iii). C(P ) est diagonalisables sur K.

3. Soient r et s dans N∗, A dans Mr(K), A′ dans Ms(K), M =

(
A 0
0 A′

)
. Montrer que M est diagonalisable sur

K si et seulement si A et A′ sont diagonalisables sur K.

4. Montrer que pour tout P de Un(K) l’ensemble Ek(P ) est une réunion finie de classes de similitude sur K. On
pourra admettre et utiliser le résultat suivant.

“Si M est dans Mn(K), il existe r dans N∗ et r polynômes unitaires non constants P1, . . . , Pr de K[X] tels que M soit
semblable sur K à une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont C(P1), . . . , C(Pr).”
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Problème III. L’exponentielle exp : Mn(C)→ GLn(C) est surjective. Agrégation 2018, extrait.

Notations

— La C-algèbre des polynômes à coefficients complexes en une indéterminée X sera notée C[X].
— On notera Mn(C) l’algèbre des matrices complexes à n lignes et n colonnes et GLn(C) le groupe linéaire (groupe

des matrices inversibles de Mn(C)). Pour toute matrice A ∈ Mn(C) , on notera C[A] := {P (A) | P ∈ C[X]} la
sous-algèbre de Mn(C) engendrée par A.

— On notera Diag(α1, . . . , αn) ∈ Mn(C) la matrice diagonales dont les coefficients diagonaux sont les αi ∈ C.
— On notera [A,B] := AB −BA le commutateur de A,B ∈ Mn(C).
— On rappelle le théorème suivant (Décomposition de Dunford d’une matrice) :

Pour tout A ∈ Mn(C), il existe un unique couple (S,N) ∈ Mn(C)2 de matrices telles que A = S+N , [S,N ] = 0,
S est diagonalisable et N est nilpotente. De plus S,N ∈ C[A], autrement dit, on peut écrire S = P (A) et
N = Q(A) avec P,Q ∈ C[X].

— On rappelle que l’exponentielle de matrices est l’application exp : Mn(C)→ GLn(C) définie par la formule :

expA :=
∑
k≥0

1

k!
Ak,

et que c’est une application C∞ de l’espace vectoriel normé Mn(C) dans lui-même, telle que, si [A,B] = 0, on
ait exp(A+B) = (expA)(expB).

1. Donner une décomposition de Dunford de la matrice A :=

(
1 1
0 a

)
∈ M2(C) (on discutera en fonction de a ∈ C).

2. Justifier la relation exp(PAP−1) = P (expA)P−1, où A ∈ Mn(C) et P ∈ GLn(C).

3. a. Soient β1 . . . , βn ∈ C∗ des complexes non nuls. Soient α1, . . . , αn ∈ C tels que pour tout i ∈ {1, . . . , n},
exp(αi) = βi. Soit enfin P ∈ GLn(C). Notant T := PDiag(β1, . . . , βn)P−1 et S := PDiag(α1, . . . , αn)P

−1, vérifier que
expS = T .

b. On suppose de plus que, pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, on ait βi = βj ⇒ αi = αj . Montrer que S ∈ C[T ].

[Indication : on pourra utiliser qu’il existe un polynôme d’interpolation F ∈ C[X] tel que ∀i ∈ {1, . . . , n}, F (βi) = αi.]

c. Montrer que, si T , P et les βi sont donnés, on peut toujours choisir des αi de sorte que soit vérifiée l’hypothèse
de la question précédente.

d. Montrer que, si l’on ne fait pas cette hypothèse sur les αi, la conclusion S ∈ C[T ] peut être en défaut.

[Indication : on pourra prendre T = P = I2.]

4. Pour tout entier naturel non nul n, on définit les polynômes suivants dans C[X] :

En(X) :=

n−1∑
k=0

1

k!
Xk et Ln(X) :=

n−1∑
k=1

(−1)k−1

k
(X − 1)k.

Par convention L1(X) = 0. Soient P,Q,R ∈ C[X] ; on notera P ≡ Q (mod R) la congruence modulo R dans l’anneau
C[X].

a. Montrer que Ln ◦ En ≡ X (mod Xn) et En ◦ Ln ≡ X (mod (X − 1)n). [Indication : on pourra utiliser les
développements de Taylor des fonctions usuelles x 7→ expx en 0 et x 7→ ln(x) en 1.]

b. À l’aide de ces formules, justifier très soigneusement le fait ques les applications N 7→ expN et U 7→ Ln(U)
sont des bijections réciproques l’une de l’autre entre l’ensemble des matrices nilpotentes et l’ensemble des matrices
unipotentes de Mn(C).

5. Déduire des questions précédetentes, en utilisant la décompositiond de Dunford, que l’application exp : Mn(C)→
GLn(C) est surjective.
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