Université d’Aix-Marseille Préparation au CAPES Bases et repéres T. COULBOIS — 24 mars 2020

Certains exercices repris de exo7.emath.fr, d’autres de wims.unice.fr. Ces deuz sites regorgent d’exercices
que vous pouvez faire tout seul, avec des corrections, des QCM, etc.

Exercice I. Soient A, B et C' trois points non alignés d’un plan affine. Déterminer ’ensemble des points
. ) X =
ayant mémes coordonnées dans les repéres (A, AB, AC') et (B, BA, BC).

Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) par rapport a ces deux repéres. Alors par définition des

m:xﬁ+yﬁetm:$3—z>ﬁl+yﬁ,

et en utilisant la relation de CHASLES nous exprimons de deux maniéres différentes

BM = BA+ AM = —AB + «AB + yAC = (z — 1)AB + yAC

— 2BA + yBC = —2AB + y(BA + AC) = — (2 + y)AB + yAC

Commes les points A, B et C' ne sont pas alignés, les vecteurs E et @ ne sont pas colinéaires donc
forment une pase du plan vectoriel. Il y a donc unicité des coordonnées et nous obtenons xt —1 = —z+y
et y=u1y.

La droite d’équation y = 2z — 1 (par rapport aux deux repéres!) est ’ensemble des points du plan qui

coordonnées :

ont les mémes coordonnées par rapport aux repéres (A, AB, AC') et (B, BA, BC).

Exercice II. Soit R; = (O,e,es,e3) un repére cartésien d’'un espace affine. Soient O’ = (1,0,0),
el =e1+ e ey =€ —ey €5 =e3 et Ry = (0, €, €, e}). Déterminer les coordonnées d'un point dans R
en fonction de ses coordonnées dans R;.

Soit M un point du plan de coordonnées (x1, x2, x3) par rapport au repére Ry et (2, 2%, %) par rapport
a Ro.

Revenons a la définition des coordonnées d’un point et d’un vecteur et calculons :

/ !/ N N N / / /
OM = x1e1 + waeg + x3e3 et O'M' = x7e] + xhes + x3e5 = a7 (€1 + ea) + x5(e; — ea) + xhes

— = ——
= (2] + 2h)er + (2] — 2h)ea + ahes = 0’0+ OM = OM — ¢4
—
donec OM = (2] + xh)er + (2] — 2h)ea + ahes + €1 = (2] + 25 + 1)ey + (2] — 2h)ea + zhes

Comme (eq, e, €3) est une base nous pouvons identifier les coordonnées et résoudre le systéme :

=z +25+1 ) =3(z1+z2—1) L(L1+L2)
1'2:.%/1—.%/2 <~ 1'/2:%(.%1—.%'2—1) %(Ll—LQ)
xg = Th =13

Exercice III. On fixe un repére R = (O, €}, ;) d'un plan affine On considére 1" application f ayant
I’expression analytique suivante :

¥ =—-2x+6y+3
y =—-x+3y+1.

1. Déterminer les points fixes de f.
Nous résolvons le systéme

= z=2y+1

r=—2x+6y+3
y=—x+3y+1

L’ensemble des points fixes de f est donc la droite d’équation y = 2z + 1.

2. Déterminer une base (i, u;) de vecteurs propres de la partie linéaire de f.


http://exo7.emath.fr
http://wims.unice.fr

-1 3
caractérstique est x4(\) = A2 — X = A(A — 1). Cette matrice a donc deux valeurs propres 0 et 1.

. C e oS -2 6 R
La matrice de la partie linéaire de f par rapport a la base (€1, ) est A = < > dont le polynéme

. . . . _, 3\ -
Aprés un rapide calcul nous trouvons des vecteurs propres associés (respectivement) #y = < , U =

2 :
<1) qui forment une base de vecteurs propres.

3. Soit A le point de coordonnées (1,0). Donner I'expression analytique de f par rapport au repére
(A, iy, uy).

Soit M un point du plan de coordonnées de (z,y) par rapport au repére R et de coordonnées (X,Y)
par rapport au repére (A, @, i1). Ecrivons les définitions des coordonnées par rapport & un repére et a
une base et calculons :

— —
OM = xey + yés et AM = Xtg+ Yiu; = X(3_'1 + 52) + Y(Qéi + 52) = (3X + 2Y)€1 + (X + Y)é‘g

:O—]>W—O—z>420—]>w—€1:<l'—l>€1+y€2.

Comme (€7, €2) est une base, nous pouvons identifier les coordonnées et calculer :

r—1=3X+2Y r=3X+2Y +1 X=x—-2y—1 (L1 —2Ly)
— <~
sz—f—Y sz—i—Y Y:—x+3y+1 (3L2—L1)

Considérons maintenant le point M’ image du point M par I'application f et ses coordonnées (z’, 1)
par rapport au repére R et (X', Y”) par rapport au repére (A, iy, @1). En utilisant la forme analytique
de f et les formules de changement de repéres ci-dessus :

P=246y+3  [BX 42V 1= —2BX 2V + 1) +6(X +Y) +3=2Y +1
y = —x+3y+1. X 4+Y =-BX+2Y + 1) +3(X+YV)+1=Y —1

3X'+2Y =2V X'=0 (Li—2Ly)
X' +Y =Y Y'=Y (3Ly— L)

qui est la forme analytique de I’application f par rapport au nouveau repére (A, @y, i1 ).

4. Reconnaitre 'application f.

Nous reconnaissons par rapport au repére (A, i, i1) que I'application f est la projection sur 'axe des
ordonnées par rapport a ’axe des abscisses.

Géométriquement, I'application f est donc la projection sur la droite Dy = (A, ip) passant par A et de
vecteur directeur iy parallélement & la direction .

Exercice IV. Soient (D;);—1. 4 quatre droites du plan affine sécantes deux a deux en six points distincts.
Si deux d’entre elles se coupent en A et les deux autres en B, on dit que [AB] est une diagonale. Montrer
que les milieux des trois diagonales sont alignés (on étudiera le probléme analytiquement en choisissant
un bon repére).



Puisque I’énoncé ne nous propose pas de repére, nous allons en choisir un qui minimise les calculs. Soit
A;; le point d’intersection des droites D; et D; pour deux indices i et j entre 1 et 4 et distincts.
Considérons le repére affine R = (Ajg, A13, Az3). La droite (A12413) = D; est donc I'axe des abscisses
et la droite (A12A423) = D3 est 'axe des ordonnées. La droite D3 passe par les points A3 de coordonnées
(1,0) et Ags de coordonnées (0, 1), elle a donc pour équation D3 : z +y = 1. Le point Ay4 est un point
de la droite D; qui est 'axe des abscisses, il a donc pour coordonnées par rapport au repére R : (a,0)
avec « un nombre réel différent de 0 et de 1 (puisque Ajq4 # A2 et A1y # Aj3. De méme considérons
(0, B) les coordonnées du point Ayy avec € R\ {0,1}. Ces deux nombres réels « et 5 sont les deux
seuls paramétres dont nous avons besoin pour cet exercice.

La droite D4 passe par les points Aj4(c, 0) et A24(0, 3), elle a donc pour équation Sz + ay = af.

Le point As4 est I'intersection des droites D3 et Dy ses coordonnées sont donc solution du systéme

{:c—i—yzl PN {(a—ﬁ)x:a(l—ﬁ) (aLy — Lo)
fr+ay=af (6 —a)y=p5(1—-a) (BL1— L)

Nous remarquons que si a = 3 alors les droites Dy et D3 sont paralléles ce qui est exclu. Nous obtenons

donc les coordonnées :
o (a1=8) Bla=1)
34 , )
a—pf a—pf
Nous pouvons alors calculer les coordonnées des milieux des diagonales : I de [Aj2As4], J de [A13A24]
et K de [A14A23] .

I< (<a g;gé Bi) J<;§> etK@;) done 27K (o —1,1 - f).

La droite (JK) a donc pour équation (8 — 1)z + (o — 1)y = (a8 — 1) et nous constatons que les
coordonnées de [ satisfont cette équation :

a(1 - B) Bla—1) —a(B—28+1)+8(c>—20+1) —aft+aB—a+p
TP I TP 2o ) =T 2 )
_(@a=PBlaB-a+p 1
= 2o B) = 5(046—1).

Nous avons donc démontré que les milieux I, J et K des diagonales sont alignés.

Exercice V. Soit (F) 'ensemble d’équation cartésienne 2% + 5xy + 3y? — 3z — 2y — 5 = 0.
1. Trouver un point A du plan tel que dans le repére (A, 1, 7) I'équation de (E) n’a pas de terme de degré
1.

Consiédérons le point A de coordonnées (a,b). Soit M un point du plan de cooic_lgnneei)(:c, y_)_gans le
repére initiale et de coordonnées (X,Y') dans le nouveau repére (A, i j)- Alors OM = OA+ AM donc

r=X+4aety=Y +b. En substituant dans ’équation nous obtenons :

2(X +a)? +5(X +a)(Y +b) +3(Y +b)?—3(X +a) —2(Y +b) —5=0
= 2X? +5XY +3Y? 4+ (4a +5b— 3)X + (6b + 5a — 2)Y + 2a® + 5ab + 3b* — 3a — 2b— 5 =0

Nous choisissons donc a et b pour annuler les coefficients des termes de degré 1 :

da+5b—3=0 da+5b—3=0 .. [a=-38
6b+5a—2=0 —b+7=0 (4Ly — 5L;) b=T

Nous considérons donc le point A de coordonnées (—8,7). Nous calculons le terme constant
2a® + bab + 30 — 3a — 2b — 5 =128 — 280 + 147 + 24 — 14 — 5 = 0.

-,

L’équation de (E) dans le repeére (A,7, ) est donc 2X2 +5XY +3Y?2 = 0.




2. Faire disparaitre le double produit pour faire apparaitre la différence de deux carrés. Puis montrer que
(E) est une réunion de deux droites.

Calculons :

5 25 5 1
2X% +5XY +3Y? =2(X + ZY)2 — §1/2 +3Y2=2(X + ZY)2 — gY2

)
—2((x+2
G
L’équation de (E) dans le repére (A, 1, j) est done (X+Y)(2X+3Y) =0 <= X+Y = 0 ou 2X+3Y =
0. L’ensemble (E) est donc la réunion des deux droites d’équations Dy : X +Y =0et Dy : 2X +3Y =0
(par rapport au repére (A,1,7)).

y) - iy) <(X + ZY) 4 iy) — (X 4 Y)(2X +3Y).

= =

3. Donner les équations de ces deux droites dans le repére (O, 1, 7). En déduire une factorisation de
I’équation initiale.

Les droites D1 et D, passent par A. En utilisant les formules de changement de repére: X = x—a = x+8
et Y =y — b=y — 7 nous obtenons leurs équations dans ’ancien repére :

Di:x+y+1=0etDy:2x+ 3y —5=0.
Nous constatons alors que

(z+y+1)(2x+3y—5) =22 +52y+3y> -3z -2y —5

et nous reconnaissons 1’équation initiale de (E).

Exercice VI. Parbole équidistante d’une droite et d’un point. Dans le plan euclidient muni d’un
repére orthonormé (O, i j) on consideére la droite D : 3z + 4y — 2 = 0 et le point F'(5, 3).

1. Faire une figure.

2. Déterminer les coordonnées du point H projeté orthogonal de F' sur D.

(H(2,-1) |

3. Rappeler la formule qui donne la distance d’un point M (xq,yo) & la droite D.

4. Donner une équation cartésienne de I’ensemble P des points équidistants de D et de F'.

On considére maintenant le point (%, 1) et les vecteurs @; de coordonnées £ (4, —3) et @, de coordonnées
£(3,4).

5. Démontrer que le repére R’ = (Q, Uy, iiz) est orthonormé.

6. Exprimer le vecteur Iﬁ en fonction de u; et uy. En déduire les coordonnées de F' et de H par rapport
au repére R’.

7. Donner une équation de la droite D par rapport au repére R’'.

8. Donner I'équation de P par rapport au repére R’'.

9. Conclure en donnant la nature de P.

Exercice VII. Hyperboloide équidistant de deux droites non-coplanaires.

1. Soit D et D’ deux droites non paralléles de 'espace euclidien.

a. Deémontrer qu'il existe une unique droite A perpendiculaire (c’est-a-dire orthogonale et sécante) a D
et D'. (Vous pourrez considérer le plan contenant D et perpendiculaire & D' et son intersection avec D’.)
Soit @ et @ des vecteurs unitaires de D et D’ respectivement. Soit 7 = M(ﬁ +@) et ] = (u—a').

fla—a’|]
Soit k un vecteur directeur unitaire de A.

b. Démontrer que (;, 7, E) est une base orthonormée de 1’espace.

c. Donner les coordonnées de u et ¢ par rapport a cette base.

Soit A et B les intersections de A avec D et D’ respectivement. Soit O le milieu de [AB]. On suppose que

L 1
k_m/@.



, k) on a les équations suivantes :
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et h = —Hﬁu

e. Soit M un point de 'espace de coordonnées (x,y, z) par rapport au repére (O, i 7, E) Démontrer que

_ (y—ax)?

D2
a0, oy = 4=

+ (2 — h)%

f. En déduire que 'ensemble H des points de I'espace équidistants des droites D et D’ a pour équation

«

the = —
Hihz 1+ a2

xy.

-

Exercice VIII. Dans 'espace euclidien muni d’un repére orthonormé (O, i 7, E) on considére les droites

r—y—2+1=0 r=t-1
D: e D' =2t+1 teR
{a:—l—y+3——0 ’ i ;

1. Démontrer que ces deux droites ne sont pas coplanaires.

Calculons des vecteurs directeurs de D et D’ :

1 1 1 1
i=—|—-1|Al1l]=|-1]etd =2
-1 0 2 1

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont paralléles. Vérifions que leur inter-
section est vide. Un point M appartient & la fois & D et D’ ¢l existe t € R tel que

(t—1)—(2t+1)—t+1=0 —2t—1=0
{(t—1)+(2t+1)+3:0 {3t+3:0

Ce systéme n’a pas de solution donc les droites D et D’ sont disjointes et non-paralléles : elles sont donc
non-coplanaires.
2. Déterminer une équation de I'ensemble H des points M de 'espace équidistants de ces deux droites.




Nous remarquons que les plans dont les équations définissent D sont perpendiculaires :
Pirix—y—2z+1=0etPy:z+y+3=0.
Le théoréme de PYTHAGORE nous permet alors de calculer la distance de tout point M(x,y,z) & D :

(x—y—2+1)2 (z4y+3)>2
3 + 2

d(M,D)? = d(M,Py)? + d(M, Ps)* =

 Ba? + 5y + 222 + 2xy — 4wz + dyz + 222 + 14y — 42 + 29
= ; .

Pour la distance a la droite D’, nous cherchons le projeté H de M sur D’ c’est-a-dire un ¢t € R tel que

—
HM soit orthogonal a o’ :

x—(t—1) 1
s
0=HM @' =|y—Q2t+1) |- [2]|=@—-t+1)+20y—2t—1)+z2—t < b6t=z+2y+2—1
z—t 1

En utilisant le projeté orthogonal nous obtenons :

2 —1 2 2 2 2 —1\?
d(M,D')* = HM? = (ﬂf—(w-l)) +<y—(6(:c+2y+z—1)+1)> —i—(z—W)

1 1 1
:%(51’—23/—2—1—7)2—1—%(3;—1—23/—53’—1)2+§($—y+z+2)2

1
:6(5x2+2y2+522—4xy—2:zz—4yz+14x—8y—|—22+11)
Une équation de H est donc

52452 +222 420y —dwz+4yz+220+14y— 42429 = 5’ +2% + 522 —day — 2wz —4yz+ 14z —8y+22+11

— 3y* — 322 + 6y — 222 +8yz +8x + 22y — 62+ 18 =0

Bonus spécial pour celles et ceux qui arrivent a tracer ces hyperboloides en 3 dimension avec Geogebra ou
Sagel.


http://sagemath.org

