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L’usage de la calculatrice est autorisée.

Les parties A et B sont indépendantes.

A. Une transformation affine, un cercle et une ellipse

On rapporte le plan a un repeére orthonormé R = (0, A, B). On considére aussi le point C'
quatrieme sommet du carré OACB ainsi que le milieu I de [AB] et le cercle C inscrit dans
le carré.

Ce probleme est un probleme de géométrie, le correcteur attend et évaluera vos figures,
soignées, précises, élégantes et colorées.

A tout point M (z,y) du plan on associe le point f(M) = M’ de coordonnées (2/,y') telles
que

1. Premiere étude de f.
a. Déterminez les images des points O, A, B et C' par la transformation f.
Par un rapide calcul, nous obtenons :

0(0,0) (8,3
A(1,0) — A’(g,g)
B(0,1) +~ B'(0,1)=B
C(1,1) = C'(1,1)=C

b. Déduisez-en que I'image du carré OAC'B est un losange.



e o
En calculant les coordonnées nous obtenons que les vecteurs O’A’(1,0) = B'C’(1,0) sont

égaux. Le quadrilatere O’ A’C’'B’ est donc un parallelogramme. De plus les diagonales (O'C")

et (A'B’) sont perpendiculaires car les vecteurs O'C’ (£, —32) et A’B'(—2, —2) sont orthogonaux

505
(leur produit scalaire 0'—& : ﬁ =ix(-9H-2x(-2)=0).
Le quadrilatere O’ A’C’'B’ est un parallelogramme dont les diagonales sont perpendiculaires,
c’est donc un losange.
c. Déterminez les points fixes de f.

En partant de ’expression de f en coordonnées nous déterminons les points fixes M (z,y) de

I

4, 4
r=r—zy+:
M= f(M) < , Ut = y=1
y=—-35yt+s3

L’ensemble des points fixes de la transformation affine f est la droite (BC) d’équation y = 1.

d. Démontrez que f est une bijection du plan.

Pour un point M (x,y) d’image par f : f(M) = M'(2',y") nous pouvons calculer :

=z —ty+3 r=1'+3y—3 =2 +3(-3y+5) -2
5,1 8 5,/ 8
Yy=—3y +3 Yy=—3y +3

o fono b
Yy=—3Yy +3
Ce qui démontre que f possede une bijection réciproque et donc que f est bijective.
e. Déterminez I'image f(D) de la droite D : 3x — 4y —2 =10
Grace aux calculs de la question précédente nous obtenons que pour tout point M (z,y) du
plan d’image M'(2/,y’) par f :

4 4 ) 8
MED < 3z —-4y—2=0 < 3(m/—gy'+§)—4(—§y’+§)—220
8 26
— 3+ -y - = =0.
;E—|—3y 3

L’image D' = f(D) par f de la droite D est donc la droite D’ d’équation :
g p q

D' : 92/ + 8y — 26 =0.

2. Un cercle et une tangente.
a. Donnez une équation du cercle C inscrit dans le carré OACB (on n’attend pas de justi-
fication).

Le cercle C a pour centre [ (%, %) et rayon % et donc pour équation :

C Lo Sl L
C: ety =1




b. Démontrez que le cercle C est tangent a la droite D.

Soit T' le point tel que ﬁ est colinéaire au vecteur 7(3, —4) normal a la droite D et de norme
% (il y a deux tels points T', d’apres la figure nous choisissons celui :

1 7 1 1 31 4 4 1
_ﬁ’ = =_n < T — —, = — —— <“— T -, —
2@ — 10" G+i3 10 570/
Nous constatons en substituant dans ’équation que ce point appartient a la droite D :

4 1 12 2
) —-4(—) -2 = — — — — 2 = T D.
3(5) (10) s E 0 donc T €
Le segment [IT] est donc un rayon de C, perpendiculaire a la droite D au point 7. Ce qui

démontre que la droite D est tangente au cercle C.

3. Image du cercle par la transformation.
On note £ I'image du cercle C par la transformation f :

€= f(C)={f(M) |M € C}.

a. Placez les images des milieux des quatre cotés du carré OAC'B

A nouveau, nous utilisons I'expression analytique de f pour déterminer les images des milieux :

!
J(3.0) & T35
K(laﬁ) — K/(Euﬁ)
L(31) — LG, 1)=L
NO,3) = N(g 1)

Bien stir, puisque f est une transformation affine, J' est le milieu de [0’ A’], K’ est le milieul
de [A'C’] et M’ est le milieu de [O'B’].

b. Placez I'image T = f(T") du point T(%S; %)

. / /(76 7T
Les coordonnées de 7" sont T"(&5, 55)

c. Démontrez quune équation cartésienne de & est :

8 41 5) 85 185
M/ I S W o2 A A 0.
(', y') € — 3a:y+9y +3:1: 9y+36



Pour tout point M (x,y) d’'image f(M) = M'(2’,y’) en substituant, grace aux formules de la
question 1.d, nous obtenons :
! 1 2 1 2 1
MeC < Mec¢t (:1:—5) +(y—§) =1
4 4 1 ) 8 1 1 4 ) ) 13 1
— P Y 2 _C 2y T2 — I N2 2 2 _ —
(=3 +3) = P+ (2 + o) =3 = = @ =g+ (o =
Nous développons les carrés :
16 8 ) 20 25 25 65 169 1
12 I A e | a2 av o2 BY Y
gV TR T gV T Tl TV T3 T
8 41 D 85 185
s 22 Cpl 4 T2 P22 222
T 3:1:y+9y +3:U 9y+36
4. Changement de repere.
a. E}t I' = f(I), donnez une équation cartésienne de £ par rapport au repere Ry =
(I',OA,0B).

En utilisant la définition analytique de f, le point I’ a pour coordonnées I’ (%, %) Soit M

—
un point du plan de coordonnées (z,y) par rapport au repere (O, OA, @) et de coordonnées

(z1,y1) par rapport au repere Rq. Alors par définition des coordonnées, puis en utilisant la
relation de CHASLES :

—
OM = 20A +yOB = OT' + T8 = (2-0A + 120B) + 1104 + 1n0B

—
Comme les vecteurs OA et O? sont linéairement indépendants, nous obtenons :

Tr=x1+ %
Y=y + %
Nous remplagons maintenant dans ’équation de & :

8 41 5 85 185
Meé — 2> —azy+ —y*+ - =

3 g T3t gyt 35 =0
9., 8 9 13 41 13, 5 9 85 13 185
— —)2__ — 4 24l )= ) +—=0
(@14 19" 3@+ )+ o)+ gt ) 3@t 5) =5t )+ 55
DR S P B
173 1Y1 9y1—4.

Une équation de £ par rapport au repere R4 est donc :

8 41 1
M 2—7 _ 2:7
& xy 3x1y1+9y1 1

b. On considere les vecteurs (1, —3) et ¥/(3,1). Démontrez qu’une équation cartésienne de



& par rapport au repere Ro = (I', @, V) est

T2y = 500°

Nous écrivons les formules de changement de repere : soit M un point de coordonnées (z1,y1)
par rapport au repere R et de coordonnées (x2,y2) par rapport au repere Ro. Alors par
définition des coordonnées :

m = Toll+yoU = xg(ﬁ—?)@)-f-yz(?)O_z}‘H—O?) = (1:2+3y2)0_1>4+(y2—33:2)0? = x10_1>4+yla

—
Les vecteurs OA et O? forment une base du plan vectoriel et donc nous pouvons identifier les
coordonnées :

T1 = T2 + 3ys
Y1 = —3T2 + 2
Nous pouvons maintenant substituer dans ’équation de & :
8 41 1
Mel < 27—~ —yi ==
71— g + 9 1= 7
8 41 1
= (v2+3y2)* — 3 (72 + 3y2)(—3z2 + y2) + 9 (=3z9 +y2)? = 1

8 41 1
= 192 4 6z9ys + Iy’ — g(—?){L'QZ — 8xays + 3y22) + 5(93:22 — 6z9ys + y22) =1

64 41 x6 1

)5523/2 = 1

50
2 2
< 50z +f9y2 +(6+3 9

Une équation de £ par rapport au repere Ro est donc

v _ 1
9 200°

c. Tracez les axes du repere R, et esquissez I'ensemble £.



Nous connaissons déja 5 points de £ : J', K', L, N’ et T". Nous pouvons aussi argumenter que
les transformations affines (bijectives) conservent la propriété d’étre tangent : étre tangent
est une propriété de 'intersection, nous connaissons donc les 5 tangentes dans les 5 points
précédents. L’ellipse (s’en est une) £ est inscrite dans le losange O’A'C'B et tangente a la
droite D’.




B. Etude de certaines transformations affines

Pour un espace affine £, un point 2 € £ et un scalaire A € R, [’homothétie de centre ()
et de rapport X\, notée hq x, est la transformation de € qui a tout point M associe le point
M’ = ho(M) défini par QM = AQM.
Pour un vecteur u, la translation de vecteur u, notée tz, est la transformation de £ qui a
tout point M associe le point M" = tz(M) défini par MM' = .
On dit que deux triplets de points (A, B,C) et (A", B',C"), chacun formé de trois points
alignés et deuz a deux distincts, sont dans le méme ordre si

— A€ [BC] et A €[BC;

— ou st B € [AC] et B € [A'C'];

— ousiC €[AB] et C' € [A'B].

1. Transformations affines de la droite. Soit D une droite affine.
a. Démontrer que les transformations affines de D sont les homothéties et les translations.

Fixons un repére (A,7) de la droite D. En coordonnées une transformation affine s’écrit f :
x +— ax + b ou a et b sont deux nombres réels. Si @ = 1 on reconnait la translation de vecteur
4 = br. Si a # 1, la transformation f possede un unique point fixe Q2 de coordonnées zq = %
et pour tout point M (x) d’image f(M) = M'(az + b) nous pouvons calculer la coordonnée

— — ——
OM'": (ax +b—2q) = (ax +b) — (axq +b) = a(z —rq) = QM = QM.

Ce qui prouve que f est ’homothétie de centre () et de rapport a.
b. Soit f une transformation affine de D, soit (A4, B,C) un triplet de points de D deux a
deux distincts et A’ = f(A), B' = f(B) et C" = f(C) les images. On suppose que A’, B’ et
C’ sont deux a deux distincts. Démontrer que les triplets (A, B, C) et (A’, B',C") sont dans
le méme ordre et que

ac_ac
AB  A'B"

Soit A € R tel que ﬁ = /\ﬁ (X est la coordonnées du point C' par rapport au repeére
(A, /ﬁ)) Par définition d’une transformation affine, f est associée a une application linéaire

donc A'C" = AA'B’, ce qui montre I’égalité des deux rapports des longueurs a |\|. L’ordre des
triplets est aussi donné par A :

— A<0 < A€ [BC] < A € [BC;

— A>1 < Be[AC] < B e [AC'];

— 0<A<1 <= C€[AB] < (' € [A'B].
Ce qui démontre que les triplets (A, B,C) et (A, B’,C") sont dans le méme ordre.

c. Réciproquement, soit (A, B,C) et (A’, B’,C") deux triplets de points de D, chacun formé
de trois points deux a deux distincts. On suppose que (A4, B,C) et (A’, B',C") sont dans le

A~ el , . . . .
meéme ordre et que % = %. Démontrer qu’il existe une transformation affine f de la droite

D telle que A’ = f(A), B' = f(B) et C' = f(C).



Comme précédemment, les points A et B sont distincts et forment un repere de la droite donc
il_)existe X € R tel que AC = AADB , comme A’ et B’ sont aussi distincts il existe A’ € R tel que
A'C" = N A'B'. D’apres Pégalité des longueurs, |A\| = |\| et comme les deux triplets sont dans
le méme ordre, \ et \ sont de méme signe et donc finalement \ = \.

Soit x4 et xp les coordoonées des points A’ et B’ par rapport au repere (A,E). Soit
a = xpr — x4 et b = xy. Considérons la transformation affine f de forme analytique :
x — ax + b par rapport au repere (A, ﬁ) Alors A de coordonnée 0 est envoyé sur A’, B
de coordonnée 1 est envoyé sur B’. Enfin C' de coordonné X est envoyé sur C” de coordonnée
xon = a\+b = (xp —x )\ + x4 . La coordonnée du vﬁur A’'C" par rapport a la base 1@
est donc (zpr — x a4 )N+ x40 — 24 = (xp — 22 )A. Or A/C" = MNA'B’, donc €’ = C” est bien
I'image de C' par la transformation affine f.

Nous avons démontré qu’il existe bien dans ce cas une transformation affine qui envoie A sur
A’, B sur B’ et C sur C'.

2. Transformations affines du plan. Soit maintenant P un plan affine.
Soit A, B et C' trois points de P non alignés. Soit f une transformation affine de P et les

images des trois points :

P -Lop

A = fA) =4
B — f(B)=B
C — fC)=C

a. On suppose dans cette question que A, B’ et C’ ne sont pas alignés. Soit M un point
de P de coordonnées (x,y) par rapport au repere R = (A, AB, AC'). Donner les coordonnées
de M" = f(M) par rapport au repere R' = (A', A’B’; A'C").

, .. , —_— ? ? . . L. -
Par définition des coordonnées : AM = xAB + yAC, en appliquant la partie linéaire f de
I’application affine f nous obtenons :

AM' = F(A)F(M) = (AM) = f(«AB + yAC) = 2 [(AB) + yf(AC) =

=2 f(A)f(B) +yf(A)f(C) =z A'B +yA'C"

Ce qui démontre que les coordonnées de M’ par rapport au repere R’ sont aussi (z,y).
b. Démontrer que 'application affine f est completement déterminée par les images A, B’
et C'.

D’apres la question précédente, pour tout point M du plan les coordonnées de son image
M’ = f(M) par rapport au repere R’ sont égales aux coordonnées de M par rapport au repere
R. Le point M’ est donc complétement déterminé par M et par R et R'.

On suppose désormais que A, B" et C" sont alignés et deux a deux distincts. On appelle D
la droite qui contient ces trois points.

c. Démontrer que I'image de f est la droite D.




Les calculs de la question B.1.a s’appliquent aussi lorsque A’, B’ et C’ sont alignés, en parti-
culier pour tout point M du plan d’image M’ = f(M), le vecteur A’ M’ est une combinaison
linéaire des vecteur ﬁ et A’C" donc M’ est un point de la droite D. Nous avons démontré
que f(P) CD.

Réciproquement, pour tout point M’ de la droite (AB) soit x sa coordonnée dans le repere
(A", A'B"), c’est-a-dire que W = xﬁ , alors toujours d’aprés les calculs de la ques-
tion B.1.a, M’ est 'image du point M du plan de coordonnées (x,0) par rapport au repere R.
Ce qui démontre que M’ posséde un antécédant par f. Nous avons démontré que D C f(P).
Par double inclusion nous avons démontré que 'image du plan est la droite D.

d. Démontrer qu’il existe un unique point Cy de la droite (AB) tel que les triplets (A, B, Cp)
et (4, B',C") sont dans le méme ordre et 450 = ’:ﬁgj.

Comme A’ et B’ sont deux points distincts et C’ un point de la droite D = (A’B’), il existe
r € R tel que W = zA'B’. Soit Cj le point du plan (et donc de la droite (AB)) tel que
A—C'O> = 2 AB. Les rapports des longueurs sont alors tous les deux égaux a |z| et la position de
x par rapport a 0 et 1 donne 'ordre des deux triplets : (A4, B, Cy) et (A’, B',C") sont dans le
méme ordre.

Réciproquement un tel point est unique et déterminé par cette égalité vectoriel.

On suppose désormais que la droite (CCy) n'est pas paralléle a la droite D. On considére
la projection p sur la droite D parallélement a la droite (CCy) et les images A” = p(A),
B" =p(B) et C" = p(C).

e. Démontrez que (A”, B”,C") est un triplet de points deux a deux distincts dans le méme
ordre que (A’, B',C") et tels que % = ﬁfgi.

Nous remarquons que les points C, Cy et C” sont alignés et donc que p(Cy) = C”. Une
projection est une transformation affine, sa partie linéaire conserve donc les combinaisons
linéaires et en reprenant les notations de la question précédente :

A—>C0 = l‘z@ = A'C" = zA"B".

Cette égalité vectorielle implique que (A, B,Cy) et (A”, B”,C") sont alignés dans le méme
ordre et que % = % (et en particulier, A”, B” et C” sont deux & deux distincts).
Ici nous aurions pu utiliser directement le théoréme de THALES en reprenant la définition

d’une projection.

Par transitivité nous concluons que (A”, B”, C") et (A’, B’, C") sont alignés dans le méme ordre
f.  En utilisant les questions précédentes en déduire qu’il existe une application affine g de
la droite D telle que f = gop.

D’apres la question B.l.c, il existe une transformation affine g de la droite D qui envoie le
triplet (A", B”,C") sur (A’, B’,C"). En composant nous obtenons que g o p envoie le triplet

(A,B,C) sur (A", B',C").




