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Introduction

L’objet de 1’analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de résolution de certains problemes
mathématiques, en général issus de la modélisation de problemes “réels", et dont on cherche a calculer la solution
a I’aide d’un ordinateur.

Le cours est structuré en quatre grands chapitres :

Systemes linéaires
Systemes non linéaires
Optimisation

Equations différentielles.

On pourra consulter les ouvrages suivants pour ces différentes parties (ceci est une liste non exhaustive !) :

A. Quarteroni, R. Sacco et F. Saleri, Méthodes Numériques : Algorithmes, Analyse et Applications, Springer
2006.

P.G. Ciarlet, Introduction a 1’analyse numérique et a I’optimisation, Masson, 1982, (pour les chapitre 1 a 3
de ce polycopié).

M. Crouzeix, A.L. Mignot, Analyse numérique des équations différentielles, Collection mathématiques ap-
pliquées pour la maitrise, Masson, (pour le chapitre 4 de ce polycopié).

J.P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles Collection Grenoble sciences Presses Univer-
sitaires de Grenoble

L. Dumas, Modélisation a I’oral de I’agrégation, calcul scientifique, Collection CAPES/Agrégation, Ellipses,
1999.

E. Hairer, polycopié du cours "Analyse Numérique", http ://www.unige.ch/ hairer/polycop.html
J. Hubbard, B. West, Equations différentielles et systemes dynamiques, Cassini.
J. Hubbard et F. Hubert, Calcul Scientifique, Vuibert.

P. Lascaux et R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée a I’art de 1’ingénieur, tomes 1 et 2,
Masson, 1987

L. Sainsaulieu, Calcul scientifique cours et exercices corrigés pour le 2eme cycle et les éécoles d’ingénieurs,
Enseignement des mathématiques, Masson, 1996.

M. Schatzman, Analyse numérique, cours et exercices, (chapitres 1,2 et 4).
D. Serre, Les matrices, Masson, (2000). (chapitres 1,2 et 4).
P. Lascaux et R. Theodor, Analyse numérique sappliquée aux sciences de I’ingénieur, Paris, (1994)

R. Temam, Analyse numérique, Collection SUP le mathématicien, Presses Universitaires de France, 1970.

Et pour les anglophiles...

M. Braun, Differential Equations and their applications, Springer, New York, 1984 (chapitre 4).

G. Dahlquist and A. Bjorck, Numerical Methods, Prentice Hall, Series in Automatic Computation, 1974,
Englewood Cliffs, NJ.
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— R. Fletcher, Practical methods of optimization, J. Wiley, New York, 1980 (chapitre 3).

— G. Golub and C. Van Loan, Matrix computations, The John Hopkins University Press, Baltimore (chapitre
1).
— R.S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ 1962.

Pour des rappels d’algegre linéaire :

— Poly d’algebre linéaire de premicre année, P. Bousquet, R. Herbin et F. Hubert, http ://www.cmi.univ-
mrs.fr/ herbin/PUBLI/L1alg.pdf

— Introduction to linear algebra, Gilbert Strang, Wellesley Cambridge Press, 2008
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Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Objectifs

On note M,, (IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR",
on a comme objectif de résoudre le systeme linéaire Ax = b, ¢’est-a-dire de trouver x solution de :

zecR"
{ e (1.1)

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur & € IR" solution de (I.I). Nous allons étudier dans les deux
paragraphes suivants des méthodes de calcul de ce vecteur x : la premiere partie de ce chapitre sera consacrée
aux méthodes “directes” et la deuxieme aux méthodes “itératives”. Nous aborderons ensuite en troisieme partie les
méthodes de résolution de problémes aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans I’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des systemes a résoudre. La
taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté de fagon drastique de 1980 a nos jours.

Le développement des méthodes de résolution de systemes linéaires est liée a 1’évolution des machines infor-
matiques. C’est un domaine de recherche tres actif que de concevoir des méthodes qui permettent de profiter au
mieux de I’architecture des machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour profiter des architectures
paralleles, par exemple).

Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systemes linéaires : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de leur étude, nous commencons par
quelques rappels d’algebre linéaire.

1.2 Pourquoi et comment ?

Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de probleme dont la résolution numérique recquiert la résolution
d’un systeme linéaire, et qui nous permet d’introduire des matrices que nous allons beaucoup étudier par la suite.
Nous commencons par donner ci-apres apres quelques rappels succincts d’algebre linéaire, outil fondamental pour
la résolution de ces systemes linéaires.

1.2.1 Quelques rappels d’algebre linéaire
Quelques notions de base

Ce paragraphe rappelle des notions fondamentales que vous devriez connaitre a I’issue du cours d’algebre linéaire
de premiere année. On va commencer par revisiter le produit matriciel, dont la vision combinaison linéaire de
lignes est fondamentale pour bien comprendre la forme matricielle de la procédure d’élimination de Gauss.
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Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, et M = AB. Prenons comme exemple d’illustration

1 2 -1 0 5 4
A=l o li e

On note a; ;, b; j et m; j, 4,7 = 1,...n les coefficients respectifs de A, B et M. Vous savez bien sir que
n
mij =Y aikbe. (1.2)
k=1

Si on écrit les matrices A et B sous forme de lignes (notées £;) et colonnes (notées c;) :

4, (A)
A=| ... | etB=[c1(B) ... £,(B)]
£n(4)

Dans nos exemples, on a donc

QA =1 2], 6(A)=[0 1], er(B) = {‘31] cs(B) = m

L expression (I.2)) s’écrit encore
m;,; = £i(A)c;(B),

qui est le produit d’une matrice 1 X n par une matrice n X 1, qu’on peut aussi écrire sous forme d’un produit

scalaire :
m; ;= (£i(A))" - ¢;(B)

ol (£;(A))t désigne la matrice transposée, qui est donc maintenant une matrice n X 1 qu’on peut identifier & un
vecteur de IR"™. C’est la technique “habituelle” de calcul du produit de deux matrices. On a dans notre exemple :

mya = £y(A) ea(B) = [1 2] [g} .

Mais de I’expression (1.2), on peut aussi avoir I’expression des lignes et des colonnes de M = AB en fonction
des lignes de B ou des colonnes de A :

6;(AB) = a; 1i(B) (1.3)
k=1

ci(AB) =) bi jci(A) (1.4)
k=1

Dans notre exemple, on a donc :
£ (AB)=[-1 0]+2[3 2|=[5 4]

ce qui montre que la ligne 1 de AB est combinaison linéaire des lignes de B. Le colonnes de A B, par contre, sont
des combinaisons linéaires de colonnes de A. Par exemple :

otam =olg| 2] =3

Il faut donc retenir que dans un produit matriciel AB,
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les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des colonnes de A
les lignes de AB sont des combinaisons linéaires des lignes de B.

Cette remarque est trés importante pour la représentation matricielle de 1’élimination de Gauss : lorqu’on calcule
des systemes équivalents, on effectue des combinaisons linéaires de lignes, et donc on multiplie a gauche par une
matrice d’élimination.

Le tableau ci-dessous est la traduction littérale de “Linear algebra in a nutshell”, par Gilbert Strang Pour une
matrice carrée A, on donne les caractérisations du fait qu’elle est inversible ou non.

A inversible A non inversible
Les vecteurs colonne sont indépendants Les vecteurs colonne sont liés
Les vecteurs ligne sont indépendants Les vecteurs ligne sont liés
Le déterminant est non nul Le déterminant est nul
Az = 0 a une unique solution z = 0 Az = 0 a une infinité de solutions.
Le noyau de A est réduit a {0} Le noyau de A contient au moins un vecteur non nul.
Ax = b a une solution unique z = A™'b Az = b a soit aucune solution, soit une infinité.
A an (nonzero) pivots Aar < npivots
A est de rang maximal : rg(A) = n. rglA)=r<n
La forme totatement échelonnée R de A est la matrice identité R a au moins une ligne de zéros.
L’image de A est tout IR"™. L’image de A est strictement incluse dans IR™.
L’espace L(A) engendré par les lignes de A est tout IR™. L(A) estde dimension r < n
Toutes les valeurs propres de A sont non nulles Zéro est valeur propre de A.
A' A is symétrique définie positive A’ A n’est que semi- définie .

TABLE 1.1: Extrait de “Linear algebra in a nutshell”, G. Strang

On rappelle pour une bonne lecture de ce tableau les quelques définitions suivantes :

Définition 1.1 (Pivot). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n. On appelle pivot de A le premier élément
non nul de chaque ligne dans la forme échelonnée de A obtenue par élimination de Gauss. Si la matrice est
inversible, elle a donc n pivots (non nuls).

Définition 1.2 (Valeurs propres). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n. On appelle valeur propre de A
tout A € C tel qu’il existe x € C", & # 0 tel que Ax = \x. L’élément x est appelé vecteur propre de A associé a
A

Définition 1.3 (Déterminant). I/ existe une unique application, notée det de M,,(IR) dans R qui vérifie les pro-
priétés suivantes

(D1) Le déterminant de la matrice identité est égal a 1.

(D2) Sila matrice A est obtenue a partir de A par échange de deux lignes, alors det A = —detA.

1. Voir la page web de Strangwww . mit .edu/~gs|pour une foule d’informations et de cours sur I’algebre linéaire.
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(D3) Le déterminant est une fonction linéaire de chacune des lignes de la matrice A.

(D3a) (multiplication par un scalaire) si A est obtenue a partir de A en multipliant tous les coefficients d’une

ligne par A € IR, alors det(A) = Adet(A).
£1(A) 4. (A) 41(A)

(D3b) (addition) si A = |£,(A)|, A= £,.(A)| et B= [£,(A)+ £,(A)|, alors

£.(A) 6.(A) £.(A)
det(B) = det(A) + det(A).

On peut déduire de ces trois propriétés fondamentales un grand nombre de propriétés importantes, en particulier
le fait que det(AB) = detA detB et que le déterminant d’une matrice inversible est le produit des pivots : ¢’est
de cette maniere qu’on le calcule sur les ordinateurs. En particulier on n’utilise jamais la formule de Cramer,
beaucoup trop cofiteuse en termes de nombre d’opérations.

On rappelle que si A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, les valeurs propres sont les racines du polynéme
caractéristique P4 de degré n, qui s’écrit :

Pa(X) = det(A — AD).

Matrices diagonalisables

£ ¢

Un point important de 1’algebre linéaire, appelé “réduction des endomorphismes” dans les programmes francais,
consiste a se demander s’il existe une base de 1’espace dans laquelle la matrice de 1’application linéaire est diago-
nale ou tout au moins triangulaire (on dit aussi trigonale).

Définition 1.4 (Matrice diagonalisable dans IR). Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. On dit que A est

diagonalisable dans R s’il existe une base (u1, ..., u,) de R" et des réels \1, . .., \, (pas forcément distincts)
tels que Au; = \ju; pour i = 1,...,n. Les réels \1,...,\, sont les valeurs propres de A, et les vecteurs
Uy, ..., U, Sont des vecteurs propres associés.

Vous connaissez stirement aussi la diagonalisation dans € : une matrice réelle carrée d’ordre n admet toujours n
valeurs propres dans €, qui ne sont pas forcément distinctes. Une matrice est diagonalisable dans C s’il existe une
base (u1,...,u,) de C" et des nombres complexes A1, ..., A, (pas forcément distincts) tels que Au; = \;u;
pouri = 1,...,n. Ceci est vérifié si la dimension de chaque sous espace propre E; = Ker(A — )\;Id) (appelée
multiplicité géométrique) est égale a la multiplicité algébrique de \;, ¢’est-a-dire son ordre de multiplicité en tant
que racine du polyndme caractéristique.

Par exemple la matrice A = n’est pas diagonalisable dans € (ni évidemment, dans IR). Le polyndme

0
10
caractéristique de A est P4()\) = A2, I'unique valeur propre est donc 0, qui est de multiplicité algébrique 2, et de
multiplicité géométrique 1, car le sous espace propre associé a la valeur propre nulle est F' = {x € R?; Ax =
0} = {x =(0,t),¢ € R}, qui est de dimension 1.

Ici et dans toute la suite, comme on résout des systemes linéaires réels, on préfere travailler avec la diagonalisation
dans IR ; cependant il y a des cas ou la diagonalisation dans C est utile et méme nécessaire (étude de stabilité des
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systemes diférentiels, par exemple). Par souci de clarté, nous préciserons toujours si la diagonalisation considérée
est dans IR ou dans C.

Lemme 1.5. Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n, diagonalisable dans R. Alors
A = Pdiag(\1, ..., \,) P71,

ou P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux a des vecteurs propres uy, . . . , U,, associées aux valeurs
propres A, ..., An.

DEMONSTRATION —  Par définition d’un vecteur propre, on a Au; = A\;u,; pour ¢ = 1,...n, et donc, en notant P la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres u;,

[Aul Aun} :A[ul un} = AP
et donc
A 0 ... 0
AP = [Mur o Aun) = [ur o u] 0 = Pdiag(A1, ..., An).
0 .. 0 A

Notons que dans ce calcul, on a fortement utilisé la multiplication des matrices par colonnes, c.a.d.

n

ci(AB) = aijci(B).

j=1
Remarquons que P lest aussi la matrice définie (de maniére unique) par Pe; = u;, ol (€;)i=1,...,n est la base canonique
de R"™, c’est-a-dire que (e;); = 0;,;. La matrice P est appelée matrice de passage de la base (€;)i=1,..,n & la base

(ui)i=1,...,n ; (il est bien clair que la i-éme colonne de P est constituée des composantes de u; dans la base canonique
(617 ey en).
La matrice P est inversible car les vecteurs propres forment une base, et on peut donc aussi écrire :

P7'AP = diag(A1, ..., An) ou A = Pdiag(A1,..., )P~

La diagonalisation des matrices réelles symétriques est un outil qu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices. Il s’agit d’un résultat extrémement important.

Lemme 1.6 (Une matrice symétrique est diagonalisable dans IR). Soit E un espace vectoriel sur IR de dimension
finie : dimE = n, n € IN¥, muni d’un produit scalaire i.e. d’une application

ExFE— 1R,
(@,9) = (z | y)s,

qui vérifie :
Ve e E,(z|x)g >0et(z]|2)g=0< =0,
V(z,y) € B* (z | y)p = (y | 2)E,
Yy € E, l'application de E dans IR, définie par v — (x | y)g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E, ||z|| = v/(z | 2)g-

Soit T une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique, c.a.d. que (T(x) | y)g = (x|
T(y))e, Y(x,y) € E*. Alors il existe une base orthonormée (f, ..., f,,) de E (c.a.d. telle que (f; | f;)r = 9 ;)
et \1,..., N\, dans R tels que T'(f;) = N\ f; pourtouti € {1...n}.

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 9 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016
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Conséquence immédiate : Dans le cas ot F = IR", le produit scalaire canonique de * = (z1,...,7,)" et
y=(y1,...,yn) estdéfinipar (z | y)p =z -y =D, &;y;. Si A € M, (IR) est une matrice symétrique, alors
I’application T définie de E dans E par : T'(z) = Ax est linéaire, et : (Tx|ly) = Az -y =z - Aly =z - Ay = (x|
Ty). Donc T est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il existe (f1,..., f,) et (A1...\,) € IR tels que
Tf,=Af,=Nf;Vie {1, .. .,n} et f; - fj = 5i7j,V(i,j) € {1, . ..,n}2.

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (eq, ..., e,) base canonique dans (f4,..., f,)
dont la i-ieme colonne de P est constituée des coordonnées de f; dans (e1...e,). Ona: Pe; = f;. On a alors
P~ 1APe; = P7YAf, = P Y(\ifi) = Niei = diag(\1,. .., \n)e;, ot diag(\g, ..., \,) désigne la matrice

diagonale de coefficients diagonaux Ay, ..., A,. On a donc :
Ai 0
P7lAP = =D.
0 An

De plus P est orthogonale, i.e. P! = Pt En effet,
PtPel- cej = Pei . Pej = (fl|f]) = 5i,j V’L,] (S {1 .. .TL},

etdonc (P'Pe; —e;)-e; =0 Vje{l...n} Vie {1,...n}. Onen déduit P'Pe; = ¢; pourtouti = 1,...n,
ie. P'P = PP! = Id.

DEMONSTRATION du lemme[[.6 Cette démonstration se fait par récurrence sur la dimension de E. On (-|-) le produit
scalaire dans F et || - || la norme associée.
1ere étape.

On suppose dimE = 1. Soite € E, e # 0, alors E = IRe = IR f; avec f; = ﬁ. SoitT': E — FE linéaire. On a :
Tf, €Rf, doncilexiste \1 € Rtelque Tf; = A1 f;.

2¢me étape.
On suppose le lemme vrai si dimE < n. On montre alors le lemme si dimE = n. Soit E/ un espace vectoriel normé sur
IR tel que dimE =netT : E — FE linéaire symétrique. Soit ¢ 1’application définie par :

p: E—-R

z — (Tz|x).

L application ¢ est continue sur la sphére unité S1 = {x € E| ||z|| = 1} qui est compacte car dimE < 400} il existe
donc e € S1 tel que p(z) < p(e) = (Te|e) = Apour tout z € E. Soity € E\ {0} et soit ¢ €]0, HTlH[ alors e +ty # 0.
On en déduit que :

t
6 et done p(e) = A > (Tw|ﬂ)
lle + tyll lle +tyll e +tyll /

donc A(e+ty | e+ty)e > (T(e+ ty) | e + ty). En développant on obtient :

A2t(e | y) + % (y [ y)e] 2 26T (e) [ y) + (T (y) | y)e.
Comme t > 0, ceci donne :
A2(e | y) +ty | y)e] =2 2(T(e) [ y) + UT(y) | y)e.
En faisant tendre ¢ vers 0T, on obtient 2\(e | y)g > 2(T'(e) | y), Soit 0 > (T'(e) — e | y) pour tout y € E \ {0}. De
méme pour z = —yona0 > (T'(e) — Ae|z) donc (T'(e) — e | y) > 0.D’ou (T'(e) — e | y) = 0 pour touty € E. On
en déduit que T'(e) = Ae. On pose f, = eet A = A.

Soit F = {x € E;(x | e) = 0}, onadonc F # E,et E = F@Re : On peut décomposer z € E comme
r=z—(r | ee+ (x| ee Siz € F,onaaussi T(z) € F (car T est symétrique). L’application S = T'|r
est alors une application linéaire symétrique de F' dans F' et on a dimF = n — 1. On peut donc utiliser I’hypothese
de récurrence : A1 ... A1 dans R et 3f, ... f,,_; dans Etelsque Vi € {1...n— 1}, Sf, = Tf, = \if,, et
Vi,je€{l...n—1}, f,- f; = 0i,5. Etdonc (A1 ... An) et (fy,..., f,) conviennent. L]
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Ujg

u(z)

| | | |

zo =0 z1 z; = ih enyr =1

FIGURE 1.1: Solution exacte et approchée de —u"' = f

1.2.2 Discrétisation de I’équation de la chaleur

Dans ce paragraphe, nous prenons un exemple trés simple pour obtenir un systeme linéaire & partir de la discréti-
sation d’un probléme continu.

L’équation de la chaleur unidimensionnelle

Discrétisation par différences finies de —u” = f Soit f € C([0, 1],IR). On cherche u tel que

—u"(x) = f(x) (1.5a)
u(0) = u(1) = 0. (1.5b)

Remarque 1.7 (Problémes aux limites, problémes a conditions initiales). L’équation différentielle —u" = f admet
une infinité de solutions. Pour avoir existence et unicité, il est nécessaire d’avoir des conditions supplémentaires.
Si I’on considere deux conditions en 0 (ou en 1, I’origine importe peu) on a ce qu’on appelle un probleme de
Cauchy, ou probléme a conditions initiales. Le probléme (1.3) est lui un probleme aux limites : il y a une condition
pour chaque bord du domaine. En dimension supérieure, le probléeme —Au = f nécessite une condition sur au
moins “un bout” de frontiere pour étre bien posé : voir le cours d’équations aux dérivées partielles de master pour
plus de détails a ce propos.

On peut montrer (on 1’admettra ici) qu’il existe une unique solution u € C2([0,1],IR). On cherche a calculer
u de maniere approchée. On va pour cela introduire la méthode de discrétisation dite par différences finies. Soit
n € IN*, on définit h = 1/(n + 1) le pas de discrétisation, c.a.d. la distance entre deux points de discrétisation,

etpouri = 0,...,n + 1 on définit les points de discrétisation z; = ih (voir Figure [T}, qui sont les points ol
I’on va écrire I’équation —u”" = f en vue de se ramener 2 un systéme discret, ¢.a.d. & un systéme avec un nombre
fini d’inconnues uq, . .., u,. Remarquons que xg = 0 et x,,41 = 1, et qu’en ces points, u est spécifiée par les

conditions limites (L3b). Soit u(x;) la valeur exacte de u en z;. On écrit la premiére équation de (I.3d) en chaque
point x;, pouri =1...n.

—u"(z;) = f(z;) =b;Vie {1...n}. (1.6)
Supposons que u € C4([0, 1], IR) (ce qui est vrai si f € C?). Par développement de Taylor, on a :
h? h3 h*
u@in) = ul(@i) + b (@) + Zou” (@) + u (20) + ﬂ“w (&),
h? h3 h*
w(zi—1) = u(z;) — ha'(2;) + 71/’(:01-) — Fu/”(:zri) + ﬂu(4)(77i)7
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avec & €|a;, xi41[ et n; €]a;, x;41[- En sommant ces deux égalités, on en déduit que :

ht h*
w(ip1) +u(@io1) = 2u(@;) + b2 (z;) + ﬂu(‘l)(&) ﬂum (7i)-
On définit I’erreur de consistance, qui mesure la maniére dont on a approché —u”'(x;) ; erreur de consistance R;
au point x; est définie par
w(wiprr) + u(zi—1) — 2u(z;)

Ri = u"(z;) — 2 (L.7)
On a donc :
w(Tip1) + u(xi—1) — 2u(x;)
|Ri|=\— ) bl ()
h2

<@ + @,

_‘ ut (&) + 5t (mi)

< ﬁ|\u(4)|\oo- (1.8)

w0 = SUD,e0,1] |u® ()|. Cette majoration nous montre que 1’erreur de consistance tend vers 0 comme
h? : on dit que le schéma est consistant d’ordre 2.

On introduit alors les inconnues (u;);=1....» qu’on espére étre des valeurs approchées de « aux points z; et qui
sont les composantes de la solution (si elle existe) du systéme suivant, avec b; = f(x;),

Uipr U1 — 20
_ = =b;, Vi€ ][l,n], (1.9)
Ug = Unp41 = 0.
U
On cherche doncw = | : | € IR" solution de (L.9). Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle : K, u = b
Up,
by
oub= . | et Ky, est la matrice carrée d’ordre n de coefficients (kiyj)l-_,jzl_,n définis par :
bn
ki,i = h2, \V/Z = 1
1 . . 1.10
ki j :—ﬁ,Vz:l,...,n,]:z:I:l, ( )

ki; =0,Vi=1,...,n,}i—j|>1.

On remarque immédiatement que K, est tridiagonale.

On peut montrer que K, est symétrique définie positive (voir exercice [12] page R0), et elle est donc inversible
Le systtme K,u = b admet donc une unique solution. C’est bien, mais encore faut il que cette solution soit ce
qu’on espérait, c.a.d. que chaque valeur u; soit une approximation pas trop mauvaise de u(x;). On appelle erreur
de discrétisation en x; la différence de ces deux valeurs :

e, =u(x;) —u,y i=1,...,n. (1.11)

Si on appelle e le vecteur de composantes e; et R le vecteur de composantes R; on déduit de la définition (L. /) de
I’erreur de consistance et des équations (exactes) (L.6) que

K,e=Retdonce = K, 'R. (1.12)

Le fait que le schéma soit consistant est une bonne chose, mais cela ne suffit pas a montrer que le schéma est
convergent, c.a.d. que I’erreur entre max;—1, .., €; tend vers 0 lorsque h tend vers 0, parce que K,, dépend de n

.....
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(c’est-a-dire de h). Pour cela, il faut de plus que le schéma soit stable, au sens ot 1’on puisse montrer que || K, ||
est borné indépendamment de h, ce qui revient a trouver une estimation sur les valeurs approchées u; indépendante
de h. La stabilité et la convergence font ’objet de 1’exercice[32] ot I’on montre que le schéma est convergent, et

qu’on a I’estimation d’erreur suivante :

h2
max {Ju; —u(z;)[} < %Ilu(“)l\w

Cette inégalité donne la précision de la méthode (c’est une méthode dite d’ordre 2). On remarque en particulier
que si on raffine la discrétisation, ¢’est—a—dire si on augmente le nombre de points n ou, ce qui revient au méme,
si on diminue le pas de discrétisation h, on augmente la précision avec laquelle on calcule la solution approchée.

L’équation de la chaleur bidimensionnelle

Prenons maintenant le cas d’une discrétisation du Laplacien sur un carré par différences finies. Si u est une fonction
de deux variables x et y a valeurs dans IR, et si « admet des dérivées partielles d’ordre 2 en x et y, I’opérateur
laplacien est défini par Au = O,,u + Oyyu. L’équation de la chaleur bidimensionnelle s’écrit avec cet opérateur.
On cherche a résoudre le probleme :

—Au = f sur Q =0, 1[x]0, 1],

u = 0 sur 02, (1.13)
On rappelle que I’opérateur Laplacien est défini pour u € C?(2), ot 2 est un ouvert de R?, par
0%u  0%u
Au=—+ —.
YT a2 + oy?
Définissons une discrétisation uniforme du carré par les points (z;,y;), pouri = 1,...,Metj = 1,...,M

avec x; = th,y; = jheth = 1/(M + 1), representée en figure [[.2l pour M/ = 6. On peut alors approcher les
dérivées secondes par des quotients différentiels comme dans le cas unidimensionnel (voir page[IT)), pour obtenir
un systéme linéaire : Au = bou A € M,(IR) et b € IR"™ avec n = M?2. Utilisons 1’ordre*lexicographique"
pour numéroter les inconnues, c.a.d. de bas en haut et de gauche a droite : les inconnues sont alors numérotées de
1an = M? et le second membre s’écrit b = (by,...,by,)". Les composantes by, . .., b, sont définies par :pour
i,j=1,...,M,onpose k =j+ (i — 1)M et by = f(xzi,y;).

Les coefficients de A = (a¢)k,1=1n peuvent étre calculés de la maniére suivante :

Pour ,j=1,...,M, onposek =j+ (i — 1)M,
4
O,k = 52
1
= GiitM
A k41 = h2 sij 7 M,
0 sinon,
1 . 1
Af,k—1 = 2 sij# 1, )
0 sinon,
1
——sii < M,
Ak g+ M = h? st
0 sinon,
L > 1
——si¢
A k—M = h? o
0 sinon,
Pour k=1,....n,etl=1,...,m;
o, =0,Vk=1,....,n,1<|k—={] <noulk—{ >n.
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Y
31 32 33 34 35 36
25 26 27 28 29 30
19 20 21 22 23 24
13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12
i=l 1 2 3 4 5 6
xr
j=1

FIGURE 1.2: Ordre lexicographique des inconnues, exemple dans le cas M = 6

La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisément si on note

4 -1 0 0]
-1 4 -1 0 0
0

D= ,
0 VTSI |
Lo ... 0 —1 4|

les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimension M x M), on a:

D -1d 0 ... ... 0
-ld D -Id 0 ... 0
0 -1d D -Id --- 0
A= , (1.14)
0 . -ld D -Id
0 .. 0 -Id D |

ou Id désigne la matrice identité d’ordre M, et O la matrice nulle d’ordre M.

Matrices monotones, ou a inverse positive Une propriété qui revient souvent dans 1’étude des matrices issues
de la discrétisation d’équations différentielles est le fait que si leur action sur un vecteur « donne un vecteur positif
v (composante par composante) alors le vecteur u de départ doit étre positif (composante par composante) ; on dit
souvent que la matrice est “monotone”, ce qui n’est pas un terme tres évocateur. . . Dans ce cours, on lui préferera le
terme “A inverse positive™ ; en effet, on montre 2 la proposition[I.9]qu’une matrice A est monotone si et seulement

si elle est inversible et a inverse positive.
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Définition 1.8 (IP-matrice ou matrice monotone). Si € IR", on dit que © > 0 [resp. * > 0] si toutes les
composantes de x sont positives [resp. strictement positives].
Soit A € M,,(IR), on dit que A est une matrice monotone si elle vérifie la propriété suivante :

Six € R"™ est tel que Ax > 0, alors > 0,

ce qui peut encore s’écrire : {x € R" t.q. Ax >0} C {x € R" r.q. x > 0}.

Proposition 1.9 (Caractérisation des matrices monotones). Une matrice A est monotone si et seulement si elle
inversible et a inverse positive (c.a.d. dont tous les coefficients sont positifs).

La démonstration de ce résultat est I’objet de 1’exercice [0l Retenez que toute matrice monotone est inversible et
d’inverse positive. Cette propriété de monotonie peut étre utilisée pour établir une borne de || A~!|| pour la matrice
de discrétisation du Laplacien, dont on a besoin pour montrer la convergence du schéma. C’est donc une propriété
qui est importante au niveau de 1’analyse numérique.

1.2.3 Exercices (matrices, exemples)
Exercice 1 (Théoréme du rang). Corrigé en page 20

Soit A € M,, ,(IR) (n,p > 1). On rappelle que Ker(A4) = {z € R?; Az = 0}, Im(A) = {Az, z € R} et
rang(A) = dim(Im(A)). Noter que Ker(A) C IR” et Im(A4) C R".
Soit f1,..., fr une base de Im(A) (donc r < n)et, pouri € {1,...,7}, a; tel que Aa; = f;.

1. Montrer que la famille ay, . . ., a, est une famille libre de IR? (et donc r < p).

2. On note G le sous espace vectoriel de IR? engendré par ay, ..., a,. Montrer que IR? = G @ Ker(A). En
déduire que (théoréeme du rang)

p = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).

3. On suppose ici que n = p. Montrer que I’application x — Az (de IR" dans IR") est injective si et seulement
si elle est surjective.

Exercice 2 (rang(A)=rang(A?)). Corrigé en page[Z]l

Soit A € M,, ,(R) (n,p > 1).
1. Soient P une matrice inversible de M,, (IR ) et ) une matrice inversible de M, (IR).
Montrer que dim(Im(PA)) = dim(Im(AQ)) = dim(Im(A)).
Montrer aussi que les matrices P! et Q! sont inversibles.

Soit f1,..., fr une base de Im(A) (donc r < p)et, pouri € {1,...,r}, a; tel que Aa; = f;. Soit arq1,...,ap
une base de Ker(A) (si Ker(A) # {0}). La famille ay, . . ., a,, est une base de R” (voir Iexercice[I)). De méme,

on complete (si v < n) f1,..., fr par fri1,..., fn de maniére a avoir une base f1,..., f, de IR™.
Enfin, on note P et () les matrices telles que Pe; = a; (pourtouti = 1,...,p)etQf; = e; (pourtoutj =1,...,n)
oueq,...,e, est la base canonique de R” et ey, .. ., €, est la base canonique de R™. On pose J = QAP.

2. Montrer que P et () sont inversibles.

3. calculer les colonnes de J et de J¢ et en déduire que les matrices .J et J* sont de méme rang.
4. Montrer que A et A' sont de méme rang.
5

. On suppose maintenant que n = p. Montrer que les vecteurs colonnes de A sont liés si et seulement si les
vecteurs lignes de A sont liés.
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N

Exercice 3 (Décomposition de R™ a partir d’une matrice).
Soitn > let A € M, (IR).

1. On suppose que la matrice A est diagonalisable. Montrer que R™ = Ker(A) @ Im(A).

2. Donner un exemple pour lequel IR™ # Ker(A) @ Im(A) (on pourra se limiter au cas n = 2).
Exercice 4 (Vrai ou faux ? Motiver les réponses. ..). Corrigé en page[22]

On suppose dans toutes les questions suivantes que n > 2.

Soit Z € IR" un vecteur non nul. La matrice Z Z* est inversible.

. La matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire supérieure.
. Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique.

Toute matrice inversible est diagonalisable dans IR.

Toute matrice inversible est diagonalisable dans C.

o E W -

. Le déterminant d’une matrice A est égal au produit de ses valeurs propres (comptées avec leur multiplicité
et éventuellement complexes).

J

. Soit A une matrice carrée telle que Ax = 0 = x = 0, alors A est inversible.
8. Soit A une matrice carrée telle que Az > 0 = x > 0, alors A est inversible.
9. Une matrice symétrique est inversible.

10. Une matrice symétrique définie positive est inversible.

11. Le systeme linéaire
n+1

Zaiyj:rj =0Opourtouti =1,...,n
=1

admet toujours une solution non nulle.

Exercice 5 (Sur quelques notions connues). Corrigé en page[22]

1. Soit A une matrice carrée d’ordre n et b € IR"™. Peut il exister exactement deux solutions distinctes au
systtme Az = b?

2. Soient A, B et C de dimensions telles que AB et BC existent. Montrer que si AB = Id et BC' = Id, alors
A=C.

3. Combien y a -t-il de matrices carrées d’ordre 2 ne comportant que des 1 ou des O comme coefficients ?
Combien d’entre elles sont inversibles ?
3

4. Soit B = [_5

_23} . Montrer que B'%%* = Id.

Exercice 6 (A propos de BB = I).
Pour n > 1, on note I,, 1a matrice identité d’ordre n.

1. Existe-t-il B € M2 1 (IR) telle que BB = I, (justifier la réponse) ?
2. Soitn > 2, Existe-t-il B € M,, 1(IR) telle que BB* = I,, (justifier la réponse) ?

Exercice 7 (La matrice K3). Suggestions en page20 Corrigé en page22]
Soit f € C([0,1],IR). On cherche u tel que

—u"(z) = f(x), Vo € (0,1), (1.15a)
w(0) = u(1) = 0. (1.15b)
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1. Calculer la solution exacte u(z) du problemes lorsque f est la fonction identiquement égale 4 1 (on admettra
que cette solution est unique), et vérifier que u(x) > 0 pour tout z € [0, 1].

On discrétise le probléme suivant par différences finies, avec un pas h = % avec la technique vue en cours.

2. On suppose que u est de classe C* (et donc f est de calsse C?). A I’aide de dévloppements de Taylor,
écrire I’approximation de u”(z;) au deuxieme ordre en fonction de u(x;), u(x;—1) et u(x;41). En déduire
le schéma aux différences finies pour 1I’approximation de (L.15)), qu’on écrira sous la forme :

Kzu =0, (1.16)
Uy b f(a:l)
ol K3 est la matrice de discrétisation qu’on explicitera, u = |us | etb = [ba| = | f(x2)
u3 b3 f(z3)

3. Résoudre le systeme linéaire (II6) par la méthode de Gauss. Lorsque f est la fonction identiquement égale
a 1, comparer u; et u(x;) pour ¢ = 1,2, 3, et expliquer pourquoi I’erreur de discrétisation u(x;) — u; est
nulle.

4. Reprendre les questions précédentes en remplagant les conditions limites (I.13b) par :
w(0) =0, «/(1)=0. 1.17)
5. Soit ¢ € IR. On considere maintenant le probleme suivant :

—u"(x) =¢, Vz € (0,1), (1.18a)
W'(0) = /(1) = 0, (1.18b)

(a) Montrer que le probleme (I.I8) admet soit une infinité de solutions, soit pas de solution.

(b) Ecrire la discrétisation du probleme (I.18)), toujours avec h = %, sous la forme Ku = b en explicitant
Ketb.

(c) Montrer que la matrice K n’est pas inversible : on part d’un probléme continu mal posé, et on obtient
par discrétisation un probleme discret mal posé. ..

Exercice 8 (Matrices symétriques définies positives). Suggestions en page20 corrigé en page[241On rappelle que
toute matrice A € M,,(IR) symétrique est diagonalisable dans IR (cf. lemme[[.6] page O). Plus précisément, on a
montré en cours que, si A € M,,(IR) est une matrice symétrique, il existe une base de R™, notée { f1,..., f,, }, et
il existe A1,..., A\, € R t.q. Af;, = \if;, pourtouti € {1,...,n}, et f,- f; = &; ; pourtouti,j € {1,...,n}
(x - y désigne le produit scalaire de x avec y dans IR"™).

1. Soit A € M,,(IR). On suppose que A est symétrique définie positive, montrer que les éléments diagonaux de A
sont strictements positifs.

2. Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique. Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

3. Soit A € M, (IR). On suppose que A est symétrique définie positive. Montrer qu’on peut définir une unique
. . . o, 1
matrice B € M, (IR), symétrique définie positive t.q. B> = A (onnote B = A?).
Exercice 9 (Diagonalisation dans R ).  Corrigé en page[23

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n € IN muni d’un produit scalaire, noté (-, -). Soient T et S deux
applications linéaires symétriques de F dans F (T symétrique signifie (T'x,y) = (x, T'y) pour tous x, y € E). On
suppose que T est définie positive (c’est-a-dire (Tx,z) > 0 pour tout z € E'\ {0}).

1. Montrer que T est inversible. Pour z, y € F, on pose (z,y)r = (T'z,y). Montrer que 1’application (x,y)
(x, y)r définit un nouveau produit scalaire sur E.
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2. Montrer que 715 est symétrique pour le produit scalaire défini a la question précédente. En déduire, avec le
lemme[L.6lpage[ qu’il existe une base de E, notée {f,..., f,,} et une famille {\1,..., A\, } C IR telles que
T='Sf; = Xif;pourtouti € {1,...,n}ettq. (T'f;, f;) = dijpourtouti,jec {1,...,n}.

Exercice 10 (IP-matrice). Corrigé en page26]

Soit n € IN*, on note M,, (IR ) I’ensemble des matrices de n lignes et n colonnes et a coefficients réels.

Siz € R", on dit que x > 0 [resp. x > 0] si toutes les composantes de x sont positives [resp. strictement
positives].

Soit A € M,,(IR), on dit que A est une IP-matrice si elle vérifie la propriété suivante :

Siz € R" est tel que Az > 0, alors x > 0,

ce qui peut encore s’écrire : {x € R" t.q. Az >0} C {x € R" t.q.z > 0}.

1. Soit A = (a; ;)i j=1,..n € M,(IR). Montrer que A est une IP-matrice si et seulement si A est inversible et
A~ > 0 (c’est-a-dire que tous les coefficients de A~! sont positifs).

. a b . , . .
2. Soit A = ( ¢ d ) une matrice réelle d’ordre 2. Montrer que A est une IP-matrice si et seulement si :

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0, (1.19)
b>0,¢c>0 b<0,c<0.

3. Montrer que si A € M,,(IR) est une IP-matrice alors A’ (la transposée de A) est une IP-matrice.

4. Montrer que si A est telle que

n
a;; <0, pourtouts,j=1,...,n,%#j, eta;; > Z la; ;|, pourtouti =1,...,n, (1.20)
=1
J#i
alors A est une IP-matrice.

5. En déduire que si A est telle que

n
a;; <0, pourtoutd,j=1,...,n, i#j, eta;; >y _|ajil, pourtouti =1,....n, 1.21)
j=1
i
alors A est une IP-matrice.

6. Montrer que si A € M,,(IR) est une IP-matrice et si z € IR™ alors :
Az >0=2>0.

c’est-a-dire que {x € R" t.q. Az > 0} C {zr e R" t.q. z > 0}.

7. Montrer, en donnant un exemple, qu’une matrice A de M,,(IR) peut vérifier {z € R" t.q. Az > 0} C {z € R"
t.q. > 0} et ne pas étre une IP-matrice.

8. On suppose dans cette question que A € M, (IR) est inversible et que {z € R" t.q. Az > 0} C {z € R" t.q.
x > 0}. Montrer que A est une IP-matrice.

9. (Question plus difficile) Soit £ I’espace des fonctions continues sur IR et admettant la méme limite finie en
+o00 et —oo. Soit L(F) ’ensemble des applications linéaires continues de E dans F. Pour f € E, on dit que
f > 0(esp. f > 0)si f(x) > 0 (resp. f(x) > 0) pour tout z € IR. Montrer qu’il existe T € L(E) tel que
Tf>0= f>0,etg e EtelqueTg > 0etg »# 0 (ceci démontre que le raisonnement utilisé en 2 (b) ne
marche pas en dimension infinie).
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Exercice 11 (M-matrice). Corrigé en pagel2Z

Dans ce qui suit, toutes les inégalités écrites sur des vecteurs ou des matrices sont a entendre au sens composante
_____ » une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est une M -matrice si A est
une IP-matrice (A est inversible et A1 > 0, voir exercice[[0) qui vérifie de plus

(@) a;; >0pouri=1,...,n;
(b) a;; <Opouri,j=1,...,n,1%#j;
1. Soit A une IP-matrice ; montrer que A est une M -matrice si et seulement si la propriété (b) est vérifiée.

. a b . , . .
2. Soit A = ( e d ) une matrice réelle d’ordre 2. Montrer que A est une M-matrice si et seulement si :

ad > be,
a>0,d>0, (1.22)
b<0,c<0.

2 -1 -1
4. Soit A la matrice carrée d’ordre 3 définie par :

3. Les matrices A = < -1 2 > et B = ( 2 _; > sont-elles des IP-matrices ? des M-matrices ?

2 -1 1
A= 0 1 -1
-1 0 1

Montrer que A~ > 0 mais que A n’est pas une M —matrice.

5. Soit A une matrice carrée d’ordre n = m + p, avec m,p € IN tels que m > 1l et p > 1, vérifiant :

a;; > 0,
a;; <0,pourj=1,...,n, j#1,
Y =1,... 1.23
(7% + Zaiyj =0 pour 3 ,m, ( )
j=1
J#i
a;; =1, ourt=m+1 n (1.24)
a;j =0, pourj=1,...,n, j#1i, P = N % '
Vi <m, (ke)e=1,...L.; k1 =ik, >m, etag, g, <0,V€=1,...,L; (1.25)
Soit b € IR"™ tel que b; = 0 pour i = 1,..., m. On considere le systeme linéaire
Au="b (1.26)

5.1 Montrer que le systtme (I.26) admet une et une seule solution.

5.2 Montrer que u est tel que ming—y,4+1,n b < ¢; < MaAXg—m+1,n bk (On pourra pour simplifier supposer que
les équations sont numérotées de telle sorte que ming—,,4+1,n bx = by <bo < ... < by, = MaxXg—m+1,n bk.)
6. On considere le probleme de Dirichlet suivant :

—u” = 0 sur [0,1] (1.27a)
u(0) = —1 (1.27b)
u(1) = 1. (1.27¢)

6.1 Calculer la solution exacte u de ce probléme et vérifier qu’elle reste comprise entre -1 et 1.

6.2 Soit m > 1 et soient A et b et la matrice et le second membre du systéme linéaire d’ordre n = m+ 2 obtenu par
discrétisation par différences finies avec un pas uniforme h = % du probléme (I.27) (en écrivant les conditions
aux limites dans le systtme). Montrer que la solution u = (ug,...,u,)" € IR" du systtme Au = b vérifie
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Exercice 12 (Matrice du Laplacien discret 1D). Corrigé détaillé en page[23

Soit f € C([0,1]). Soit n € IN*, n impair. On pose h = 1/(n + 1). Soit K, la matrice définie par (LI0) page[12
issue d’une discrétisation par différences finies avec pas constant du probleéme (I.34) page 11}

Montrer que K, est symétrique définie positive.

Exercice 13 (Pas non constant).
Reprendre la discrétisation vue en cours avec un pas h; = x;+1 — x; non constant, et montrer que dans ce cas,le
schéma est consistant d’ordre 1 seulement.

Exercice 14 (Réaction diffusion 1d.). Corrigé détaillé en page23]
On s’intéresse a la discrétisation par Différences Finies du probleéme aux limites suivant :

—u" (@) +u() = f(2), @ €]0,1],

w(0) = u(1) = 0. (1.28)

29

Soit n € IN*. On note U = (u,) ,, une “valeur approchée” de la solution u du probleme (L.28) aux points

JET
(#_1) . Donner la discrétisation par différences finies de ce probléme sous la forme AU = b.
=1 n

EEREE)

Exercice 15 (Discrétisation). Corrigé en page28]

On considere la discrétisation a pas constant par le schéma aux différences finies symétrique a trois points du
probleéme (L.3d) page [[T] avec f € C(]0,1]). Soit n € IN*, nn impair. On pose h = 1/(n + 1). On note u est
» la solution du systeme

.....

discrétisé (1.9).
1. Montrer que si u € C4([0, 1], alors la propriété (I.7) est vérifiée, c.a.d. :

Cu(@iv1) +u(io) — 2u(z)
72

h2
= —u"(z;) + R; avec |R;| < ﬁ||u<4>||m.

2. Montrer que si f est constante, alors
max |u; — u(z;)] = 0.
1<i<n

3. Soit n fixé, et max |u; — u(z;)| = 0. A-t-on forcément que f est constante sur [0, 1] ?
1<i<n

1.2.4 Suggestions pour les exercices
Exercice[7l page[16] (La matrice K3)

2. Ecrire le développement de Taylor de u(x; + h) et u(z; — h).

3. Pour I’erreur de discrétisation, se souvenir qu’elle dépend de I’erreur de consistance, et regarder sa majoration.
4. Pour tenir compte de la condition limite en 1, écrire un développement limité de u(1 — h).

5.1 Distinguer les cas ¢ = 0 et ¢ # 0.

Exercice 8| page [I7] (Matrices symétriques définies positives)

3. Utiliser la diagonalisation sur les opérateurs linéaires associés.

1.2.5 Corrigés des exercices
Exercice[Il page[13] (Théoréme du rang)

1. Soita,...,a, dans R tel que Y _;_, a;a; = 0. On a donc
0= A(Z aiai) = ZaiAai = Z O[Zfl
i=1 i=1 i—1
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Comme la famille f1,. .., f. est une famille libre, on en déduit que o; = 0 pour touts € {1,...,r} et donc
que la famille ay, . . ., a, est libre.

2. Soit x € RP. Comme fi,..., f, est une base de Im(A), il existe o, .. ., @, tel que Ax = Z:Zl a; fi. On
posey => ., a;a;.Ona Ay = Azetz = (z —y) +y. Comme y € G et A(x — y) = 0, on en déduit que
R? = G + KerA.

Soit maintenant z € KerA N G. Comme = € G, il ay,...,q, tel que x = 22:1 a;a;. On a donc Ax =
Z;Il a; f;. Comme fi,..., f, est une famille libre et que Ax = 0, on en déduit que a;; = 0 pour tout

i€{1,...,r}etdoncz = 0. Ceci montre que R? = G@®Ker(A). Enfin, comme dim G = r = dim(ImA),
on en déduit bien que p = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).

3. On suppose ici p = n. Comme n = dim(Ker(A4)) + dim(Im(A)), on a dim(Ker(A4)) = 0 si et seulement
si dim(Im(A)) = n. Ceci montre que I’application z — Az (de IR™ dans IR"™) est injective si et seulement
si elle est surjective.

Exercice 2 page[15](rang(A)=rang(A?))

1. On remarque tout d’abord que le noyau de P A est égal au noyau de A. En effet, soit z € IRP. Il est clair que
Az = 0 implique PAz = 0. D’autre part, comme P est inversible, PAx = 0 implique Az = 0. On a donc
bien Ker(PA) = Ker(A). On en déduit que dim(Ker(PA)) = dim(Ker(A)) et donc, avec le théoréme du
rang (exercice[l), que dim(Im(PA)) = dim(Im(A)).

Pour montrer que dim(Im(AQ)) = dim(Im(A)), on remarque directement que Im(AQ) = Im(A). En
effet, on a, bien stir, Im(AQ) C Im(A) (I'inversibilité de @ est inutile pour cette inclusion). D’autre part, si
z € Im(A), il existe x € RP tel que Az = 2. Comme Q) est inversible, il existe y € IR” tel que x = Qy. On
a donc z = AQy, ce qui prouve que Im(A4) C Im(AQ). Finalement, on a bien Im(AQ) = Im(A) et donc
dim(Im(A4Q)) = dim(Im(A)).

Pour montrer que P! est inversible, il suffit de remarquer que (P~1)!P! = (PP~1)! = I,, (ou I,, désigne
la matrice Identité de IR™). Ceci montre que P! est inversible (et que (P?)~! = (P~1)").
Bien siir, un raisonnement analogue donne I’inversibilité de (*.

2. L'image de P est égale 8 R? car la famille a1, . . ., a, est une base de IR”. Ceci prouve que P est inversible
(onaIm(P) = R? et KerP = {0} par le théoréme du rang).

A propos de la matrice @, il faut d’abord remarquer que cette matrice existe bien. ceci est dil au fait que

la famille f1,..., f,, est une base IR"™. La matrice (Q est alors 'inverse de la matrice R dont les colonnes
sont les vecteurs f; (c’est-a-dire C;(R) = f; pour j = 1,...,n). Cette matrice R est bien inversible car la
famille f1,..., f, estune base IR". On a donc Q = R~! et Q est bien une matrice inversible.

3. Pouri € {1,...,p},ona C;(J) = QAPe; = QAa;.Sii € {1,...,r},onadonc C;(J) = Qf; = é;. Si
ie{r+1,...,p},onaC;(J) = 0(car a; € KerA). Ceci montre que Im(.J) est I'espace vectoriel engendré
parey,..., e, etdonc que le rang de J est r.

La matrice J appartient a8 M, ,(IR), sa transposée appartient donc a M, ,(IR). En transposant la matrice J,
ona, pour touti € {1,...,7r}, C;(J*) = e; et, pourtouti € {r +1,...,n}, Cj(J*) = 0. Ceci montre que
Im(J?) est ’espace vectoriel engendré par e1, . . ., e, et donc que le rang de J* est aussi 7.

4. 11 suffit maintenant d’appliquer la premiére question, elle donne que le rang que A est le méme que le rang

de J et, comme J* = PtA'Q?, que le rang que A’ est le méme que le rang de J*. Finalement le rang de A
etde Al estr.

5. Les vecteurs colonnes de A sont liés si et seulement si le rang de A est strictement inférieur & n. Les vecteurs
colonnes de A* sont liés si et seulement si le rang de A? est strictement inférieur 2 n. Comme les vecteurs
colonnes de A? sont les vecteurs lignes de A, on obtient le résultat désiré grice au fait que A et A* ont méme
rang.
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Exercice[d page[16 (Vrai ou faux ?)

1. Faux : La matrice ZZ* est de rang 1 et donc non inversible.

2. Faux : La matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire inférieure.

3. Vrai : le polyndme caractéristique d’une matrice A est le déterminant de A — AId.

4. Faux : la matrice {(1) ﬂ est inversible et non diagonalisable dans IR.

5. Faux : la matrice {(1) ﬂ est inversible et non diagonalisable dans IR.

6. Vrai : c’est le terme de degré 0 du polyndme caractéristique.

7. Vrai : si Ker(A) = {0}, alors A est inversible.

8. Vrai : on va montrer que Ker(A4) = {0}, Supposons que Az = 0, alors Az > 0 et Az < 0, ou encore

A(—x) > 0 Donc par hypothese, z > 0 et —x > 0, et donc x = 0, ce qui montre que Ker(A4) = {0}.

9. Faux : la matrice nulle est symétrique.

10.
donc que A est inversible.

11.
un par le théoréme du rang.

Exercice[S| page[16l (Sur quelques notions connues)

Vrai : Si A est s.d.p.alors Az = 0 entraine Ax - = 0 et donc & = 0, ce qui montre que Ker(A) = {0} et

Vrai : I’ensemble des solutions est le noyau de la matrice A € M,, ,+1(IR) qui est de dimension au moins

1. Supposons qu’il existe deux solutions distinctes & et x5 au systéme Ax = b. Soit z = 1 — 2. On a donc

Az=0cetz #0.
— Si A estinversible, on a donc z = 0 en contradiction avec x1 # 5.

— Si A est non inversible, alors A(tz) = 0 pour tout ¢t € IR, et donc il y a une infinité de solutions au

systeme Ax = b.
2. C=(AB)C = A(BC) = A.

3. Les matrices carrées d’ordre 2 ont quatre coefficients, et donc il y a 2 = 16 matrices ne comportant que

des 1 ou des 0 comme coefficients. Une matrice A = [Z Z]

est inversible si ad — bc # 0. Dans le cas de

matrices ne comportant que des 1 ou des 0 comme coefficients, les valeurs non nulles possibles de ad — bc
sont 1 et -1, obtenues respectivement pour (ad = 1, bc = 0) et (ad = 0, bc = 1), c.a.d pour les matrices

ST
HEREER

et

4. Les valeurs propres de B sont ¢ et —¢ (car la trace de B est nulle et son déterminant est égal a 1). Donc

31024 =1Id

Exercice[7 page [16] (La matrice K3)

1. La solution est —4z(z — 1), qui est effectivement positive.

2. Avec les développements limités vus en cours, on obtient :

T2 -1 o £(h)
Ks=—|-1 2 —1|,b=|f@n)|, ouh=-
h 12 £(3h)
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3. L’échelonnement du systeme Ksx = b sur la matrice augmentée (ou la méthode de Gauss) donne :

(2 -1 o0 | by
5 |0 3 —41 | b22+ %bll
0 0 5 | b3+3ba+t3b

Donc pour h = I et by = by = bs = 1 on obtient

3 1 3

Uy = @,UQ = g et us = @
On a u; = u(x;), ce qui veut dire que 1’erreur de discrétisation est nulle. On a vu en cours (formule (L8))
que ’erreur de consistance R peut &tre majorée par }11—; 4™ so.. Ici u est un polynéme de degré 2, et donc
R = 0. Or par I'inégalité (L12), I'erreur de discrétisation e = (u(x1) —u1, u(w2) —ug, u(z3) —usz)t satisfait
e = K3 ' R. On en déduit que cette erreur de discrétisation est nulle.
Notons qu’il s’agit 1a d’un cas tout a fait particulier dfi au fait que la solution exacte est un polyndme de
degré inférieur ou égal a 3.

4. Avec la condition limite (IT7), la solution exacte du probléme pour f = 1 est maintenant u(z) = —%x(:v -
2).
Pour prendre en compte la condition limite (L.17), on effectue un développement limité de w a I’ordre 2 en
rz=1

w(l = h) = u(1) — hu'(1) + %hQU”(C) avee € € [1 =y 1].

Les inconnues discrétes sont maintenant les valeurs approchées recherchées aux points z;, i € {1,2,3,4},
notées u;, ¢ € {1,2,3,4}. Comme u'(1) = 0, I’égalité précédente suggere de prendre comme équation
discrete ug = ug — (1/2) f(1) (on rappelle que 24 = 1).
Le systeme discret a reSoudre est donc :

2’(1,1 — U = h2f(1'1),

—up + 2UQ —us = hzf(ZCQ)

—Us + 2u3 —ug = hzf(l'3)

1
—uz 4+ uy = §h2f(~’04)

Le systeme linéaire a résoudre est donc Ku = b, avec

2 -1 0 0 f(h)
1 |-1 2 -1 0 | f2n)
K=5zlo0 -1 2 —1|%= f(3h)
0 0 -1 1 1 f(4h)

En notant b; = f(z;), I'’échelonnement du systtme h? Kz = h2b sur la matrice augmentée donne :

2 -1 0 0 | h2b,

0o 2 -1 0 | h?(by + 3b1)

0 0 3 =1 |  hbs+3ba+t 3b)

0 0 0 % | hQ(%bz; + %bg + %bl + %bg)

Donc pour h = § et by = by = by = by = 1 on obtient

15 1
Uz = ——etug = .
B T3 T T

w
S}
ool w
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La solution exacte aux points de discrétisation est :

11 1 7 11 1 3 13 3 15 1
u(@r) = 572 = 7) = 55,ulm) = 552 = 5) = 2,u(es) = 5352 = ) = 2 ulwn) = 5
On a donc u(x;) = u; pour tout i € {1,2,3,4}, ce qu on aurait pu deviner sans calculs car ici aussi ’erreur
de discrétisation est nulle car I’erreur de consistance est nulle en raison du traitement que nous avons fait de
la condition aux limites de Neumann (u’(1) = 0) et du fait que la solution exacte est un polyndme de degré

au plus égal a 2.

(a) 1l est facile de voir que si ¢ # 0, aucune fonction ne peut satisfaire le probleme (LI8), alors que si
c = 0, toutes les fonctions constantes conviennent.

(b) On a maintenant une condition de Neumann en O et en 1.
Un raisonnement similaire aux questions précédentes nous conduit a introduire 5 inconnues discretes

u;, ¢ € {1,...,5}. Le systetme a résoudre est maintenant :
1 -1 0 0 0 21(0)
ot 2 -0 o F(h)
K=o5|0 -1 2 -1 0|,b=]f(h)
0 0 -1 2 -1 £(3h)
0 0 0 -1 1 2 f(4h)

(c) La matrice K nest pas inversible car la somme de ses colonnes est égale au vecteur nul : on part d’un
probléme continu mal posé, et on obtient effectivement par discrétisation un probleme discret mal posé.

Exercice[8l page [17] (Matrices symétriques définies positives)

1. Onnote ey, . . ., e, la base canonique de IR". Pour tout ¢ € {1,...,n},onaa;; = Ae; - ¢; et donc, comme A
est définie positive, on en déduit a; ; > 0.

2. On utilise le rappel donné dans I’énoncé. Les \; sont les valeurs propres de A. Soit z € IR", décomposons x
sur la base orthonormée (f;)i=1,, : @ = - ; ; f;. On adonc :

Ar - x = Z )\ia?. (1.29)
i=1

Montrons d’abord que si les valeurs propres sont strictement positives alors A est définie positive :

Supposons que A; > 0, Vi = 1,...,n. Alors pour Vx € IR", d’aprés (1.29), Az - x > 0 et la matrice A
est positive. Supposons maintenant que A\; > 0, Vi = 1,...,n. Alors pour Vz € IR", toujours d’apres (1.29),
(Az -z =0) = (z = 0), et la matrice A est donc bien définie.

Montrons maintenant la réciproque : si A est définie positive, alors Af, - f, > 0,Vi = 1,...,netdonc \; > 0,
Vi=1,...,n.

3. On note T I’application (linéaire) de IR"™ dans IR"™ définie par T'(z) = Ax. On prouve tout d’abord 1’existence
de B. Comme A est s.d.p., toutes ses valeurs propres sont strictement positives, et on peut donc définir I’application
linéaire S dans la base orthonormée (f;)i=1., par: S(f;) = VAif;,Vi=1,...,n.OnaévidemmentSoS =T,
et donc si on désigne par B la matrice représentative de I’application S dans la base canonique, on a bien B? = A.

Pour montrer ’unicité de B, on peut remarquer que, si B?=A,o0na, pourtouti € {1,...,n},

(B+ VNI)(B— VNI f; = (B = NI fi = (A= NI) fi =0,

ol I désigne la matrice identité. On a donc (B — /Ail)f; € Ker(B + /X;I). Mais, comme B est s.d.p., les
valeurs propres de B sont des réels strictement positifs, on a donc Ker(B + /A;I) = {0} et donc Bf; = /)i fi.
Ce qui détermine completement 5.
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Exercice[12] page 20l (Matrice du laplacien discret 1D.)

Il est clair que la matrice A est symétrique.

Pour montrer que A est définie positive (car A est évidemment symétrique), on peut procéder de plusieurs facons :
1. Par échelonnement :

2. Par les valeurs propres :Les valeurs propres sont calculées a I’exercice 30l; elles sont de la forme :

2 2 km
Ak = h2(1—cosk7rh) hQ( cosn+1),k:1,...,n,
et elles sont donc toutes strictement positives ; de ce fait, la matrice est symétrique définie positive (voir

exercicel[8)).
3. Par la forme quadratique associée : on montre que Az -z > 0sixz # 0 et Ax - x = 0ssi z = 0. En effet,

on a
1 n—1
Ax -z = ﬁ X1 (2171 — IQ) + ; Ii(—Ii,1 + 2171 — Il’Jrl) + 25631 — Tp—-1Tnp
On a donc
n—1 n
hAx -z = 2:0% — T1T9 — Z (a:i:ci,l + 2:1712) — inxi,l + 2:031 — Tp_1Tn
i=2 i=3

n

n
§ 2 § :
1 i + T, — 2 Tili—1
i=1

=2

(x5 —xi1)* + 23 +22 >0.

M: WM:

I|
)

2

Deplus, Az -2 =0= 22 =2, = 0etz; = 2;_1 pouri = 2 an, donc z = 0.

Exercice[14 page 20 (Réaction diffusion 1D.)

La discrétisation du problleéme consiste a chercher U comme solution du systeme linéaire

AU = (f(Ni1)>

o la matrice A € M,,(IR) est définie par A = (N + 1)2K,, + Id, Id désigne la matrice identité et

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1

Kon=1| o 0

-1 2 -1

0 0 -1 2

Exercice[9 page [17] (Diagonalisation dans R )

1. Montrons que T est inversible. Soit « tel que Tz = 0, alors (Tx,x) = 0 et donc = 0 car T est défi-
nie positive. L’application 7" est donc injective, et comme on est en dimension finie, 7" est bijective donc
inversible.

L application définie de £ dans IR par :

(Iay) - (xvy)T = (T:Z?,y)

est une application bilinéaire car T est linéaire, symétrique car T est symétrique, définie positive car 7" est
définie positive donc c’est un produit scalaire.
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2. Montrons que 71 est symétrique pour le produit scalaire (-, -)r. Soient x,y € E,

(T 'Sz,y)r =TT 'Sz,y) = (Sz,y)

= (z,Sy) car S est symétrique
= (x, TT1Sy)
et comme 7" est symétrique,
(T7*Sz,y)r = (Tz,T"'Sy)
= (2, T 'Sy)r

donc T—1S est symétrique pour le produit scalaire (-, ).

Montrons maintenant qu’il existe (f,,..., f,) € (R™)" et (A1,...,\,) € R" tel que T71Sf, = \i f;
Vi € {1,n} avec (T'f;, f;) = d;j. D’apres le lemme page Bl comme T~1S est symétrique pour le
produit scalaire (-, -)p, il existe {fi,..., fn} € R™)™ et (A1...\,) € R™ tels que T'f; = \; f; pour tout
i=1,...,n.et(f;f;)r = (Tf;f;) = ;. D oulerésultat.

Exercice[10 page 18] (IP-matrice)

1. Supposons d’abord que A est inversible et que A= > 0; soit z € IR" tel que b = Az > 0. On a donc
x = A~1b, et comme tous les coefficients de A~! et de b sont positifs ou nuls, on a bien x > 0.
Réciproquement, si A est une IP-matrice, alors Az = 0 entraine x = 0 ce qui montre que A est inversible. Soit
e; le i-eme vecteur de la base canonique de IR™, on a : AA~le; = e; > 0, et donc par la propriété de IP-matrice,
A~Le; > 0, ce qui montre que tous les coefficients de A~! sont positifs.

2. La matrice inverse de A est A~1 = % ( _Cé _2 > avec A = ad — be. Les coefficients de A~ sont donc

positifs ou nuls si et seulement si

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0,
b>0,¢c>0 b<0,c<O.

Or on a forcément ad # 0 : en effet sinon on aurait dans le premier cas) bc < 0,orb < Oetc < 0, ce qui
aboutit a une contradiction. De méme dans le deuxieéme cas, on aurait bc > 0, or b > 0 et ¢ > 0. Les conditions
précédentes sont donc équivalentes aux conditions (1.19).

3. La matrice A’ est une IP-matrice si et seulement A? est inversible et (A%)~! > 0. Or (A")~! = (A71)%. D’ou
I’équivalence.

4. Supposons que A vérifie (L20), et soit z € IR™ tel que Az > 0. Soit k € 1,...,n tel que 2 = min{a;,i =
1,...,n}. Alors

n
(A:v)k = ap Tk + Z ag,jr; > 0.
j=1
Jj#k

Par hypothése, ax ; < 0 pour k # j, et donc ay, ; = —|ak, ;|- On peut donc écrire :

n
akpzr = Y lanlz; >0,

j=1
j#k
et donc :
n n
(ark — > larDox =D lak;l(z; — zx).
j=1 j=1
J#k J#k
Comme x;, = min{z;,i = 1,...,n}, on en déduit que le second membre de cette inégalité est positif ou nul, et

donc que x; > 0. On adonc z > 0.
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5. Si la matrice A vérifie (L21), alors la matrice A? vérifie (.20). On en déduit par les questions précédentes que
At et A sont des IP-matrices.

6. Soit 1 le vecteur de IR™ dont toutes les composantes sont égales a 1. Si Az > 0, comme ’espace IR"™ est de
dimension finie, il existe € > 0 tel que Az > €1. Soit z = €A~11 > 0; on a alors A(x —z) > 0etdoncx > z,
car A est une IP-matrice.

Montrons maintenant que z > 0 : tous les coefficients de A~ sont positifs ou nuls et au moins I’'un d’entre eux
est non nul par ligne (puisque la matrice A~ est inversible). On en déduit que z; = € Yoy (A1), ; > 0 pour
touti =1,...,n.Onadoncbienz > z > 0.

7. Soit A la matrice nulle, on a alors {x € IR" t.q. Az > 0} = (}, etdonc {z € R" t.q. Az > 0} C {x € R" t.q.
x > 0}. Pourtant A n’est pas inversible, et n’est donc pas une IP-matrice.

8. Soit x tel que Az > 0, alors il existe ¢ > 0 tel que Ax+¢e1 > 0. Soit maintenant b = A 1'1:0na A(x+eb) >0
et donc = + b > 0. En faisant tendre € vers 0, on en déduit que = > 0.

9.So0it T € L(E) défini par f € E — Tf,avec Tf(z) = f()siz # 0et f(0) = £, avec £ = limyo f.
On vérifie facilement que Tf € E.SiTf > 0, alors f(%) > 0 pour tout € IR ; donc f(x) > 0 pour tout
xz € IR\ {0} ; on en déduit que f(0) > 0 par continuité. On a donc bien f > 0.

Soit maintenant g définie de IR dans IR par g(z) = |arctanz|. On a g(0) = 0, donc g % 0. Or Tg(0) =
Tg(x) = |arctan 1| > 0siz > 0, donc Tg > 0.

s

Eet

Exercice 11l page 19 (M-matrice)

1. Soit A une IP-matrice qui vérifie la propriété (b). Soit x € IR" tel que Ax = e;, ol e; est le i-eme vecteur de la
base canonique. On a donc en particulier :

n
Qi ;T = 1-— E Qi jTj-
j=1

i#i
Comme A est une IP-matrice, on a x; > 0 pour tout j et grice a la propriété (b), a;; < O pouri,j =1,...,n,
i # 7 ; on en déduit que Z?zl a; ;x; < 0.0nadonc a;;x; > 0; or par hypothése x; > 0. On a donc a;; > 0.
J#i
. d —b .
2. La matrice inverse de A est A~! = % ( e g ) Rvec A = ad — be. On a vu a I’exercice[T0 page[18 que A

est une IP-matrice si et seulement si (I.19) est vérifiée. 1l est lors facile de voir que la condition (I.22) page[19 est
équivalente a la condition de M-matrice.

3. Les matrices A et B vérifient la condition (I.19), et sont donc des IP-matrices en vertu de la question 2 de
I’exercice[I0l Par contre seule la matrice B vérifie la propriété (I.22)), c’est donc une M-matrice alors que A ne
Iest pas.

4. Soit z € IR" tel que A > 0; on a donc :
z
20 — - >0
T y+2 =

y—2z2>0,
—x+4+2z2>0,

d’ou I’on déduit que
z >,
Y2z,
z z
2z — — > 2 — —>0.
z z+2_ x y—|—2_

d’ou I’on déduit alors que > 0, y > 0 et z > 0. La matrice A est donc bien une P-matrice, mais ce n’est pas une
M-matrice car a; 3 < 0.
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5.1 Montrons que le noyau de A est réduit a 0. Soit v tel que Av = 0.Onadoncv; =0pouri =m+1,...,net
> aijv; =0, pouri=1,...,m, (1.30)
Jj=1

mais grice a I’hypothese (I.23)), on a également

Zai_’jvj =0, pourt=1,...,m, etdonc (L.3D)
j=1
> aij(v; —vi) =0, pouri =1,...,m. (1.32)
j=1

En utilisant la propriété¢ (L23)), comme les coefficients a; j, j # ¢ sont négatifs ou nuls et que ag, x, < 0, on
en déduit que v; = v, = vg,. de méme, on a vy, = vg,,, pour {=1,...,L; d’oul’'on déduit que v; = 0. La
matrice A est donc inversible.

5.2 Soit ip = min{4; u; = ming=1 , ug }. Comme u; = b; pour i > m + 1, on a donc 39 < m + 1. Supposons que

9 < m + 1. On a alors
n

m

D iy (g — i) + Y g (b — i) =0

j=1 j=m+1
Grace a I’hypothese (1.23) et par le méme raisonnement qu’a la question précédente, on en déduit que : u;, =
Upy = Upy, = ... Ug,, = b; > ming—1 , ux, ce qui contredit le fait que 79 < m + 1.
6.1 Comme u” = 0, la solution du probleéme (I.27) est affine, et les paramétres sont déterminés par les conditions
aux limites : u(x) = 2z — 1. On a donc bien —1 < u(z) < 1 pour tout x € [0, 1].
6.2 Soit h = 1/m. On associe a chaque x; = i¢h pour ¢ = 1,...,n I'inconnue u;. En vertu du développement
de Taylor (I7), on approche —u"(x;) par 2“(Ii)7“(1251)7“(1i+1). En posant de plus t,, ;1 = —1 et t,,42 = 1
(conditions limites), on obtient donc le schéma suivant :

2u1 — U1 — u2 =0,

2’U,1' — Uj—1 — Uj+1 — O, fori = 2,. Lo,y
Um+1 = —1,Um+2 =1.
Ce schéma s’écrit sour la forme AU = b, avec b; = 0 pouri = 1,...,m, ou A est une matrice carrée d’ordre

n = m + 2 qui vérifie les hypotheses (1.23)—(1.23). On en déduit d’apres la question 5 qu’il admet une unique
solution U = (u;)i=1,... »n qui vérifie —1 = min(bp41, bmt2) < u; < max(bpy1, bmi2) = 1.

Exercice[15] page 20| (Discrétisation)

1. Un développement de Taylor d’ordre 4 de u(z; + h) et u(x; — h) donne le résultat.

2. Si f est constante, alors —u’ est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur sont nulles. Donc, par
I’estimation page[I2] sur I’erreur de consistance, on a R; = 0 pour tout7 = 1,..., n.
Si on appelle U le vecteur de composantes u; et U le vecteur de composantes u(x;), on peut remarquer
facilement que U — U = A~!R, ol R est le vecteur de composantes R;. On adonc U — U = 0, c.q.f.d..

3. 1l est facile de voir que f n’est pas forcément constante, en prenant f(z) = sin27x, et h = 1/2. On n’a
alors qu’une seule inconnue, qui vérifie u; = 0, et on a également u(1/2) = sinw = 0.
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1.3 Les méthodes directes

1.3.1 Définition

Définition 1.10 (Méthode directe). On appelle méthode directe de résolution de (L) une méthode qui donne
exactement x (A et b étant connus) solution de (L) aprés un nombre fini d’opérations élémentaires (+, —, X, /).

Parmi les méthodes de résolution du systeme (L)), la plus connue est la méthode de Gauss (avec pivot), encore
appelée méthode d’échelonnement ou méthode LU dans sa forme matricielle.
Nous rappelons la méthode de Gauss et sa réécriture matricielle qui donne la méthode LU et nous étudierons plus
en détails la méthode de Choleski, qui est adaptée aux matrices symétriques.

1.3.2 Méthode de Gauss, méthode LU

Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, et b € IR". On cherche a calculer x € R" tel que Az = b. Le principe
de la méthode de Gauss est de se ramener, par des opérations simples (combinaisons linéaires), a un systéme
triangulaire équivalent, qui sera donc facile a inverser.

Commencons par un exemple pour une matrice 3 X 3. Nous donnerons ensuite la méthode pour une matrice n X n.

Un exemple 3 x 3

On considere le systtme Az = b, avec

1 0 1 2
A=10 2 -1 b= |1
-1 1 =2 -2

On écrit la matrice augmentée, constituée de la matrice A et du second membre b.

~ 1 0 1 2
A=A b=|0 2 -1 1
-1 1 -2 -2

Gauss et opérations matricielles Allons y pour Gauss :

La premiere ligne a un 1 en premiere position (en gras dans la matrice), ce coefficient est non nul, et c’est un pivot.
On va pouvoir diviser toute la premiere ligne par ce nombre pour en soustraire un multiple a toutes les lignes
d’apres, dans le but de faire apparaitre des 0 dans tout le bas de la colonne.

La deuxiéme équation a déja un O dessous, donc on n’a rien besoin de faire. On veut ensuite annuler le premier
coefficient de la troisieéme ligne. On retranche donc (-1) fois la premiere ligne a la troisiemef :

1 0 1 2 10 1 2

0 2 —1 1%l 2 11

-1 1 -2 =2 01 -1 0
3 1 00
Ceci revient a multiplier A a gauche par la matrice £y = [0 1 0
1 01

La deuxieme ligne a un terme non nul en deuxiéme position (2) : c’est un pivot. On va maintenant annuler le
deuxieme terme de la troisieéme ligne ; pour cela, on retranche 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3 :

3. Bien siir, ceci revient a ajouter la premiere ligne ! Il est cependant préférable de parler systématiquement de “retrancher” quitte a utiliser
un coefficient négatif, car c’est ce qu’on fait conceptuellement : pour I’élimination on enléve un multiple de la ligne du pivot a la ligne courante.
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1 0 1 2 by ts_1/26 1 0 1 2
002 -1 1| =710 2 -1 1
0 1 -1 0 0 0 —% —%
1 0 0
Ceci revient a multiplier la matrice précédente a gauche par la matrice F = |0 1 0 . On a ici obtenu une
0 -4 1

matrice sous forme triangulaire supérieure a trois pivots : on peut donc faire la remoﬁtée pour obtenir la solution
du systeme, et on obtient (en notant x; les composantes de x) : x3 = 1 puis z2 = 1 etenfin x; = 1.

On a ainsi résolu le systeme linéaire.

On rappelle que le fait de travailler sur la matrice augmentée est extrémement pratique car il permet de travailler
simultanément sur les coefficients du systeme linéaire et sur le second membre.

Finalement, au moyen des opérations décrites ci-dessus, on a transformé le systeme linéaire

Ax=b en Uz = EgElb, ou U= EgElA

est une matrice triangulaire supérieure.

Factorisation LU Tout va donc trés bien pour ce systéme, mais supposons maintenant qu’on ait a résoudre
3089 systemes, avec la méme matrice A mais 3089 seconds membres b différentsf. 11 serait un peu dommage
de recommencer les opérations ci-dessus 3089 fois, alors qu’on peut en éviter une bonne partie. Comment faire ?
L’idée est de “factoriser” la matrice A, c.a.d de I’écrire comme un produit A = LU, ou L est triangulaire inférieure
(lower triangular) et U triangulaire supérieure (upper triangular). On reformule alors le syst¢tme Ax = b sous la
forme LUx = b et on résout maintenant deux systémes faciles a résoudre car triangulaires : Ly = betUx = y.
La factorisation LU de la matrice découle immédiatement de 1’algorithme de Gauss. Voyons comment sur 1’exem-
ple précédent.

1/ On remarque que U = EoEy A peut aussi s’écrire A = LU , avec L = (EoF7) L.

2/ On sait que (EoB7) ™! = (By) "1 (Ey) L.

3/ Les matrices inverses ;' et ;! sont faciles 4 déterminer : comme E consiste 2 retrancher 1/2 fois la ligne 2
a la ligne 3, I’opération inverse consiste a ajouter 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3, et donc

1 0 0
E;'=10 1 0
0 % 1
1 00 1 00
I est facile de voirque E;* = | 0 1 O|etdoncL=E;'E;'=10 1 0
-1 0 1 -1 1 1

La matrice L est une matrice triangulaire inférieure (et c’est d’ailleurs pour cela qu’on I’appelle L, pour “lower”
in English...) dont les coefficients sont particulierement simples a trouver : les termes diagonaux sont tous égaux a
un, et chaque terme non nul sous-diagonal /; ; est égal au coefficient par lequel on a multiplié la ligne pivot
7 avant de la retrancher a la ligne j.

4/ On a bien donc A = LU avec L triangulaire inférieure (lower triangular) et U triangulaire supérieure (upper
triangular).

La procédure qu’on vient d’expliquer s’appelle méthode LU pour la résolution des systémes linéaires, et elle
est d’une importance considérable dans les sciences de 1’ingénieur, puisqu’elle est utilisée dans les programmes
informatiques pour la résolution des systemes linéaires.

Dans I’exemple que nous avons étudié, tout se passait tres bien car nous n’avons pas eu de zéro en position pivotale.
Si on a un zéro en position pivotale, la factorisation peut quand méme se faire, mais au prix d’une permutation.

4. Ceci est courant dans les applications. Par exemple on peut vouloir calculer la réponse d’une structure de génie civil a 3089 chargements
différents.
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[ (1) (1]
Q11 e a1 N
0 .
1) _ | (1)
AUFD = : Ait1,i41
: CIN
; i2,i
...... (i+1) (i+1)
10 AN, i+1 ON,N |

FIGURE 1.3: Allure de la matrice de Gauss a I’étape ¢ + 1

Le résultat général que 1’on peut démontrer est que si la matrice A est inversible, alors il existe une matrice de
permutation P, une matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U telles que PA = LU :
voir le théoréme

Le cas général d’une matrice n x n

De maniére plus générale, pour une matrice A carrée d’ordre n, la méthode de Gauss s’écrit :

On pose AY = A et b = b. Pouri = 1,...,n — 1, on cherche a calculer AGTD et bUFY tels que les
systtmes Az = b et A+D g = b+ soient équivalents, ot A1) est une matrice dont les coefficients
sous-diagonaux des colonnes 1 a 4 sont tous nuls, voir figure[T.3]:

Une fois la matrice A(™ (triangulaire supérieure) et le vecteur b™ calculés, il sera facile de résoudre le systeme
AM g = b Le calcul de A est I’étape de “factorisation", le calcul de b I’étape de “descente", et le calcul

de x I’étape de “remontée”. Donnons les détails de ces trois étapes.

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matrice A® 3 la matrice AUTD) ) on va effectuer des
combinaisons linéaires entre lignes qui permettront d’annuler les coefficients de la i-¢me colonne situés en dessous
de la ligne 7 (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulaire supérieure). Evidemment, lorsqu’on fait ceci,
il faut également modifier le second membre b en conséquence. L’étape de factorisation et descente s’écrit donc :

(i+1) _ (0 o p(+D) _ ()

1. Pourk <ietpourj=1,...,n,onposea, ; *~ =a;’eth, %
2. Pour k > i, si az(zl) # 0, on pose :
a,(;;.rl) = a,(;)j — al(ci’)z aEZ, pourj =i,...,n, (1.33)
. . a(i). .
Bt = ) R, (1.34)

aill
La matrice A(+1) est de la forme donnée sur la figure[[.3l Remarquons que le systeme A1)z = p(i+1) est bien
équivalent au systeme Az = b(®),

Si la condition a?f # 0 est vérifiée pour ¢ = 1 an, on obtient par le procédé de calcul ci-dessus un systéme linéaire
Ay = p(") équivalent au systéme Az = b, avec une matrice A("™) triangulaire supérieure facile 2 inverser. On
verra un peu plus loin les techniques de pivot qui permettent de régler le cas ol la condition aglz) # 0 n’est pas
vérifiée.
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Etape de remontée Il reste 2 résoudre le systeme A(™ 2 = b("). Ceci est une étape facile. Comme A(™) est une
matrice inversible, on a az(-zi) # Opourtouti =1,...,n, et comme A" est une matrice triangulaire supérieure, on
peut donc calculer les composantes de x en “remontant”, c’est—a—dire de la composante z,, a la composante x; :

)
_ 1 (n) (n) .
T Ty bi _.Z a; jxil,i=n—1,...,1
Gii Jj=it+1l,n

Il est important de savoir mettre sous forme algorithmique les opérations que nous venons de décrire : c’est I’étape
clef avant I’écriture d’un programme informatique qui nous permettra de faire faire le boulot par I’ordinateur !

Algorithme 1.11 (Gauss sans permutation).
1. (Factorisation et descente)
Pour commencer, on pose u; j = a; ; et y; = b; pour pouri,j € {1,...,n}.
Puis, pour i allant de 1 a n — 1, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas la i-éme ligne (qui est la ligne du pivot)
(b) On change les lignes i + 1 a n et le second membre y en utilisant la ligne i.
Pour k allantde i+ 1 an :

Uk,i

pour j allantde v + 1 an,

lyi = (si a;; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)

Uk,j = Uk,j — lk,ili,;

Fin pour
Yk =Yk — lri¥i
Fin pour

2. (Remontée) On calcule x :

Yn
Ty =
Un,n
Pour i allantden — 1 a1,
i =Yi
Pour j allantde i + 1 an,
Ti = i — Ui jT;
Fin pour
1
Xr; = —XT;
Usj g
Fin pour

Coiit de la méthode de Gauss (nombre d’opérations) On peut montrer (on fera le calcul de maniére détaillée
pour la méthode de Choleski dans la section suivante, le calcul pour Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires ng pour effectuer les étapes de factorisation, descente et remontée est §n3 + O(n?); on rappelle
qu’une fonction f de IN dans IN est O(n?) veut dire qu’i existe un réel constant C tel que f(n) < Cn?. On a donc
limy, 400 2§ = % : lorsque n est grand, le nombre d’opérations se comporte comme (2/3)n3.

En ce qui concerne la place mémoire, on peut trés bien stocker les itérés A(*) dans la matrice A de départ, ce qu’on
n’a pas voulu faire dans le calcul précédent, par souci de clarté.
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Décomposition LU  Si le systtme Ax = b doit étre résolu pour plusieurs second membres b, on a déja dit qu’on
a intérét a ne faire 1’étape de factorisation (i.e. le calcul de A(™)), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente
et remontée (i.e. le calcul de b("™) et z) seront faits pour chaque vecteur b. L’étape de factorisation peut se faire en
décomposant la matrice A sous la forme LU. Supposons toujours pour I’instant que lors de 1’algorithme de Gauss,
. ()
la condition a?f # 0 est vérifiée pour tout¢ = 1, ..., n. La matrice L a comme coefficients £, ; = % pour k > 1,
l;; =1pourtouti =1,...,n,etf; ; = 0pourj > i, etlamatrice U est égale a la matrice A On peut vérifier
que A = LU gréce au fait que le systeme A(™z = b(™) est équivalent au systtme Az = b. En effet, comme
AM g = p() gt p(n) = L~1b, on en déduit que LUx = b, et comme A et LU sont inversibles, on en déduit que
A=Y = (LU)~'b pour tout b € IR". Ceci démontre que A = LU. La méthode LU se déduit donc de la méthode
de Gauss en remarquant simplement que, ayant conservé la matrice L, on peut effectuer les calculs sur b apres les
calculs sur A, ce qui donne :

Algorithme 1.12 (LU simple (sans permutation)).

1. (Factorisation)
On pose u; j = a; ; pour pouri,j € {1,...,n}.
Puis, pour i allant de 1 a n — 1, on effectue les calculs suivants :
(a) On ne change pas la i-eme ligne

(b) On modifie les lignes i + 1 a n ((mais pas le second membre) en utilisant la ligne 1.
Pour k allantde i+ 1an :

Uk,i

by = (si u; ; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pour j allantde v + 1 an,

Uk,j = Uk,j — Lk,ili,;
Fin pour

2. (Descente) On calcule y (avec Ly = b)

Pour i allant de 1 a n,

y; = by — 22;11 4; kyi (on a ainsi implicitement {; ; = 1)
3. (Remontée) On calcule x (avec Ux = y)

Pour i allant de n a 1,

1 n
Wi (yi — Zj:iJrl Ui, ;)
Remarque 1.13 (Optimisation mémoire). L’introduction des matrices L et U et des vecteurs y et x n’est pas
nécessaire. Tout peut s’écrire avec la matrice A et le vecteur b, que 1’on modifie au cours de I’algorithme. A la
fin de la factorisation, U est stockée dans la partie supérieure de A (y compris la diagonale) et L dans la partie
strictement inférieure de A (c’est-a-dire sans la diagonale, la diagonale de L est connue car toujours formée de
1). Dans I’algorithme précédent, on remplage donc “u” et “1” par “a”. De méme, on remplagce “x” et “y” par
“b”. A la fin des étapes de descente et de remontée, la solution du probléme est alors stockée dans b.

L’introduction de L, U, x et y peut toutefois aider a comprendre la méthode.

Xr; =

Nous allons maintenant donner une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour qu’une matrice A admette une
décomposition LU avec U inversible et sans permutation. Commengons par un petit lemme technique qui va nous
permettre de prouver cette CNS.

Lemme 1.14 (Décomposition LU de la matrice principale d’ordre k). Soitn € IN, A € M,,(IR) etk € {1,...,n}.
On appelle matrice principale d’ordre k de A la matrice A, € My (IR) définie par (Ay)i; = a;; pouri =
1,...,ketj=1,... k. Onsuppose qu’il existe une matrice Ly, € My (IR) triangulaire inférieure de coefficients
diagonaux tous égaux a 1 et une matrice triangulaire supérieure Uy, € My (IR) inversible, telles que Ay, = LUy,
Alors A s’écrit sous la forme “par blocs” suivante :

Lk ka(n,k) Uk; Bk
A= , (1.35)
Ck Idy—k O(n—k)xk Dy,
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ou 0, , désigne la matrince nulle de dimension p X q, B, € My p—k(R) et Cy € My_x(IR) et Dy, €
Mp—kn—k(IR) ; de plus, la matrice principale d’ordre k + 1 s’écrit sous la forme

Ly, 01xk U, bi,
Apy1 = (1.36)
Ck 1 Okx1 dy,

o b € My, 1(IR) est la premiére colonne de la matrice By, ¢, € My i, est la premiére ligne de la matrice Cy, et
dy, est le coefficient de la ligne 1 et colonne I de Dy,.

DEMONSTRATION —  On écrit la décomposition par blocs de A :

Ay Ey,

A = b

Fy, G
avec A, € Mi(R), Ex, € My n—i(R), Fiy € My—i,x(IR) et G, € Mk, n—k (IR). Par hypothese, ona Ay, = LyUy.
De plus Ly et Uy sont inversibles, et il existe donc une unique matrice By, € My n—x(IR) (resp. Cr € Mp—r x(IR))
telle que Ly By = Ej (resp CxUx = F}). En posant Dy, = G} — Cj, By, on obtient (I.33). L’ égalité en découle
immédiatement. [ ]

Proposition 1.15 (CNS pour LU sans permutation). Soit n € IN, A € M,,(IR). Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

(P1) Il existe un unique couple (L,U), avec L matrice triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et U une
matrice inversible triangulaire supérieure, tel que A = LU.

(P2) Les mineurs principauxﬁ de A sont tous non nuls.

DEMONSTRATION — Si A = LU avec L triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et U inversible triangulaire
supérieure, alors A, = LUy ou les matrices Ly, et Uy les matrices principales d’ordre k£ de L et U, qui sont encore
respectivement triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et inversible triangulaire supérieure. On a donc

det(Ay) = det(Ly)det(Uy) # Opourtout k =1,...,n,
et donc (P1) = (P2).

Montrons maintenant la réciproque. On suppose que les mineurs sont non nuls, et on va montrer que A = LU. On va
en fait montrer que pour tout k = 1,...n, on a Ay = LUy ou Ly triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1
et Uy inversible triangulaire supérieure. Le premier mineur est non nul, donc a11 = 1 X a11, et la récurrence est bien
initialisée. On la suppose vraie a 1’étape k. Par le lemme [L14] on a donc Ag1 qui est de la forme (L36), et donc une
Agt1 = Li+1Ugy1 Comme det(Ag41) # 0, la matrice Uyg+1 est inversible, et ’hypothése de récurrence est vérifiée a
I’ordre k + 1. On a donc bien (P2) = (P1) (I'unicité de L et U est laissée en exercice). [

Que faire en cas de pivot nul : la technique de permutation La caractérisation que nous venons de donner pour
qu’une matrice admette une décomposition LU sans permutation est intéressante mathématiquement, mais de peu
d’intérét en pratique. On ne va en effet jamais calculer n déterminants pour savoir si on doit ou non permuter. En

pratique, on effectue la décomposition LU sans savoir si on a le droit ou non de le faire, avec ou sans permutation.
Au cours de I’élimination, si ag? = 0, on va permuter la ligne 7 avec une des lignes suivantes telle que a,(;)i # 0.
Notons que si le “pivot” al(li) est tres petit, son utilisation peut entrainer des erreurs d’arrondi importantes dans les

calculs et on va 1a encore permuter. En fait, méme dans le cas olt la CNS donnée par la proposition[L.13est verifiée,
la plupart des fonctions de libraries scientifiques vont permuter.
Plagcons-nous a I’itération ¢ de la méthode de Gauss. Comme la matrice A® est forcément non singuliere, on a :

al) ... al)
det(A(i)) = agf)la% e 'agif)l,ifldet : - : # 0.
(@) (2)

an,z Qan,n

5. Onrappelle que le mineur principal d’ordre k est le déterminant de la matrice prinicipale d’ordre k.
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On a donc en particulier
(@) (@)

a,; ; a,;

i, i,n
det : : # 0.
ag:,)i agll,)n
On déduit qu’il existe ig € {i,...,n} tel que az(-(?i # 0. On choisit alors ig € {i,...,n} tel que |az(;)z| =
max{|a§;)i|, k =1,...,n}.Le choix de ce max est motivé par le fait qu’on aura ainsi moins d’erreur d’arrondi. On

échange alors les lignes i et ip (dans la matrice A et le second membre b) et on continue la procédure de Gauss
décrite plus haut.
L’intérét de cette stratégie de pivot est qu’on aboutit toujours a la résolution du systeme (dés que A est inversible).

Remarque 1.16 (Pivot total). La méthode que nous venons de d’écrire est souvent nommée technique de pivot
“partiel”. On peut vouloir rendre la norme du pivot encore plus grande en considérant tous les coefficients restants

et pas uniquement ceux de la colonne i. A I’etape i, on choisit maintenant ig et jo € {i,...,n} tels que |az(.;)jo| =
max{|a§€l)?j|, k=4d,...,n,5 =1,...,n}, et on échange alors les lignes i et ig (dans la matrice A et le second

membre b), les colonnes i et jo de A et les inconnues x; et xj,. La stratégie du pivot total permet une moins grande
sensibilité aux erreurs d’arrondi. L’inconvénient majeur est qu’on change la structure de A : si, par exemple la

matrice avait tous ses termes non nuls sur quelques diagonales seulement, ceci n’est plus vrai pour la matrice
A,

Ecrivons maintenant I’algorithme de la méthode LU avec pivot partiel ; pour ce faire, on va simplement remarquer
que I’ordre dans lequel les équations sont prises n’a aucune importance pour I’algorithme. Au départ de 1’algo-
rithme, on initialise la bijection ¢t de {1,...,n} dans {1, ... ,n} par I'identité, c.a.d. t(i) = i; cette bijection ¢ va
étre modifiée au cours de 1’algorithme pour tenir compte du choix du pivot.

Algorithme 1.17 (LU avec pivot partiel).
1. (Initialisation de t) Pour i allant de 1 a n, t(i) = i. Fin pour
2. (Factorisation)
Pour i allant de 1 a n, on effectue les calculs suivants :
(a) Choix du pivot (et de t(i)) : on cherche i* € {i,...,n} t.q. [ay+,;| = max{|aym) |,k €
{i,...,n}} (noter que ce max est forcément non nul car la matrice est inversible).

On modifie alors t en inversant les valeurs de t(i) et t(i*).
p=1(i7) s 1(i7) = t(0) ; 1(i) = p.
On ne change pas la ligne (i) :
Ug(s),j = Qy(i),j POUT J =Ty

(b) On modifie les lignes t(k), k > i (et le second membre), en utilisant la ligne t(3).
Pourk =i+ 1,...,n} (noter qu’on a uniqguement besoin de connaitre I’ensemble , et pas I’ordre) :
QAt(k),i
Qt(i),i
Pour j allantde i + 1 an,

Ciry,i =

e(k),j = Ot(k),j — Le(k),ile(i),j
Fin pour

Fin pour

3. (Descente) On calcule y
Pour i allant de 1 a n,
i—1
Y(i) = begiy — Zj:l Ce(5), kYK

Fin pour
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4. (Remontée) On calcule x
Pour i allant de n a 1,
T(t(i) = (yi — Z?:HA “t(i)ijj)
Fin pour

Ut (4),4

NB : On a changé I’ordre dans lequel les équations sont considérées (le tableau ¢ donne cet ordre, et donc la
matrice P). Donc, on a aussi changé I’ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre : le
systtme Ax = b est devenu PAx = Pb. Par contre, on n’a pas touché a ’ordre dans lequel interviennent les
composantes de x et y.

Il reste maintenant a signaler la propriété magnifique de cet algorithme...Il est inutile de connaitre a priori
la bijection pour cet algorithme. A 1’étape 7 de I’item 1 (et d’ailleurs aussi a 1’étape ¢ de I’item 2), il suffit de
connaitre ¢(j) pour j allant de 1 a i, les opérations de 1(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un
ordre quelconque). Il suffit donc de partir d’une bijection arbitraire de {1,...,n} dans {1,...,n} (par exemple
I'identit€) et de la modifier & chaque étape. Pour que I’algorithme aboutisse, il suffit que a;(;) ; 7# 0 (ce qui toujours
possible car A est inversible).

Remarque 1.18 (Ordre des équations et des inconnues). L’algorithme se raméne donc a résoudre LUx = b, en
résolvant d’abord Ly = b puis Ux = y. Notons que lors de la résolution du systeme Ly = b, les équations sont
dans Uordre t(1),...,t(k) (les composantes de b sont donc aussi prises dans cet ordre), mais le vecteur y est
bien le vecteur de composantes (y1, ..., Yn), dans I’ordre initial. Puis, on résout Uz = y, et les équations sont
encore dans I'ordre t(1), ... ,t(k) mais les vecteurs x et y ont comme composantes respectives (21, ..., 2T,) et

(155 Yn)-

Le théoreme d’existence L’algorithme LU avec pivot partiel nous permet de démontrer le théoréme d’existence
de la décomposition LU pour une matrice inversible.

Théoréme 1.19 (Décomposition LU d’une matrice). Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, il existe une matrice
de permutation P telle que, pour cette matrice de permutation, il existe un et un seul couple de matrices (L, U) ol
L est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux a 1 et U est triangulaire supérieure, vérifiant

PA=LU.

DEMONSTRATION —

1. L’existence de la matrice P et des matrices L U peut s’effectuer en s’inspirant de 1’algorithme “LU avec pivot partiel”
[LI7). Posons A = A.

A chaque étape i de I’algorithme [[17] peut s’écrire comme A = E® P® AC—D oy P est 1a matrice de permutation
qui permet le choix du pivot partiel, et & () est une matrice d’élimination qui effectue les combinaisons linéaires de lignes
permettant de mettre a zéro tous les coefficients de la colonne ¢ situés en dessous de la ligne ¢. Pour simplifier, raisonnons
sur une matrice 4 x 4 (le raisonnement est le méme pour une matrice n X n. On a donc en appliquant 1’algorithme de

Gauss :
E® PG @ p@pMpM 4

Les matrices P01 et E(® ne permutent en général pas. Prenons par exemple E>, qui est de la forme
1 0 0 O
_ 10 1 0 0
B = 0 a 1 0
0 b 0 1
Si P® est la matrice qui échange les lignes 3 et 4, alors
1 0 00 1 0 0 O 1 0 0 O
@ _ (0 1 0 0 3= |01 0 0 @p3 _ |01 0 0
P70001etPE70b01’alorsqueEP70a01
0 0 1 0 0 a 1 0 0 b 1 0
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Mais par contre, comme la multiplication a gauche par pU+h permute les lignﬂ + 1eti+ k, pour un certain k > 1,
et que la multiplication & droite permute les colonnes i + 1 et i + k, la matrice £()) = PG+ B pi+1) egt encore une
matrice triangulaire inférieure avec la méme structure que £ : on a juste échangé les coefficients extradiagonaux des
lignes © + 1 et ¢ + k. On a donc

PUDE® = g6 p+y) (1.37)
Dans I’exemple précédent, on effectue le calcul :
1 0 0 O
@p@pe _ |01 0 0 =5
PYEYPY = 0 b 1 0 = E@®
0 a 0 1

qui est une matrice triangulaire inférieure de coefficients tous égaux a 1, et comme P P®) = Id, on a donc :
POE® = g@ p®,
Pour revenir a notre exemple n = 4, on peut donc écrire :

E®E® PO E0OpPpg =

Mais par le méme raisonnement que précédemment, on a p® EH) = E?/l) P® on E?/l) est encore une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit que
E® E@ EDP® p@ pM) 4 — 7, soit encore PA = LU

ot P = P® P™ M bien une matrice de permutation, et I = (E (S)ﬁ;)ﬁl))’l est une matrice triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale.
Le raisonnement que nous venons de faire pour n = 3 se généralise facilement a n quelconque. Dans ce cas, 1’échelonne-
ment de la matrice s’écrit sous la forme
U=gnbYph-1 E(2)P(2)E(1)P(l)A7
et se transforme grace a (I.37) en
U=r"D p@pOpr-h | pl ply

ol les matrices F() sont des matrices triangulaires inférieures de coefficients diagonaux tous égaux 2 1. Plus précisément,

FO=D = pn=b) p(=2) — pn-2) p®=3) — F(n-3) etc...On a ainsi démontré Iexistence de la décomposition
LU.

2. Pour montrer I"unicité du couple (L,U) a P donnée, supposons qu’il existe une matrice P et des matrices L1, Lo,
triangulaires inférieures et Uy, Us, triangulaires supérieures, telles que
PA = LUy = LyUs

Dans ce cas, on a donc Ly =0, Uy 1. Or la matrice Ly 1 1 est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients
diagonaux sont tout égaux a 1, et la matrice U2U; ! est une matrice triangulaire supérieure. On en déduit que Ly 'L, =
U>U; ' =1d,etdonc que L1 = La et Uy = Us. "

Remarque 1.20 (Décomposition LU pour les matrices non inversibles). En fait n’importe quelle matrice carrée
admet une décomposition de la forme PA = LU . Mais si la matrice A n’est pas inversible, son échelonnement
va nous donner des lignes de zéros pour les dernieres lignes . La décomposition LU n’est dans ce cas pas unique.
Cette remarque fait I’objet de I’exercice27]

1.3.3 Méthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est une méthode directe adaptée au cas ot A est symétrique
définie positive. On rappelle qu’une matrice A € M, (IR) de coefficients (a; ;)i—1,n,j=1,n st symétrique si A =
A", ou A* désigne la transposée de A, définie par les coefficients (a;;)i=1,n,j=1,n, €t que A est définie positive si
Az -z > 0 pour tout z € IR" tel que z # 0. Dans toute la suite, x - y désigne le produit scalaire des deux vecteurs
x ety de R™. On rappelle (exercice) que si A est symétrique définie positive elle est en particulier inversible.
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Description de 1a méthode

2 -1 0
Commengons par un exemple. On considére la matrice A = |—1 2 —1| , qui est symétrique. Calculons sa
0o -1 2
décomposition LU . Par échelonnement, on obtient ) )
1 0 0][2 -1 0]
A=LU=|-3 1 0[]0 % -1
0 -2 1[0 0 3|

La structure LU ne conserve pas la symétrie de la matrice A. Pour des raisons de colit mémoire, il est important de
pouvoir la conserver. Une fagon de faire est de décomposer U en sa partie diagonale fois une matrice triangulaire.
On obtient

2 0 0]t =% o
U=10 2 of|o 1 -2
00 3/[0 0 1

On adonc U = DL, et comme tous les coefficients de D sont positifs, on peut écrire D = \/_ \/5 ou v D est
la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les racines carrées des éléments diagonaux de A. On a donc
A = LVDVDL' = LL', avec L = L\/D. Notons que la matrice L est toujours triangulaire inférieure, mais ses
coefficients diagonaux ne sont plus astreints a étre égaux a 1. C’est la décomposition de Choleski de la matrice A.

De fait, la méthode de Choleski consiste donc & trouver une décomposition d’une matrice A symétrique définie
positive de la forme A = LL?, ou L est triangulaire inférieure de coefficients diagonaux strictement positifs. On
résout alors le systtme Az = b en résolvant d’abord Ly = b puis le systtme L'z = y. Une fois la matrice
A “factorisée", ¢’est—a—dire la décomposition LL? obtenue (voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de
“descente” et “remontée” :

1. Etape 1 : “descente” Le systeme Ly = b s’écrit :

61_]1 0 'A% b1

€n71 e gn,n Yn bn

Ce systeme s’écrit composante par composante en partant de 7 = 1.

b1
{1111 = by, donc =g
1,1
Lo 1y1 + £2,2y2 = b, donc Yo = 7 —(by — la.131)
2,2
' 1
> tijy; = b, donc Yi = e_ Z i iyi)
J=1Li j=1,i-1
' 1
Z én,jyj = bna donc Yn = f— Z Ly Jyj
j=Ln mn j=1,n—1
On calcule ainsi y1, Y2, - - . , Yn.-
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AN

2. Etape 2 : “remontée" On calcule maintenant  solution de Lz = y.

6171 6271 Zn-,l L1 !
0
th = . =
0 ... lom | | 2, "
On adonc : y
lyon Ty = Y, donc z,, = =
n,n
— _ Yn—1—¥n n-1Tn
énfl,nflxnfl + gn,nflxn = Yn—-1 donc Tpn—1 = ..
n—1,n—1
Y1 — Do bz
E gj.,lxj =1 donc r1 = .
£ 011
j=1ln
On calcule ainsi z,,, T,—1,...,21.

Existence et unicité de la décomposition

Soit A une matrice symétrique définie positive. On sait déja par le théoreéme[[.19 page[36l qu’il existe une matrice
de permutation et L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure telles que PA = LU. L’avantage dans le
cas ou la matrice est symétrique définie positive, est que la décomposition est toujours possible sans permutation.
On prouve I’existence et unicité en construisant la décomposition, c.a.d. en construisant la matrice L.

Pour comprendre le principe de la preuve, commencons d’abord par le cas n = 2. Dans ce cas on peut écrire

A= [a lc)] . On sait que a > 0 car A est s.d.p. . L’échelonnement de A donne donc

b
1 0| |a b
a=w=[ 4[5 Lyl

En extrayant la diagonale de U, on obtient :

1 0 a 0 a
e[t s

a

—elc
—_

Et donc
Va 0]

A=TLL'avec [ = lb\/m

Théoréme 1.21 (Décomposition de Choleski). Soit A € M,,(IR) (n > 1) une matrice symétrique définie positive.
Alors il existe une unique matrice L € M, (R), L = (¢ ;)7 4, telle que :

1. L est triangulaire inférieure (c’est—a—dire {; j = 0 si j > i),
2. 4;;>0,pourtouti e {1,...,n},
3. A=LL.

DEMONSTRATION —
I- Existence de L : démonstration par récurrence sur n
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1. Danslecasn = 1,ona A = (a1,1). Comme A est symétrique définie positive, on a a1,1 > 0. On peut donc définir
L= (f11)out11 =./ar1,etonabien A= LL".

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtient pour A € M, (IR) symétrique définie positive, pour 1 <
p < n et on va démontrer que la propriété est encore vraie pour A € M, +1(IR) symétrique définie positive. Soit
donc A € My 41 (IR) symétrique définie positive ; on peut écrire A sous la forme :

B a
A= (1.38)
t

a «

ol B € M, (IR) est symétrique, a € IR™ et a € IR. Montrons que B est définie positive, c.a.d. que By -y > 0,

pour tout y € IR™ tel que y # 0. Soitdonc y € R™ \ {0}, etz = g] € R™"*. Comme A est symétrique définie

N

donc B est définie positive. Par hypothese de récurrence, il existe une matrice M € M, ( = (ma,j)i =1 telle
que :

positive, on a :

0< Az -x =

(@ mi; =0sij>1i
(b)) mi:i>0
(0 B=MM"

On va chercher L sous la forme :

M 0
L= (1.39)
b A
avec b € R", A € IR} tels que LL' = A. Pour déterminer b et \, calculons LL* ot L est de la forme (T39) et
identifions avec A :
N I O O
LL' = =

e Lo Tl D

On cherche b € IR™ et A € IR, tels que LL" = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient vérifiées :
Mb=aetb'b+ X\ =a.

Comme M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = HZL:1 m;,; > 0), la premiére égalité

ci-dessus donne : b = M ~'a et en remplagant dans la deuxiéme égalité, on obtient : (M ~*a)*(M 'a) + A\? = a,

donc a’(M")™' M~ a + A% = a soit encore o' (MM*)"a + \? = a, c’est-a—dire :

b'b + )\2J

a'Bla+ N =a (1.40)
Pour que (1.40) soit vérifiée, il faut que
a—a'B'a>0 (1.41)
-1
Montrons que la condition (L4I) est effectivement vérifiée : Soit z = ( B_l @ ) € R™"'. Onaz # 0 et donc
Az -z > 0 car A est symétrique définie positive. Calculons Az :
-1
B a B a 0
Az = =
—1 a'B7'a — o
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Onadonc Az 2z = a—a’B ™ a > 0 ce qui montre que (L4 est vérifiée. On peut ainsi choisir A = v/a — atB~la
(> 0) de telle sorte que (L4Q) est vérifiée. Posons :

M 0
L=
(M~ ta)t A
La matrice L est bien triangulaire inférieure et vérifie ¢; ; > Oet A = LL.
On a terminé ainsi la partie “existence”.

II- Unicité et calcul de L. Soit A € M, (IR) symétrique définie positive ; on vient de montrer qu’il existe L € M, (IR)
triangulaire inférieure telle que £;,; = 0sij >4, £;; > 0et A= LL'. Onadonc :

ai; =Y liplir, V(i,5) €{1...n}". (1.42)
k=1

1. Calculons la 1-ere colonne de L ; pour j = 1,ona:
a1,1 = £1.101,1 donc £11 =, //a171 (a1,1 > Ocar ¢1,1 existe )
2. ’

a1 = 62,161,1 donc 62,1

PR
a1 = &ylflﬂ donc €¢,1 = Zl’l Vi € {27 e ,n}.
1,1
2. On suppose avoir calculé les g premiéres colonnes de L. On calcule la colonne (¢ + 1) en prenant j = g + 1 dans
(1.42)
q+1
Pouri=q+1, Ag+1,q+1 = Z£q+1’k€q+1’k donc
k=1
q
lot1,q+1 = (Agt1,041 — Zétzz+l,k)1/2 > 0. (1.43)

k=1

q
Notons que ag+1,q+1 — Z €3+1,k > 0 car L existe : il est indispensable d’avoir d’abord montré 1’existence de L

k=1
pour pouvoir exhiber le coefficient £g41,¢+1.

On procede de la méme maniére pour s =g+ 2,...,n;ona:
q+1 q
Qi q+1 = Z&,Mqﬂ,k = Z&,Mqﬂ,k + liq+18q+1,q9+1
k=1 k=1
et donc

q
1
ligrr = (g =) linborik | (1.44)

1,q+1
1 q+1,q+

On calcule ainsi toutes les colonnes de L. On a donc montré que L est unique par un moyen constructif de calcul de
L.

Remarque 1.22 (Choleski et LU.). Considérons une matrice A symétrique définie positive. Alors une matrice P
de permutation dans le théoréeme[[ Z1|possible n’est autre que I'identité. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer
qu’une fois qu’on s’est donné la bijection t = Id dans I’algorithme[I .17 celle-ci n’est jamais modifiée et donc on
a P = Id. Les théorémes d’existence et d’unicité[[ I et[I. 21l nous permettent alors de remarquer que A = LU =
LL* avec L = L\/D, oit D est la matrice diagonale extraite de U, et \/D désigne la matrice dont les coefficients
sont les racines carrées des coefficients de D (qui sont tous positifs). Voir a ce sujet 'exercice28 page 48

La décomposition LU permet de caractériser les matrices symétriques définies positives.
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Proposition 1.23 (Caractérisation des matrices symétriques définies positives par la décomposition LU). Soit A
une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation, c’est-a-dire qu’on suppose qu’il existe
L triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1, et U triangulaire supérieure telle que A = LU.
Alors A est symérique définie positive si et seulement si tous les pivots (c¢’est-a-dire les coefficients diagonaux de
la matrice U) sont strictement positifs.

DEMONSTRATION —  Soit A une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation. Si A est symé-
trique définie positive, le théoreme [[.21] de décomposition de Choleski donne immédiatement le résultat.
Montrons maintenant la réciproque : supposons que A = LU avec tous les pivots strictement positifs. On a donc A = LU,
et U est inversible car ¢’est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont strictement positifs.
Donc A est aussi inversible, et la décomposition LU est donc unique, par le théoréme [[.19] de décomposition LU d’une
matrice inversible. On a donc A = LU = LDL* ot D est la matrice diagonale dont la diagonale est celle de U, et L est
la matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1 définie par L! = D~1U. On a donc aussi par
symétrie de A

A'=LDL'=A=LU
et par unicité de la décomposition LU, on en déduit que L = L et DL = U, ce qui entraine que A = LDL! = CC*
avec C' = Lv/D. On a donc pour tout x € R™, Az - & = CC'z - & = ||Cz|* et donc que A est symétrique définie
positive. (]

Attention : la proposition précédente est fausse si la décomposition est avec permutation, méditer pour s’en

convaincre ’exemple A = [(1) (1)}

Remarque 1.24 (Pivot partiel et Choleski.). Considérons une matrice A symétrique définie positive. On a vu dans
le théoréme qu’on n’a pas besoin de permutation pour obtenir la décomposition LL* d’une matrice symétrigue
définie positive. Par contre, on utilise malgré tout la technique de pivot partiel pour minimiser les erreurs d’arrondi.
On peut illustrer cette raison par l’exemple suivant :

—10™ 1
=

A titre d’illustration, pourn = 12 en FORTRAN (double précision), on obtient la bonne solution, c.a.d. (—1,1),
avec le programme gausslupivot donné plus haut, alors que le programme sans pivot gauss1udonne comme
solution (0, 1).

Calcul du coiit de la méthode de Choleski

Calcul du coiit de calcul de la matrice L Dans le procédé de calcul de L exposé ci-dessus, le nombre d’opé-
rations pour calculer la premiere colonne est n. Calculons, pour p = 0,...,n — 1, le nombre d’opérations pour
calculer la (p + 1)-iéme colonne : pour la colonne (p + 1), le nombre d’opérations par ligne est 2p + 1, car le
calcul de £,41 41 par la formule nécessite p multiplications, p soustractions et une extraction de racine,
soit 2p + 1 opérations; le calcul de ¢; ;1 par la formule nécessite p multiplications, p soustractions et une
division, soit encore 2p + 1 opérations. Comme les calculs se font des lignes p+ 1 a n (car £; ,41 = 0 pouri < p),
le nombre d’opérations pour calculer la (p+ 1)-ieéme colonne est donc (2p+1)(n— p). On en déduit que le nombre
d’opérations N1, nécessaires au calcul de L est :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
N, = Z(?p—i—l)(n—p):2n2p—22p2+n21—zp
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0

n(n —1) 2 = 2
=(@2n-1)=——F—=+n -2> p
p=0
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n—1
(On rappelle que 2 Z p =n(n —1).) Il reste a calculer C,, = ZZ:O p?, en remarquant par exemple que
p=0
S +p)? Zl—l—p +3p*+3p= Zl—i—Zp —|—3Zp —|—3Zp
p=0

n+1

*Zp *Zp +( n+1

On a donc 3C,, + 3% +n+1=(n+1)3 d ol on déduit que

nin+1)(2n+ 1)

Cp =
6
On a donc : )
Np =(2n—1)@—20n—1+n2
2n% +3n+1 nd n? n 3 9
=n|——— | =+ +=-=—+0"n).
( 6 ) g Tg g3 o)

Coiit de la résolution d’un systéme linéaire par la méthode LL? Nous pouvons maintenant calculer le cofit
(en termes de nombre d’opérations élémentaires) nécessaire a la résolution de par la méthode de Choleski
pour A € M,,(IR) symétrique définie positive. On a besoin de Ny, opérations pour le calcul de L, auquel il faut
rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les étapes de descente et remontée. Le calcul de y solution de
Ly = b s’effectue en résolvant le systeme :

011 0 Y1 by
én,l v én,l Yn bn
. by o
Pour la ligne 1, le calcul y; = 7 s’effectue en une opération.
1,1
Pour les lignes p = 2 an, le calcul y, = (bp - Zf:—ll éiypyi) /4y p s effectue en (p—1) (multiplications) +(p —2)
(additions) +1 soustraction +1 (division) = 2p — 1 opérations. Le calcul de y (descente) s’effectue donc en
Ny =30 2p-1) =nn+1)-n= n?. On peut calculer de maniére similaire le nombre d’opérations
nécessaires pour I’étape de remontée No = n?. Le nombre total d’opérations pour calculer 2 solution de (L) par

la méthode de Choleski est No = Ny, + N1+ No = %3 + "72 +5+ 2n? = %3 + % + & . Létape la plus coliteuse
est donc la factorisation de A.

Remarque 1.25 (Décomposition LDL?). Dans les programmes informatiques, on préfére implanter la varlante
suivante de la décomposition de Choleski : A = LDL oii D est la matrice diagonale définie par di; = fz o Lii =

LD, oit D est la matrice diagonale définie par di; = {; ;. Cette décomposition a I’avantage de ne pas faire
intervenir le calcul de racines carrées, qui est une opération plus compliquée que les opérations “élémentaires”
(X, +, =)

1.3.4 Quelques propriétés

Comparaison Gauss/Choleski

Soit A € M, (IR) inversible, la résolution de (L) par la méthode de Gauss demande 2n3/3 + 0(n?) opérations
(exercice). Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive, la méthode de Choleski est donc environ deux
fois moins chere.
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Et la méthode de Cramer ?

Soit A € M,,(IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour la résolution de (I.I) consiste a calculer
les composantes de x par les formules :
- det(AZ)

T, =—=,1=1

det(A)’

geeey

olt A; est la matrice carrée d’ordre n obtenue a partir de A en remplacant la i-€me colonne de A par le vecteur b,
et det(A) désigne le déterminant de A.

Le calcul du déterminant d’une matrice carrée d’ordre n en utilisant les formules “usuelles” (c’est-a-dire en dé-
veloppant par rapport a une ligne ou une colonne) nécessite au moins n! opérations (voir cours L1-L2, ou livres
d’algebre linéaire proposés en avant-propos). Par exemple, pour n = 10, la méthode de Gauss nécessite environ
700 opérations, la méthode de Choleski environ 350 et la méthode de Cramer (avec les formules usuelles de calcul
du déterminant) plus de 4 000 000. ... Cette dernieére méthode est donc a proscrire.

Conservation du profil de A

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de la résolution de systemes linéaires issus de la discrétisationd
de problemes réels, la matrice A € M,,(IR) est “creuse”, au sens ol un grand nombre de ses coefficients sont nuls.
Il est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économie de mémoire de connaitre le “profil” de la matrice, donné
dans le cas ol la matrice est symétrique, par les indices j; = min{j € {1,...,n} tels que a; ; # 0}. Le profil de
la matrice est donc déterminé par les diagonales contenant des coefficients non nuls qui sont les plus éloignées de
la diagonale principale. Dans le cas d’une matrice creuse, il est avantageux de faire un stockage “profil” de A, en
stockant, pour chaque ligne 7 la valeur de j; et des coefficients a; i, pour k = ¢ — j;, ..., 4, ce qui peut permettre
un large gain de place mémoire.

Une propriété intéressante de la méthode de Choleski est de conserver le profil. On peut montrer (en reprenant les
calculs effectués dans la deuxiéme partie de la démonstration du théoreme[I.2Z1) que ¢; ; = 0'si j < j;. Donc si on
a adopté un stockage “profil” de A, on peut utiliser le méme stockage pour L.

Matrices non symétriques

Soit A € M, (IR) inversible. On ne suppose plus ici que A est symétrique. On cherche a calculer z € R"
solution de (L) par la méthode de Choleski. Ceci est possible en remarquant que : Ax = b < A'Ax = A’ car
det(A) = det(A?) # 0. Il ne reste alors plus qu’a vérifier que A* A est symétrique définie positive. Remarquons
d’abord que pour toute matrice A € M, (IR), la matrice AA? est symétrique. Pour cela on utilise le fait que
si B € M,(IR), alors B est symétrique si et seulement si Bx -y = x - By et Bx -y = z - By pour tout
(x,y) € (IR™)2. En prenant B = A'A, on en déduit que A’ A est symétrique. De plus, comme A est inversible,
AtAx -2 = Az - Az = |Ax|?> > 0si z # 0. La matrice A’ A est donc bien symétrique définie positive.

La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique consiste donc a calculer A*A et A’b, puis a
résoudre le systeme linéaire A’ A - 2 = A*D par la méthode de Choleski “symétrique”.

Cette maniere de faire est plutdt moins efficace que la décomposition LU puisque le cofit de la décomposition LU
est de 2n3/3 alors que la méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique nécessite au moins 4n3 /3
opérations (voir exercice23).

Systemes linéaires non carrés

On considere ici des matrices qui ne sont plus carrées. On désigne par M s ,, (IR) I’ensemble des matrices réelles
a M lignes et n colonnes. Pour A € My ,(IR), M >netb e R™M, on cherche z € R tel que

Ax =b. (1.45)

6. On appelle discrétisation le fait de se ramener d’un probléme ou I’inconnue est une fonction en un probléme ayant un nombre fini
d’inconnues scalaires.
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Ce systeme contient plus d’équations que d’inconnues et n’admet donc en général pas de solution. On cherche
xz € R"™ qui vérifie le syteme (L43) “au mieux”. On introduit pour cela une fonction f définie de IR"™ dans IR par:

f((E) = |A‘T - b|27

ol |z| = v/x - = désigne la norme euclidienne sur IR". La fonction f ainsi définie est évidemment positive, et s’il
existe  qui annule f, alors x est solution du systéme (I.43). Comme on I’a dit, un tel x n’existe pas forcément,
et on cherche alors un vecteur = qui vérifie (L43) “au mieux”, au sens ou f(x) soit le plus proche de 0. On
cherche donc z € IR"™ satisfaisant en minimisant f, c.a.d. en cherchant z € IR" solution du probléme
d’optimisation :

flz) < fly) Yy e R" (1.46)

On peut réécrire f sous la forme : f(z) = A*Ax -2 — 2b- Az + b - b. On montrera au chapitre III que s’il existe
une solution au probleme (1.46), elle est donnée par la résolution du systéme linéaire suivant :

AAlgz = A'b € R™, (1.47)

qu’on appelle équations normales du probleme de minimisation. La résolution approchée du probleme (L.45)) par
cette procédure est appelée méthode des moindres carrés . La matrice AA? étant symétrique, on peut alors employer
la méthode de Choleski pour la résolution du systeme (L.47).

1.3.5 Exercices (méthodes directes)
Exercice 16 (Vrai ou faux ?). Corrigé en pageld9

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. La matrice E ﬂ admet une décomposition de Choleski.

1 -2 0
2. Lamatrice B= |1 —1 0] estsymétrique définie positive.
0 0 3

3. La matrice B ci-dessus admet une décomposition LU .

4. La matrice B _31] s’écrit CtC.
1

1

5. La matrice A = { 0 9

é] admet une décomposition de Choleski A = C*C avec C' = [_1 _1} _

6. Soit A — (1) (1) (a) La matrice AA? admet une décomposition de Choleski.
’ - 11 (b) La matrice A*A admet une décomposition de Choleski.

Exercice 17 (Elimination de Gauss).

On cherche la solution du systeme linéaire Ax = b avec

10 6 2 6
8 0 —2 —2 2
A=l2 9 1 3| 0= |5
2 1 -3 10 4

1. Pourquoi la méthode de Gauss sans permutation ne fonctionne pas pour résoudre ce systeme linéaire ?
2. Donner une permutation de lignes de A permettant d’utiliser ensuite la méthode de Gauss.

3. Donner la solution de ce systeme linéaire. (NB : La solution prend ses valeurs dans Z .. .)
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Exercice 18 (LU).  Corrigé en page[5Q

1 0 0 1
c . . 0 2 01
1. Donner la décomposition LU de la matrice A = 00 1 11"
12 10
1 00
2. Montrer que la matrice A = [0 0 1| vérifie PA = LU avec P une matrice de permutation, L triangu-
010
laire inférieure et U triangulaire supérieure a déterminer.
210
3. Calculer la décomposition LU de la matrice {1 2 1
0 1 2

Exercice 19 (Décomposition LU et mineurs principaux).
Soit n > 1. On considere la matrice A de M,,(IR) dont les coefficients sont :

—1sit > j,
1sii=j,
1sij=n,
0 sinon.

Qi =

1. Montrer que detA = 2", [On pourra par exemple raisonner par récurrence et remarquer que detA = detB
ol B est obtenue en ajoutant, pour tout ¢ € {2,...,n}, la premiere ligne de A a la i-ieme ligne de A, ce qui
correspond a la premiere étape de I’algorithme de décomposition LU .]

2. Montrer que A admet une décomposition LU sans permutation et calculer les coefficients diagonaux de la
matrice U.

Exercice 20 (Conservation du profil). On considere des matrices A et B € M4(IR) de la forme suivante, oll x en
position (i, j) de la matrice signifie que le coefficient a; ; est non nul et 0 en position (i, j) de la matrice signifie
que a;,; = O)

X X X X x x x 0
x x x 0 x x 0 x
A= 0 x x 0 et B = 0 x x x
0 0 x x 0 x x x

Pour chacune de ces matrices, quels sont les coefficients nuls (notés 0 dans les matrices) qui resteront nécessaire-
ment nuls dans les matrices L et U de la factorisation LU sans permutation (si elle existe) ?

Exercice 21 (Une méthode directe particuliere).
Soitn > 1, A € M,(IR), B € IR" (on rappelle que IR"™ est identifié¢ a M,, ;1 (IR)), C € My , et D € R. On note
A la matrice appartenant 2 M,, 1 (IR) définie (par blocs) par :

s

On suppose que la matrice A est inversible.
On note x g le vecteur de IR" tel que Azp = B.

1. Montrer que A est inversible si et seulement si D — Czg # 0.

2. On suppose maintenant que A est inversible. Soit b € IR" et ¢ € R..
On note x;, le vecteur de IR™ tel que Axy, = b.
c— Cuxyp

—— ety =1x, — 2TpB.
D—Crp Yy b B

Montrer que la solution de Az = [ZC)] est donnée par z = {Z} avec z =
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Exercice 22 (Matrices définies positives et décomposition LU). On rappelle que les mineurs principaux d’une
matrice A € M,,(IR), sont les déterminants A, des matrices A, = A(1 : p, 1 : p) extraites de la matrice A.

1. Montrer qu’une matrice symétrique définie positive a tous ses mineurs pricipaux strictement positifs.
2. En déduire que toute matrice symétrique définie positive admet une décomposition LU.

Exercice 23 (Sur la méthode LL?). Corrigé détaillé en page[57

Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive et pleine. On cherche a résoudre le systéme
A%z =1b.
On propose deux méthodes de résolution de ce systéme :

1. Calculer A2, effectuer la décomposition LL* de A2, résoudre le syst¢eme LL'z = b.

2. Calculer la décomposition LL! de A, résoudre les systemes LL'y = bet LL!x = 4.

Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des deux méthodes et comparer.

Exercice 24 (Décomposition LU d’une matrice & parametres). Corrigé en page
Soient a, b, c et d des nombres réels. On considere la matrice suivante :

A:

Q2 2 2
St o 2
a0 oQ
QO T

Appliquer I’algorithme d’élimination de Gauss & A pour obtenir sa décomposition LU (si elle existe).
Donner les conditions sur a, b, ¢ et d pour que la matrice A soit inversible.

Exercice 25 (Echelonnement et factorisation LU et LDU). Corrigé en page[50
Echelonner les matrices suivantes (c.a.d. appliquer I’algorithme de Gauss), et lorsqu’elle existe, donner leur dé-
composition LU et LDU

2 -1 4 0 1. 2. 1. 2.
4 -1 5 1 -1. —-1. 0. -2
A= -2 2 =2 3| B= 1. 2. 2. 3.
0 3 -9 4 -1. —-1. 1. O

Exercice 26 (Décomposition de Choleski d’une matrice particuliere). Corrigé en page
Soit n € IN \ {0}. On considere la matrice A,, carrée d’ordre n dont les coefficients sont donnés par (A, ); ; :
min(i, j), et qui s’écrit donc :

1 1 --- 1
1 2 ... )
A, =
o n—1 n-—1
1 2 n—1 n

1. Ecrire et échelonner les matrices As et As. Montrer que Ay et As sont des matrices symétriques définies
positives et donner leur décomposition de Choleski.

2. En déduire la décomposition de Choleski de la matrice A,,.

Exercice 27 (Matrices non inversibles et décomposition LU).  Corrigé en page[33]

1. Matrices 2 x 2

(a) Soit A = [all al?} On suppose que a1 # 0.
21 Qa22

i. Echelonner la matrice A et en déduire qu’il existe une matrice L triangulaire inférieure dont les
coefficients diagonaux sont égaux a 1, et une matrice U triangulaire supérieure telles que A = LU.
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ii. Montrer que L et U sont uniques.

iii. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de A pour que la matrice U soit
inversible.

0 1 L . .

0 J . Trouver deux matrices L et Lo distinctes, toutes deux triangulaires
inférieures et dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1, et des matrices Uy et Uy triangulaires
supérieures avec A = L1U; = LyUs.

2. Matrices 3 x 3

(b) On pose maintenant A = {

1. 2. 3.
(a) Echelonner la matrice A = | 5. 7. 9. | .eten déduire que la matrice A peut se décomposer en
12. 15. 18.

A = LU ou L est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1, et
U est une matrice triangulaire supérieure.

a1l a2

(b) Soit A = |a21 a2z aos|.Montrer que si aj; # 0 et que la matrice a u
21 (22

azip azz2 as3
il existe un unique couple de matrices (L, U) tel que A = LU, ou L est triangulaire inférieure dont les

ail aiz ai13
{ ] est inversible, alors

coefficients diagonaux sont égaux a 1, et une matrice U triangulaire supérieure.
3. Matrices n X n.

(a) Généraliser le résultat de la question précédente a une matrice de dimension n : donner le résultat
espéré sous forme de théoreme et le démontrer.

(b) Soit maintenant A une matrice de dimensions 7 x n. . Montrer qu’il existe une matrice de permutation
P et des matrices L triangulaire inférieure et de coefficients diagonaux égaux a 1, et U triangulaire
supérieure, telles que PA = LU. (On pourra commencer par le cas ou est de rang égal an — 1.)

Exercice 28 (Décomposition LL! “pratique” ). Corrigé en page[33]

1. Soit A une matrice symétrique définie positive. Montrer que la décomposition de Choleski LL de la matrice A
est obtenue a partir de sa décomposition LU en posant L = Lv/D ot D est la matrice diagonale extraite de U.
(Voir remarque[1.22])

2 -1 0 0
-1 2 -1 0

0o -1 2 -1

o 0 -1 2
2. Que deviennent les coefficients nuls dans la décomposition LL? ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours
qui est ainsi vérifiée ?

En déduire la décomposition L L? de la matrice particuliere A =

Exercice 29 (Décomposition LDL! et LLY). Corrigé en page[38]

. 2 1
1. Soit A = ( 10 )

Calculer la décomposition LDL* de A. Existe-t-il une décomposition LL! de A ?

2. Montrer que toute matrice de M, (IR) symétrique définie positive admet une décomposition LDL?.

3. Ecrire Ialgorithme de décomposition L DL?. La matrice A = < 1 0

0 1 ) admet-elle une décomposition LDL! ?

Exercice 30 (Décomposition L L! d’une matrice tridiagonale symétrique). Corrigé en pagel60l
Soit A € M,,(IR) symétrique définie positive et tridiagonale (i.e. a; ; = 0sii —j > 1).
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1. Montrer que A admet une décomposition LL?, ot L est de la forme

a1 0 0
[’32 Qo 0 0
L= o . . ...0

2. Donner un algorithme de calcul des coefficients o; et f3;, en fonction des coefficients a; ;, et calculer le
nombre d’opérations élementaires nécessaires dans ce cas.

3. En déduire la décomposition L L de la matrice :
1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
-1 2 -1 0

A= 0
o o0 -1 2 -1
0

4. L’inverse d’une matrice inversible tridiagonale est elle tridiagonale ?

Exercice 31 (Choleski pour matrice bande). Suggestions en page[d9] corrigé en page[6]]

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive.

1. On suppose ici que A est tridiagonale. Estimer le nombre d’opérations de la factorisation LL! dans ce cas.

2. Méme question si A est une matrice bande (c’est-a-dire p diagonales non nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d’opérations nécessaires pour la discrétisation de I’équation —u”" = f vue
page[T1l Méme question pour la discrétisation de I’équation —Awu = f présentée page[13]

Exercice 32 (Calcul d’une factorisation de Choleski).
Calculer la factorisation de Choleski de la matrice suivante :

4 4 2 0
4 5 00
A= 2 0 6 1
0 01 2

1.3.6 Suggestions
Exercice 31| page

2. Soit g le nombre de sur- ou sous-diagonales (p = 2¢ + 1). Compter le nombre ¢, d’opérations nécessaires
pour le calcul des colonnes 1 a g et n — g + 1 a n, puis le nombre d,, d’opérations nécessaires pour le calcul des
colonnes n = ¢ + 1 n — ¢. En déduire I’estimation sur le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de toutes
les colonnes, Z,(n), par :

n—q
2¢q < Zp(n)2¢q + Z Cn.-
n=q+1
1.3.7 Corrigés
Exercice[16] page [d3] (Vrai ou faux ?)

1. La matrice A est symétrique, sa trace est égale a 3 et son déterminant a 1, donc elle est s.d.p. et donc elle
admet une décomposition de Choleski.
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Autre argument, ses deux mineurs principaux sont strictement positifs.
Autre argument, A admet une décomposition LU avec 2 pivots strictement positifs

. La matrice B n’est pas symétrique.

. L’élimination de Gauss donne A = LU avec

1 0 0
L=|1 1 0] etU =
0 0 1

o O =

La matrice B ci-dessus admet une décomposition LU .
. Non car elle n’est pas symétrique.
-1 -1

admet une décomposition de Choleski A = C*C avec C = 0 _92

. La matrice A = } . Non la

11
15
décomposition de Choleski fait apparaitre des termes positifs sur la diagonale. Elle s’écrit

bl o)

(a) FAUX. La matrice est d’ordre 3, mais de rang au plus 2, donc elle n’est pas inversible.
(b) VRAIL A*A = E ﬂ qui est symétrique définie positive (trace et déterminants strictement positifs, par

exemple).

Exercice[18 page [46] (Décomposition LU)

1. L’échelonnement donne

10 0 O 1 0 0 1
0 1 0. O 0 2 0 1
E=1loo 1 0[%V= |0 01 1
11 1 1. 0 0 0 -3
2. La matrice A est une matrice de permutation (des lignes 2 et 3). Doncona P = Aet PA = 1d = LU avec
L=U=1Id.
210
3. Calculer la décomposition LU de la matrice {1 2 1| L’échelonnement donne
0 1 2
1 0 0 2 1 0
L=|3 1 0| eeU=1{0 3 1
0 21 00 2

Exercice 23| page [47] (Décomposition LU)

Pour la premiere matrice, on donne le détail de 1’élimination de Gauss sur cette matrice, et on montre ainsi qu’on
peut stocker les multiplicateurs qu’on utilise au fur et a mesure dans la matrice L pour chaque étape k.

Etape k =1
2 -1 4
4 -1 5
_ A1)
A=A = -2 2 =2
0 3 -9
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ol \; <= A; — a); veut dire qu’on a soustrait « fois la ligne j a la ligne 7. On a donc, sous forme matricielle,

1 0 0 0
(@) — )40 m_|=2 100
A = EYWAY avec BV = 101 0
0 0 0 1
1.0 0 0 1 0 0 O
21 0 O 2 1 0 0
— A — (E(WY-14(2) Hy-1 = =
Notons que A = A (EW)~1AE) avec (EW) 101 o et donc L L x 10
|10 0 0 1 x x x 1
Etape & = 2 )
2 -1 4 0 2 -1 4 0 1 0 0 0
0o 1 -3 1 -~ 1 -3 1 0O 1 00
(2) — Az<Az—A — AB) = B2) 42 (2) —
A 0 1 2 3N |o o 5 o TATSETATaveck 0 -1 1 0
0 3 -9 4 0 0 0 1] 0 -3 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O
01 00 21 00
(2) = (E(2))~1 403) 2)H)-1 — =
Notons que A (EP)~LAB) avec (E?)) 011 0 et donc L 111 ol
0 3 0 1 0 3 0 1

Et la vie est belle... car A(®) est déja triangulaire supérieure, avec tous les coefficients diagonaux non nuls (ce qui
prouve A est inversible). On n’a donc pas besoin d’étape 4 :

2 -1 4 0
a0 1 =31
U=4 0 0 5 2

0 0 0 1

On a également U = A®) = G EMW A, soit encore A = (EM)~1(E®)~1U = LU avec

1 0 0 0

_ _ 2 1 0 0
L:(E(l)) 1(E(2)) 1_ 111 o
0 3 0 1

On peut vérifier par le calcul qu’on a bien A = LU. Une fois que le mécanisme d’élimination est bien compris, il
est inutile de calculer les matrices £*) : on peut directement stocker les multiplicateurs de Iélimination de Gauss
dans la matrice L. C’est ce quon va faire pour la prochaine matrice.

Pour la troisieme matrice, le méme type de raisonnement donne donc :
1. 0. 0. O 1. 2. 1. 2

—1.
1. U=

—1.

0.
L= 1.
1.

=e e

0. 0.
1. 0.
1. 1.

eee

1.
0.
0

O = =

Exercice 24 page[d7] (Sur la méthode LL?)

Appliquons I’algorithme de Gauss ; la premiere étape de I’élimination consiste a retrancher la premiere ligne a
toutes les autres, c.a.d. a multiplier A a gauche par F, avec

10 0 0
-1 1 0 0
Br=1 101 0
-1 0 0 1
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On obtient :
a a a a
0 b—a b—a b—a
ErA= 0 b—a c—a c—a
0 b—a c—a d—a
La deuxiéme étape consiste a multiplier A a gauche par Fs, avec
1 0 0 0
0 1 00
E2==1¢9 _1 1 0
0 -1 0 1
On obtient :
a a a a
0 b—a b—a b—a
ErBrA= 0 0 c—b c—b
0 0 c—b d—-b

Enfin, la troisiéme étape consiste & multiplier A a gauche par E3, avec

1 0 0 0
0 1 0 0
EBs=1090 10
0 0 -1 1
On obtient :
a a a a
0 b—a b—a b—a
EsEaFnA = 0 0 c—b c—b
0 0 0 d—c

On A = LU avec L = (E3ExEy)™! = (E1)"Y(E2) 1 (E3)~!; les matrices (E1) ™1, (Ea2)~! et (E3)~! sont
faciles a calculer : la multiplication 4 gauche par (E1) ™! consiste & ajouter la premiére ligne a toutes les suivantes ;
on calcule de la méme fagon (E2) ! et (E3)~!. On obtient :

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
L 1100 L o100 4 o100
1 0 0 1 01 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 a a a a
1 1 0 0 0 b—a b—a b—a
etdonc L = 111 0 etU = 0 0 c—b c—b
1 1 1 1 0 0 0 d—c

La matrice L est inversible car produit de matrices élémentaires, et la matrice A est donc inversible si et seulement
si la matrice U I’est. Or U est une matrice triangulaire qui est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux
sont non nuls, c.a.d. a # 0,b # cet ¢ # d.

Exercice[26] page [d7] (Décomposition de Choleski d’une matrice particuliére)

1. Echelonnons la matrice A :

1
—
2:| fz (—fz —él

52
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La matrice A, est symétrique, et les pivots dans I’élimination de Gauss sont tous positifs. La matrice A, est
donc symétrique définie positive. On en déduit la décomposition LU et et la décomposition Choleski de As :

Loy = |} (1):| et Ay = LoUy = CQC; avec Cy = Lo.

Echelonnons maintenant la matrice As :

11 1 11 1 111
As=11 2 2| — o1 1] — |o 1 1]|=U
12 3| 25270 lo 1 2|%% %o 0 1

La matrice A3 est symétrique, et les pivots dans I’élimination de Gauss sont tous positifs. La matrice A3 est
donc symétrique définie positive. On en déduit les décompositions LU et Choleski de As :

U3 = Lg = 03 et Ag = L3U3 = 0503

1 1
2. Posons C), = O . = (C;,5) avec C; j = 1si j > iet C; ; = 0 sinon. On vérifie que
0 . 0 1
. n min(7,5) o
(C'C)iy = ; LiChj = ]; Cr,iCrj = min(i, j) = A

=1

D’ou le résultat.

Exercice[27 page[d7] (Matrices non inversibles et décomposition LU )

1. Matrices 2 x 2

(a) i. Comme a;; # 0, I’échelonnement de la matrice s’écrit matriciellement EA = U avec

1 0] -~
E_[_az_,l ]etU_[al"l 2

2,1
a11 1 O CLQ_]Q a1’1a172

La matrice E est clairement inversible et son inverse L est triangulaire inférieure avec des coeffi-
cients diagonaux tous égaux a 1; onadonc A = LU.

ii. Supposons que A = LU avec L triangulaire inférieure et de coefficients diagonaux égaux a 1,
et U triangulaire supérieure. Alors ¢1(A4) = ¢1(U), ce qui détermine entierement la premiére
ligne de U. Et ¢1(A) = a1,1¢1(L) ce qui donne {21 = %, et la matrice L est ainsi également
completement déterminée. La matrice L étant inversible,ona U = L1 4 qui est donc elle aussi
compleétement (et uniquement) déterminée.

iii. Pour que la matrice U soit inversible. il faut et il suffit que az2 — Zf—'iam # 0, ce qui est vérifié
si A est inversible.

(b) Si A = 1}, on cherche donc des matrices I, = B 0

~ 0 1
0 1 1] tU=1y g
a donc une infinité de matrices qui conviennent. On peut prendre par exemple & = 0, § = 1 ce qui

donne :
~ 1 0 ~ 0 1
Ll_[o 1} etUl_{o 1]’

}aveca—i—B:l.On
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puisa = 1, 8 = 0 ce qui donne :

~ 1 0 ~ 0 1
L2 = |:1 1:| et UQ = |:0 0:| .
2. Matrices 3 x 3

(a) L’échelonnement de la matrice A sécrit matriciellement A = LU , avec

[t 00 [t 2 3
L=1|5 1 0|etU=[0 -3 —6
12 3 1 0 0 0

ai;p a2
az1 Q22
matrices L triangulaire inférieure et de coefficients diagonaux égaux a 1, et U triangulaire supérieure
telles que M = LU (noter qu’il n’y a pas besoin de permutation car on a supposé a11 # 0 ). Cherchons

alors L et U sous la forme
~ L 0 ~ u Vv
L_[K 1} etU‘{o a]’

(b) Comme a1 # 0 et comme la matrice M = } est inversible, on en déduit qu’il existe des

ol K est une matrice 1 x (n — 1), V une matrice (n — 1) x 1 et @ € IR. En faisant le produit LU par
blocs, on obtient donc :

M =LU
a
LV=pB= "%
a2.3
KU=C= [ag)l a372}
KV +4+a= as,2
Comme L et U sont inversibles, on en déduit que si 'on prend V' = LT'BK =CU leta =
as,2 — KV, on obtient les matrices L et U souhaitées.
3. Matrices n X n.
(a) La généralisation du résultat de la question précédente s’énonce de la maniere suivante :

Théoreme 1.26. Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que toutes les sous-matrices de la forme

a1 .- 0 ai,p

») az 1 0 az.p
AP = | | ) ) | ,avecp=1,....,n—1

ap1 .- 0 apy

sont inversibles. Alors il existe un unique couple de matrices (L,U) avec L triangulaire inférieure et
de coefficients diagonaux égaux a 1, et U triangulaire supérieure, telles que A = LU.

La démonstration de ce théoreme se fait par récurrence ; on sait que le résultat est vrai pour n = 2 et
3, on suppose qu’il est vrai au rang n et on le démontre au rang n + 1. Aurang n + 1, on sait que la
matrice A™) admet une décomposition LU, par hypothese de récurrence. On a donc A = LU, ot
L et U sont des matrices n X n. Comme dans le cas n = 3, on cherche alors L et U sous la forme

= L 0 ~ u v
A R ELE M
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ou K est une matrice 1 X n, V' une matrice n X 1 et « € IR. En faisant le produit LU par blocs, on
obtient donc :

M=LU
ain+1
LV =B =
Gn n+1
KU=C = [ant11 --- Gnyin]

KV +a=ant1n.
Comme L et U sont inversibles, on en déduit que si I’on prend V' = LT'BK =CU leta =
an+1,n» — KV, on obtient les matrices L et U souhaitées, qui sont donc déterminées de manicre unique.

(b) Si la matrice est de rang n — 1, il y a au plus une ligne de 0 dans la forme échelonnée de A.. On en
déduit que I’échelonnement de la matrice A peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

U=E, 2P, 2B, 3P, 3...B2P2E1PIA,

ou les E; sont des matrices d’élimination et les P; des matrices de permutation. Le méme raisonne-
ment que dans la démonstration de 1’existence du théoréme permet alors de montrer que U = EPA,
ol E est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et P =
P,_1P,_o... P, P est une matrice de permutation.

Si la matrice est de rang n — k, alors 1’élimination produira k lignes a la fin de la forme échelonnée de
la matrice, et I’échelonnement de la matrice A peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

U=En k-1Poj—1... BaPoE1 P A,

On en déduit le résultat annoncé.

Exercice[28 page 8] (Décomposition LL* “pratique” )

1. Ecrivons I’élimination de Gauss sur cette matrice, en stockant les multiplicateurs qu’on utilise au fur et a mesure
dans la matrice E®) pour chaque étape k.

Etape k =1
2 -1 4 0 2 -1 4 0
S TO N B P P s bo=3 I e
A=AT=19 o o glesmlo 1 2 3| =4
0 3 -9 4 0 3 -9 4

oll A\; <= \; — a\; veut dire qu’on a soustrait « fois la ligne j a la ligne 7. On a donc, sous forme matricielle,

1 0 0 O
-2 1 0 0
(2 — p() 41 1) —
AV = B\ AW avec BV = L 01 0
0O 0 0 1
1 0 0 O
— A0 — (EL)-14@) my-1-12 100
Notons que A = A = (EW)~1A®) avec (EW) ™! = 101 0
0 0 0 1

Etape k = 2
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2 -1 4 0 2 -1 4 0 1 0 0 O
0 1 -3 1 - 0 1 -3 1 0O 1 0 O
(2) — Az Az—A (2) o(2) (2) —
4 001 2 3laiuEnlo 0 5 2 = BE AT avec 0 -1 1 0
0O 3 -9 4 0 O 0 1 0 -3 0 1
1 0 0 O
Notons que A®) = (E®)~1AG) avec (F?))~1 = 8 1 (1) 8 .
0 3 0 1

Et la vie est belle... car A(®) est déja triangulaire supérieure, avec tous les coefficients diagonaux non nuls (ce qui
prouve A est inversible). On n’a donc pas besoin d’étape 4 :

2 -1 4 0
a0 1 =31
v=4 0 0 5 2

0 0 0 1

On a également U = A®) = E@)EMW A, soit encore A = (EM)~1(E®)~1U = LU avec

1 0 0 0

_ _ 2 1 0 0
L:(E(l)) 1(E(2)) 1_ 1110
0 3 0 1

2. Si A est une matrice symétrique définie positive, on sait par le théoreme[[. 19 et la remarque[I.22]qu’il existe une
unique décomposition LU : A = LU. Le theoreme-nous donne Iexistence (et I"unicité) de la décomposition
A = LL'. Soit D la matrice diagonale extraite de L, qui est strictement positive par construction de L ; on pose

L =LD . Onadonc A= LDDL'! = LU, avec U = D?L". La matrice D = D? est donc la dlagonale de la
matrice U. Par unicité de la décomposition LU, on a L=L,U=UetD = D,etdonc L=1LVD.

2 -1 0 0
-1 2 -1

o -1 2 -1
0O 0 -1 2
ment symétrique. Soit = = (a, b, ¢, d) € IR*. Calculons Az - x

Montrons maintenant que A = est s.d.p (symétrique définite positive). Elle est évidem-

2a — b

a
_|—a+2b—-c b
Az-z = —b+2c—d c
—c+2d d

Donc Az -z = 2a® —ab—ab+2b? —bc—be+2¢? — cd — cd+2d? = a® 4+ (a—b)? + (b—c)? + (c—d)? +d* > 0.
De plus Az -x =0ssia =b=c=d=0.Donc A est sdp.

On peut soit appliquer ici 1’algorithme de construction de la matrice donné dans la partie unicité de la preuve
du théoreme [[.21] d’existence et d’unicité de la décomposition de Choleski, soit procéder comme en 1, calculer la
décomposition LU habituelle, puis calculer la décomposition de A = LU, écrire A = LIt avec [ = L\/ﬁ, ou
v/Det D la matrice diagonale extraite de U/, comme décrit plus haut. Nous allons procéder selon le deuxieme choix,
qui est un peu plus rapide a écrire. (on utilise ici la notation L parce que les matrices L dans les décompositions
LU et LL! ne sont pas les mémes...)

Etape k =1

2 -1 0 0 2 -1 0 0
-1 2 -1 0 — 0 2 -1 0

—1 2 -1 ehetsvlg o2
0 0 -1 2 0 0 -1 2

A=AW =
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Etape & = 2
2 -1 0 0] 2 -1 0 0]
0 2 -1 0 — 0 2 -1 0
AR = 2 AseAg+2A 2 = A®
0 -1 2 —1|™"%"E210 0 3 -1
0 0 -1 2| 0 0 -1 2|
Etape k = 3
2 -1 0 0] 2 -1 0 0]
0 2 -1 0 — 0 2 -1 0
3) _ _ 4
AV =1y 3§ 4 g MMt g 0 S A
0 0 -1 2| o o0 0 3]

On vérifie alors qu’on a bien U = A® = DL oui L est la matrice inverse du produit des matrices élémentaires
utilisées pour transformer A en une matrice élémentaire (méme raisonnement qu’en 1), c.a.d.

1 0 0 0
! 0 0
- 2
L=10 -2 1 0
0 0 —% 1
On en déduit la décomposition A = LL! avec
V2 0 0 0
V2 /6
P
00 g

3. Que deviennent les coefficients nuls dans la décomposition LL? ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours
qui est ainsi vérifiée ?

Ils restent nuls : le profil est préservé, comme expliqué dans le cours page 17.

Exercice[23 paged7] (Sur la méthode LL?)
Calculons le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des méthodes :

1. Le calcul de chaque coefficient nécessite n multiplications et n — 1 additions, et la matrice comporte 1>
coefficients. Comme la matrice est symétrique, seuls n(n + 1)/2 coefficients doivent étre calculés. Le calcul

ot 2n—1 D :
de A2 nécessite nécessite donc % opérations élémentaires.

N

. 14 . . .- , . 3
Le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer la décomposition LL! de A2 nécessite T+ 5t
(cours).

o3

La résolution du systeme A%2x = b nécessite 2n? opérations (n? pour la descente, n? pour la remontée, voir
cours).

Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systétme A2z = b par la premiére méthode est
_ 3 2 3 .
donc w + o3 4 2= 2 4 O(n?) opérations.

. . e . 3 2 z . N
2. La décomposition LL! de A nécessite & + %5 + §, etlarésolution des systemes LL'y =bet LLiz = y
nécessite 4n? opérations. Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systéme A%z = b par
. L 3 2 3 L .
la deuxieme méthode est donc = + 9% +5=5+ O(n?) opérations.

Pour les valeurs de n assez grandes, il est donc avantageux de choisir la deuxieme méthode.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 57 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Exercice[29 page 48] (Décompositions LL! et LDL')

1 0 g7
Par identification, on obtient « = 2, § = —

l.OnposeL:(i )etD:(

ety = L

1
2 2

0 . . . .
), on obtient ¢? = —% ce qui est impossible dans
c

Lo o a
Si maintenant on essaye d’écrire A = LL! avec L. = ( b
R.

En fait, on peut remarquer qu’il est normal que A n’admette pas de décomposition LL!, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soit 2 = (z1,22)" € IR?, alors Az - & = 221 (1 + x2), et en prenant 2 = (1,—2)¢, on a

Az -2 < 0.
2.2. Reprenons en I’adaptant la démonstration du théoréme 1.3. On raisonne donc par récurrence sur la dimension.

1. Danslecasn = 1,ona A = (ay,1). On peut donc définir L = (¢11) ot #11 =1, D = (a11). d1,1 # 0, et
onabien A = LDL".

2. On suppose que, pour 1 < p < n, la décomposition A = LDL" s’obtient pour A € M, (IR) symétrique
définie positive ou négative, avec d; ; # 0 pour 1 < ¢ < n et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pour A € M,,1(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit donc A € M,,;1(IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écrire A sous la forme :

(1.48)

ot B € M,,(IR) est symétrique définie positive ou négative (calculer Ax - x avec z = (y,0)*, avecy € R"
pour le vérifier), a € IR"™ et € IR.

Par hypothése de récurrence, il existe une matrice M € M,,(IR) M = (m; ;)}';_; et une matrice diagonale
D = diag(dy 1,d2,2, - .., dn,n) dont les coefficients sont tous non nuls, telles que :

(a) m; ; = Osij>n1
(b) m;=1
(¢c) B=MDM:".

On va chercher L et D sous la forme :

, (1.49)
b 1

avecb € R", A € IR tels que LDL! = A. Pour déterminer b et \, calculons LDL! avec L et D de la forme
(1.49) et identifions avec A :

B 1 1
o [l Lo T

On cherche b € R™ et A € IR tels que LDL! = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

0 ‘ 1J {thMt ‘ thb+AJ

MDb=aeth'Db+ )= a.
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La matrice M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = [, 1= 1). Par hypothese
de récurrence, la matrice D est aussi inversible. La premiere égalité ci-dessus donne : b = D! M ~1a. On
calcule alors A = a — b* M ~'a. Remarquons qu’on a forcément \ # 0, car si A = 0,

[MDMt ‘ MDb'l
A=LDL'=

[thMt ‘ thbJ

qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche (z,y) € R™ x IR solution de

[MDMt MDb
{thMt thb
on se rend compte facilement que tous les couples de la forme (—M ~tby,y)?, y € IR, sont solutions. Le

noyau de la matrice n’est donc pas réduit 2 {0} et la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que
dp+1,n+1 7 0 ce qui termine la récurrence.

3. On reprend I’algorithme de décomposition LL! :

Soit A € M, (IR) symétrique définie positive ou négative; on vient de montrer qu’il existe une matrice L €
M, (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; = 0si j > ¢, £;; = 1, et une matrice D € M, (IR) diagonale
inversible, telles que et A = LDL!. On a donc :

ai; =Y linderlin, V(i,5) €{1,...,n}> (1.50)

1. Calculons la 1ere colonnede L ; pour j = 1,0ona:

a1, =dj1doncdi; =ag,

a1
az1 = 6271d171 donc 62_]1 = =
a 1,1
i,1
a;1 = 61'716171 donc 61‘11 = d n}
1,1

2. On suppose avoir calculé les n premiéres colonnes de L. On calcule la colonne (k+ 1) en prenant j = n+ 1

dans (1.42).

. 2
Pouri=n+1, apntint1 = E €1 1k k + dnt1,n41 donc

k=1
n
2
Antint1 = Gntintl — E Ci1 1k k- (1.51)
k=1
On procede de la méme maniere pourt =n+2,...,n;ona:
n+1
Qi nt+1 = § él kdk kﬂn-l-l k = § él kdk kén-i—l k + gz n+1dn+1 n+1€n+l n+1;
k=1 k=1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficients dj, ,, sont tous non nuls, on peut écrire :

- 1
lint1 = (ai,nﬂ - Zei,kdk,kznﬂ,k) — (1.52)

b—1 n+1,n+1
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Exercice[30| page 48] (Décomposition L L’ d’une matrice tridiagonale symétrique)

1. Comme A est une matrice symétrique définie positive, le théoréme de décomposition de Choleski vu en
cours s’applique, et il existe donc une unique matrice L € M,,(IR), L = (¢;, J)f j=1- telle que :
(a) L esttriangulaire inférieure (c’est-a—dire £; ; = 0si j > 1),
(b) ¥¢;;>0,pourtouti € {1,...,n},
(0 A=LL
I1 nous reste a montrer que ¢; ; = 0 si j < ¢ — 1. Reprenons pour cela le calcul des coefficients ¢; ; vu en
cours.Ona:
8171 = \/m (al,l > 0 car fl,l existe ),

a1

a1 = f£2101,1 donc lp 1 = ——— = (3o,
01
K3

Yl _ 0 vie{3,...,n).
li1

i1 = fi,lél,l donc éi,l =

Supposons que les colonnes p = 1 4 n soient telles que ¢; , = 0si ¢ > p + 1, et montrons que c’est encore
vrai pour la colonnen + 1. On a

n
1 .
liny1 = | Giny1 — E Ciglny1k | 77—, pouri=n+2,...,n.
b—1 én-l—l,n-i—l

Or, pouri > n + 1, 0na a; ,+1 = 0 par hypotheése sur A4, et ¢, , = 0 pour k = 1,...,n par hypothese de
récurrence. On en déduit que ¢; ,,+1 = 0 pour ¢ > n + 1. La matrice L est donc bien de la forme

a1 0 0
[’32 a9 O O
L= 0o . . ... 0

2. L’algorithme de calcul des coefficients ¢; ; a été vu en cours, il suffit de I’adapter ici au cas tridiagonal. On
obtient :

Premiére colonne

Q1 = /011,

a1
fo = ——.
aq
Nombre d’opérations : 1 racine carrée, 1 division.
Colonnes2an — 1

Pour:=1,...,.n—2,

_ 2 \1/2
AUp41 = (anJrl,nJrl - n+1)

)
Nombre d’opérations : 1 multiplication, 1 soustraction, 1 racine carrée.
nt2,n+1
Bpyg = Lnt2ntl
Q41
Nombre d’opérations : 1 division.
Colonne n
1/2
Oy = (an,n - 5121) )

Nombre d’opérations : 3 (1 multiplication, 1 soustraction, 1 division).
Le nombre d’opérations élémentaires est donc de 2 + 4(n — 2) + 3 = 4n — 3.
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3. Un calcul facile donne :

1 o 0 0 O

-1 1 0o 0 0

L= 0 -1 1 0 0

0 0 -1 1 0

o o0 0 -11

4. Non, par exemple I’inverse de la matrice

1 -1 0 3 21
A= -1 2 -1 |estd'=(2 2 1
0o -1 2 1 11

Exercice 31l page [d9 (Décomposition L' d’une matrice bande)

On utilise le résultat de conservation du profil de la matrice énoncé dans le cours. Comme A est symétrique,
le nombre p de diagonales de la matrice A est forcément impair si A ; notons ¢ = %1 le nombre de sous- et
sur-diagonales non nulles de la matrice A, alors la matrice L aura également ¢ sous-diagonales non nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale. Si on reprend 1’algorithme de construction de la matrice L vu en cours, on
remarque que pour le calcul de la colonne n + 1, avec 1 <n < n — 1, on a le nombre d’opérations suivant :

n
Z 1/2 .
— Calcul de €n+17n+1 = (an+1_,n+1 - €n+17kén+17k) / >0:
k=1
une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opérations élémentaires.

n
1
— Calcul de én+2,n+1 = | An+2,n+1 — E £n+2,kén+l,k .
=1 £n+1,n+1

une division seulement car £,,4 2 = 0.

On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour le calcul de la colonnen + 1, avec 1 <n < n —1, est
de 4.

Or le nombre d’opérations pour la premiere et derniere colonnes est inférieur a 4 (2 opérations pour la premiere
colonne, une seule pour la derniére). Le nombre Z; (n) d’opérations élémentaires pour la décomposition LL! de A
peut donc étre estimé par : 4(n — 2) < Z;(n) < 4n, ce qui donne que Z;(n) est de I’ordre de 4n (le calcul exact
du nombre d’opérations, inutile ici car on demande une estimation, est 4n — 3.)

2. Cas d’une matrice a p diagonales.

On cherche une estimation du nombre d’opérations Z,(n) pour une matrice a p diagonales non nulles (ou g sous-
diagonales non nulles) en fonction de n.

On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

n

£n+1,n+1 = (an-l-l,n-l—l - Zén+l,k£n+l,k)l/2 > Oa (153)
k=1
et/d a iﬁ 12 1 (1.54)
i,n+1 — i,n+1 — iLktn+1,k | 77 > .
=1 én-l—l,n-i—l

est toujours inférieur a 2¢ + 1, car la somme ) _,_, fait intervenir au plus ¢ termes non nuls.

De plus, pour chaque colonne n+1, il y a au plus g+ 1 coefficients ¢; 5,1 non nuls, donc au plus g+ 1 coefficients
a calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colonne peut étre majoré par (2¢ + 1)(q + 1).

On peut donc majorer le nombre d’opérations z, pour les ¢ premieres colonnes et les ¢ dernieres par 2¢(2¢ +
1)(g + 1), qui est indépendant de n (on rappelle qu’on cherche une estimation en fonction de n, et donc le nombre
zq est O(1) par rapport a n.)

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 6 1 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



1.4. NORMES ET CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Calculons maintenant le nombre d’opérations x,, nécessaires une colonnen = g+ 1 an — ¢ — 1. Dans (LL33)) et
(L34), les termes non nuls de la somme sont pour k = ¢ — g, ...,n, etdonc on a (n — ¢ + ¢ + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc

n+q+1
tno o= Y (2n—i+q+1)+1)
i=n—+1
q+1
=Y 2-j+q+1)+1)
j=1
q+1
=(g+1)(2¢+3)—-2> j
j=1
= (¢g+ 1)

Le nombre z; d’opérations nécessaires pour les colonnesn = ¢+ 1an — ¢ — 1 est donc
zi = (¢+1)*(n - 2q).

Un encadrement du nombre d’opérations nécessaires pour la décomposition L L d’une matrice a p diagonales est
donc donnée par :

(g +1)%*(n—2q) < Zy(n) < (q+1)*(n — 29) +2q(2q + 1)(q + 1), (1.55)

P
et que, a g constant, Z,(n) = O((g + 1)?n)). Remarquons qu’on retrouve bien I’estimation obtenue pour g = 1.

3. Dans le cas de la discrétisation de 1’équation —u” = f (voir page[II), on a ¢ = 1 et la méthode de Choleski
nécessite de 1’ordre de 4n opérations élémentaires, alors que dans le cas de la discrétisation de I’équation —Awu = f
(voir page[T3), on a ¢ = /n et la méthode de Choleski nécessite de 1’ordre de n? opérations élémentaires (dans
les deux cas n est le nombre d’inconnues).

On peut noter que I’encadrement (1.33)) est intéressant deés que g est d’ordre inférieur 2 n%, o < 1.

1.4 Normes et conditionnement d’une matrice

Dans ce paragraphe, nous allons définir la notion de conditionnement d’une matrice, qui peut servir a établir une
majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur les données. Malheureusement, nous verrons également que
cette majoration n’est pas forcément tres utile dans des cas pratiques, et nous nous efforcerons d’y remédier. La
notion de conditionnement est également utilisée dans 1’étude des méthodes itératives que nous verrons plus loin.
Pour I’étude du conditionnement comme pour 1’étude des erreurs, nous avons tout d’abord besoin de la notion de
norme et de rayon spectral, que nous rappelons maintenant.

1.4.1 Normes, rayon spectral

Définition 1.27 (Norme matricielle, norme induite). On note M,,(IR) [’espace vectoriel (sur IR.) des matrices
carrées d’ordre n.

1. On appelle norme matricielle sur M,,(IR)) une norme || - || sur M,,(IR) t.q.
[AB|| < [|A[|B][, VA, B € Mn(IR) (1.56)
2. On considéere R" muni d’une norme || - ||. On appelle norme matricielle induite (ou norme induite) sur
M,,(IR) par la norme || - ||, encore notée || - ||, la norme sur M,,(IR) définie par :
[All = sup{[|Az|; © € R", [lz| = 1}, VA € M,(IR) (1.57)
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Proposition 1.28 (Propriétés des normes induites). Soit M,,(IR) muni d’une norme induite || - ||. Alors pour toute
matrice A € M,(IR), ona:
L | Az| < Al [lz], Ve IR",
2. [[All = max {[[Az[| ; |lz[| =1, z € R"},
A
3. 14 = max{% Lz eR™\ {0}}.
T
4. || - || est une norme matricielle.
DEMONSTRATION —
1. Soitz € IR™ \ {0}, posons y = %, alors ||y|| = 1 donc ||Ay|| < ||A]|. On en déduit que Hﬁjl” < ||A]| et
donc que |Az|| < ||A|l ||z||. Si maintenant & = 0, alors Az = 0, et donc ||z|| = 0 et ||[Az|| = 0; I'inégalité

[[Az| < ||A]l |lz|| est encore vérifiée.

2. L’application ¢ définie de IR™ dans IR par : p(x) = || Ax|| est continue sur la sphere unité¢ S; = {x € R" | ||z|| =
1} qui est un compact de IR™. Donc ¢ est bornée et atteint ses bornes : il existe xo € S1 tel que || A|| = || Azo|.

3. Cette égalité résulte du fait que

Az
As) _

x
el

Hetiesletw;«éo.
T

[l
4. Soient Aet B € My(IR),ona ||AB| = max {|ABx| ; ||z =1, z € R"}.Or
[ABz|| < [|A[l[|Bz|| < [[AlllIB[[l=] < [AllBII.

On en déduit que || - || est une norme matricielle.

[l

Définition 1.29 (Rayon spectral). Soit A € M, (IR) une matrice inversible. On appelle rayon spectral de A la
quantité p(A) = max{|\|; A € C, X valeur propre de A}.

La proposition suivante caractérise les principales normes matricielles induites.

Proposition 1.30 (Caractérisation de normes induites). Soit A = (a; ;)i jeq1,...n} € Mn(IR).

1. On munit IR"™ de la norme || - ||o et My, (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || co. Alors
[Alloo = max Y a; |- (1.58)
i€{l,...,n} —
=
2. On munit R"™ de la norme || - ||1 et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||1. Alors
Allp = max a;j (1.59)
4= S
3. On munit R"™ de la norme || - ||2 et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||2.
1
[All2 = (p(A*A4))>. (1.60)

Allz = p(A).

En particulier, si A est symétrique,
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DEMONSTRATION —  La démonstration des points 1 et 2 fait I’ objet de 1’exercice[34lpage[73l On démontre ici uniquement
le point 3.
Par définition de la norme 2, on a :

A3 = sup Ax-Ax= sup A'Az-zx.

zcR" zcR"
[lzll2=1 [lzll2=1

Comme A’ A est une matrice symétrique positive (car A*Ax - € = Az - Az > 0), il existe une base orthonormée
(f;)i=1,...,n et des valeurs propres (f;)i=1,...n, avec 0 < p1 < po < ... < py tels que Af, = p;f, pour tout
ie{l,...,n}.Soite=>"_  af, € R".Onadonc:

A'Az -z = ( Z pici f;) - ( Z aif;) = Z o pi < |3
i=1,...,n i=1,...,n i=1,...,n

On en déduit que || Al|3 < p(A"A).

Pour montrer qu’on a égalité, il suffit de considérer le vecteur € = f, ; on a en effet |f, |l2 = 1, et |AF, |3 =

ATAf, - fo = pn = p(A'A).

Nous allons maintenant comparer le rayon spectral d’une matrice avec des normes. Rappelons d’abord le théoreme
de triangularisation (ou trigonalisation) des matrices complexes. On rappelle d’abord qu’une matrice unitaire ) €
M, (C) est une matrice inversible telle que Q* = Q1 ; ceci est équivalent a dire que les colonnes de ) forment
une base orthonormale de €™. Une matrice carrée orthogonale est une matrice unitaire 2 coefficients réels ; on a
dans ce cas Q* = @, et les colonnes de () forment une base orthonormale de IR".

Théoréme 1.31 (Décomposition de Schur, triangularisation d’une matrice). Soit A € M,,(IR) ou M,,(C) une
matrice carrée quelconque, réelle ou complexe ; alors il existe une matrice complexe () unitaire (c.d.d. une matrice
telle que Q* = Q! et une matrice complexe triangulaire supérieure T telles que A = QTQ~".

Ce résultat s’énonce de maniere équivalente de la maniere suivante : Soit v une application linéaire de E dans
FE, out E est un espace vectoriel de dimension finie n sur €, muni d’un produit scalaire. Alors il existe une base
orthonormée (f, ..., f,)de C" et une famille de complexes (t; j)i=1,...n,j=1,....n,j>i telles que Y(f;) = ti i f;+
> k<ithif - De plus t; ; est valeur propre de ¢ et de A pour touti € {1,...,n}.

Les deux énoncés sont équivalents au sens ou la matrice A de I’application linéaire v s’écrit A = QT Q" 1, ou T
est la matrice triangulaire supérieure de coefficients (ti,j)i,jzl,m,n,jzi et Q) la matrice unitaire dont la colonne j
est le vecteur f ;).

DEMONSTRATION — On démontre cette propriété par récurrence sur n. Elle est évidemment vraie pour n = 1. Soit
n > 1, on suppose la propriété vraie pour n et on la démontre pour n + 1. Soit donc E un espace vectoriel sur € de
dimension n + 1, muni d’un produit scalaire. Soit ¢) une application linéaire de E dans E. On sait qu’il existe A € €
(qui résulte du caracteére algébriquement clos de €) et f, € E tels que ¢(f;) = Af, et ||f,]| = 1;onposeti1 = A
et on note F' le sous espace vectoriel de £ supplémentaire orthogonal de € f,. Soit w € F, il existe un unique couple
(u,v) € € x F tel que ¥(u) = pf, + v. On note v I'application qui & u associe v. On peut appliquer I’hypothese de
récurrence A ¢ (car v est une application linéaire de F' dans F, F' est de dimension n et le produit scalaire sur £ induit un

produit scalaire sur F). Il existe donc une base orthonormée f,, ..., f,,, de F et (ti ;) >i>2 tels que
D(F) = taf,i=2..,n+1
2<j<i

On en déduit que

Y(f) = Z tiif;, i=1,...,n+1

1<j<i<n

Le fait que ’ensemble des t; ; est I’ensemble des valeurs propores de A, comptées avec leur multiplicité. vient de 1’égalité
det(A — XI) = det(T" — AI) pour tout A € C.
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Dans la proposition suivante, nous montrons qu’on peut toujours trouver une norme (qui dépend de la matrice)
pour approcher son rayon spectral d’aussi prés que 1’on veut par valeurs supérieures.

Théoreme 1.32 (Approximation du rayon spectral par une norme induite).
1. Soit || - || une norme induite. Alors

p(A) < ||A||, pour tout A € M, (IR).

2. Soient maintenant A € M,,(IR) et € > 0, alors il existe une norme sur R" (qui dépend de A et €) telle que la
norme induite sur M,,(IR), notée || - || ., vérifie || Alla, < p(A) + &.

DEMONSTRATION — 1 Soit A € € valeur propre de A telle que [A| = p(A).
On suppose tout d’abord que A € IR. Il existe alors un vecteur non nul de IR™, noté x, tel que Ax = Az. Comme || - || est
une norme induite, on a
[Az]| = [Allz]l = [[Az| < [|Alll|2]|
On en déduit que [A| < || Al et donc p(A) < ||A].

Si A € €\ IR, la démonstration est un peu plus compliquée car la norme considérée est une norme dans IR" (et non dans
C™). On montre tout d’abord que p(A) < 1si [|A4] < 1.

En effet, Il existe z € C", z # 0, tel que Az = Az. En posant x = y + iz, avec y,z € IR", on a donc pour tout
k€N, \ex = AFz = A*y + iAFz Comme || A%y|| < ||A|I* ||yl et ||A%2]| < ||A|I*||z]|, on a, si ||A]| < 1, A*y — 0
et A¥z — 0 (dans IR™) quand k — +co. On en déduit que A*z — 0 dans C™. En choisissant une norme sur €™, notée
|l - lla, on a donc |A|*||z||« — O quand k& — 400, ce qui montre que |A| < 1 et donc p(A) < 1.

Pour traiter le cas général (A quelconque dans M, (IR)), il suffit de remarquer que la démonstration précédente donne,
pour tout > 0, p(A/(||All +n)) < 1 (car [|A/(||All +n)|| < 1). Onadonc p(A) < [|A|l + 7 pour tout > 0, ce qui
donne bien p(A) < [|A].

2. Soit A € M, (IR), alors par le théoréme de triangularisation de Schur (théoreme [L3T] ppécédent), il existe une base
(f1,---,f,) de C" et une famille de complexes (¢;,5)i j=1,...,n,;>: telles que Af, = ngi t;,if ;- Soitn €]0, 1[, qu'on
choisira plus précisément plus tard. Pour i = 1,...,n, on définit e; = n*~' f,. La famille (e;);—1,...,» forme une base
de ©". On définit alors une norme sur IR"™ par |jz|| = (37", a;;)"/?, ot les a; sont les composantes de « dans la
base (€;)i=1,...,n. Notons que cette norme dépend de A et de 7. Soit € > 0; montrons que pour 7 bien choisi, on a
|A|l < p(A) + . Remarquons d’abord que

Aes = A" f) =n " AF =0T taf =0Tty tn' e = Y n' e,

i<i i<i 1<)<i
Soit maintenantx =), aie;. Ona
n n n n
Ax = Z a;Ae; = Z Z Nt ey = Z(Z niijtjyiai)ej.
i=1 =1 1<j<i j=1 i=j

On en déduit que

n

lAz|® =" 0 e (O n' ),
i=j

j=1 i=j

n n
— kte—2j, T—
= E tjiti i + E E n Ttj Kt eaxn
=1

J=1  k>j

(k,€)#(5,5)
n
2 2 2 k+0—2j i
< p(All2]® + max ey D 0T
o G=1  k>j
(k,0)#(5,5)
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Comme 7 € [0,1] et k + £ — 2§ > 1 dans la derniére sommation, on a

Z Z 0" 4050 < nCrn®,

J=1  kt>j
(k.0)#£.9)

ot Cr = , nax |t5,%]|t;,:| ne dépend que de la matrice 7', qui elle méme ne dépend que de A. Comme
IR E=1,...,m

max Jar < Y Jal = o,
k=1,...,n
k=1,...,n

on a donc, pour tout x dans C", x # 0,

On en déduit que || A||*> < p(A4)? +nCrn® et donc

nCTnS 1 nCrn
Al < p(A)(1 + 2 < p(A)(1+ .
41 < o) (1 + BEE) < oy + L
N . p(A)e
D’ou le résultat, en prenant || - ||a, = || - || et tel que 7 = min | 1, .
Crn3

Corollaire 1.33 (Convergence et rayon spectral). Soir A € M, (IR). Alors :

p(A) < 1si et seulement si A¥ — 0 quand k — oo.

DEMONSTRATION —  Si p(A) < 1, grice au résultat d’approximation du rayon spectral de la proposition précédente, il
existe ¢ > 0 tel que p(A) < 1 — 2¢ et une norme induite ||.||a,c tels que ||Alja,e = p < p(A)+e=1—¢ < 1. Comme
[l-]l4,c est une norme matricielle, on a || A*|| 4, < p* — 0lorsque k — oo. Comme I’espace M, (IR) est de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc ||A*|| — 0 lorsque k — oo.

Montrons maintenant la réciproque : supposons que A* — 0 lorsque k — oo, et montrons que p(A) < 1. Soient \ une
valeur propre de A et  un vecteur propre associé. Alors A*x = Mz, et si A¥ — 0, alors A¥z — 0, et donc \*a — 0,
ce qui n’est possible que si |A| < 1.

Remarque 1.34 (Convergence des suites). Une conséquence immédiate du corollaire précédent est que la suite
(:B(k))ke]N définie par 1) = Ax®) converge vers 0 (le vecteur nul) pour tout (9 donné si et seulement si

p(A) < 1.

Proposition 1.35 (Convergence et rayon spectral). On munit M,,(IR)) d’une norme, notée || - ||. Soit A € M,,(IR).
Alors .
p(A) = lim ||A¥| . (1.61)
k—o0

DEMONSTRATION — La démonstration se fait par des arguments d’homogénéité, en trois étapes. Rappelons tout d’abord
que

limsupur = lim sup un,
k—+o00 k=400 >k
liminf ux = lim inf wn,,
k—+o0o k—+ocon>k

etque silimsup,,_, . ur < liminfy oo wp, alors la suite (u)rew converge vers limg s oo ur = lim infy oo s =
lim supy,_, , o, k-
Etape 1. On montre que
1
p(A) < 1= limsup||A"||* < 1. (1.62)
k—oco
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En effet, sii p(A) < 1, d’apres le corollaire ona: ||A¥|| — 0 donc il existe K € IN tel que pour k > K, || A¥| < 1.
On en déduit que pour k > K, || A 1/k < 1, et donc en passant 2 la limite sup sur k, on obtient bien que

lim sup HAkH% <1.
k—+oo

Etape 2. On montre maintenant que

lim inf | A*||F < 1= p(A) < 1. (1.63)

k— o0

Pour démontrer cette assertion, rappelons que pour toute suite (ux)ren d’éléments de IR ou IR™, la limite inférieure
lim infr—, 4 oo ur est une valeur d’adhérence de la suite (ux)rew, donc qu’il existe une suite extraite (ux,, )new telle que
uk,, — liminfg_ 4o ug lorsque 1 — +o00. Or lim infg_ 4 oo ||Ak||1/’c < 1; donc il existe une sous-suite (kn)pen C IN
telle que || A" ||1/Fn — £ < 1 lorsque n — +oc. Soit €], 1] il existe donc ng tel que pour n > ng, ||A® ||/ < 7.
On en déduit que pour n. > ng, ||A*"|| < ", et donc que A*™ — 0 lorsque n — +oc. Soient A une valeur propre de A
et x un vecteur propre associé, on a : A*»x = A*7 2 ; on en déduit que |A| < 1, etdonc que p(A) < 1.
Etape 3. On montre que p(A) = limg— o0 |\Ak||%
Soit o € IR tel que p(A) < . Alors p(£ A) < 1, et donc grace a (I62),

limsup || A*||F < a, Ya > p(A).

k—+oc0

En faisant tendre « vers p(A), on obtient donc :

limsup | A*|| % < p(A). (1.64)
k—+oo

Soit maintenant 8 € IR 4 tel que lim infy_, | HAkH% < B.On aalors liminfy 4 ||(%A)k|\% < 1 et donc en vertu
de (L.63), p(%A) < 1, donc p(A) < S pour tout 3 € IR tel que lim infy_, 4o ||Ak||% < (. En faisant tendre 3 vers

lim infy 4 oo ||A¥| %, on obtient donc

p(A) < lim inf || A*||F. (1.65)
k—+oo
De (L.64) et (165D, on déduit que
limsup [|[A*||* = liminf [|[A*|* = lim [JA*||% = p(A). (1.66)
k—+oo k—+oo k—+oco
| ]

Un corollaire important de la proposition[T.33]est le suivant.

Corollaire 1.36 (Comparaison rayon spectral et norme). On munit M,,(IR) d’une norme matricielle, notée || - ||.
Soit A € M,,(IR). Alors :

p(A) < ||A]l.
Par conséquent, si M € M, (IR) er () € R", pour montrer que la suite %) définie par ) = MFz(©)
converge vers 0 dans IR", il suffit de trouver une norme matricielle || - || telle que || M|| < 1.

DEMONSTRATION —  Si ||.|| est une norme matricielle, alors || A*|| < ||A||* et donc par la caractérisation (L&T) du rayon
spectral donnée dans la proposition précédente, on obtient que p(A) < || A]|. L]

Ce dernier résultat est évidemment bien utile pour montrer la convergence de la suite A*, ou de suites de la forme
AFx(0) avec £(®) € IR"™. Une fois qu’on a trouvé une norme matricielle pour laquelle A est de norme strictement
inférieure a 1, on a gagné. Attention cependant au piége suivant : pour toute matrice A, on peut toujours trouver
une norme pour laquelle || A|| < 1, alors que la série de terme général A* peut ne pas étre convergente.

Prenons un exemple dans IR, ||z|| = 1|z|. Pour z = 2 ona |z|| = 1 < 1. Et pourtant la série de terme général

xF n’est pas convergente; le probléme ici est que la norme choisie n’est pas une norme matricielle (on n’a pas

eyl < llzllyID-
De méme, on peut trouver une matrice et une norme telles que ||A|| > 1, alors que la série de terme général A*

converge...

Nous donnons maintenant un théoréme qui nous sera utile dans 1’étude du conditionnement, ainsi que plus tard
dans I’étude des méthodes itératives.
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Théoréme 1.37 (Matrices de la forme Id + A).

1. Soit une norme matricielle induite, 1d la matrice identité de M,,(IR) et A € M, (IR) telle que || A|| < 1.
Alors la matrice Id + A est inversible et

1

Id+ A < —.
I(d+ 47 < g

2. Si une matrice de la forme Id + A € M,,(IR) est singuliere, alors ||A|| > 1 pour toute norme matricielle

DEMONSTRATION —

1. La démonstration du point 1 fait I’objet de I’exercice 39| page [741

2. Sila matrice Id + A € M, (IR) est singuliere, alors A = —1 est valeur propre, et donc p(A) > 1. En utilisant le
corollaire[T.36 on obtient que ||A]| > p(A) > 1.

1.4.2 Le probleme des erreurs d’arrondis

Soient A € M,,(IR) inversible et b € IR"™ ; supposons que les données A et b ne soient connues qu’a une erreur
pres. Ceci est souvent le cas dans les applications pratiques. Considérons par exemple le probléme de la conduction
thermique dans une tige métallique de longueur 1, modélisée par I'intervalle [0, 1]. Supposons que la température
u de la tige soit imposée aux extrémités, u(0) = wug et u(l) = wuy. On suppose que la température dans la
tige satisfait & I’équation de conduction de la chaleur, qui s’écrit (k(z)u/(z))’ = 0, ot k est la conductivité
thermique. Cette équation différentielle du second ordre peut se discrétiser par exemple par différences finies (on
verra une description de la méthode page 1), et donne lieu & un systeme linéaire de matrice A. Si la conductivité
k n’est connue qu’avec une certaine précision, alors la matrice A sera également connue & une erreur prés, notée
d4. On aimerait que I’erreur commise sur les données du modele (ici la conductivité thermique k) n’ait pas une
conséquence trop grave sur le calcul de la solution du modele (ici la température u). Si par exemple 1% d’erreur
sur k entraine 100% d’erreur sur w, le modéle ne sera pas d’une utilité redoutable. ..
L’ objectif est donc d’estimer les erreurs commises sur @ solution de a partir des erreurs commises sur b et A.
Notons d, € IR" I’erreur commise sur b et 4 € M,,(IR) ’erreur commise sur A. On cherche alors a évaluer d,
olt  + d, est solution (si elle existe) du systéme :

{ x+d, e R"

(A+04)(m + 84) = b+ by (1.67)

On va montrer que si d 4 “n’est pas trop grand”, alors la matrice A + J 4 est inversible, et qu’on peut estimer d,, en
fonction de d 4 et dp.

1.4.3 Conditionnement et majoration de I’erreur d’arrondi

Définition 1.38 (Conditionnement). Soit IR"™ muni d’une norme || - || et M,,(IR) muni de la norme induite. Soit
A € M,,(IR) une matrice inversible. On appelle conditionnement de A par rapport a la norme || - || le nombre réel
positif cond(A) défini par :

cond(A) = [l A[| A7
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Proposition 1.39 (Propriétés générales du conditionnement). Soit R"™ muni d’une norme || - || et M, (IR) muni
de la norme induite.

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, alors cond(A) > 1.

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et o« € R”, alors cond(aA) = cond(A).

3. Soient A et B € M,,(IR) des matrices inversibles, alors cond(AB) < cond(A)cond(B).

DEMONSTRATION — 1. Comme || - || est une norme induite, c’est donc une norme matricielle. On a donc pour toute
matrice A € M, (IR),
d]| < [LAJ| A7
ce qui prouve que cond(A) > 1.
2. Par définition,
cond(ad) = [aAll [[(ad)”"|
1 -
= |af IIAIIEIIA || = cond(A)
3. Soient A et B des matrices inversibles, alors AB est une matrice inversible et comme || - || est une norme matricielle,
cond(AB) = [ AB| [[(AB)”"||
IAB[ B~ A7
< JALIBIIBTH AT
Donc cond(AB) < cond(A)cond(B). L]

Proposition 1.40 (Caractérisation du conditionnement pour la norme 2). Soit R"™ muni de la norme euclidienne

|| - |l2 et My, (IR) muni de la norme induite. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On note conds(A) le

conditionnement associé a la norme induite par la norme euclidienne sur R".

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On note o, [resp. o1] la plus grande [resp. petite] valeur propre de
At A (noter que At A est une matrice symétrique définie positive). Alors

condz(A) = In.
01
2. Si de plus A une matrice symétrique définie positive, alors
A
condy(A4) = 2,
AL

oi A, [resp. A\1] est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A.

DEMONSTRATION —  On rappelle que si A a comme valeurs propres A1, ..., An, alors A~" a comme valeurs propres
)\f17 .., A et AY a comme valeurs propres Ai, ..., An.
1. Par définition, on a conda(A) = ||Al|2||A™!|2. Or par le point 3. de la proposition [30]que ||Allz = (p(A*A))Y/2 =

+/0n.On a donc
_ _ _ _1\\1/2 _ 1
A7 2 = (p((A™) ATN))2 = (p(AA") ™))" 5 or p((AA) ) = 5
ot1 &1 est la plus petite valeur propre de la matrice AA*. Mais les valeurs propres de AA" sont les valeurs propres de A A :
en effet, si \ est valeur propre de AA* associée au vecteur propre x alors \ est valeur propre de AA® associée au vecteur

propre A’z. On a donc
On

conda(A) =, [ —.
o1
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2.Si Aests.d.p., alors A'A = A% et o; = A7 o1 \; est valeur propre de la matrice A. On a dans ce cas condz(A) = %
1
L]

Les propriétés suivantes sont moins fondamentales, mais cependant intéressantes !

Proposition 1.41 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2). Soit R"™ muni de la norme euclidienne || - ||2 et
M,,(IR) muni de la norme induite. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On note condz (A) le conditionnement
associé a la norme induite par la norme euclidienne sur IR"™.

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. Alors conda(A) = 1 si et seulement si A = aQ o o € R* et Q est
une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q* = Q7).

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR ou Q est une matrice orthogonale. Alors
conds(A) = condz(R).

3. Si A et B sont deux matrices symétriques définies positives, alors
condz (A + B) < max(condz(A), conds(B)).

La démonstration de la proposition fait I’objet de I’exercice[d2] page[74l
On va maintenant majorer 1’erreur relative commise sur « solution de Az = b lorsque 1’on commet une erreur &p,
sur le second membre b.

Proposition 1.42 (Majoration de I’erreur relative pour une erreur sur le second membre). Soit A € M,,(IR) une
matrice inversible, et b € R", b # 0. On munit R" d’une norme || - || et M,,(IR) de la norme induite. Soit
d0p € IR". Si x est solution de (1)) et © + 64 est solution de

A(x + 65) = b+ dp, (1.68)

ators ™ 156]
2l < cond(A) =81 (1.69)

el ST

DEMONSTRATION —  En retranchant (I.I) & (I.68)), on obtient :
Adz = by
et donc
182l < [AT*(1[180]|- (1.70)

Cette premiére estimation n’est pas satisfaisante car elle porte sur I’erreur globale ; or la notion intéressante est celle d’erreur
relative. On obtient I’estimation sur I’erreur relative en remarquant que b = Az, ce qui entraine que ||b|| < ||A|||z||. On
en déduit que

L lal
[l — ol
En multipliant membre & membre cette derniere inégalité et (1.70), on obtient le résultat souhaité. ]

Remarquons que I’estimation (I.69) est optimale. En effet, on va démontrer qu’on peut avoir égalité dans (.69).
Pour cela, il faut choisir convenablement b et 3. On sait déja que si x est solution de (1)) et « + . est solution

de (1.67), alors
8y = A718y, etdonc ||65] = || A7 8.

Soit x € R™ tel que ||x|| = 1 et ||Az|| = || A||. Notons qu’un tel x existe parce que

[A]l = sup{[|Az|); [|] = 1} = max{[|Az[]; ||| = 1}
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(voir proposition pagel63). On a donc

10| —1s o LAl
=||A""d .
el — 140l iz
Posons b = Ax ; on a donc ||b|| = ||A]|, et donc
2] —1s p IAl
= ||A7 0|
EIR T

De méme, grice a la proposition[.28] il existe y € IR" tel que ||y|| = 1, et ||A~1y|| = ||A~!|. On choisit alors
dp tel que 5, = y. Comme A(x + 8,) = b + dp, ona 6 = A1 et donc :

18] = |A™ 06| = [IA™ " yl| = A1 = [|dw]| [|A7"]-

On en déduit que
[0z

Ed|

—1y 1Al
= [0zl = lI8sll A1 o < bl = [|A]l et ||| = 1.
Par ce choix de b et 8, on a bien égalité dans qui est donc optimale.
Majorons maintenant 1’erreur relative commise sur & solution de Az = b lorsque 1’on commet une erreur ¢ 4 sur
la matrice A.

Proposition 1.43 (Majoration de I’erreur relative pour une erreur sur la matrice). Soit A € M,,(IR) une matrice
inversible, et b € R™, b # 0. On munit R" d’une norme || - ||, et M,,(IR.) de la norme induite. Soit 54 € R"™ ; on
suppose que A + 8 4 est une matrice inversible. Si x est solution de (1)) et x + dx est solution de

(A+64)@+62)=b (1.71)
ators 15 164
% _ < cond(A A (1.72)
I + 6a SV

DEMONSTRATION —  En retranchant (I.1)) 2 (L71)), on obtient :
Ad, = —d0a(xz + 6z)

et donc

0y = —A "0a(x + 85).
On en déduit que ||0,]| < [|AH||04]ll|& + 8|, d’ott on déduit le résultat souhaité. L]

On peut en fait majorer ’erreur relative dans le cas ot ’on commet a la fois une erreur sur A et une erreur sur b.
On donne le théoréme a cet effet ; la démonstration est toutefois nettement plus compliquée.

Théoréme 1.44 (Majoration de I’erreur relative pour une erreur sur matrice et second membre). Soit A € M, (IR)
une matrice inversible, et b € R™, b # 0. On munit R™ d’une norme || - ||, et M,(IR) de la norme induite. Soient

da € M,(IR) et 6 € IR™. On suppose que ||04] < . Alors la matrice (A + d4) est inversible et si x est

A=l
solution de (I1) et © + 04 est solution de (1.67), alors

19z _ _ cond(4) <5b|| ||5A|)
= 1 .
llfl = 1= [|A=H flaall \ o]~ [1A]

(1.73)
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DEMONSTRATION —  On peut écrire A 4+ 54 = A(Id + B) avec B = A™'54. Or le rayon spectral de B, p(B), vérifie

p(B) < ||B|l < 164l [|lA™1]] < 1, et donc (voir le théoreme [[37] page G8let I’exercice B0 page[74) (Id + B) est inversible
et(Id+B)"' =) (—=1)"B™ Onaaussi||(Id+B)™!| < IB|I" = < . On en déduit
nz:;) nz:;) LBl = 1= [lA=t]| [[oal

que A + 54 est inversible, car A + 64 = A(Id + B) et comme A est inversible, (A4 64) " = (Id + B) " 1A~1.

Comme A et A + d4 sont inversibles, il existe un unique € IR"™ tel que Az = b et il existe un unique d,, € R" tel que
(A40a)(x + 65) = b+ 0. Comme Ax = b,ona (A+04)0; + dax = dp et donc d, = (A + 6,4)’151, —dax). Or
(A+84)" = (Id+ B)"'A™', on en déduit :

(A +4)7"

N

Idd+B)~H A7

A
= fATH oal
On peut donc écrire la majoration suivante :
I8zl _ A~ 1A ( 19l |5A||)_
el = 1= (A= [l \ NAI (1[I~ [lA]
En utilisant le fait que b = Az et que par suite ||b|| < ||A|| ||x||, on obtient :
Oz A7 1A 0b )
9]l J\l A (l [y AII)7
el = 1= [[A=H] [leall \ llol (1Al

ce qui termine la démonstration. ]

1.4.4 Discrétisation d’équations différentielles, conditionnement “‘efficace”

On suppose encore ici que 4 = 0. On suppose que la matrice A du systeme linéaire a résoudre provient de la
discrétisation par différences finies du probléme de la chaleur unidimensionnel (I.3a). On peut alors montrer (voir
exercice 50 page [77) que le conditionnement de A est d’ordre n2, oli n est le nombre de points de discrétisation.
Pour n = 10, on a donc cond(A) ~ 100 et I’estimation donne :

N
—
o
S

]l — 1ol

Une erreur de 1% sur b peut donc entrainer une erreur de 100% sur x. Autant dire que dans ce cas, il est inutile
de rechercher la solution de I’équation discrétisée. . . Heureusement, on peut montrer que 1’estimation n’est
pas significative pour 1’étude de la propagation des erreurs lors de la résolution des systemes linéraires provenant
de la discrétisation d’une équation différentielle ou d’une équation aux dérivées partiellesﬂ. Pour illustrer notre
propos, reprenons 1’étude du systeme linéaire obtenu a partir de la discrétisation de 1’équation de la chaleur (1.34)
qu’on écrit : Au = bavec b = (b1,...,b,) et A la matrice carrée d’ordre n de coefficients (a; ;)i j=1,» définis
par (LI0). On rappelle que A est symétrique définie positive (voir exercice[12 page20), et que

h2
max {Ju; —u(z;)[} < %Ilu(‘”l\w

En effet, si on note @ le vecteur de IR™ de composantes u(x;), 7 = 1,...,n, et R le vecteur de IR™ de composantes
R;,i=1,...,n, on a par définition de R (formule (7)) A(u — W) = R, etdonc ||u — U|co < |47 oo l| R]|o-
Or on peut montrer (voir exercice [50 page [77) que cond(A) ~ n?. Donc si on augmente le nombre de points,
le conditionnement de A augmente aussi. Par exemple si n = 10%, alors ||6,||/||z|| = 10%||6,]|/||b]|. Or sur un
ordinateur en simple précision, on a ||d,||/||b|| > 10~7, donc I’estimation donne une estimation de 1’erreur
relative ||0,||/||z|| de 1000%, ce qui laisse a désirer pour un calcul qu’on espére précis.

7. On appelle équation aux dérivées partielles une équation qui fait intervenir les dérivées partielles de la fonction inconnue, par exemple

2 2 .
3775 + g—yg = 0, ol w est une fonction de IR 2 dans R
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En fait, I’estimation (T.69) ne sert a rien pour ce genre de probléme, il faut faire une analyse un peu plus poussée,
comme c’est fait dans I'exercice [52] page [78l On se rend compte alors que pour f donnée il existe C' € IRy ne
dépendant que de f (mais pas de n) tel que

flar)
10ull _ o M9sll ec g — Co (1.74)
| 1] )

L’estimation (I.74) est évidemment bien meilleure que I’estimation puisqu’elle montre que I’erreur relative
commise sur u est du méme ordre que celle commise sur b. En particulier, elle n’augmente pas avec le nombre
de points de discrétisation. En conclusion, 1’estimation est peut-€tre optimale dans le cas d’une matrice
quelconque, (on a montré ci-dessus qu’il peut y avoir égalité dans (I.69)) mais elle n’est pas toujours significative
pour I’étude des systemes linéaires issus de la discrétisation des équations aux dérivées partielles.

1.4.5 Exercices (normes et conditionnement)
Exercice 33 (Normes de I'Identité). Corrigé en pagel8Q

Soit Id 1a matrice “Identité” de M,, (IR ). Montrer que pour toute norme induite on a || Id|| = 1 et que pour toute
norme matricielle on a || Id|| > 1.

Exercice 34 (Normes induites particulieres). Suggestions en page[79 corrigé détaillé en page[80

Soit A = (aij)ijeq1,..ny € Ma(IR).

1. On munit IR™ de la norme || - || et M, (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || .. Montrer
que

n
[Alloo = max > Jag,l.
16{1,...,n}j:1

2. On munit IR"™ de la norme || - ||; et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||;. Montrer que

n

JAlx = max > lail.
}'_1
=

jefl,.n

Exercice 35 (Norme non induite). Corrigé en page(8]|

1
Pour A = (ai )i je(1,...n} € Mn(R), onpose [|Alls = (37—, af ;)=.
1. Montrer que || - || est une norme matricielle mais n’est pas une norme induite (pour n > 1).

2. Montrer que || A]|2 = tr(A'A). En déduire que ||Al|2 < ||A]ls < vnl|A|l2 et que ||Az|2 < ||A|ls||z]|2, pour
tout A € M,,(IR) et tout x € R".

3. Chercher un exemple de norme non matricielle.
Exercice 36 (Valeurs propres d’un produit de matrices). Corrigé en pagelS1
Soient p et n des entiers naturels non nuls tels que n < p, et soient A € M,, ,(IR) et B € M,, ,,(IR). (On rappelle
que M, ,(IR) désigne I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes.)
1. Montrer que A est valeur propre non nulle de AB si et seulement si A est valeur propre non nulle de BA.

2. Montrer que si 0 est valeur propre de AB alors 0 est valeur propre de BA. (Il est conseillé de distinguer les
cas Bx # 0 et Bx = 0, ot x est un vecteur propre associé a la valeur propre nulle de AB. Pour le deuxiéme
cas, on pourra distinguer selon que ImA = IR" ou non.)

3. Montrer en donnant un exemple que 0 peut étre une valeur propre de BA sans étre valeur propre de AB.
(Prendre par exemple n =1, p = 2.)
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4. On suppose maintenant que n = p, déduire des questions 1 et 2 que I’ensemble des valeurs propres de AB
est égal a I’ensemble des valeurs propres de la matrice B A.

Exercice 37 (Rayon spectral). Corrigé en pagel82)

Soit A € M,,(IR). Montrer que si A est diagonalisable, il existe une norme induite sur M,,(IR) telle que p(A) =
|| A||. Montrer par un contre exemple que ceci peut étre faux si A n’est pas diagonalisable.

Exercice 38 (Sur le rayon spectral). Corrigé en pagelS2]

On définit les matrices carrées d’ordre 2 suivantes :

1 1 -1 0
(1) (7 0 ) o

Calculer le rayon spectral de chacune des matrices A, B et C et en déduire que le rayon spectral ne peut étre ni
une norme, ni méme une semi-norme sur 1’espace vectoriel des matrices.

Exercice 39 (Série de Neumann). Suggestions en pagel79 corrigé détaillé en page[82)
Soient A € M,,(IR).

1. Montrer que si p(A) < 1, les matrices Id — A et Id + A sont inversibles.
2. Montrer que la série de terme général A* converge (vers (Id — A)~!) si et seulement si p(A4) < 1.

3. Montrer que si p(A) < 1,etsi || - || une norme matricielle telle que ||A|| < 1, alors ||(Id — A)71|| < et

I(Id+ A)~H| <

1- HAH
1- HAH
Exercice 40 (Normes induites). Corrigé en page

Soit ||.|| une norme induite sur M,, (IR ) par une norme quelconque sur IR", et soit A € M,,(IR) telle que p(A4) < 1
(on rappelle qu’on note p(A) le rayon spectral de la matrice A). Pour z € IR", on définit ||z||.. par:

o0
Izl = [ A7=]].
=0

1. Montrer que I’application définie de IR™ dans IR par 2 — ||z||. est une norme.
2. Soitz € R" tel que ||z||« = 1. Calculer || Az||. en fonction de ||z||, et en déduire que || A, < 1.
3. On ne suppose plus que p(A) < 1. Soit e > 0 donné. Construire a partir de la norme ||.|| une norme induite
[I-]|«x telle que | A||.x < p(A) + €.
Exercice 41 (Calcul de conditionnement). Corrigé détaillé en page[83]

Calculer le conditionnement pour la norme 2 de la matrice [(2) ﬂ .

Exercice 42 (Propriétés générales du conditionnement). Corrigé détaillé en pagel83
On suppose que IR™ est muni de la norme euclidienne usuelle || - || = || - ||z et M, (IR) de la norme induite (notée
aussi || - [|2. On note alors condz(A) le conditionnement d’une matrice A inversible.

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. Montrer que conds(A) = 1 si et seulement si A = aQ ol v € IR* et
(@ est une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q = Q).

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR ou () est une matrice orthogonale. Montrer
que condz(A) = conda(R).

3. Soit A, B € M,,(IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrer que

conds (A + B) < max{conds(A), conda(B)}.
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Exercice 43 (Conditionnement de la matrice transposée). Corrigé en pagel8él
On suppose que A € M,,(IR) est inversible.

1. Montrer que si B € M,,(IR), on a pour tout A € €, det(AB — AId) = det(BA — \Id).

2. En déduire que les rayons spectraux des deux matrices AB et BA sont identiques.

3. Montrer que | Atz = || A4]|2.

4. En déduire que condz(A) = condy(A?).

5. A-t-on || Aty = ||AllL ?

6. Montrer que dans le cas n = 2, on a toujours cond; (A) = cond; (A?),VA € Ms(RR).
2 00

7. Calculer cond; (A) pour A= |1 1 0] etconclure.
1 11

Exercice 44 (Conditionnement et normes || - ||1 et || - [|oo). Corrigé en pagel87

1. On considere la matrice B = (B;;) de M,,(IR) définie par B;; = 1, B;; = —1¢ < j, B;; = 0 sinon.
(a) Calculer B—1.
(b) En déduire cond; (B) et conde (B).

2. Soit A une matrice carrée de taille n x n. L’objectif de cette question est de montrer que

1

—conde(A4) < cond; (4) < n?condy (A).
n

(a) Montrer que pour tout z € IR",
[2]loo < |2l < Rl

(b) En déduire que pour toute matrice carrée de taille n x n
1
Sl Allee < (14l < 7Aoo

(c) Conclure.
Exercice 45 (Un systéme par blocs). Corrigé en pagelS83]

Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre N inversible, b, ¢, f € IR". Soient a et v € IR. On cherche a
résoudre le systeéme suivant (avec z € R", A € R):

Ax + b\ = f,

C-x+al=nr. (1.75)

1. Ecrire le systéme (I.73) sous la forme : My = g, out M est une matrice carrée d’ordre n + 1, y € R" ",
g € R™™!. Donner I’expression de M, y et g.

2. Donner une relation entre A, b, ¢ et «, qui soit une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
(I 79) soit inversible. Dans toute la suite, on supposera que cette relation est vérifiée.

3. On propose la méthode suivante pour la résolution du systeme (I.73) :

(a) Soient z solution de Az = b, et h solution de Ah = f.

—c-h y—c-h
p L= "

by z=h—-1—S% A= .
a—c-z a—c-z
Montrer que € IR" et A € TR ainsi calculés sont bien solutions du systtme (L.73).

4. On suppose dans cette question que A est une matrice bande, dont la largeur de bande est p.

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 75 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



1.4. NORMES ET CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

(a) Calculer le cofit de la méthode de résolution proposée ci-dessus en utilisant la méthode LU pour la
résolution des systémes linéaires.

(b) Calculer le coft de la résolution du systeme My = ¢ par la méthode LU (en profitant ici encore de la
structure creuse de la matrice A).

(c) Comparer et conclure.
Dans les deux cas, le terme d’ordre supérieur est 2nq2, et les cotits sont donc comparables.

Exercice 46 (Majoration du conditionnement). Corrigé en page[88

Soit || . || une norme induite sur M, (IR) et soit A € M,,(IR) telle que det(A4) # 0.

1. Montrer que si ||A — B < m, alors B est inversible.

LAl
lA=BI

2. Montrer que cond (A) > suppgen, (R)
detB=0

Exercice 47 (Minoration du conditionnement). Corrigé détaillé en page[89

On note || - || une norme matricielle sur M, (IR). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée inversible, cond(A) =
[IA|l|A=1|| le conditionnement de A, et soit 64 € M, (IR).

1. Montrer que si A + § 4 est singuliére, alors

A
cond(A) > 1A . (1.76)
[0l
2. On suppose dans cette question que la norme || - || est la norme induite par la norme euclidienne sur IR"™.

Montrer que la minoration (L76) est optimale, ¢’est-a-dire qu’il existe 64 € M, (IR) telle que A + § 4 soit
singuliére et telle que 1’égalité soit vérifiée dans (I.76).
[On pourra chercher 6 4 de la forme

Yy
oa=—LL
atx
avecy € IR"™ convenablement choisi et v = A™1y.]

3. On suppose ici que la norme || - || est la norme induite par la norme infinie sur IR"™. Soit o €]0, 1[. Utiliser
I'inégalité (76) pour trouver un minorant, qui tend vers +oo lorsque « tend vers 0, de cond(A) pour la
matrice

1 -1 1
A= -1 o -«

1 « «
Exercice 48 (Conditionnement du carré). Corrigé en pagel89

Soit A € M,,(IR) une matrice telle que detA # 0.
1. Quelle relation existe-t-il en général entre cond (A?) et (cond A)? ?
2. On suppose que A symétrique. Montrer que condsy (A%) = (condy A)2.

3. On suppose que conds (A%) = (condy A)?2. Peut-on conclure que A est symétrique ? (justifier la réponse.)
Exercice 49 (Calcul de I’inverse d’une matrice et conditionnement). Corrigé détaillé en page[90]

On note || - || une norme matricielle sur M,,(IR). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée inversible. On cherche ici
des moyens d’évaluer la précision de calcul de I’inverse de A.

1. On suppose qu’on a calculé B, approximation (en raison par exemple d’erreurs d’arrondi) de la matrice A~!.

On pose :
B - T e R < |
A=Y | Al 1.77)
es = [[AB-1Id|, e = |BA-1d|
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(a) Expliquer en quoi les quantités ey, eo, e3 et e, mesurent la qualité de 1’approximation de A~*.

(b) On suppose icique B = A~ + E,ou ||E|| < || A7, et que

econd(A4) < 1.

Montrer que dans ce cas,

econd(A)

< _— < < .
e1 <eg,e0 < T ccond(4)’ es < econd(A) etey < econd(A)

(¢) On suppose maintenant que AB — Id = E’ avec ||E’|| < & < 1. Montrer que dans ce cas :

€
e1 <e, e < T es < cetey < econd(A4).

2. On suppose maintenant que la matrice A n’est connue qu’a une certaine matrice d’erreurs prés, qu’on note

0A.
1
(a) Montrer que la matrice A + 4 est inversible si [|04]] < AT
(b) Montrer que si la matrice A + § 4 est inversible, alors
[(A+d4)"" =AY [0l
< cond(A)~—=.
[(A+04)71 1A

Exercice 50 (Conditionnement du Laplacien discret 1D). Suggestions en page corrigé détaillé en page[9]
Soit f € C([0,1]). Soit n € IN*, n impair. On pose h = 1/(n + 1). Soit A la matrice définie par (L.I0) page 12}
issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (I.3a) page

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. [On pourra commencer par chercher A € IR et ¢ €
C?*(R, R) (¢ non identiqguement nulle) t.q. —¢" (x) = Ap(x) pour tout z €]0, 1] et p(0) = ¢(1) = 0].

Calculer condz(A) et montrer que h*conda(A) — = lorsque h — 0.

Exercice 51 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.). Corrigé en page[92]

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du probleme (I.28) étudié a I’exercice[14] qu’on rappelle :

(@) + (@) = (), = €0, 1],
w(0) = u(1) = 0. (1.78)

Soitn € IN*. On note U = (u;),_, _, une “valeur approchée” de la solution u du probleme (L28) aux points

(HLH) . On rappelle que la discrétisation par différences finies de ce probleme consiste a chercher U
j=1 n

Bt RAAE)

comme solution du systeme linéaire AU = ( f (ﬁ)) S ol la matrice A € M,,(IR) est définie par A =
(N + 1)2B + Id, 1d désigne la matrice identité et
2 -1 0 0
-1 2 -1
B=1 o 0
-1 2 -1
0 0o -1 2
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1. (Valeurs propres de la matrice B.)
On rappelle que le probleéme aux valeurs propres

—u"’(z) = du(zx), = €]0,1],

u(0) = u(1) = 0. (1.79)

admet la famille (\g, ug)kew+> Ak = (k)% et ug(x) = sin(kmx) comme solution. Montrer que les vecteurs

U, = (u k(55) . sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire toutes les valeurs propres
de la matrice B.
2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.
3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.
Exercice 52 (Conditionnement “efficace™). Suggestions en pagel8Q corrigé en page[92
Soit f € C([0,1]). Soit n € IN*, nn impair. On pose h = 1/(n + 1). Soit A la matrice définie par (LI10) page[12
issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (I.3a) page
Pour v € IR™, on note uq, ..., u, les composantes de u. Pour u € IR"™, on dit que w > 0 si u; > 0 pour tout
i€{l,...,n}.Pouru,v € R",onnote u-v=>"" u;v;.
On munit R™ de la norme suivante : pour v € IR", ||u|| = max{|u;|, ¢ € {1,...,n}}. On munit alors M,,(IR)
de la norme induite, également notée || - ||, ¢’est-a-dire | B|| = max{||Bul|, v € R" t.q. |ul| = 1}, pour tout
B e M,(R).
Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur I’erreur relative

1. (Existence et positivité de A=) Soientb € R™ et u € IR"™ t.q. Au = b. Remarquer que Au = b peut s’écrire :

{ %(uz — ui_l) + %(uz - ui+1) =b;, Vi € {1, - ,n}, (1.80)

Ug = Unp41 = 0.

Montrer que b > 0 = u > 0. [On pourra considérer p € {0,...,n+ 1} t.q. u, = min{u;, j € {0,...,n+1}.]
En déduire que A est inversible.

2. (Préliminaire) On considére la fonction ¢ € C([0, 1],IR) définie par p(z) = (1/2)x(1 —z) pour tout z € [0, 1].
On définit alors ¢ = (1, ... ¢n) € R" par ¢; = ¢(ih) pourtouti € {1,...,n}. Montrer que (A¢); = 1 pour
touti € {1,...,n}.

3. (Calcul de ||[A71|)) Soient b € R" et u € R" t.q. Au = b. Montrer que |lu| < (1/8)]b|| [Calculer A(u +
bl ) avec
bfphi défini a la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ||A~!|| < 1/8 puis montrer que || A7!|| =
1/8.

4. (Calcul de || A|) Montrer que [|A] = /5.

5. (Conditionnement pour la norme || - ). Calculer ||[A~1||||A]|. Soient b, 6, € IR" et soient u, §, € R" tq.

16l —1ypy 4 19l
< [[ATIA] T
[[ul o]

Montrer qu’un choix convenable de b et §;, donne 1’égalité dans I’inégalité précédente.

Au=bet A(u+ d,) = b+ . Montrer que

Partie II Borne réaliste sur I’erreur relative : Conditionnement “efficace”

On se donne maintenant f € C([0,1],IR) et on suppose (pour simplifier...) que f(z) > 0 pour tout z €]0, 1].
On prend alors, dans cette partie, b; = f(ih) pour tout i € {1,...,n}. On considere aussi le vecteur ¢ défini a la
question 2 de la partie 1.

1. Montrer que

n 1
thi(bi — / f(z)p(z)dx quand n — oo
i=1 0
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et que
Zbigbi > 0 pour tout n € IN*,
i=1
En déduire qu’il existe & > 0, ne dépendant que de f,t.q. b > ., bj¢; > « pour tout n € IN™.
2. Soitu € R™ t.q. Au = b. Montrer que n||ul| > 7" | u; = u- Ap > & (avec o donné 2 la question 1).

[9ull _ Ifllzego,1p [I0]

Soit 6, € R™ et §, € R" t.q. A(u + 8,) = b+ Jp. Montrer que < .
[[ul 8o (o]

Ilfllzeqo,1
8ar

3. Comparer ||A71|||A|| (question L.5) et D (question I1.2) quand n est “grand” (ou quand n — c0).

1.4.6 Suggestions pour les exercices
Exercice 34 page [73] (Normes induites particuli¢res)

1. Pour montrer I’égalité, prendre x tel que z; = sign(a;, ;) ol io esttel que 3,
Vi=1,...,n,etsign(s) désigne le signe de s.

.....

.....

2. Pour montrer 1’égalité, prendre x tel que xj, = letx; = 0sij # jo, ou joesttel que >, ,  |aj| =

MAXj=1,. 0 D ey |l

ceey

Exercice 39 page [74] (Série de Neumann)
1. Montrer que si p(A) < 1, alors 0 n’est pas valeur propre de Id + A et Id — A.

2. Utiliser le corollaire[T.33]

Exercice[d2] page[74] (Propriétés générales du conditionnement)

3.Soient 0 < Ay < Ag... < Apet0< py <pg...< pu,les valeurs propres de A et B (qui sont s.d.p.). Montrer
d’abord que :

An + ln
dy(A+B) < ———.
conds( )_/\1‘|‘N1

Montrer ensuite que

a+b a b w A
< -, = .
C+d_max(c,d),V(a,b,c,d)E(]R+)

et conclure

Exercice 50 page [77( Conditionnement du Laplacien discret 1D)

2. Chercher les vecteurs propres ® € IR"™ de A sous la forme ®; = ¢(z;), j = 1,...,n ol ¢ est introduite dans
les indications de 1I’énoncé. Montrer que les valeurs propres associées a ces vecteurs propres sont de la forme :

km
n+1

Ak = 3(1 —coskmh) = %(1 — cos ).

h2
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Exercice[52] page [78] (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoréme du rang.

2. Utiliser le fait que ¢ est un polynéme de degré 2.

1 . . . N .
3. Pour montrer que || A7!|| = 3 remarquer que le maximum de ¢ est atteint en x = .5, qui correspond a un point

de discrétisation car n est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme des fonctions constantes par morceaux ¢y, et fp, définies par

(p(lh’) = ¢’L six E]I’L - %7 xz+%[7 1= 15"'7”5
= . t
on(®) { Osiz €[0,4]ouz €]l -2 1] ¢
f(lh) =b;six E]xi - %, x; + %[,
fu(@) = f(ih) =0siz € [0, 2] ouz €)1 — & 1]
’ 2 2 *
2. Utiliser le fait que Ag = (1...1)%.
1.4.7 Corrigés
Exercice 33| page 73] (Normes de I’identité)
Si ||.|| est une norme induite, alors par définition, ||Id|| = supger» ||Idz| = 1.
z||=1
Si maintenant || - || n’est qu’une norme matricielle, comme ||Id|| = ||Id Id|| < ||Id|| ||Id]|, et que ||Id]|| # O, on a
bien le résultat demandé.
Exercice 34 page [73] (Normes induites particuliéres)
1. Par définition, ||Aljcc = SUD zer” || AZ| oo, €t
llefloo=1
Az = max | S agrl< max S gl
7777 j=1,....n o j=1,....n

Montrons maintenant que la valeur « = max;—1__ =1 |a; ;| est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe © € IR",
|z|loo = 1, tel que || Az | o = . Pour s € IR, on note sign(s) le signe de s, ¢c’est—a—dire

) s/|s|sis#0,
sign(s) = {o Sis =0

Choisissons « € IR™ défini par z; = sign(a;, ;) ot ig esttel que 3, ai | = D> -y, laijl|, Vi =
1,...,n.Onabien || z||s = 1, et '

n
A2 = max | asjsign(as, )

Or, par choix de «, on a
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On en déduit que pour ce choix de x, on a bien [|Az| = max;=1,..n > ;_; _, lail
2. Par définition, ||Al|; = sup zer~ ||Az|1, et
lle)l =1
TEIES 31D SRS S{FH[ ) ) RS oI 201D SOl
=1 j=1 j=1,....n

Et comme ZJ 1|z =1, onabien que [[All1 < maxj—1, nd iy
Montrons maintenant qu’il ex1ste T © R", H:le =1, tel que HA:I:||1 = Zl L
..... |ai;j0| =
maxXj—1,.n» ;1 nl|@,;|- On vérifie alors facilement qu’on a bien ||Az|[; = max;—; ., 2171 |ai7j|.

Exercice 33 page [73] (Norme non induite)

1. On a ||Id||s = y/n et donc par I’exercice[33| page[73] 1a norme ||.||s ne peut pas étre une norme induite si n > 1.
Montrons que la norme ||.||s est matricielle. Soient A = (a; ;)i=1n,j=1,n €t B = (bi j)i=1,n,j=1,n, €t C = AB.

Alors || C||2 = P 123 1(Zk 1azkb/w) .

Or si (ug)r=1n et si (vg)r=1,n € IR™, alors (inégalité¢ de Cauchy-Schwarz) :

n n
g ukvk Sg uig v,z.

k=1 k=1 k=1

Onadonc ||C|[F < 350 3oky a7 225y 3ok—y i j» et done || O < [JAI]I B

2. On obtient facilement que : Tr(A*A) = Y% | >0 af , = || Al|2.
Par la proposition [[.30] page [63] que || A]|3 = p(A*A) = p, ol py, est la plus grande valeur propre de A'A. Or
la trace d’une matrice diagonalisable est aussi la somme de ses valeurs propres. On a donc ||A]|3 < D% | pu; =

Tr(A*A). On en conclut que
[ All2 < | Als- (1.81)

De plus, || A]|2 = Tr(A'A) < np(AtA). Donc ||A||s < /7| 4]2.
Enfin, comme || Az||2 < || A]|2||%]/2, on déduit de (LT que || Az||2 < ||Alls]z]2-

3. Soit ||.|| une norme induite, on a donc ||Id|| = 1 par le résultat de I’exercice 33 page [73]; alors pour n > 1, la
norme N definie par N(A4) = 1| A|| vérifie N(Id) = 2 < 1, ce qui prouve, toujours par I’exercice [33] page [73|
qu’elle n’est pas une norme matricielle.

Exercice[36] page [73] (valeurs propres d’un produit de matrices)

1. Soit A # 0 valeur propre de AB, alors il existe v € R", v # 0, ABv = Av. En multipliant 2 gauche par
B (ce qu’on peut faire car ABv € R", v € IR"™) on obtient que BABv = ABwv, et on a donc BAw = \w
avec w = Bv; de plus, w # 0 car si w = Bv = 0 alors A = 0 ce qui contredit I’hypothése. Le raisonnement
est identique pour B A.

2. Supposons que A = 0 est valeur propre de AB. Alors il existe x € IR" ; x # 0, ABx = 0. Si Bx # 0, alors
BA(Bzx) = 0 avec Bx # 0 donc Bz est vecteur propre de BA pour la valeur propre A = 0. Si Bz = 0, on
distingue 2 cas :

— Si ImA = IR", I’application linéaire associée a A est donc surjective, donc Iy € R, y # 0, Ay = x.
On adonc BAy = Bz = 0, et A = 0 est donc valeur propre de BA.

— Si ImA # IR", alors I’application linéaire associée a A est non surjective, donc, par le miracle de la
dimension finie (ou théoréme du rang), (et car n < p), non injective. Il existe donc y € R"™, y # 0;
Ay = 0, et donc BAzx = 0, ce qui entraine que \ est valeur propre nulle de BA.
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Exercice 37 page[74 (Rayon spectral)

11 suffit de prendre comme norme la norme définie par : [|z||* = Y1 | af ol les (c;);=1,, sont les composantes

de = dans la base des vecteurs propres associés a A. Pour montrer que ceci est faux dans le cas ot A n’est pas

diagonalisable, il suffit de prendre A = ( 8 (1) ), on a alors p(A) = 0, et comme A est non nulle, || A|| # 0.

Exercice[38 page[74 (Rayon spectral)

Corrigé en cours d’élaboration.

Exercice39 page[74 (Série de Neumann)

1. Si p(A) < 1, les valeurs propres de A sont toutes différentes de 1 et —1. Donc 0 n’est pas valeur propre des
matrices Id — A et Id 4+ A, qui sont donc inversibles.

2. Supposons que p(A) < 1.1l est facile de remarquer que

- AM)(Id - A) =1d - A" (1.82)
k=0

Si p(A) < 1, d’apres le corollaire[[L33] on a A* — 0 lorsque k — 0. De plus, Id — A est inversible. En passant a
la limite dans (I.82) et on a donc

+oo
(Id—A)~t =" A" (1.83)
k=0

Réciproquement, si p(A) > 1, la série ne peut pas converger en raison du corollaire[[.33]
3. On a démontré plus haut que si p(A) < 1, la série de terme général A est absolument convergente et qu’elle
vérifie (L.83). On en déduit que si || A]| < 1,

—+o0
1
Id— A7 < Ak = —— .
I(Zd — A) ||_;JH =174

On a de méme

+oo
(Id+A)~h = (~1)FA*,
k=0
d’ou on déduit de maniere similaire que
+00 1
Id+ A7 < A = ——.
I+ 770 < 30144 =

Exercice 40l page 74 (Normes induites)

1. Comme p(A) < 1, la série de terme général A’ converge (voir exercice [39) et donc on a Py |Alz| <
+00. D’autre part, il est immédiat que ||z||. > 0, et si ||z||. = 0 alors ||A7z|. = 0. De plus si z et y sont
des vecteurs de IR"™, alors

o0 o0
lz +ylle =D 1A @@+ )l < Y A7) + Ayl = |z« + |yl
§=0 j=0

Enfin, si a € IR, il est facile de vérifier que ||ax||« = |a|||z||«-
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2. Par<|1|f':ﬁHnitiOm [Az]l. = 372, A7 ] = 3272, | A7) = ||zl — [|z]|. Doncssi ||z« = 1, ona [|Az]. =
1— |z
La fonction x +— ||| atteint son minimum sur I’ensemble {x € R"; |||« = 1}, et celui-ci est différent de
0 car ||.|| est une norme.

On déduit de ceci que
4]l = max Az, <1,

lzll.=

3. On ne suppose plus que p(A) < 1. Soit C' > p(A) donné, et soit B la matrice définie par B = %A. On a
donc p(B) < 1. On peut donc appliquer a B la question précédente. Il existe donc une norme induite || - ||«

telle que || B[, < 1. On en déduit que 5[|A|. < 1, soit I—AH** < C. En choisissant C' < p(A) +¢,onale
résultat souhaité.

Remarquons que cette construction de norme a nécessité la démonstration de convergence de la série, qui elle
méme nécessite la proposition page 63 (voir exercice B9). Cette construction ne peut donc étre employée
comme démonstration directe de la proposition pagel63]

Exercice[43] page[75] (Un systéme par blocs)

1. Pourz € R" et A € R, onpose y = (z,\)! € R, De méme, on pose g = (f,7)" € R"". Soit
M € My41(IR), définie par :
M = ( A >
¢«

On vérifie facilement que le systéme My = g est équivalent au systeme (L.73).

2. Comme A est inversible, pour tout A € IR, il existe un unique z € R" tel que
x=A"f - b)) (1.84)
Pour que (z,\) € R"™ x IR soit solution de (73, il faut et il suffit que I’équation
c- ATHf—bN) +a\=1v
admette une unique solution, ce qui est vrai si
a—c- AT £0, (1.85)

qui est donc une condition nécessaire et suffisante pour que (I.73) admette une unique solution.
3. Si la condition (I.83)) est vérifiée, on peut définir

y—c-ATLf

A= a—c-A"1b

(1.86)

En posant z = A"'bet h = A~ f, on déduit de (I.84) et (L8E) que

—c-h y—c-h
o S

c=h-"J A=

a—C-Z2 a—Cc-z

est I’'unique solution du systeme.

4. (a) On envisage ici le colit de résolution comme égal a la somme du cofit de factorisation et du cofit de
descente-remontée (c.a.d. des cofits de résolution des systemes Ly = b et Uz = y. On a déja étudi€ le
colt de la factorisation par la méthode de Cholesky dans le cas d’une matrice bande symétrique avec g
sous-diagonales a I’exercice 14 ; il est de I’ordre de (q + 1)?n. Dans le cas de la méthode LU pour une
matrice A non forcément symétrique, une adaptation facile du raisonnement de 1’exercice 14 donne
que le colit de factorisation par la méthode LU pour une matrice bande de largeur de bande p est de
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I’ordre de %an. En effet, la boucle de factorisation LU s’écrit (en notant ¢ la demi-largeur de bande,
c.a.d. le nombre de sous— ou sur— diagonales) :

Fairepouri =1,...,n
Fairepourj =4+1,...,14+¢
Faire pour k =4,...,7 4+ q,
ajk = ajk = Gt
Fin pour
Fin pour
Fin pour

Onadonc?2 x (¢+ 1) X (¢+ 1) x n opérations pour la factorisation de la matrice A.

Les procédures de descente et remontée nécessitent le méme nombre d’opérations; la boucle de re-
montée, par exemple, s’écrit :

Faire pouri =n,...,1
x; = b
Fairepourj =4i+1,...,714+¢q
Ti = Tj — Q55
Fin pour
Fin pour

et nécessite donc 2gn opérations.
Pour 1a méthode ci-dessus, on a donc les cofits suivants :
i. Factorisation, partie “A” : 2nq2
ii. Descente et remontée : 8gn (car il y a deux systémes avec matrice A a résoudre).

iii. Calcul de z et A : on effectue les produits scalaires c - h et ¢ - 2, soit n — 1 additions pour chaque
produit scalaire, et n 4 1 soustractions et n multiplications pour le calcul de z, soit au total 5n
opérations (on néglige les constantes).

Le cofit total est donc d’ordre 2ng2.

(b) Pour la méthode de résolution directe par factorisation de M, il faut rajouter le cofit de factorisation de
la ligne c qui s’écrit :

Fairepouri =1,...,n
Faire pour k = 7,1 + q,
L o— . — Qik
Qg = gy = 5
Fin pour
Fin pour

et nécessite donc 2n(q + 1) opérations.

i. Factorisation, partie “A” : 2nq2
ii. Factorisation, partie “c” : 2ng

iii. Descente et remontée : 2¢g(n + 1)

(c) Dans les deux cas, le terme d’ordre supérieur est 2ng?, et les cofits sont donc comparables.

Remarque : On peut reprendre I’exercice 2 dans le cas ou ¢! est remplacé par C € M, ,,(IR), matrice

rectangulaire a n lignes et n colonnes, b est remplacé par B € M,, ,,(IR), matrice rectangulaire a n lignes
et n colonnes, et « par M € M,,(IR), matrice carrée d’ordre n, avec 1 < n < n. Dans ce cas, A € IR, la
CNS (L.83) est remplacée par

det(M — CA™'B) #0,

et les expressions donnant (I.84) et (1.86) sont remplacées par
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(a) larésolution du systeme linéaire (d’ordre n a matrice pleine) :
(M —CA'B)A=CA ' f —~

(qui nécessite lui mé€me, pour le calcul de sa matrice et son second membre, la résolution de n + 1
systemes linéaires de la forme Au = b).

(b) le calcul de x
r=A"1f—A"1B)

qui ne nécessite que la multiplication matrice vecteur A~! B\ et une soustraction des vecteurs (noter

que le vecteur A~ f et la matrice A~! B ont déja été calculés pour la résolution du systéme linéaire en
A).

On pourra comparer le coiit des deux méthodes dans ce cas plus général.

Exercice 41l page[74 (Calcul de conditionnement)

4 2

tA_
OnaAA—(2 9

) . Les valeurs propres de cette matrice sont 3 4 /5 et donc condy(A) = gf—‘\/fg # 2.

Exercice[d42] page[74] (Propriétés générales du conditionnement)

1. Si condy(A) = 1, alors , /2> = 1 et donc toutes les valeurs propres de At A sont égales. Comme A A est
symétrique définie positive (car A est inversible), il existe une base orthonormée (f; ... f,,) telle que A'Af, =
1
of,;, Vieta >0 (car A’Aests.d.p.). Onadonc A'A = gld A® = a?A~! avec a = /0. En posant Q = — A,
o
1
onadonc Q' = —A' =aA 't =Q L.
o
Réciproquement, si A = aQ, alors A'A = o?1d, 7= =1, et donc conds (A) =1.

2. A € M, (IR) est une matrice inversible. On suppose que A = QR ol @ est une matrice orthogonale. On a donc

conda(A) = /7% ot oy < ... < o, sont les valeurs propres de A'A. Or A'A = (QR)'(QR) = R'IQ™'QR =
01

R!'R. Donc conda(A) = conds(R).

3.S0ient0 < A\ < Ag... < Apet0 < puy < pg... < uy, les valeurs propres de A et B (qui sont s.d.p.). Alors

conds(A+ B) = V—", ou 0 <1y <...<uw, sontles valeurs propres de A + B.
V1

a) On va d’abord montrer que

An + ln
conds(A+ B) < ———.
2 )< A1+
On sait que si A est s.d.p., alors
conda(A) = :\\—T
Or, si A ests.d.p., alors sup Az -z = A, ; il suffit pour s’en rendre compte de décomposer z sur la base

llzll2=1

(f:)i=1..n- Soitz = Z a;f;, alors :

i=1

n n
Ar - x = Za?/\i < /\"ZO‘? = \n.
i—1 i=1

EtAf, - £, = An.
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De méme, Av -z > A\ >, a? =\ et Az - = Ay siz = fi. Donc ”illflf Az -z = )\,
z||=1

On en déduit que si A est s.d.p.,

conda(A4) = il Ar o
2 B inf”mnzl Az - x '

SUp||z=1(A+ B)z -z

ianxH:l(A + B)x -z Or

Donc condy (A + B) =

sup (Az-x+ Bz -x) < sup Az-xz+ sup Bx -z = X\, + tin,

[lz]|=1 llzll=1 llzll=1
HgicrHlil(A:C-:v—i—B:E-x) > ”iﬂlilA:v-:v—i— HgicrH{le-xz)\l + p,
et donc N
conds(A+ B) < N
b) On va montrer que
ZLIZ < max(%, g), Y(a,b,c,d) € (R%)"

b
Supposons que a4 +d > 2 alors (a +b)c > (c+ d)a c’est-a—dire bc > da donc bc + bd > da + db soit
c c

c+d) > d(a+0b);donc === < =. On en déduit que conds(A + < max(conds , conds .
b(c+d) > d(a+1b); donc &£ < 5. On en dédui d2(A+ B dz(A), conds (B

Exercice[d3 page[75] (Conditionnement de la matrice transposée)
1. On vérifie que
det(AB — AId) = det(ABAA™" — NAA™!) = det(A(BA — M\[d)A™)
= det(A)det(A™) det(BA — Md) = det(BA — \d)
~—_—
=1

2. D’apres la question précédente, A est une valeur propre de AB (det(AB — AId) = 0) si et seulement si A
est une valeur propre de BA. Par conséquent,

p(AB) = max{|\|, A valeur propre de AB} = max{|\|, A valeur propre de BA} = p(BA).

3. On rappelle que
Al = p(A*A) et [|A*]3 = p(AA").

En utilisant la question précédente, on déduit que p(A*A) = p(AA?) et donc || A2 = || At]|2.
4. D’apres la question précédente, || Az = ||Af||z et |A™ o = || (A~ |2 et donc
——

(At)-1
condy(A) = [[A]l2| A7 |2 = [|A*[|2[|(A") 7! [|2 = condz(A").
5. Onrappelle que || Al|; = max; > |aij|.

} .Ona At = [1 0} et donc d’aprés ce qui précede

. . 1 2
Prenons maintenant par exemple la matrice A = 9 9

0 2

4= Al # A" =3
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6. EneffetsiA_[a b],onaAl—ﬁ[d _b].etdonc
c d ad=bc | —¢c g

1
cond; (A) = max(la| + |¢|, b + |d|) T———— max(|d| + |c], [b] + [a])
|ad — be|
Al T
et 1
cond (4") = max(al + 0} e + 1) -5 max(lal + el ] + 0]

LAt

(A5~

Par conséquent, si n = 2 cond; (A) = cond; (A?).

7. On a
1 1 0 O
ATt = 3|-1 2 0
0 -2 2
et donc
Al =4, [A7 1 =2, A =3, [I(A) Ml =2
On déduit que

8 = cond; (A) # cond; (A") = 6.

Exercice[dd] page[75] (Conditionnement et normes || - ||1 et || - || o)

1 0O --- 0
-1 . .0 1 .
1. (@) OnaB = . Pour calculer B™", on peut rregarder ce qui se passe pour n = 4. On
T (|
-1 - =1 1

échelonne le systeme

1 0 0 0 : 1000 1 0 0 0 1000
-1 1 0 0 0 1 0 0| esete, |0 1 0 0 1100
£3e£37£1
-1 -1 1 0 0 0 1 o|factataip -1 1 0 1010
-1 -1 -1 1 00 0 1 0 -1 -1 1 100 1

10 0 0 10 0 0 100 0 100 0
— 01 0 0 1100 0100 1100
ﬁi :ﬁz :ﬁi 54%74)*53

00 1 0 2 1 1 0 00 1 0 2 1 1 0

00 -1 1 : 210 1 00 0 1 4 2 1 1

En dimension supérieure, 1’échelonnement va se passer de fagon identique et on voit que le candidat

1 0 -+ v o 0
1
1o . 2 e : L
pour étre I’inverse de B est la matrice C' = . On vérifie par le calcul
4 . .
: . . ) .0
2772 ... 4 2 1 1]
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que I’on a bien BC = C'B = Id. En effet

(BC)i; = ZBikaj = Z B Cl;
h=1 k—j

0sij<i
BiiCii =1si4 :j
Bj,lyj,le,lyj + Bj_,j,lej =1-1=0sij=1+1

j J—1
BiCij+ Y By =2"""1—() 2"+ By)
k:iJr_l _ o k=i+1
=27l (SR 4 1) = 0sig >0+ L

(b) Onrappelle que || Ao = max; ) a;;] et Al = max; 3, [ay].

Par conséquent, || Bl|1 = || Bl = net||B7!j1 = |[B™ oo = 14142442772 = 1—1—271;171 =
27~1. On en déduit, cond, (B) = cond; (B) = n2"~ 1.

2. (a) On suppose que |z;,| = ||||cc- On voit alors immédiatement que

n n
|xi0| < Z |$z| < Z |$10| = 7’L|$i0|.
i=1 i=1

(b) On en déduit que pour tout x # 0,

[Az]loo < [|Az][y < nl| Azl

et donc en utilisant a nouveau la question précédente on obtient

1Az _ Aol _ JAsls _ A0l _ A2

nofzllee T 2l T el T el T e

On conclut en utilisant la définition des normes induites.

(c) D’apres la question précédente
1
Al <Al <nllA]ls
A e < AT < mllAT
Le résultat est alors immédiat.

Exercice[d6] page[76] (Minoration du conditionnement)

1) On peut écrire B = B+ A—A = A(Id+ A~ (B — A)). Etcomme |A— BJ| < HA—EIH’ onal|A~Y(B-A)| <
|A=|||B — A]| < 1. La matrice Id + A=!(B — A)) est donc inversible (voir théoréme 1.11 page 21, et donc B
I’est aussi.

2) En prenant la contraposée de ce qui précede, on obtient que si det(B) = 0, alors

1 _
|A—B| = ATy Ct done IANIATH > (Al A - B,

On en déduit le résultat en passant au sup sur les matrices B de déterminant nul.
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Exercice[d7 page[76l (Minoration du conditionnement)

1. Comme A est inversible, A + 54 = A(Id + A=154), et donc si A + 4 est singuliere, alors Id + A~ 154
est singuliére. Or on a vu en cours que toute matrice de la forme Id + B est inversible si p(B) < 1. On en
déduit que p(A~164) > 1, et comme

p(A7104) < AT oul < [ATH[]10a],

on obtient A
|A=Y||16.4]] > 1, soit encore cond(A) > H
A

2. Soity € R" tel que ||y|| = Let|[A~ 1yl = [[A!|. Soitz = A~ y, et 4 = =4 it ,on a donc

—y ! —y xtx
T=Yy—

(A4 d4)x = Az — o ( .

=0.

La matrice A + § 4 est donc singuliere. De plus,

1
dall = —lyy' A7Y.
I9all = ol ' 4~

Or par définition de z et y, on a ||z||> = ||A~!||?. D’autre part, comme il s’agit ici de la norme L?, on a

A= = ||A~"||. On en déduit que

1 1
16l = = I IPIA™ = ey
|A=12 A=

On a donc dans ce cas égalité dans (I.76).

3. Remarquons tout d’abord que la matrice A est inversible. En effet, detA = 2a% > 0.
0 O 0
Soit 4 = 0 —a « . Comme det(A + §4) = 0, la matrice A + 04 est singuliere, et donc
0 —a —«a

cond(A) > 1Al .
[0al

Or [|64]| = 2cvet ||A|| = max(3,1 + 2a) = 3, car o €0, 1[. Donc cond(4) > 2.

(1.87)

Exercice [48 page [76 (Conditionnement du carré)
1. Comme det(A) # 0, la matrice A est inversible et donc A? Pest également, et par définition,
cond(4?) = [|A%||[|(A~1)?]]
< [lATYIANATH Al
= (condA)?.

2. Le conditionnement en norme 2 d’une matrice symétrique est le rapport de la plus grande sur la plus petite
valeur propre. Si A est symétrique, A2 I’est également, et on a donc

A2 An
condy(A?) = )\—’2’ = (/\—)2 = (condy A)?.
1 1

ol A, (resp. A1) est la plus grande (resp. petite) valeur propre de A.
0 -1
1 0
At A = Id. Par suite, condz(A?) = 1 = (condz(A))? sans que la matrice A soit symétrique.

3. La matrice de rotation d’angle 5 est A = [ } . On en déduit A? = —Id et donc conda(A?) = 1 et
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Exercice 49| page[76| (Calcul de I’inverse d’une matrice et conditionnement)

1. (a) L’inverse de la matrice A vérifie les quatre équations suivantes :
X—-A1' =0 X'1-4 = 0,
AX-Id = 0, XA-1d = 0.

Les quantités e, ea, e3 et e4 sont les erreurs relatives commises sur ces quatre équations lorsqu’on
remplace X par B ; en ce sens, elles mesurent la qualité de 1’approximation de A1,

(b) On remarque d’abord que comme la norme est matricielle, on a |[M P|| < | M]|||P|| pour toutes
matrices M et P de M,,(IR). On va se servir de cette propriété plusieurs fois par la suite.
(o) Comme B=A"1'+E,ona

o B _ A7 _
TA=I] = AT

(B) Par définition,
_ BT -Al (ATt + BT - A

° IA] IA]
Or
A1+ E)1—A = (A '(Id+AE)1-A
= (Id+AE)'A-A
= (Id+ AE)~Y(Id — (Id + AE))A
= —(Id+ AE)"*AEA.
On a donc

ez < [|(Id + AE) |l E].

Or par hypothese, ||AE| < ||A]||[E|| < cond(A)e < 1; on en déduit, en utilisant le théoreme
1.11, que :

- 1 econd(A)
Id+ AE) | < — 1 etdonc ey < 20U
|(Id+ AE))| < 1— [[AE|’ etdonces = 1~ econd(A)

(7) Par définition, e = |AB — 1d|| = [[A(A™! + E) —1d|| = | AE][| < [|A[[[|E]| < |Alle] A7 =
econd(A).
(0) Enfin, e4 = [BA —1d|| = [|(A™" + E)A — Id|| < [[EA| < | E|[]| A]| < cond(A).

(¢) (o) Comme B = A~Y(Id+ E'),ona

AT d+E) - AT

<|ld+ E' —1d|| < e.
A s -ldise

€1

(B) Par définition,
— lud+E)H~TA-A|

€2 = TAT
_ Id+E) " (A-(Id+E)A)|
= AT
<|(Id+E)Md - (Id+ E')|| < =

car € < 1 (théoréme 1.1).
() Par définition, e3 = ||[AB — Id|| = [|[AA~'(Id+ E') — 1d|| = ||E’|| < e.

(®) Enfin, e; = |[BA—1d| = A~ (Id+ F)A—1d| = [ A" (A+ E'A— A)| < || A~} AF| <
econd(A).
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2. (a) On peut écrire A + 64 = A(Id + A=16,4). On a vu en cours (théoreme 1.11) que si [[A™104] < 1,
alors la matrice Id + A~16 est inversible. Or || A1 4| < ||A71|||04]|, et donc la matrice A + 64

1

est inversible si |[04] < ————.

A=

(b) On peut écrire ||(A+d4) "' — A7 = [[(A+64)1(Id — (A+04) A7 < [|(A+6a)7H|Id —
Id — 4 A7 < [[(A+84)7|0all]|A7L]|. On en déduit le résultat.

Exercice[50/page 77| (Conditionnement du Laplacien discret 1D)

Pour chercher les valeurs propres et vecteurs propres de A, on s’inspire des valeurs propres et vecteurs propres du
probléme continu, c’est—a—dire des valeurs A et fonctions ¢ telles que

—"(x) = Ap(z) = €]0,1]
{ o(0) = $(1) = 0 (188)

(Notons que ce “truc” ne marche pas dans n’importe quel cas.)

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle —p” = A est un espace vectoriel d’ordre 2. donc ¢ est
de la forme ¢(z) = acos VAz + Bsin vz (A > 0) et a et 3 dont déterminés par les conditions aux limites
©(0) = a = 0et p(1) = acos VA + Bsinv/X = 0;on veut § # 0 car on cherche ¢ # 0 et donc on obtient
A\ = k2m2. Les couples (), ) vérifiant (L88) sont donc de la forme (k?7?, sin krz).

2. Pour k = 1 an, posons <I)Z(-k) = sin kwx;, ou x; = th, pour ¢ = 1 an, et calculons AP
(AWM, = —sinkm(i — 1)h + 2sin kx(ih) — sin k(i + 1)h.

En utilisant le fait que sin(a 4+ b) = sina cosb + cos a sin b pour développer sin kw(1 — i)h et sin kw(i + 1)h, on
obtient (apres calculs) :

(A2®)Y), =\ i=1,....n,

i

avec 5 5 .
A = ﬁ(l—coskwh): ﬁ(l—cosnfl) (1.89)
On a donc trouvé n valeurs propres Ay, ..., A, associées aux vecteurs propres W ... &) de R™ définis par

k
<I>Z(-k) = sin K
n +

Remarque : Lorsque n — +o0o (ou b — 0), 0on a

,i1=1...n.
1

Donc
)\,(Ch) — k*1% = )\ lorsque h — 0.

Calculons maintenant condz(A). Comme A est s.d.p., on a

nm

An B 1—coanr1

=N, T 7 _ e
Al 1—COSn—+1

condz(A)

Ona:h?*\, = 2(1 - cos 27 ) — 4 et \; — 77 lorsque h — 0. Donc

4
h%conda(A) — = lorsque i — 0.
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Exercice 51l page [77] (Conditionnement, réaction diffusion 1d)

1. Pour k = 1 a n, calculons BU, :
1
n+1

(BUyg); = —sinkn(j — 1)h + 2sinkn(jh) —sinkw(j + 1)h, ot h =

En utilisant le fait que sin(a+b) = sin a cos b+ cos a sin b pour développer sin k(1 — j)h et sin kn(j+1)h,
on obtient (apres calculs) :
(BUk)J:)\k(Uk)jv jzlv"'anv

T
ol Ay, = 2(1 — coskmh) = 2(1 — cos 1). On peut remarquer que pour k = 1,...,n,, les valeurs Ay
n
sont distinctes.
On a donc trouvé les n valeurs propres A ...\, de B associées aux vecteurs propres Uy, ..., U, de R"

k
tels que (Uy); = sin n—j—Jl’j =1,...,n.

2. Comme A =1d + %B, les valeurs propres de la matrice A sont les valeurs p; = 1 + #/\i.
3. Comme A est symétrique, le conditionnement de A est donné par

1+ %(1 - cos T )

_ Hn _ h n+1
conds(A) = — = -
M1 1+ Z(1—cos )

n+1

Exercice[52] page [78] (Conditionnement “efficace”)

Partie I
1. Soitu = (u1,...,u,)". Ona
1 1 .
Au=0b < ﬁ(ui—uiq)-i-ﬁ(ui—uwl):bi, Vi=1,...,n,
Ug = Unp41 = 0.
Supposons b; > 0,Vi =1,...,n, et soit

p=min{k € {0,...,n+ 1};ur = min{u;, i =0,...,n+ 1}}.
Remarquons que p ne peut pas étre égal a n + 1 car ug = up+1 = 0. Sip = 0, alors u; > 0Vi = 0,n + 1 et donc

u > 0.
Sipe{l,...,n},alors
1 1
72 72 (Uup = Upi1) 2 05
mais par définition de p, on a u, — up—1 < 0 et up — upq1 < 0, et on aboutit donc a une contradiction.

(up — up—1) +

Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors » > 0. On en déduit par
linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci démontre que I’application linéaire
représentée par la matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

1
2. Soit p € C([0,1],IR) tel que ¢(z) = 5:5(1 —z)etd; = ¢(x;), i = 1,n,oux; =ih.
On remarque que (A¢); est le développement de Taylor a I’ordre 2 de (x; ). En effet, ¢ est un polyndme de degré

2, sa dérivée troisieme est nulle ; de plus ona ¢'(z) = £ —x et ¢”’(x) = 1. Ona donc :
/ h?
bit1 = ¢i + he'(z:) — 5
h2
bi—1 = bi — hy'(z;) — 5
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On en déduit que 75 (2¢; — ¢i41 — dit1) = 1, et donc que (Ag); = 1.

3.Soientb € R" etu € IR™ tels que Au =b.Ona:
(A(u £ [bllp))i = (Au)i £ [[b] (A¢)i = bi £ [|b]].
Prenons d’abord b; = b; + ||b]| > 0, alors par la question (1),
u; + [|bl|¢s >0 Vi=1...n.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b|| < 0, alors
ui— ||bl|¢s <0 Vi=1,...,n.
On a donc —||b]|¢; < u; < ||b]|¢.
On en déduit que || < ] 6] s or 4] = & Dou

On peut alors écrire que pour tout b € IR",

1
< —|/b]|-
ull < 5]

I A~ ]
161l

1
|A=1b| < <||b||, donc <=, dou|A7Y <

| =

1

87
1

On montre que ||A~Y| = gen prenant le vecteur b défini par b(z;) = 1,Vi = 1,...,n. On aen effet A~1b = ¢,

et comme o est impair, 3i € {1,...,n} tel que z; = 3 sor [[o|| = p(3) = %.

4. Par définition, on a [ A|| = supy =1 [[Az|, et donc || Al| = max;=1,, D la; ;|, d’otr le résultat.

j=1n

5. Gréce aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme || -||, cond(A4) = || A[|||[A7}| =
1
5hT -

2h
Comme A, = dp,ona:

- 2] -1 (LAl
18ull < AT 10|35 < 1A 18wl ;
161l il
d’ou le résultat.
Pour obtenir I’égalité, il suffit de prendre b = Au ol u est tel que ||u|| = 1 et || Au|| = ||A]|, et & tel que ||dp]] =1
et ||[A=15,| = ||A~Y||. On obtient alors
1ol _ 1 [loul] -1
el el = jay,
ol Al [l

D’ou I’égalité.
Partie 2 Conditionnement “‘efficace”

1. Soient ¢y, et f;, les fonctions constantes par morceaux définies par
B gp(ih):gbisixe]xi—%,xi—l-%[,i:l,...,n,
enl@) = { Osize 0, ] ouz ]l ~ & 1]
_ f(lh):bl six E]Ii—%, xz—i-%[,
f(ih) =0siz € [0, 2] ouz €)1 — £,1].

et

fn(z)

Comme f € C([0,1],IR) et p € C*([0,1],IR), la fonction f, (resp. ¢p) converge uniformément vers f (resp. ¢)
lorsque h — 0. En effet,

1f = Falloc = sup |f(2) = fu(2)]
z€[0,1]
= max  sup |f(2) = fu(2)]

) rE€[ri,Tit1]

= max  sup |f(z) — f(z:)]

TE€[Ti,Tit1]
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Comme f est continue, elle est uniformément continue sur [0, 1] et donc pour tout € > 0, il existe k. > 0 tel que si
|s —t| < he, alors |f(s) — f(t)|- On en conclut que si ’on prend h < h.,ona ||f — f|| < €. Le raisonnement est
le mé&me pour ¢y, et donc fip, converge uniformément vers fy. On peut donc passer a la limite sous 1’intégrale
et écrire que :

"2 b= d dz lorsque h — 0.
; ® /o fn(@)en(z)dz —>/0 f(z)e(x)dx lorsque h — 0

Comme b; > 0etp; >0Vi=1,...,n,onaévidemment
n 1
Sp = Zbi%‘ >0etS, — / f(x)p(x)dx = B > 0lorsque h — 0.
i=1 0

é)>0.

Donc il existe ng € IN tel que si n > ng, S, > g, et donc S, > a = min(Sy, S1 ... Sn,, 5

n
2. Onan||ul| = nsup;_; , lu;| > D7 u;. D’autre part, Ap = (1...1)" donc u - Ap = Zui; oru-Ap =
i=1

Aty - = Au - @ car A est symétrique. Donc u - Ap = Z bip; > % d’apres la question 1. Comme 6, = A~ 14,
i=1
O 1h
on a donc [|0,] < [[A™Y| [|6s] ; et comme nul > %, on obtient : |:| ||| < ——n|5b|%. Orhn < letona
u «
donc bien : 5 5
Il _ 1710150
lull = 8o 0

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h?, et donc tend vers I’infini lorsque le
[

est
[

pas de discrétisation tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative

. 2. N TS . . . ) o . .
inférieure a une constante multipliée par la variation relative de HH lf”” . Cette derniere information est nettement plus

utile et réjouissante pour la résolution effective du systeme linéaire.

1.5 Meéthodes itératives

Les méthodes directes sont tres efficaces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs d’arrondi pres) du systeme
linéaire considéré. Elles ont I’'inconvénient de nécessiter une assez grande place mémoire car elles nécessitent le
stockage de toute la matrice en mémoire vive. Si la matrice est pleine, c.a.d. si la plupart des coefficients de la
matrice sont non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire vive de 1’ordinateur dont on dispose, il ne reste
plus qu’a gérer habilement le “swapping” c’est—a—dire 1’échange de données entre mémoire disque et mémoire
vive pour pouvoir résoudre le systeme.

Cependant, si le systeme a été obtenu a partir de la discrétisation d’équations aux dérivés partielles, il est en
général “creux”, c.a. d. qu’un grand nombre des coefficients de la matrice du systeéme sont nuls ; de plus la matrice
a souvent une structure “bande”, i.e. les éléments non nuls de la matrice sont localisés sur certaines diagonales.
On a vu au chapitre précédent que dans ce cas, la méthode de Choleski “conserve le profil” (voir a ce propos page
[44). Si on utilise une méthode directe genre Choleski, on aura donc besoin de la place mémoire pour stocker la
strucutre bande.

Lorsqu’on a affaire a de trés gros systemes issus par exemple de ’ingénierie (calcul des structures, mécanique des
fluides, ... ), ou n peut tre de 1’ordre de plusieurs milliers, on cherche a utiliser des méthodes nécessitant le moins
de mémoire possible. On a intérét dans ce cas a utiliser des méthodes itératives. Ces méthodes ne font appel qu’a
des produits matrice vecteur, et ne nécessitent donc pas le stockage du profil de la matrice mais uniquement des
termes non nuls. Par exemple, si on a seulement 5 diagonales non nulles dans la matrice du systeme a résoudre,
systeme de n équations et n inconnues, la place mémoire nécessaire pour un produit matrice vecteur est 6n. Ainsi
pour les gros systemes, il est souvent avantageux d’utiliser des méthodes itératives qui ne donnent pas toujours la
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solution exacte du systeéme en un nombre fini d’itérations, mais qui donnent une solution approchée a cofit moindre
qu’une méthode directe, car elles ne font appel qu’a des produits matrice vecteur.

Remarque 1.45 (Sur la méthode du gradient conjugué).

1l existe une méthode itérative “miraculeuse” de résolution des systémes linéaires lorsque la matrice A est symé-
trique définie positive : c’est la méthode du gradient conjugué. Elle est miraculeuse en ce sens qu’elle donne la
solution exacte du systeme Ax = b en un nombre fini d’opérations (en ce sens c’est une méthode directe) : moins
de n itérations on n est I’ordre de la matrice A, bien qu’elle ne nécessite que des produits matrice vecteur ou des
produits scalaires. La méthode du gradient conjugué est en fait une méthode d’optimisation pour la recherche du
minimum dans R™ de la fonction de R"™ dans IR, définie par : f(x) = %A:c -x — b - x. Or on peut montrer que
lorsque A est symétrique définie positive, la recherche de x minimisant f dans R™ est équivalent a la résolution
du systeme Az = b. (Voir paragraphe [3.2.2] page ) En fait, la méthode du gradient conjugué n’est pas si
miraculeuse que cela en pratique : en effet, le nombre n est en général tres grand et on ne peut en géneral pas
envisager d’effectuer un tel nombre d’itérations pour résoudre le systeme. De plus, si on utilise la méthode du
gradient conjugué brutalement, non seulement elle ne donne pas la solution en n itérations en raison de I’accumu-
lation des erreurs d’arrondi, mais plus la taille du systeme croit et plus le nombre d’itérations nécessaires devient
élevé. On a alors recours aux techniques de “préconditionnement”. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.
La méthode itérative du gradient a pas fixe, qui est elle aussi obtenue comme méthode de minimisation de la
fonction f ci-dessus, fait I’objet de I’exercice 34l page et du théoréme page

1.5.1 Définition et propriétés

Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR™, on cherche toujours ici a résoudre le systeme linéaire (L)
c’est—a—dire a trouver x € IR" tel que Az = b, mais de fagon itérative, c.a.d. par la construction d’une suite.

Définition 1.46 (Méthode itérative). On appelle méthode itérative de résolution du systeme linéaire (1) une
méthode qui construit une suite (:c(k))ke]N (on Uitéré x%) est calculé a partir des itérés (0 ... x* =1 censée
converger vers x solution de (I.1))).

Bien siir, on souhaite que cette suite converge vers la solution & du systeme.

Définition 1.47 (Méthode itérative convergente). On dit qu’une méthode itérative est convergente si pour tout
choix initial £© € R", ona :
) — quand k — 400

Enfin, on veut que cette suite soit simple a calculer. Une idée naturelle est de travailler avec une matrice P inversible
qui soit “proche” de A, mais plus facile que A a inverser. On appelle matrice de préconditionnement cette matrice
P.Onécritalors A= P — (P — A) = P — N (avec N = P — A), et on réécrit le systtme linéaire Az = b sous
la forme

Pxr=(P—-Ax+b=Nx+b. (1.90)

Cette forme suggere la construction de la suite (:c(k)) ke A partir d’un choix initial (°) donné, par la formule

suivante :
Pr*tl) = (P — A)z® +b

ce qui peut également s’écrire :.

D) = Bx® L ¢ avecB=P Y (P-A)=Id— P 'A=P 'Netec=P'b. (1.92)
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Remarque 1.48 (Convergence vers A~'b). Si Px*t1) = (P — A)x™ +b pour tout k € IN et £*) — & quand
k — 400 alors Px = (P — A)x + b, et donc Ax = b, c.a.d. © = x. En conclusion, si la suite converge, alors
elle converge bien vers la solution du systeme linéaire.

On introduit I’erreur d’approximation e(*) a I’itération k, définie par
e® =z gz kLeN (1.93)

ot (%) est construit par (L92) et & = A~'b. Il est facile de vérifier que ¥} — = = A~'b lorsque k — +o00 si
et seulement si e*) — 0 lorsque k — 400

Lemme 1.49. La suite (e¥)).cy définie par (L93) est également définie par

e® — 20 _ 4
el®) = Bke(0 (1.94)
DEMONSTRATION — Comme ¢ = P~ 'b= P 'Ax,ona
eF D) — g+ _ = B2 _ ¢ + P Az (1.95)
= Bz — ). (1.96)
Par récurrence sur k,
e = B¥(2 — ), VkeIN. (1.97)

Théoréme 1.50 (Convergence de la suite). Soit A et P € M,,(IR) des matrices inversibles. Soit £°) donné et soit
(") e la suite définie par (L9D).
1. La suite () e converge, quel que soit ), vers & = A=1b si et seulement si p(B) < 1.

2. La suite (x®)) e converge, quel que soit (0, si et seulement si il existe une norme induite notée || - || telle

que | B|| < 1.

DEMONSTRATION —

1. On a vu que la suite ()*))c définie par (T92) converge vers & = A~ b si et seulement si la suite e'*) définie
par tend vers 0. On en déduit par le lemme que la suite (w)(k))kem converge (vers x), pour tout @ si
et seulement si p(B) < 1.

2. Si il existe une norme induite notée || - || telle que || B|| < 1, alors en vertu du corollaire [[.33] p(B) < 1 et donc la
méthode converge pour tout ().

Réciproquement, si la méthode converge alors p(B) < 1, et donc il existe n > 0 tel que p(B) = 1 — 7. Prenons
maintenant ¢ = 3 et appliquons la proposition[[.32]: il existe une norme induite || - || telle que || B|| < p(B)+¢ < 1,
ce qui démontre le résultat.

Pour trouver des méthodes itératives de résolution du systeéme (I.I), on cherche donc une décomposition de la
matrice A de la forme: A = P — (P — A) = P — N, ou P est inversible et telle que le systtme Py = d soit un
systeme facile a résoudre (par exemple P diagonale ou triangulaire).
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Estimation de la vitesse de convergence Soit 2(© e R"™ donné et soit (:v(k) ke la suite définie par (1.92). On
avuque,sip(B) <1, x*) — x quand k — oo, ol  est la solution du systéeme Az = b. On montre a I’exercice
page[136]que (sauf cas particuliers)

D — |

12 — 2] — p(B) lorsque k — +o0,

indépendamment de la norme choisie sur IR". Le rayon spectral p(B) de la matrice B est donc une bonne estima-
tion de la vitesse de convergence. Pour estimer cette vitesse de convergence lorsqu’on ne connait pas x, on peut
utiliser le fait (voir encore ’exercice[72] page[136) qu’on a aussi

||:1} (k+1) (k)”

m — p(B) : IOI'Sque k — +00,

ce qui permet d’évaluer la vitesse de convergence de la méthode par le calcul des itérés courants.

1.5.2 Quelques exemples de méthodes itératives
Une méthode simpliste

Le choix le plus simple pour le systtme Pz = (P — A)x + b soit facile a résoudre (on rappelle que c’est un
objectif dans la construction d’une méthode itérative) est de prendre pour P la matrice identité (qui est tres facile
a inverser !). Voyons ce que cela donne sur la matrice

2 -1
A= [_1 9 } ) (1.98)
Onaalors B=P — A= [_11 _11} . Les valeurs propres de B sont 0 et -2 et on a donc p(B) = 2 > 1. La suite
(e(k))kem définie par e®) = Bke() p’est donc en général pas convergente. En effet, si e = auy + bus, ol
up = _11 est vecteur propre de B associé a la valeur propre A = —2, on a e®) = (—2)*a et donc |e®)| — +o0

lorsque k — oo deés que a # 0. Cette premiere idée n’est donc pas si bonne. ..

La méthode de Richardson

Afﬁnons un peu et prenons maintenant P = pld,avec § € IR.Onadanscecas P— A = [ld — Aet B =
1A =1d — aA avec a = L. Les valeurs propres de B sont de la forme 1 — a.), o1 \ est valeur propre de A.
Pour la matrice A définie par (IT_%I) les valeurs propres de A sont 1 et 3, et les valeurs propres de

1 -2« o
B_[ o 1—2a,]

sont 1 — et 1 — 3. Le rayon spectral de la matrice B, qui dépend de « est donc p(B) = max(|1 — «f, |1 — 3a]),
qu’on représente sur la figure ci-dessous. La méthode itérative s’écrit

z(© € IR"™ donné,

z®*t) = Bz® 4 ¢, avec ¢ = ab. (1.99)

Pour que la méthode converge, il faut et il suffit que p(B) < 1, c.a.d. 3o — 1 < 1, donc o < % On voit que le
choix o = 1 qu’on avait fait au départ n’était pas bon. Mais on peut aussi calculer le meilleur coefficient o pour
avoir la meilleure convergence possible : c’est la valeur de o qui minimise le rayon spectral p; il est atteint pour
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1—a=3a—1,cequidonne o = % Cette méthode est connue sous le nom de méthode de Richardsonﬁ. Elle est
souvent écrite sous la forme :

z® € R" donné ,
2D — ) 4 o ®)

ot 7*) = b — Az(® est le résidu. On vérifie facilement que cette forme est équivalente a la forme (1.99) qu’on
vient d’étudier.

p(B) I1- 3]

FIGURE 1.4: Rayon spectral de la matrice B de Richardson en fonction du coefficient a.

La méthode de Jacobi

Dans le cas de I’exemple de la matrice A donné par (I.98), la méthode de Richardson avec le coefficient optimal
a =3 rev1ent a prendre comme décomposition de A = P + A — P avec comme matrice P = D, ou D est la
matrlce diagonale dont les coefficients sont les coefficients situés sur la diagonale de A. La méthode de Jacobil]
consiste justement a prendre P = D, et ce méme si la diagonale de A n’est pas constante.

Elle n’est équivalente a la méthode de Richardson avec coefficient optimal que dans le cas ol la diagonale est
constante ; ¢’est le cas de ’exemple (I.98), et donc dans ce cas la méthode de Jacobi s’écrit

20
z(0 = %0) € IR? donné ,
L2
(k+1) ng+1) ) 0 3 1
T = | G| = Bjx'\" + ¢, avec By = {% (ﬂ etc = §b. (1.100)

8. Lewis Fry Richardson, (1881-1953) est un mathématician, physicien, météorologue et psychologue qui a introduit les méthodes ma-
thématiques pour les prévisions métérologiques. Il est également connu pour ses travaux sur les fractals. C’était un pacifiste qui a abandonné
ses travaux de météorologie en raison de leur utillisation par I’armée de 1’air, pour se tourner vers 1’étude des raisons des guerres et de leur
prévention.

9. Carl G. J. Jacobi, (1804 - 1851), mathématicien allemand. Issu d’une famille juive, il étudie a I’Université de Berlin, ot il obtient
son doctorat a 21 ans. Sa theése est une discussion analytique de la théorie des fractions. En 1829, il devient professeur de mathématique a
I'Université de Konigsberg, et ce jusqu’en 1842. 11 fait une dépression, et voyage en Italie en 1843. A son retour, il déménage 2 Berlin oi il sera
pensionnaire royal jusqu’a sa mort. Sa lettre du 2 juillet 1830 adressée a Legendre est restée célebre pour la phrase suivante, qui a fait couler
beaucoup d’encre : “M. Fourier avait I’opinion que le but principal des mathématiques était 1’utilité publique et I’explication des phénomenes
naturels ; mais un philosophe comme lui aurait di savoir que le but unique de la science, c¢’est I’honneur de I’esprit humain, et que sous ce titre,
une question de nombres vaut autant qu’une question du systéme du monde.” C’est une question toujours en discussion. . ..
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Dans le cas d’une matrice A générale, on décompose A sous la forme A = D — E — F, ou D représente la
diagonale de la matrice A, (—F) la partie triangulaire inférieure et (— F') la partie triangulaire supérieure :

a1 0 0 0 0 0 0 ai 2 ain
D = 0 - - : ; —-F = 2,1 - : et — F =
: 0 : 0 : Onn—1
0 0 ann an1 ... Qp-1n 0O 0 ... 0 —0
(1.101)

La méthode de Jacobi s’écrit donc :

©0) ¢ j™
{“’ €k (1.102)

Dz*+1) = (E 4+ F)z® + b.

Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme sous la forme ona B = D ! (E+ F); on notera B cette
matrice :

ai,2 _—G1n
0 o T
_a21 _ —aG2.:n
By = 2,2 az,2
an,1 _ —Gn—1n
gk e 0
La méthode de Jacobi s’écrit aussi :
z® e R"
k+1 k k .
a2 = =N a4 e =Y a4 e 46 i =1, 0, (1.103)
J<i j>i

La méthode de Gauss-Seidel

Dans I’écriture (L.103) de la méthode de Jacobi, on pourrait remplacer les composantes :C;k) dans la somme pour
. (k+1)
J < i par les composantes

de la méthode de Gauss-Seidel[] qui consiste a utiliser le calcul des composantes de I'itéré (k + 1) dés qu’il est

effectué. Par exemple, pour calculer la deuxieme composante xgkﬂ) du vecteur z(**1) | on pourrait employer la

“nouvelle” valeur :cgkﬂ) qu’on vient de calculer plutot que la valeur ng) comme dans (I.103) ; de méme, dans le
gkﬂ), on pourrait employer les “nouvelles” valeurs xgkﬂ) et xgkﬂ) plutot que les valeurs :cgk) et :vék).

, puisqu’elles sont déja calculées au moment ou I’on calcule xEkH). C’est1”idée

calcul de =
Cette idée nous suggere de remplacer dans (L.103) arg»k) par x§k+1) si j < 7. On obtient donc I’algorithme suivant :
{ z® c R"™

1.104
a’i.,i'rgk-‘rl) == Z i a’i-,j'r‘('k-‘rl) - Z ‘aiij(’k) =+ bia 1= 15 sy T ( )

La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous la forme Px**1) = (P — A)x®) 4 b, avec P = D — E et
P-A=F:

T € R"
{ (D — E)ah+1) — Fa® 4 p, (1.105)
Si ’on écrit la méthode de Gauss—Seidel sous la forme xz(**1) = Ba(*) 4 ¢, on voit assez vite que B =

(D - E)’lF ; on notera Bgg cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

10. Philipp Ludwig von Seidel (Zweibriicken, Allemagne 1821 — Munich, 13 August 1896) mathématicien allemand dont il est dit qu’il a
découvert en 1847 le concept crucial de la convergence uniforme en étudiant une démonstration incorrecte de Cauchy.
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Ecrivons la méthode de Gauss-Seidel dans le cas de la matrice A donnée par (1.98) : onadanscecas P = D—F =

[_21 (2)] = [8 3 ] . L’algorithme de Gauss-Seidel s’écrit donc :

4O
2 = "1, | € R? donné,

2D 0 0 19
2k — b | = Basz™™ + ¢, avec Bgg = [O 4 etec= {i l] b. (1.106)
1 1 2

On a donc p(Bgs) = i. Sur cet exemple la méthode de Gauss-Seidel converge donc beaucoup plus vite que la
méthode de Jacobi : Asymptotiquement, I’erreur est divisée par 4 a chaque itération au lieu de 2 pour la méthode
de Jacobi. On peut montrer que c’est le cas pour toutes les matrices tridiagonales, comme c’est énoncé dans le
théoréme suivant :

Théoreme 1.51 (Comparaison de Jacobi et Gauss-Seidel pour les matrices tridiagonales). On considére une ma-
trice A € M,,(IR) tridiagonale, c.a.d. telle que a; ; = 0 si |i — j| > 1; soient Bag et By les matrices d’itération
respectives des méthodes de Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

p(Bas) = (p(By))?.

Pour les matrices tridiagonales, la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge) donc plus vite que celle de
Jacobi.

La démonstration de ce résultat se fait en montrant que dans le cas tridiagonal, A est valeur propre de la matrice
d’itération de Jacobi si et seulement si A% est valeur propre de la matrice d’itération de Gauss-Seidel. Elle est
laissée & titre d’exercice.

Méthodes SOR et SSOR

L’idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est d’utiliser la méthode de Gauss-
Seidel pour calculer un itéré intermédiaire Z(*+1) qu’on “relaxe” ensuite pour améliorer la vitesse de convergence
de la méthode. On se donne 0 < w < 2, et on modifie I’algorithme de Gauss—Seidel de la maniére suivante :

T € R"
~(k+1 k+1 k
ai i = =Y aa =Y aggal b (1.107)
j<i 1<j
oY = w0z (1 —w)e® ) i=1,

(Pour w = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par a; ; la ligne 3 de 1’algorithme (LIO07))

z©® e R"™

ai i = w | =Y e =3 a e o (1.108)
j<i j>i
+(1- w)aiyi:cl(}k).

On obtient donc
(D — wE)z* Y = uFz® £ wb+ (1 — w)Dz®.
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La matrice d’itération de I’algorithme SOR est donc
D - 1- D 1-
sz(——E) (F+(—w>D)=P‘1N, avecP:——EethF—i—(—w)D.
w w w w

Il est facile de vérifier que A = P — N.

Proposition 1.52 (Condition nécessaire de convergence de la méthode SOR).
Soit A € M,,(IR) et soiet D, E et F les matrices définies par (L101); on a donc A = D — E — F. Soit B, la
matrice d’itération de la méthode SOR (et de la méthode de Gauss—Seidel pour w = 1) définie par :

—1
Bw:<B—E> <F+1_—wD>, w % 0.

w w

Sip(B,) < lalors0 < w < 2.

DEMONSTRATION —  Calculons det(B.,). Par définition,
Bo—=P N, avec P=— LD EetN=F+2-“p.
w w
Donc det(B,,) = (det(P)) 'det(N). Comme P et N sont des matrices triangulaires, leurs déterminants sont les produits
ceofficients diagonaux (voir la remarque [[.39] page [104)). On a donc :

1—w\n
det(B,) = oV AMD)
(2)ndet(D)
Or le déterminant d’une matrice est aussi le produit des valeurs propres de cette matrice (comptées avec leur multiplicités
algébriques), dont les valeurs absolues sont toutes inférieures au rayon spectral. On a donc : |det(By)| = |(1 — w)"| <
(p(Bw))™, d’ou le résultat. L]

On a un résultat de convergence de la méthode SOR (et donc également de Gauss-Seidel) dans le cas ot A est
symétrique définie positive, grice au lemme suivant :

Lemme 1.53 (Condition suffisante de convergence pour la suite définie par (1.92). Soir A € M,,(IR) une matrice
symétrique définie positive, et soient P et N € M,,(IR) relles que A = P — N et P est inversible. Si la matrice
P! + N est symétrique définie positive alors p(P~'N) = p(B) < 1, et donc la suite définie par (1.92) converge.

DEMONSTRATION —  On rappelle (voir le corollaire (I36) pagel67) que si B € M,,(IR), et si || - || est une norme induite
sur M, (IR) par une norme sur IR"™, on a toujours p(B) < ||B]|. On va donc chercher une norme sur IR", notée || - ||«
telle que
PN, = max{|PNa|l., & € R", [lzll. = 1} <1,

(ol on désigne encore par ||.||« la norme induite sur M, (IR )) ou encore :

|[P~'Nz||. < ||z|, Yz e€R", x#0. (1.109)
On définit la norme || - ||« par ||z||« = vV Az - x, pour tout z € IR™. Comme A est symétrique définie positive, || - ||«
est bien une norme sur IR"™, induite par le produit scalaire (x|y)a = Az - y. On va montrer que la propriété (1.I09) est
vérifiée par cette norme. Soit € R, ¢ # O,ona: |[P"'Nz|2 = AP"*Na - P"'Nx.Or N = P — A, et donc :
|P7'!Nz|? = A(Id — P~*A)x - (Id — P~ A)x. Soity = P~' Ax; remarquons que y # O car & # O et P71 A est
inversible. Exprimons ||P~! Nz||? i I’aide de y.

[PTINa|l = Az —y) - (x —y) = Az -z — 24z -y + Ay -y = [|[z||} - 24z -y + Ay - y.
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Pour que ||[P™!Nz||2 < ||=||2 (et par suite p(P~'N) < 1), il suffit donc de montrer que —2Ax -y + Ay -y < 0. Or,
comme Py = Ax,ona: —2Ax-y+Ay-y = —2Py-y+ Ay-y. En écrivant : Py-y = y-P'y = P'y-y, on obtient donc
que: —2Ax-y+Ay-y = (—P—P'+ A)y-y, etcomme A = P— N on obtient —2Ax-y+ Ay-y = —(P'+ N)y-y.
Comme P’ + N est symétrique définie positive par hypothése et que y # 0, on en déduit que —2Az -y + Ay -y < 0,
ce qui termine la démonstration. ]

Théoreme 1.54 (CNS de convergence de la méthode SOR pour les matrices s.d.p.).
Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive, et soient D, E et F les matrices définies par (L10T) ;
onadonc A =D — E — F. Soit B, la matrice d’itération de la méthode SOR (et de la méthode de Gauss—Seidel

pour w = 1) définie par :
D ! 1—w
B,=(——-F F+—D), w#0.
w w

Alors :
p(By) < 1 si et seulement si 0 < w < 2.

En particulier, si A est une matrice symétrique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge.

DEMONSTRATION —  On sait par la proposition que si p(B,,) < 1alors 0 < w < 2. Supposons maintenant que A
est une matrice symétrique définie positive, que 0 < w < 2 et montrons que p(B.,) < 1. Par le lemme [[.33] page [T01] il
suffit pour cela de montrer que P’ + N est une matrice symétrique définie positive. Or,

t
Pt:(Q—E) :Q—F,

w w
pPiN=2 _pipil-¥p_2-¥p
w w w
La matrice P’ + N est donc bien symétrique définie positive. ]

Remarque 1.55 (Comparaison Gauss—Seidel/Jacobi). On a vu (théoreme[[.34) que si A est une matrice symé-
trigue définie positive, la méthode de Gauss—Seidel converge. Par contre, méme dans le cas ou A est symétrique
définie positive, il existe des cas ot la méthode de Jacobi ne converge pas, voir a ce sujet I’exercice[33 page[[06]

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné par le théoréme précédent n’est que
partiel, puisqu’il ne concerne que les matrices symétriques définies positives et que les méthodes Gauss-Seidel
et SOR. On a aussi un résultat de convergence de la méthode de Jacobi pour les matrices a diagonale dominante
stricte, voir exercice [60] page et un résultat de comparaison des méthodes pour les matrices tridiagonales par
blocs, voir le théoréme[1.36 donné ci-aprés. Dans la pratique, il faudra souvent compter sur sa bonne étoile. . .

Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR La question est ici d’estimer le coefficient de relaxa-
tion w optimal dans la méthode SOR, c.a.d. le coefficient wy €]0, 2[ (condition nécessaire pour que la méthode
SOR converge, voir théoreme[L.34) tel que

p(Bun) < p(B.), Ve €0,2].

Ce coefficient wy donnera la meilleure convergence possible pour SOR. On sait le faire dans le cas assez restrictif
des matrices tridiagonales (ou tridiagonales par blocs, voir paragraphe suivant). On ne fait ici qu’énoncer le résultat
dont la démonstration est donnée dans le livre de Ph.Ciarlet conseillé en début de cours.
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Théoréme 1.56 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale). On consideére une matrice A € M,,(IR) qui admet une
décomposition par blocs définie dans la définition pagell031; on suppose que la matrice A est tridiagonale
par blocs, c.a.d. A; ; = 0 si |i — j| > 1, soient Bas et By les matrices d’itération respectives des méthodes
de Gauss-Seidel et Jacobi. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d’itération J de la
méthode de Jacobi sont réelles et que p(Bjy) < 1. Alors le paramétre de relaxation optimal, c.d.d. le paramétre wy
tel que p(By,,) = min{p(B,),w €]0,2[}, s’exprime en fonction du rayon spectral p(By) de la matrice J par la

formule :
2
wo = > 1,
1++/1—=p(By)?

etona: p(By,) =wo — 1.

La démonstration de ce résultat repose sur la comparaison des valeurs propres des matrices d’itération. On montre
que A est valeur propre de B,, si et seulement si

(A +w— 1)2 = AQJ/,LQ,
ou p est valeur propre de By (voir [Ciarlet] pour plus de détails).

Remarque 1.57 (Méthode de Jacobi relaxée). On peut aussi appliquer une procédure de relaxation avec comme
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir a ce sujet I’exercice [37 page [[07). Cette méthode est
toutefois beaucoup moins employée en pratique (car moins efficace) que la méthode SOR.

Méthode SSOR En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les calculs SOR sur les
blocs dans 1’ordre 1 & n puis dans ’ordre n a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR =
Symmetric Successive Over Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

D -t 1- D -t 1-
BSSOR_(Z—F> (E+TMD)(Z—E> (F+T“D>.

calcul dans l'ordre 72...1 calcul dans l'ordre 1...710

1.5.3 Les méthodes par blocs
Décomposition par blocs d’une matrice

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systemes linéaires a résoudre ont une structure “par blocs”, et
on se sert alors de cette structure lors de la résolution par une méthode itérative.

Définition 1.58. Soir A € M,,(IR) une matrice inversible ; une décomposition par blocs de A est définie par un
entier S < n, des entiers (n;)i=1,....s tels que Zle n; = n, et S? matrices A; ; € Moy, n,; (R) (ensemble des

matrices rectangulaires a n; lignes et n; colonnes, telles que les matrices A; ; soient inversibles pouri=1,...,5
et
i Al,l A172 ALS T
Aoy .
A= ’ ' ' ' (1.110)
3 r . As_1.5
L A5'71 ce ce AS,S—l A&s i
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Remarque 1.59.

1. Si S =netn; = 1Vi € {1,...,S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on retrouve la
structure habituelle d’une matrice. Les méthodes que nous allons décrire maintenant sont alors celles que
nous avons vu dans le cas de matrices sans structure particuliére.

2. Si A est symétrique définie positive, la condition A; ; inversible dans la définition[[.38 est inutile car A; ;
est nécessairement symétrique définie positive donc inversible. Pour s’en convaincre, prenons par exemple
i=1;s0ity € R™ y#0etx = (y,0...,0)" € R" Alors A1 1y -y = Az -z > 0donc Ay est
symétrique définie positive.

3. Si A est une matrice triangulaire par blocs, c.a.d. de la forme (L110) avec A; ; = 0 si j > 1, alors

S
det(A) = [ det(4;.:).
i=1

Par contre si A est décomposée en 2 X 2 blocs carrés (i.e. tels que n; = mj, V(i,7) € {1,2}), on a en
général :

det(A) 75 det(ALl)det(Agg) — det(Al)g)det(AgJ).

Méthode de Jacobi

On cherche une matrice P tel que le systtme Px = (P — A)x + b soit facile & résoudre (on rappelle que c’est un
objectif dans la construction d’une méthode itérative). On avait pris pour P une matrice diagonale dans la méthode
de Jacobi. La méthode de Jacobi par blocs consiste a prendre pour P la matrice diagonale D formée par les blocs
diagonaux de A :

[ Ain O ... 0
0 .
D:
: . . 0
. 0 ... ... 0 Ags |

Dans la matrice ci-dessus, 0 désigne un bloc nul.
Onaalors N = P — A= FE+ F,ou E et F sont constitués des blocs triangulaires inférieurs et supérieurs de la
matrice A :

00 07 [0 Ay ... . —Arg
—Ayy . : 0 :
E= , F=
: . . 0 : Lo —Agsos
| —Agy .. .. —Ass. 0| Lo ... .0 o |

Onabien A = P — N etavec D, F et F' définies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi s’écrit :

{ 2@ e R"

DD — (B 4 F)e® 4+, (LD
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Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme sous la forme (.92) on a B = D~!(E + F); on notera J cette
matrice. En introduisant la décomposition par blocs de z, solution recherchée de (LI, c.a.d.: . = [z1, .. ., xs]t,
ol z; € IR™, on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :

o € R"
A“xkﬂ) ZA”:E() ZA a: +b i=1,...,5. (1.112)
J<i j>i
SiS=mnetn; =1Vi € {1,...,S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on obtient la méthode de

Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), qui s’écrit donc :

:Z?oE]PLn
ai ™ = =3 a0 =3 a2 b i =1, (1.113)

j<i J>i

Méthode de Gauss-Seidel

La mé&me procédure que dans le cas S = n etn; = 1 donne:

z® € R (1.114)
Aved™V = =30 AT - A e, =108, '

La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous forme la forme Pz(**1) = (P — A)z(®) + b, P = D — E et

P—-—A=F:
{xoGRn

(D — E)z+1) = pg®) 4, (1.115)

Si I’on écrit la méthode de Gauss—Seidel sous la forme z(*+1) = Bz(¥) 4 ¢, on voit assez vite que B = (D —
E)_lF ; on notera Bgg cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

Méthodes SOR et SSOR

La méthode SOR s’écrit aussi par blocs : on se donne 0 < w < 2, et on modifie I’algorithme de Gauss—Seidel de
la maniere suivante :

o € R"
(k+1 (k+1 (k
A" = =3 Ayl =N A b (1.116)
j<i i<j
x§k+1) = wjl(.k+1) +(1- w)xgk), i=1,...,8.

(Pour w = 1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par A, ; la ligne 3 de I’algorithme (LIO07)) :

z@ e R"

Az = o | =3 Al ST At (1.117)
J<i j>i

+(1 - w)Am-xEk)

On obtient donc
(D —wE)z* Y = uFz® 4 wb+ (1 — w)Da®.

L’algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode II avec

P:Q—EethF—i—(l_—w)D.
w w
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Il est facile de vérifier que A = P — N.
L’algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode I avec

B= <§—E>l (F + (1_7“’) D).

Remarque 1.60 (Méthode de Jacobi relaxée). On peut aussi appliquer une procédure de relaxation avec comme
méthode iérative “de base” la méthode de Jacobi, voir a ce sujet I’exercice [37 page [[07). Cette méthode est
toutefois beaucoup moins employée en pratique (car moins efficace) que la méthode SOR.

En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les calculs SOR sur les blocs dans I’ordre 1 &
n puis dans I’ordre n a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation symétrisée (SSOR = Symmetric Successive Over
Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de la méthode I avec

(o) () 20) (e 2).

calcul dans T'ordre S'...1 calcul dans l'ordre 1....S

1.5.4 Exercices (méthodes itératives)
Exercice 53 (Convergence de suites). Corrigé en page[l16]

Etudier la convergence de la suite (x(*)),epy € IR™ définie par (%) donné, (¥} = Bx(*) + ¢ dans les cas

suivants : ) )
2 1 0 £ 1 0
o =fi i o=l o m=fi o) e

Exercice 54 (Méthode de Richardson). Suggestions en page[[13 corrigé en pagel[16]

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive, b € IR" et @ € IR.. Pour trouver la solution de Az = b,
on considere la méthode itérative suivante :

— Initialisation : z(® € R",
— Tterations : #*t1) = z(0) 4 o (b — Az®).
1. Pour quelles valeurs de « (en fonction des valeurs propres de A) la méthode est-elle convergente ?

2. Calculer g (en fonction des valeurs propres de A) t.q. p(Id — apA) = min{p(Id — aA), « € R}.

Commentaire sur la méthode de Richardson : On peut la voir comme une méthode de gradient a pas fixe pour
la minimisation de la fonction f définie de R™ dans IR par : ¢ — f(z) = 1Az @ — b - x, qui sera étudiée
au chapitre Optimisation. On verra en effet que grace qu caractere symétrique définie positif de A, la fonction f
admet un unique minimum, caractérisé par I’annulation du gradient de f en ce point. Or Vf(x) = Ax — b, et

annuler le gradient consiste a résoudre le systeme linéaire Ax = b.
Exercice 55 (Non convergence de la méthode de Jacobi). Suggestions en page Corrigé en pagell1d

Soita € IR et

A:

Q=
2 = Q
= Q Q

Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si —1/2 < a < 1 et que la méthode de Jacobi
converge si et seulement si —1/2 < a < 1/2.
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Exercice 56 (Jacobi et Gauss—Seidel : cas des matrices tridiagonales). Corrigé en pagell17

Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n inversible et tridiagonale ; on note a;, ; le coefficient de la ligne 4
et la ligne j de la matrice A. On décomposeen A = D — E — F, ou D représente la diagonale de la matrice A,
(—FE) la partie triangulaire inférieure stricte et (—F’) la partie triangulaire supérieure stricte.

Onnote B et Bgs les matrices d’itération des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel pour la résolution d’un systeme
linéaire de matrice A.

. . N 2 -1
1. Calculer les matrices By et Bgg pour la matrice particulere A = ] et calculer leurs rayons

-1 2
spectraux.Montrer que les méthodes convergent. Citer les résultats du cours qui s’appliquent pour cette
matrice.

2. Montrer que X est valeur propre de By si et seulement s’il existe un vecteur complexe = (x1,...x,) €
C", x # 0, tel que
—pp—1Tp—1 — Gpp+1Tp+1 = AAppTp, DP=1,...,n.
avec g = Tpy1 = 0.
3. Soity = (y1,...yn) € C™ défini par y, = APxp, oll A est une valeur propre non nulle de By et x =
(21, ...,2n) un vecteur propre associé. On pose yo = yn+1 = 0. Montrer que

2 2
=X App—1Yp—1 — App+1Yp+1 = AN appYp, P=1,...,n.
4. Montrer que p est valeur propre de Bs associée a un vecteur propre z # 0 si et seulement si
(F—u(D—-E))z=0.

5. Montrer que ) est valeur propre non nulle de By si et seulement si A2 est valeur propre de Bg g, et en déduire
que p(Bgs) = p(B)*.
6. On considere la matrice :

A:

o[ =
0 = ]
[N [SVN [OV]

Montrer que cette matrice est symétrique définie positive. Montrer que p(Bgs) # p(By)?. Quelle est I'hy-
pothese mise en défaut ici ?

Exercice 57 (Méthode de Jacobi et relaxation).  Suggestions en page corrigé en page

Soitn > 1. Soit A = (@i ;)i j=1,...n € My(IR) une matrice symétrique. On note D la partie diagonale de A, —F
la partie triangulaire inférieure de A et —F' la partie triangulaire supérieure de A, c’est-a-dire :

D =(d;;)ij=1,..n, dijj =0sii#j, di; = a,

E = (em)i,j:l,m,m €ij = 0siz < j, €ij = —0Q5; sig > 7,

F = (fij)ij=1,..n, fij=0s11>j, fij=—a;;jsii<j.
Noter que A = D — E — F. Soit b € IR". On cherche a calculer z € R" t.q. Az = b. On suppose que D est
définie positive (noter que A n’est pas forcément inversible). On s’intéresse ici a la méthode de Jacobi (par points),
c’est—a—dire a la méthode itérative suivante :

Initialisation. z(*) ¢ R"
Itérations. Pour n € IN, Dz(*tD) = (E 4 F)z(®) 4.

Onpose J = D™ (E + F).
1. Montrer, en donnant un exemple avec n = 2, que J peut ne pas étre symétrique.

2. Montrer que J est diagonalisable dans IR et, plus précisement, qu’il existe une base de IR", notée { f1, ...,

Jn}s etilexiste {p1, ..., pun} C R t.q. Jf; = pif; pourtouti € {1,...,n}ettq. Df, - f; = d;; pour
touti, j € {1,...,n}.

En ordonnant les valeurs propres de J, on adonc 1 < ... < u,, on conserve cette notation dans la suite.
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3. Montrer que la trace de J est nulle et en déduire que p; < Oet p,, > 0.
On suppose maintenant que A et 2D — A sont symétriques définies positives et on pose x = A~!b.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-a-dire 2*) — z quand n — co). [Utiliser un
théoréme du cours.]
On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par une technique de relaxation. Soit
w > 0, on considere la méthode suivante :
Initialisation. z(*) ¢ R"
Itérations. Pour n € IN, D31 = (E 4 F)z®) + b, 2+ = 3+ 4 (1 — w)z(*),

5. Calculer les matrices M, (inversible) et V,,, telles que wa(k“) = Nw:c(k) +b pour toutn € IN, en fonction
de w, D et A. On note, dans la suite J,, = (M,,) "1 N,,.

6. On suppose dans cette question que (2/w)D — A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-a-dire que 2*) — z quand n — oc.)

7. Montrer que (2/w)D — A est symétrique définie positive si et seulement si w < 2/(1 — pq).

8. Calculer les valeurs propres de .J,, en fonction de celles de J. En déduire, en fonction des p;, la valeur
“optimale” de w, c’est-a-dire la valeur de w minimisant le rayon spectral de J,,.

Exercice 58 (Jacobi pour une matrice 3 x 3 particuliere). Corrigé en page[I[18

a 0 «
Soit A= |0 b 0] .On suppose que A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode de Jacobi
a 0 c

converge pour n’importe quel second membre et n’importe quel choix initial.
Exercice 59 (Une matrice cyclique). Suggestions en page[[13 Corrigé en page

Soit a € IR et soit A € My (IR) la matrice définie par

a -1 0 -1
-1 a —1 0
0 -1 a —1
—1 0 -1 a

A:

Cette matrice est dite cyclique : chaque ligne de la matrice peut étre déduite de la précédente en décalant chaque
coefficient d’une position.

1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Pour quelles valeurs de « la matrice A est-elle symétrique définie positive ? singuliere ?

3. On suppose ici que o # 0. Soit b = (by, ba, b3, by)t € IR* donné. On considere la méthode de Jacobi pour
(k)
)

%

la résolution du systeme Az = b. Soit (z(¥)),,c v la suite de vecteurs donnés par 1’algorithme. On note
(k+1) .
,i=1,..

pouri = 1,...,4 les composantes de z(*). Donner I’expression de x, .,4, en fonction de x

et bl(-k), i =1,...,4.Pour quelles valeurs de o la méthode de Jacobi converge-t-elle ?

4. On suppose maintenant que A est symétrique définie positive. Reprendre la question précédente pour la
méthode de Gauss-Seidel.

Exercice 60 (Jacobi pour les matrices & diagonale dominante stricte). Suggestions en page corrigé en page
(120

Soit A = (ai,j)i,j=1,...n € M,(IR) une matrice a diagonale dominante stricte (c’est-a-dire |a; ;| > Z#i la;, ;|
pour tout ¢ = 1,...,n). Montrer que A est inversible et que la méthode de Jacobi (pour calculer la solution de
Ax = b) converge.

Exercice 61 (Jacobi pour pour un probléme de diffusion ). Corrigé en page[IZ1]
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Soit f € C([0,1]); on considere le systeme linéaire Az = b issu de la discrétisation par différences finies de pas
uniforme égal a h = n+_1 du probleme suivant :

—u"’(z) + au(zr) =
u(0) =0,u(1) =1,

f(@), @€ [0,1], (11s)
oua > 0.
1. Donner I’expression de A et b.
2. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée a la résolution de ce systeme converge (distinguer les cas o > 0
eta =0).
Exercice 62 (Jacobi et diagonale dominance forte). Corrigé en pagell22]

1. Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive.
(a) Montrer que tous les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs.
(b) En déduire que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme linéaire Ax = b, avec b € IR", est bien
définie.

Soit M € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, avec n > 1. On dit que la matrice M est irréductible si :

pour tous ensembles d’indices I C {1,...,n}, I #0, etJ={1....,n}\I,J#0, FieI,3j € J;a;,; #O0.
(1.119)

2 (a) Montrer qu’une matrice diagonale n’est pas irréductible. En déduire qu’une matrice inversible n’est pas
forcément irréductible.

2 (b) Soit M € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, qui s’écrit sous la forme :

wlh

ol A et C sont des matrices carrées d’ordre p et ¢, avec p+q = n, et B € M, ,(IR). La matrice M peut-elle
étre irréductible ?

3. Soit A € M,,(IR), n > 1 une matrice irréductible qui vérifie de plus la propriété suivante :

Vi=1,...,ma;>Y |ai,l (1.120)
J#i
(On dit que la matrice est a diagonale dominante). Montrer que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme
linéaire Az = b, avec b € IR", est bien définie.

4. Soit A € M,(IR), n > 1 une matrice irréductible qui vérifie la propriété (L120). On note Bj la matrice
d’itération de la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme linéaire Az = b, avec b € R", et p(Bj) son
rayon spectral. On suppose que A vérifie la propriété supplémentaire suivante :

Jio; tin,io > ) lail- (1.121)
J#io
(a) Montrer que p(Bj) < 1.

(b) Montrer que si Jz = Az avec |A| = 1, alors |x;| = ||#]|oo, Vi = 1,...,n, OU ||2]|cc = max=1,.. N |Zk|.
En déduire que z = 0 et que la méthode de Jacobi converge.

(¢) Retrouver ainsi le résultat de la question 2 de ’exercice[61}
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5. En déduire que si A est une matrice qui vérifie les propriétés (L.119), (1.120) et (I.121), alors A est inversible.
6. Montrer que la matrice A suivante est symétrique définie positive et vérifie les propriétés (IL120) et (LI2T).

SO O
= N O
=N = O
N = = O

La méthode de Jacobi converge-t-elle pour la résolution d’un systéme linéaire dont la matrice est A ?

Exercice 63 (Méthodes de Jacobi et Gauss Seidel pour une matrice 3 x 3).  Corrigé détaillé en page[I23]

2 -1 0 1
On considere lamatrice A= |—1 2 —1| etle vecteurb = |0[. Soit 2(°) un vecteur de IR® donné.
0o -1 2 1

1. Méthode de Jacobi
1.a Ecrire la méthode de Jacobi pour la résolution du systéeme Ax = b, sous la forme *t1) = B;x*) 4 ¢;.
1.b Déterminer le noyau de B et en donner une base.

1.c Calculer le rayon spectral de B et en déduire que la méthode de Jacobi converge.

1.d Calculer (V) et 2(2) pour les choix suivants de z(?)

0 0
@)z = |o], (ii)2® = |1
0 2

2. Méthode de Gauss-Seidel.
2.a Ecrire la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution du systéeme Az = b, sous la forme ¥+ = Bggx®) +

cGs.
2.b Déterminer le noyau de Bggs.

2.c Calculer le rayon spectral de Bgg et en déduire que la méthode de Gauss-Seidel converge.
2.d Comparer les rayons spectraux de Bgg et B et vérifier ainsi un résultat du cours.

2.d Calculer M) et () pour les choix suivants de (%) :

0 0
(i) 2@ =|o|, (i1) = = |1
0 1

Exercice 64 (Convergence en un nombre fini d’itérations). Corrigé détaillé en page[I27)

1 Soit v et 3 des réels. Soit u(®) € R et (u®)) e la suite réelle définie par u*+1) = au®) + 3.

1.a Donner les valeurs de « et 3 pour lesquelles la suite (u(k)) keIN converge.

1.b On suppose que « # 0, et que la suite (u(k) )keN converge vers une limite qu’on note . Montrer que s’il existe
K € N tel que ug = 1, alors u*) =7 pour tout k& € IN.

2 Soit n > 1, B une matrice réelle carrée d’ordre n et b € R™. Soit u(® € R et (u™) e la suite définie par
w1 = Buk) 4 ¢,

2.a Donner les conditions sur B et ¢ pour que la suite (u(k)) keIN converge vers une limite indépendante du choix
initial ug € RY .

2.b On suppose que la suite (u(k)) reIv converge vers une limite qu’on note 7. Montrer qu’on peut avoir () =7
avec u(®) £ 7.

Exercice 65 (SOR et Jacobi pour une matrice tridiagonale).
Corrigé en pagelI27]
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Soit A = (a; )i j=1,...n € My(IR) une matrice carrée d’ordre n tridiagonale, ¢’est-a-dire telle que a; ; = 0 si
|i — j| > 1, et dont la matrice diagonale extraite D = diag(a; ;)i=1,....n est inversible.
Soit B, la matrice d’itération de la méthode SOR associée a A. Montrer que A est valeur propre de J si et seulement
si v, est valeur propre de B, oll v, = 2 et i, Vérifie 2 — dwp, +w — 1 = 0.
En déduire que

p(Bu) = max {lpols g, = Aopy +w — 1 =0}

2 valeur propre de J
Exercice 66 (Méthode de Jacobi pour des matrices particulieres). Suggestions en pagel[16 corrigé en page[I28]

On note M, (IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, et Id la matrice identité dans
M, (IR). Soit A = [a; j]i,j=1,...n. € M, (IR). On suppose que :

aij < 0,Vi,j=1,....n,i#j, (1.122)

ai; > 0,Vi=1,...,n. (1.123)
ai; = 0,%=1,....n (1.124)
i=1

Soit A € IR,
1. Pour z € IR", on définit

n
llla =" ailwil.
=1

Montrer que || - || 4 est une norme sur IR"™.
2. Montrer que la matrice AId + A est inversible.

3. On considere le systeme linéaire suivant :
AMld+A)u=1>b (1.125)

Montrer que la méthode de Jacobi pour la recherche de la solution de ce systeme définit une suite (u(k) VkeN
de R"™.
4. Montrer que la suite (u*))c vérifie :

(k1) _ (B, < k., (1) _ , (0)
D — w4 < () u® =,
oll v = MiNG—1,. . n G-

5. Montrer que la suite (u(k)) rew est de Cauchy, et en déduire qu’elle converge vers la solution du systéme
(L125).

Exercice 67 (Une méthode itérative particuliere). Corrigé en page[I29

Soient vy, . . ., oy, des réels strictement positifs, et A la matrice n x n de coefficients a; ; définis par :
a;; =2+ o;
Qi1 = Gii—1 = —1

a;,; = 0 pour tous les autres cas.

Pour 3 > 0 on considére la méthode itérative Pz(**1) = N2(®) £ bavec A = P — N et N = diag(8 — ;) (c.a.d
B — a; pour les coefficients diagonaux, et 0 pour tous les autres).
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1. Soit A € C une valeur propre de la matrice P~!N ; montrer qu’il existe un vecteur z € C" non nul tel que
Nz -T = \Px -7 (ou T désigne le conjugué de ). En déduire que toutes les valeurs propres de la matrice P~* N
sont réelles.
|8 — o

5

, 00 @ = max;—1, q;, alors p(P~1N) < 1, et donc que la méthode

2. Montrer que le rayon spectral p(P~N) de la matrice vérifie : p(P~!N) < max;—1.,

o | Qf

3. Déduire de la question 1. que si 8 >

itérative converge.

1B — ail

4. Trouver le parametre 5 minimisant max;—i .

(On pourra d’abord montrer que pour tout 8 > 0, |5 — «;| < max(8 — a,& — ) pour tout s = 1,...,n, avec
@ =min,—1 ., et & =max;=1, ., etendéduire que max;=1 , |8 — ;| = max(8 —a,&— f)).

Exercice 68 (Méthode des directions alternées).  Corrigé en page[[30)

Soitn € IN, n > 1etsoit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n symétrique inversible et b € IR"™. On cherche
a calculer v € IR", solution du systéme linéaire suivant :

Au = b, (1.126)

On suppose connues des matrices X et Y € M, (IR), symétriques. Soit &« € IR, choisi tel que X + ald et
Y + ald soient définies positives (o Id désigne la matrice identité d’ordre n) et X + Y + ald = A.
Soit u(®) € IR™, on propose la méthode itérative suivante pour résoudre (LI26) :

(X + ald)u®™ /2 = —yu®) 4p, (1.127a)
(Y + ald)u* ) = — X172 4 p, (1.127b)

1. Montrer que la méthode itérative (ILI27) définit bien une suite (u(*)),cn et que cette suite converge vers la
solution u de (1)) si et seulement si

p((Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) < 1.

(On rappelle que pour toute matrice carrée d’ordre n, p(M) désigne le rayon spectral de la matrice M)

2. Montrer que si les matrices (X + §1d) et (Y + §1d) sont définies positives alors la méthode (L.127)
converge. On pourra pour cela (mais ce n’est pas obligatoire) suivre la démarche suivante :

(a) Montrer que
p(Y +ald) ' X(X +ald)”'Y) = p(X(X + ald) 'Y (Y + ald)™).
(On pourra utiliser I’exercice[36] page[73).
(b) Montrer que
p(X(X +ald) 'Y (Y +ald)™") < p(X(X +ald) " )p(Y(Y +ald)™).
(¢) Montrer que p(X (X + ald)™') < 1 si et seulement si la matrice (X + $1d) est définie positive.
(d) Conclure.

3. Soit f € C(]0,1] x [0,1]) et soit A la matrice carrée d’ordre n = M Xx M obtenue par discrétisation de
I’équation —Awu = f sur le carré [0, 1] x [0, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes u = 0
sur 012, par différences finies avec un pas uniforme h = ﬁ, et b le second membre associé.

(a) Donner I’expression de A et b.
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(b) Proposer des choix de X, Y et o pour lesquelles la méthode itérative (L.127) converge dans ce cas et
qui justifient I’appellation “méthode des directions alternées” qui lui est donnée.

Exercice 69 (Systemes linéaires, “Mauvaise relaxation"). Soit A = (a; ;)i j=1,..n € M, (IR) une matrice s.d.p..
On note D la partie diagonale de A, —F la partie triangulaire inférieure stricte de A et —F' la partie triangulaire
supérieure stricte de A, c’est-a-dire :
D = (dij)ij=1,..ns dij =080 7 j, dii = ais,
E = (€ij)ij=1,..n: €ij=08i1<j, €;=—a;;sii>j,
F={(fij)ij=1,..n, fij=081i>j, fi;j=—a;;sii<j.
Soit b € IR"™. On cherche a calculer z € R" t.q. Az = b. Pour 0 < w < 2, on considere la méthode itérative
suivante :
(a) Initialisation : On choisit 0 e R"™.
(b) Itérations : Pour k£ € IN,
On calcule 2(**1) dans IR" solution de (D — E)z*+1) = Fz(®) 4 p,
On pose 1) = w1 4 (1 — w)2(®),
Enfin, on pose M = 2=E et N = M — A.
1. Montrer que la méthode s’écrit aussi Mz *+1) = Nz(¥) + b et que la suite (z(¥))xen est bien définie (c’est-a-
dire que M est inversible).

2. On suppose dans cette question que 0 < w < 1. Montrer que M* + N est s.d.p..
N.B. : Un lemme du polycopié (lemme[I.33)) donne alors que la méthode est convergente.

3. On suppose, dans cette question, que n. = 2. On pose A = {?; ;} :

(a) Montrer que a > 0, 8 > 0 et v2 < af3.

(b) Montrer que la méthode est convergente pour 0 < w < 2. [Indication : Soit y une valeur propre de M~ N,
montrer que p €] — 1, 1]
(c) Montrer, en donnant un exemple, que M* + N n’est pas toujours s.d.p.. [Prendre v # 0.]

,avec —3 < a < 1.

ISE S
= Q9 Q

1
4. On suppose, dans cette question, que n = 3 eton prend A = |a
a

(a) Vérifier que A est bien s.d.p..
(b) Montrer que si a = —1/2 et w = 2, la matrice M est toujours inversible (mais A n’est plus s.d.p.) et que
p(M~1N) > 1. En déduire qu’il existe a €] — 1/2, 1[ et w €]0, 2| tels que p(M I N) > 1.

5. On suppose n > 3. Donner un exemple de matrice A (A € M, (IR), A s.d.p) pour laquelle la méthode est non
convergente pour certains w €]0, 2[. [Utiliser la question précédente.]

Exercice 70 (Convergence d’une méthode itérative).
Soit A € M3(IR) définie par A = I — E — F avec

100 0 2 0 0 0 0
I=/0 1 0|E=—-|1 0 OjetF=—-1]0 0 O
0 0 1 0 0 O 1 10

1. Montrer que A est inversible.

2. Soit 0 < w < 2. Montrer que (£ — E) est inversible si et seulement si w # /2/2.

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 1 1 3 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Pour 0 < w < 2, w # V2 /2, on considere (pour trouver la solution de Az = b) la méthode itérative suivante :

I 1-
(= — B)z™t) = (F + —2 D™ b,
w

w
Onnote B, = (£ — E)~1(F + =21). (De sorte que 2"+ = B,z + (L — E)~1p.)

3. Calculer, en fonction de w, les valeurs propres de B,,,.

4. Donner I’ensemble des valeurs de w pour lesquelles la méthode est convergente (quelquesoit (9).
5. Déterminer wy €]0, 2[ t.q. p(Bu,) = min{p(B.,), w €]0,2[, w # v2/2}.

Pour cette valeur wg, montrer que la méthode donne la solution exacte de Az = b aprés un nombre fini d’itéra-
tions (quelquesoit z(©)).

Exercice 71 (Une méthode itérative & pas optimal).
Soitn > 1et A € M,,(IR). On suppose que A est inversible. Pour calculer la solution du systéme linéaire Az = b,

P13

avec b € IR"™ donné, on se donne une matrice M appartenant a M,,(IR), inversible (et plus simple & “inverser” que
A) et on considere la méthode itérative suivante :
Initialisation : z(*) vecteur donné de IR", on pose 7(©) = b — Az(®),
Itérations : pour k£ > 0, on choisit un réel «y, on résout M(a:(k“) — x(k)) = akr(k) et on pose p1) =
b— Ag(kt+D),
Pour conclure la description de la méthode, il reste 2 donner le choix de oy, ceci est fait a la question 3
1. Montrer que la méthode considérée peut aussi s’écrire de la maniere suivante :
Initialisation : z(°) vecteur donné de R", (9 = b — Az(®) My©) = 0),
Itérations : pour k£ > 0, On choisit un réel oy,
a* D) = 2F) 4 gy ) p( 1) = o (B) _ gy Ay ppy(t1) = p(k+1)

2. On suppose, dans cette question, que a ne dépend par de k (c’est-a-dire o, = « pour tout k£ > 0). Déterminer
BeM,(IR)etce R" tels que

2+ = B 4 pour tout &£ > 0.

Montrer que si la suite (a:(k)) keIN converge, sa limite est solution du systéme linéaire Az = b.

Pour la suite de I’exercice, on suppose que M est une matrice symétrique définie positive et on note || - ||s la
norme sur IR"™ induite par M, c’est-a-dire ||z||3; = Mz - z (ou y - z désigne le produit scalaire usuel de y et z)
3. (Choix de ) Soit k > 0.
Pour (¥, r(*) et y(¥) connus, on pose, pour a € IR, f(a) = | M~ (r®) — aAy®)|3,.
Si y*) = 0, montrer qu’il existe un unique & € IR tel que f(@) < f(«) pour tout o € IR. Donner cette valeur
de a.
Dans la suite de ’exercice, si y*) # 0, on choisit a = @ lors de I'itération & (si y*) = 0, on prend, par
exemple, oy, = 0).
4. Soit k > 0. Si y®) = 0, montrer que

(Ay(k) . y(k))2

k+1)||?w = —1 k k) *

Iy 113, — Il

En déduire que la suite (||y®)||ar) ke converge dans IR..

5. (question indépendante des précédentes) Montrer, en donnant un exemple avec n = 2, que la matrice A + A?
est symétrique mais pas nécessairement inversible

On suppose dans la suite que A + A? est (symétrique) définie positive.
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6. Montrer qu’il existe 5 > 0 tel que
Az-z> fz-z pourtout z € R".

En déduire qu’il existe v > 0 tel que
e
_— 2|
M—TA, ., = TIFl

7. Montrer que y*) — 0 quand k — o0 et en déduire que la suite (:c(k))kelN tend vers x, solution de Ax = b,
quand k — +o0.

1.5.5 Exercices, suggestions
Exercice 54 page[106] (Méthode itérative du “gradient a pas fixe”.)

1. Calculer le rayon spectral p(B) de la matrice d’itération B = Id — «A. Calculer les valeurs de « pour lesquelles
p(B) < 1 et en déduire que la méthode itérative du gradient a pas fixe converge si 0 < o < %.

2. Remarquer que p(Id — aA) = max(|1 — aX|,|1 — aX, — 1|, ot A1,..., A\, sont les valeurs propres de A
ordonnées dans le sens croissant. En tracant les graphes des valeurs prises par |1 —aA1]| et |1 —a\, — 1| en fonction
de a, en déduire que le min est atteint pour o = x—2—.
Exercice 53 page [106] (Non convergence de 1a méthode de Jacobi)

Considérer d’abord le cas a = 0.

Si a # 0, pour chercher les valeurs de a pour lesquelles A est symétrique définie positive, calculer les valeurs
propres de A en cherchant les racines du polyndme caractéristique. Introduire la variable p telle que app = 1 — A.

Pour chercher les valeurs de a pour lesquelles la méthode de Jacobi converge, calculer les valeurs propres de la
matrice d’itération J définie en cours.

Exercice 59 page (Une matrice cyclique)

1. On peut trouver les trois valeurs propres (dont une double) sans calcul en remarquant que pour « = Oil y a2
fois 2 lignes identiques, que la somme des colonnes est un vecteur constant et par le calcul de la trace.

2. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si elle est diagonalisable et toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

3. Appliquer le cours.

Exercice [60] page 108 (Jacobi et diagonale dominante stricte.)

Pour montrer que A est inversible, montrer que Az = 0 si et seulement si z = 0. Pour montrer que la méthode de
Jacobi converge, montrer que toutes les valeurs propres de la matrice A sont strictement inférieures a 1 en valeur
absolue.

Exercice[37 page[107] (Méthode de Jacobi et relaxation.)

1. Prendre pour A une matrice (2,2) symétrique dont les éléments diagonaux sont différents 1’un de 1’autre.

2. Appliquer I'exercice [0l page [[7len prenant pour T I’application linéaire dont la matrice est D et pour S I’appli-
cation linéaire dont la matrice est £ + F.

4. Remarquer que p(Bj) = max(—p1, [, ), €t montrer que :

si pp < —1, alors 2D — A n’est pas définie positive,

si pupn, > 1, alors A n’est pas définie positive.

6. Reprendre le méme raisonnement qu’a la question 2 a 4 avec les matrices M, et N, aulieude D et E/ + F'.

7. Chercher une condition qui donne que toutes les valeurs propres sont strictement positives en utilisant la base
de vecteurs propres ad hoc. (Utiliser la base de IR", notée { f1, ..., fn}, trouvée a la question 2.)
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(@)

%

8. Remarquer que les f; de la question 2 sont aussi vecteurs propres de .J,, et en déduire que les valeurs propres y
(w)

de J,, sont de la forme p;”’ = w(p; —1 —1/w). Pour trouver le parametre optimal wy, tracer les graphes des fonc-

tions de IR, dans IR définies par w |u§w)| etw |u£f) |, et en conclure que le minimum de max(|u§w) l, |u§{“’) )
2

est atteint pour w = 5—=——.
—H1—Hn

Exercice[66] page {11 (Méthode de Jacobi et relaxation.)
2. Utiliser I’exercice[60l page

1.5.6 Exercices, corrigés
Exercice[53 page
(a) La valeur propre double est % et donc le rayon spectral est % qui est strictement inférieur a 1, donc la suite

converge vers T = (Id — B) lc = [g} .

(b) Les valeurs propres sont % et 2 et donc le rayon spectral est 2 qui est strictement supérieur a 1, donc la suite
diverge (sauf si (¥ = Bz(®) + ¢).

Exercice[534| page (Méthode itérative de Richardson)

1. On peut réécrire I'itération sous la forme : zx41 = (Id — ad)z, + ob. La matrice d’itération est donc
B = Id — «A. La méthode converge si et seulement si p(B) < 1; or les valeurs propres de B sont de la
forme 1 — a\; olt \; est v.p. de A. On veut donc :

“lI<l—aN<1l, Vi=1,...,n.

c’est-a—dire —2 < —a\; et —a\; < 0,Vi=1,...,n.
Comme A est symétrique définie positive, \; > 0, Vi = 1,...,n, donc il faut o > 0.
De plus,on a:

2
(-2<—a) Vi=1,...,n) < (a<— Vi,l,...,n) < (a < —).

2
La méthode converge donc si et seulement si 0 < a < m
P
2.0na: p(Id — aA) = sup |l — a);| = max(|1 — aXi], |1 — a),|). Le minimum de p(Id — aA) est donc
' 2

obtenu pour «g tel que 1 — g1 = agA, — 1, ¢’est—a—dire (voir Figure (.3) ag = o
1 n

Exercice 55 page (Non convergence de la méthode de Jacobi)

— Sia =0, alors A = Id, donc A est s.d.p. et la méthode de Jacobi converge.
— Sia # 0, posons ap = (1 — A), et calculons le polyndme caractéristique de la matrice A en fonction de la
variable p.
ap a a
P(u)=det| a ap a |=da’det
a a ap

— =
T

1
1| =a*(p® —3u+2).
W

On a donc P(u) = a®(pu — 1)*( + 2). Les valeurs propres de la matrice A sont donc obtenues pour p = 1 et
w=2,cest-a—dire: A\; =1 —aet Ay =1+ 2a.
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|1 — Oé)\ll
77777777 |1 - Oé)\Nl
max (|1 — a)], |1 — aAn)|)

FIGURE 1.5: Graphes de |1 — a)q| et |1 — a\,,| en fonction de a.

La matrice A est définie positive si A\; > 0 et Ay > 0, ¢’est—a—dire si —% <a<l.
La méthode de Jacobi s’écrit :
X(k-l—l) — D_l(D _ 14))((%)7

avec D = Id dans le cas présent ; donc la méthode converge si et seulement si p(D — A) < 1.

Les valeurs propres de D — A sont de la forme v = 1 — A ol A est valeur propre de A. Les valeurs propres de
D — A sont donc v; = —a (valeur propre double) et o = 2a.. On en conclut que la méthode de Jacobi converge
si et seulementsi —1 < —a <let—1<2a<1,ie —%<a< %
La méthode de Jacobi ne converge donc que sur Iintervalle | —

5 %[ qui est strictement inclus dans I’intervalle
|- %, 1[ des valeurs de a pour lesquelles la matrice A est s.d.p..

Exercice 56 page [107] (Jacobi et Gauss—Seidel : cas des matrices symétriques)
1
1. OnaB; = E (i] etetdonc p(By) = .
0
0

Cet exemple illustre les deux résultats suivants du cours :
(a) si A est tridiagonale, p(Bgs) = (p(By))?

L N

La matrice d’itération de Gauss-Seidel s’écrit Bgg = [ } et donc p(Bgs) = i.

(b) si A est symétrique définie positive, p(Bgs) < 1.

2. La matrice By s’écrit By = D™Y(E + F) et donc )\ est valeur propre de B s’il existe ¢ = (z1,...7p,)
dans C™, & # 0, tel que (E 4+ F)x = ADwx, ce qui est exactement la relation annoncée.

3. D’apres la question précédente, on a :
—0pp—1Tp—1 — Qp p+1Tp+1 = AOp pTp, P=1,...,n.

et en remplagant x,, par A~ Py, et en multipliant par AP+, on obtient la relation demandée.

4. Le nombre complexe p est valeur propre de Bgs associée a un vecteur propre z si et seulement si (D —
E)™1Fz = puz, ce qui revient a écrire que (F' — u(D — E)) z = 0.
5. Soit ) valeur propre non nulle de B pour le vecteur propre x. Alors par les questions précédentes, 1 = A2
est tel que
—Qpp—1Yp—1 — HOp p+1Yp+1 = HAp pYp, P = 1,...,n,
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avec yp, = APz, et on en déduit que (F — p(D — E)) y = 0, ce qui prouve que y est valeur propre de
Réciproquement, si y est valeur propre non nulle de Bgs. Soit A € C tel que A> = p. Par les questions
précédentes, A est valeur propre de B;.

On a donc finalement :
p(Bgs) = p(By)*

1 a a
6. La matrice est de forme A(a) = |a 1 a| aveca = %. On a étudié ces matrices a 1’exercice[33] et on
a a 1

a vu que pour a > % onap(By) > 1.0r poura = %, la matrice est symétrique définie positive, donc la
méthode de Gauss-Seidel converge et on a p(Bgs) < 1, et on ne peut donc pas avoir p(Bgs) = p(By)?.
Ce résultat n’est en effet valide que si la matrice A est tridiagonale, ce qui n’est pas le cas pour la matrice de
cette question.

En effet, les mineurs de A(a) sont Ay =1>0, Ay =1—a? > 0sila] < letAz = (1—a)*(1+2a) >0

0 —a —a
si —% < a < 1. On vérifie ensuite que Bj(a) = |—a 0 —a| dont les valeurs propres sont a, a, —2a.
—a —a 0
Par conséquent la méthode de Jacobi converge si et seulement si |a| < %
On peut aussi vérifier que
10 0]7'[0 —a —a 1 01 [0 —a —a
Bgs(a)=]a 1 0 0 0 —a|=| —-a 1 0[]0 0 —a
a a 1 0 0 © a?—a —a 1[0 0 O
0 —a —a
=10 a? a’—a
0 a?—a® 2a%2—ad

On vérifie que les valeurs propres de Bgs(a) sont 0 et s et ji avec uji = a® et donc p(Bgs) = a’/2.

Exercice[58 page[108] (Jacobi pour une matrice 3 x 3 particuliére)

On peut réordonner les équations et inconnues de maniére a resoudre un systeme avec la matrice A =

oo e
oL 0
O O

qui est sdp triadiag.
0o 0 -2

0 0 0 | apour valeurs propres 0 et deux valeurs propres de signe opposés.
—_a 0 0

c

Autre démonstration. By =

Le polyndme caractéristique de la matrice d’itération B est donné par g, (X) = —X (X2 — 2—2 ). Par conséquent,
p(By) = \I/ia_‘c Comme A est sdp, on sait que a, b, ¢ sont positifs et que det A = b(ac — a?) > 0. On en déduit que
a? < ac et donc que p(By) < 1.

Exercice 59| page (Une matrice cyclique)

1. The matrix A may be written as A = ald + K, with

0 -1 0 -1
-1 0 —1 0
0 -1 0 -1
-1 0 -1 0
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Le X be an eigenvalue of A and x a related eigenvector. Then Ax = ax + Kx. The eigenvalues of A may
thus all be written under the form A = o + p where p is an eigenvalue of K. But K is a matrix which has
twice two identical lines. Therefore, 0 is a double eigenvalue of K. Moreover, the sum of the columns of

K is equal to the vector with all components equal to -2, so that

—2 is an eigenvalue of K for that vector.

Finally, the last eigenvalue of K is 2 thanks to the fact that the sum of the eigenvalues is equal to the trace.

The eigenvalues of A are therefore a 4 2,

a — 2 and o.

2. La matrice A est symétrique définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives, i.e. si a > 2. Elle est singuliere deés qu’une de ses valeurs propres est nulle, c.a.d. pour o = —2, 0

et 2.

3. La méthode de Jacobi pour la résolution du systéeme Ax = b s’écrit :

1
A= (e ),
1
:vgkﬂ) = a(bg—i-:v(k) gk)),
1
D = (e +al),
1
xik-i—l) —(b4 + I(k) glc))7
o
01 01
e 11010
La matrice d’itération est B = ~lo 1 0 1
1 01 0
un raisonnement similaire a celui de la question 1). On a donc p(B) =

Jacobi converge si |a| > 2..

4. L’algorithme de GS pour le systeme Ax = b s’écrit :

ax:(tkﬂ) = b —i—:v(k)—i—:v(k)
—xngrl)—l—a ék+1) b —i—x( ),
$ék+l)+a$ék+l) — by —i—x(k),
_x§k+1)_xgk+1)+ax£lk+1) — b
On obtient donc, avec § = =
2 = g+ e 42,
Ny R
xék-i—l) = Blbs +$(k+1)+ (k))7
xflkﬂ) = B(by +x(k+1)+xgk+1)).

soit encore :

xgkﬂ) = p (b + I(k) + :zr(k)) ,

A = B (b8 (b + ol 42 +
xé’““) = B (b3 +8 (b2 + B(b1 +

D = [b4+6 (b + 2 4

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3

),

x(k) + :cflk)) + xék)) +

).

)+ 8 (bs + 8 (ba + B0 + 28 +

119

k
2 +

, dont les valeurs propres sont 0 (double) 2 et —2 (par

%. On en déduit que la méthode de

A9) +a)].
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On obtient donc :

xngrl)

g
2 B (bz + By + Bz + 2 + 5$(k))
xgk-i-l) 3 (b3 + Bby + 32y + F2al k) 4 ﬂxg’f) +(1+ [32)5651’@)) )

b1+x2 —|—x4)),

La matrice d’itération de la méthode de Gauss-Seidel est donc

0 1 0 1
Bgs = 8 5% [13 1+BB2
0 B+p5° B2 28+ 32

On a vu que si o > 2, la matrice A est symétrique définie positive, et donc par le théoréme du cours, la
méthode de Gauss—Seidel converge. Il est aussi facile de voir que si & < —2, la matrice A est symétrique

définie négative, et donc par 1’application du méme théoréme au systeme —Ax = —b, méthode de Gauss—
Seidel converge aussi. Montrons qu’elle diverge si || < 2. Le polyndme caractéristique de B est P(\) =
AP()) avec :

P(\) =A% = N2(B* +462) + 268\ — B2
Pour/\g(),onaﬁ’()\) < —p2<0.Pour0< A< 1l,ona:
P\ = X3 — BH(AZ —2)\ + 1) — 4582)\2
_ /\3 _ﬂ4(/\ _ 1)2 _462)\2
=N\ —48%) - 1A - 1)%

Or \ — 432 < 05si4p% > let f4(\ —1)2 > 0 pour tout A. Doncsi 52 > 1, ona P()\) < 0 pour tout A < 1.
Et comme lim_, 4 o ]5()\) = 400, on sait par le théoreme des valeurs 1ntermed1a1res qu’il existe A\g > 1 tel
que P(\o) = 0. Donc, si || > 2, il existe une racine réelle supérieure 2 1 du polyndme caractéristique, et
donc une valeur propre réelle supérieure 2 1. On en déduit que p(P~1Q) > 1 si |a| < 2. Donc la méthode
de Gauss-Seidel pour la matrice A converge si et seulement si |« > 2.

Exercice [60| page (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante stricte)

Pour montrer que A est inversible, supposons qu’il existe z € IR" tel que Az = 0; on a donc

n
Zaij:rj =0.
j=1
Pouri € {1,...,n}, onadonc
laiillzil = laiiz] = | Y aija;] <Y aigllalle, Vi=1,...,n.
Ji#g Ji#]

Siz # 0, on a donc
Ej;i;&j RES]

ar] 2]l oo < [|Z||oo, Vi=1,...,n,
0,0

|| <

ce qui est impossible pour ¢ tel que
7] = (|20
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Montrons maintenant que la méthode de Jacobi converge : Si on écrit la méthode ous la forme Pz(*+1) = (P —

A)z® 4 bavec,ona

1,1 0
P=D=
0 Qnn
La matrice d’itération est
[ ar; 0 0
By=P Y (P-A) =D E+F) = :
L 0 ay —ai;
- a2
0 it
e 0

L An,n

Cherchons le rayon spectral de Bj : soient x € IR" et A € R tels que Byx = Az, alors

3 B = i, etdone N[z < Y |ai7j|”;””°°.

jags jiii 2

Soit i tel que |z;| = ||z||o €t & # 0, on déduit de I’inégalité précédente que

2 iy 1901

|ail

A < < 1 pour toute valeur propre \.

On a donc p(Bjy) < 1 ce qui prouve que la méthode de Jacobi converge.

Exercice[61] page (Jacobi pour un probléme de réaction diffusion)
1. Le raisonnement de discrétisation fait en cours amene au systeme suivant :

i i-1 — 2u; '
{_u+1+u 1 LU + au; = f(x;), Vie{l<n},

h2
Uy = O,unJrl =1.

—aij

Ce systéme peut se mettre, aprés élimination de ug et u,+1 sous la forme Az = b avec A = (a; ;)i j=1.n

ou: )
Qi i :ﬁ+a,Vi:1,...,n,
1 - . .
i, :—E,Vz:l,...,n,]zzila

ai; =0,Yi=1,...,n |i—j>1

eth= (f(xl)v f(xQ)v RS f(xnfl)v f(xn)) + #

2. Dans le cas out « > 0, il est facile de voir que A est une matrice a diagonale dominante stricte, et on a vu en

exercice (Exercicel[60) que dans ce cas la méthode de Jacobi converge.

3. Dans le cas ot a« = 0, calculons p(Bj). Soit A une valeur propre de J associée au vecteur propre z. On a
donc Jz = Az, ¢’est-a-dire D™ (E + F)x = Az, soit encore (E + F')z = ADw, ce qui donne

(D= (E+ F))z = Az = D(Id — J)z = %(1 Nz

On en déduit que A est valeur propre de J associée a x si et seulement si A = 1 — %hQ [ ou g est valeur
propre de A. Or on a vu que les valeurs propres de A sont de la forme %(1 — coskmh), k = 1,n— 1, ou
n= % est le nombre de points de discrétisation. On en déduit que les valeurs propres de J sont de la forme
A = coskmh, k = 1,n — 1. En conséquence, p(Bj) < 1.

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 1 2 1 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



1.5. METHODES ITERATIVES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Exercice[62] page 109 (Jacobi pour les matrices a diagonale dominante forte)

1 (a) Si A est symétrique définie positive alors en particulier Ae; - e; = a;; > 0 pour tout vecteur e; de la base
canonique.

1 (b) Tous les coefficients diagonaux de A sont donc strictement positifs, et donc la matrice diagonale D formée
des coefficients diagonaux de A est inversible : on en déduit que la méthode de Jacobi, qui s’écrit Da(F+1) =
(E + F)z(*) est bien définie.

2 (a) Soit A une matrice diagonale, et I = {1}. Comme le seul coefficient non nul de la ligne 1 est le coefficient
as 1, il n’existe pas d’indice dans I’ensemble J = {2, ..., N} tel que a1 ; # 0, ce qui prouve que la matrice
A n’est pas irréductible. La matrice Id est inversible et diagonale, donc non irréductible.

2(b) SoitI ={1,...,p}etJ ={p+1,...,n}. Tous les coefficients m; ; avec i € I et j € J sont nuls, de par
la forme de la matrice. La matrice M n’est donc pas irréductible.

3. Griace a la propriété d’irréductibilité, il existe au moins un coefficient extradiagonal par ligne, et donc par
la propriété (LI120), tous les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs ; ainsi, la matrice diagonale
D formée des coefficients diagonaux de A est inversible : on en déduit que la méthode de Jacobi, qui s’écrit
Dz = (E + F)z(®) est bien définie.

1. 4[a]] Soit A une valeur propre de .J associée au vecteur propre x. On a donc Jx = Az, ¢’est-a-dire D~ (E+
F)x = Az, soit encore (F + F')z = ADz. On a donc

1> aiasl = Nlaiallzil.
i#i

Soit i tel que |x;| = max,=1 , |z;|. Notons que |x;| # 0 car x est vecteur propre, donc non nul. En divisant
I’égalité précédente par |a; ;||x;|, on obtient :

ED = !

i lawal

grice a I’hypothese (L120). On en déduit que p(Bjy) < 1. (Notons que I’hypothese (LI21) n’est pas utile
pour ce résultat).

4 (b) Soitz € C" tel que Jx = Az avec |A| = 1, on a alors

|Zai7jxj| = |a; i||z:|, pourtouti =1,...,n. (1.128)
JF
On a donc
D laigllzil < lagillzil = 1) aijal
J#i J#i 1.129
< Z|ai7j||:1:j|pourt0uti:1,...,n. ( )
i

Soit I ={ie{l,...,N};|x;| = ||«]|*°}. Lensemble I est clairement non vide. Supposons que J = I¢ #
Q. 1l ex.iste alors i € Ietj € Jtels que a;; # 0, et donc 3, |a; jllz;] < 32, |aij|[z:| ce qui est
impossible en vertu de (.I29). On a donc J = {).

Comme de plus, grace a I’ hypothese (L121)),
|ai0-,i0| > Z |ai07j|v
J#io
onadong, si |z;,| # 0,

D aio il1Tiol < @i iotiol < laiy i),

J#io j#io
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ce qui est impossible. On en déduit que x = 0.
On a ainsi prouvé que J n’admet pas de valeur propre de module égal a 1, et donc par la question précédente,

p(Bj) < 1, ce qui prouve que la méthode converge.

(¢) La matrice A de I'exercicel6I]est a diagonale fortement dominante. Donc la méthode de Jacobi converge.

5. On vient de montrer que si A vérifie les propriétés (T.119), et (L121), alors p(Bj) < 1. On en déduit
que la matrice Id — Bj est inversible et donc que A = D(Id — Bj) I’est également.

6. La matrice A est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive. Soit z = (z1, 22, 3, 24) € R*.
Ona

1 O O O X 1
0 2 1 1| |z 29 +x3 +
t _ 2| _ 2 3 4
' Ax = [xl To T3 x4} 01 2 1| |zs] = [xl To9 3 :174] o+ 225 + 24
01 1 2 X4 To + 3 + 224
= x% + 2173 + xox3 + Toxy + ToT3 + 217% + 2423 + Toxy + T3T4 + 2:0421
=2} + (22 + 23)% + (22 + 4)* + +(23 + 74)? > 0.
De plus, si 2t Az = 0 alors 77 = 0 et 23 = —x3 = —x4 = 0, mais on aussi 3 = —x4 et donc finalement 2 = 0.

La matrice A est donc bien symétrique définie positive.

La matrice By s’écrit By = D~!(E + F). Rappelons que 1 ne peut pas étre valeur propre de By car sinon 0
serait valeur propre de A ce qui est impossible car A est s.d.p..Voyons si —1 est valeur propre. Cherchons z tel que
Byrz =z,cad. (D+ E+ F)x =0, ce qui s’écrit :

1 0 0 0 1
0 2 -1 -1 X9
0 -1 2 —1 T3
0 -1 -1 2 Xrq

OO OO

Ce systeme admet une solution non nulle z = (0,1, 1, 1). On en déduit que -1 est valeur propre de Bj et que la
méthode de Jacobi ne converge pas pour certains choix initiaux.

Exercice 57| page (Méthode de Jacobi et relaxation)

1. J = D7Y(E + F) peut ne pas étre symétrique, méme si A est symétrique :

En effet, prenons A = ( 2 1).
0 0 1 0
D) =18 )#(

11
2. On applique I’exercice Q] pour I’application linéaire T' de matrice D, qui est, par hypoth&se, définie positive
(et évidemment symétrique puisque diagonale) et I’application S de matrice ¥ + F', symétrique car A est
symétrique.
Il existe donc (fy ... fn) basede E et (u1 ... py) € R™ tels que

Alors

[e=INTE

= O
o =
N———

Sl

J:D—l(E+F)=(

donc J n’est pas symétrique.

Jfl :D_I(E-i-F)fl Z/Lifi, Vi=1,...,n, ethi-fj = 51]

3. La définition de J donne que tous les éléments diagonaux de J sont nuls et donc sa trace également. Or
n
Tr(J) = Zui. Sip; >0Vi=1,...,n,alors Tr(J) > 0, donc Fip; wi, < 0etcomme p; < p;,,0na

i=1
©1 < 0. Un raisonnement similaire montre que pi,, > 0.
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4. La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(.J) < 1 (théoreme [[.50] page [08). Or, par la question
précédente, p(J) = max(—pu1, fn). Supposons que p; < —1, alors 43 = —a, avec a > 1. On a alors
D YE+F)fi = —af; ouencore (E+F)f; = —aDf1,cequis’écritaussi (D+E+F)f; = D(1—a)f1
c’est-a—dire (2D — A) f1 = 8D f; avec 8 < 0. On en déduit que (2D — A) f1 - f1 = 8 < 0, ce qui contredit
le fait que 2D — A est définie positive. En conséquence, on a bien pq > —1.

Supposons maintenant que j,, = « > 1. On a alors D™Y(E + F)f; = —af,, soit encore (E + F)f, =
—aDf,. On en déduit que Af, = (D — E - F)f, = D(1 — a)f, = DBf, avec § < 0. On a alors
Afpn - fn <0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

5. Par définition, on a : D+ = (E + F)z® +pet 23+ = i+ 4 (1 — w)z®) . On a donc zF+1) =
WD HE+F)z® + D104 (1—w)z® c’est-a—dire 2+ = [I[d—w(Id— D~ (E+F))]z® +wD~ b,
soit encore 2 Dz(**1) = [1 D — (D — (E + F))]2®) + b. On en déduit que M,z*+1 = N,z + b avec
M,=21DetN,=1D— A

6. La matrice d’itération est donc maintenant J,, = M_ ' N,,. En reprenant le raisonnement de la question 2
avec I’application linéaire 7" de matrice M., qui est symétrique définie positive, et 1’application .S de matrice
N,,, qui est symétrique, il existe une base (fi,. .., f,) de R™ et (i1, . . . fin) C IR tels que

_ _ 1 _ _
Jofi =M, 'N,fi =wD™* <—D - A) fi=pifs, Yi=1,...,n,
w

1 -~ -
et—Dfi'fj:(Sij, \V/Z,: 1,...,n, Vj,:l,...,n.
w

Supposons fiy < —1,alors fiy = —a,aveca > letwD ™ (1D — A) fi = —auf1, ou encore (%D—A)fl =
1 = p 1 - -

—a=Df1.Onadonc (2D — A) f; = (1 — &)= D f1, ce qui entraine (=D — A) f1 - fi < 0. Ceci contredit
w w

ISE N

2
I’hypothése — D — A définie positive.
w
De méme, si fi,, > 1, alors fi,, = o avec o > 1. On a alors
1 ~ 1 -
(_D - A)fn = a_Dfna
w w
etdonc Af, = (1- oz)%D fn ce qui entraine en particulier que A fn . fn < 0; or ceci contredit I’hypothese
A définie positive.

7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
2
—D—-A|z-z>0, Vz#0, (1.130)
w
On va montrer que (L.130) est équivalent &

2 .

—D—-A|fi-fi>0, Vi=1,...,n, (1.131)

w

ou les (f;)i=1., sont les vecteurs propres de D~!(E + F') donnés a la question 2.
La famille (f;)i=1,....» est une base de IR", et

<2D—A)fi = 2D—D—I—(E—I—F))fi
w w
= % — 1) Dfi+ D f; (1.132)

2
w

On a donc en particulier (2D — A) f; - f; = 0sii # j, ce qui prouve que est équivalent a (.I37).
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De (IL131)), on déduit aussi, grice au fait que D f; - f; =1,

<2D—A>fi'fi—z—1+,ui-
w

w

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir (I.130) est donc % — 14 p1 > Ocar p; = inf p;, cest-a—
2

—,Ul.

dire : % > 1 — 1, ce qui est équivalenta : w <
8. La matrice d’itération J,, s’écrit :

1. \"'/1 1
Jo=|—-D —D—-A|=wl,, avecl, =D (=D — A).
w w w

Soit A une valeur propre de [, associée a un vecteur propre u ; alors :
(1 . 1
D —D—-Alu=Au, ie | —D—A|u=ADu.
w w

On en déduit que
1
(D—A)u+ (— - 1) Du = ADu, soit encore
w

DN E+ F)u= <l—l+)\>u.
w

Ceci montre que u est un vecteur propre de J associé a la valeur propre (1 — % + A). I existe donc i €
{1,...,n} tel que (1 — 2 4+ X) = p;. Les valeurs propres de I, sont donc les nombres (u; — 1 + 1)
pouri € {1,...,n}. Finalement, les valeurs propres de .J,, sont donc les nombres (w(y; — 1) + 1) pour
ie{l,...,n}.
On cherche maintenant a2 minimiser le rayon spectral

p(Jw) = sup lw(pi — 1) +1)]

K2

On a, pour tout 7,
Wl = 1) +1) € w(py = 1) +1) < wlpn — 1)+ 1),

et
—@n = 1) +1) < —(w(s — 1) +1) < — (Wl — 1) + 1),

donc
p(Jo) = max (Jw(p — 1) + 1), (|lw(pn — 1) + 1))

dont le minimum est atteint (voir Figure [I.6) pour

2

Wiy, —1)+1=—w —1)—1c’est-a—direw = ———.
(Hn — 1) (1 —1)  —

Exercice[63 page (Jacobi et Gauss-Seidel pour une matrice tridiagonale)

1.a La méthode de Jacobi s’écrit Dz**1) = (E + F)ax®) + b avec

2.0 0 000
D=10 2 0|,E=1[1 0 0| etF=
00 2 01 0

OO O
o O =
o = O
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| (1 — ) + 1]
77777777 |W(1 - Nn) + 1|
max(lw(l = pn) + 1], w(1 = p1) +1])

. 1 2 1 w
D, 1—p1 2—p1—pin 1—pn

FIGURE 1.6: Détermination de la valeur de w réalisant le minimum du rayon spectral.

1 1
0 3 0 2
La méthode de Jacobi s’ écrit donc z(**1) = Byz(®) 4 ¢c;avec By = D™ (E+ F) = % 0 % etcy= |0
1 1
0 3 0 2
-1
1.b On remarque que = € Ker(Bj) siza =0etx; + 23 =0.DoncKerBy={t | 0 | ,t € R}.
1

1.c Le polyndme caractéristique de By est Py()\) = det(By — A d) = (—A\(—A? + 1) et donc p(By) = @ < 1.
On en déduit que la méthode de Jacobi converge.

- )
1 1
1.d Choix (i) : 2 = [0 ,2® = % .
1z 3
1 1
Choix (77) : 2 = [1],2® = [1].
1 1

2.a La méthode de Gauss-Seidel s’écrit (D — E):v(’”l) = Fz(*) +b, o0 D, E et F ont été définies 2 la question 1.a.
La méthode s’écrit donc (**1) = Bgga®) + cgg avec Bgs = (D — E)"'F et cgs = (D — E)~'b. Calculons
(D — E))"'Fet (D — E))~'b par échelonnement.

2 0 0 0 1 0 1 2 0 0 0 1 0 1 2 00 0 1 0 1
-1 2 0 001 O0f~|f0 2 0 04+ 1 il~1|020 0%1%
0 -1 2 000 1 0 -1 2 000 I 002 o1 1 3
On a donc . .
0 5 0 =
_lo 1 1 _ |1
Bags = 1|0 etcgs =
o 1 1 3
g 1 8
1
2.b 1l est facile de voir que x € Ker(Bgg) si et seulement si 25 = 23 = 0. Donc KerBgs = {t [0 ,t € R}.
0
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2.c Le polyndme caractéristique de B est Pgs(A) = det(Bgs — AId). On a donc

-2 3 0
1 1 1
Pas(A) =0 iT/\ 1% :_/\((Z_/\)Q_l_(i>:/\2(§_)\)

et donc p(Bgs) = % < 1. On en déduit que la méthode de Gauss-Seidel converge.
2.d Onabien p(Bgs) = 3 = p(By)?, ce qui est conforme au théoréme 1.36 du cours.
ML 5
2.e Choix (i) : 2V = i 2 = :
: 3,
13 16
1 1
Choix (ii) : 2™ = [1] ,2?) = |1].
1 1

Exercice[6d] page (Convergence en un nombre fini d’itérations)

1.a La suite (u(®)),cn converge pour les valeurs suivantes de (a, 3) :

1. |a| < 1, 8 € R, auquel cas la suite converge vers © = %,

2. a =1, 8 = 0, auquel cas la suite est constante et égale a uy.

1.b Si ug = W, comme ux = aux—_1 + fetque T = au + 3, on en déduit que 0 = ug — T = a(ux_1 — °),
et comme « # 0, ceci entraine ux 1 = @. On en déduit par récurrence que uy = @ pour tout k£ < K — 1. On
remarque ensuite que si ux = u alors ug+1 = aux + 5 = ot + S = u. On en déduit par récurrence que u; = T
pour tout k € IN.

2.a Pour que la suite (u*)),cn converge, il faut qu’il existe % tel que @ = B + c, ou encore ¢ = (Id — B)a.
Supposons que c’est le cas. On a alors u* Y —7 = B(u®) — ), et donc u'®) —7 = B*(u(?) — 7). On veut donc
que B* (u(o) — @) tende vers 0 pour tout choix initial u(9), c.a.d. que B* tende vers 0. On en déduit, par le lemme
1.5 que la suite (u®))zcv converge si et seulement si p(B) < 1.

2.b En prenant B = Bj de I’exercice précédent, ¢ = ¢ et u(®) = (0, 1,2), on sait par I’exercice précédent qu’on
au® = (1,1,1)* = wavec u®) # 7.
Exercice[65] page 110 (Jacobi et SOR pour une matrice tridiagonale)

Soit B, la matrice d’itération de la méthode SOR associée a A, et soit v, une valeur propre de B,, = (%D —
E)*l(l_T‘“D + F). Nl existe donc y € C",y # 0, tel que

(1-wD+wF)y =v,(D —wE)y.
Ceci s’écrit encore : (wWF + v, ,wE)y = (v, — 11 +w) Dy, et aussi, en notant A une valeur propre non nulle de Bj,

Aw I AV,w
vy, — 14w Vo — 14w

(

E)y = ADy,

soit encore 1
(B + ;F)y = ADy, (1.133)

avec
AV,w 1 Aw
p=—""et— = —""7 —.
vo—14+w p vy — 14w

Ceci est possible si v, — 1 +w # 0, Aw # 0, et
w — 1 A
Vo — 1 @ (1.134)

AVpyw Vo — 14w’
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Remarquons tout d’abord qu’on a forcément v,, # 1 — w. En effet, sinon, le vecteur propre y associé a v, vérifie
wFy = —wFy, ce qui est impossible pour w €]0, 2[ et y # 0.

On a également Aw # 0 car A # O et w # 0.

Voyons maintenant pour quelles valeurs de v, la relation est vérifiée. La relation est équivalente a
(Vo — 1+ w)? = (Aw)(Aw) ce qui revient & dire que v, = 2, olt p,, est solution de I’équation

1l — WAy, +w —1=0. (1.135)

La relation est donc vérifiée pour v, = p2, ol y, est racine de 1’équation p2 — wAp, +w — 1 = 0. Soit
donc p} et ui; les racines (ou éventuellement la racine double) de cette équation (qui en admet toujours car on la
résout dans T).

Donc si A # 0 est valeur propre de Bj associée au vecteur propre z, en vertu de (I.I33) et de la question 1.a, les
valeurs v, telles que v, = (uw)2 ou ,, est solution de sont valeurs propres de la matrice B, associés au
Vecteurs propres fi, ).

Réciproquement, si v, = u2, ol y1,, est solution de 1’équation (LI33), est valeur propre de B,,, alors il existe un
vecteur y # 0 tel que B,y = 1v,y. Soitz € R" tel que z,,, =y (i.e. z; = pl=ty; pouri = 1,...,7n). Onaalors:
(1-w)D+wF)z,, = p(D—-wE)z,,, soitencore w(E + F)z,, = (42 — (1—w))Dz,,.Oru2 — (1 —w) =
wAp, grace a (LI33), et donc (E+F)x,,, = M, Dz, . On vérifie facilement que ceci entraine (E+F)x = ADzx.
on a ainsi montré que \ est valeur propre de Bj.

On a montré que A # 0 est valeur propre de By si et seulement si v, = p2, ol i, est solution de 1’équation
(LI133). On en déduit que

p(Bu) = max {lpol 1 = Awop +w —1 =10}
A valeur propre de B;

est valeur propre de B, v, telles que = (u)? et v, = (u)? sont valeurs propres de la matrice B,, associés au
vecteurs propres (/i) et x .- En déduire que

p(matsor) = max { o |; 12 = Moty +w — 1 = 0}.
A valeur propre de B;

Exercice[66] page {11l (Méthode de Jacobi pour des matrices particuliéres)

1. Soitx € IR", supposons que
n
lzlla =" aila:| = 0.
i=1

Comme a;; > 0, Vi = 1,...,n, on en déduit que z; = 0, Vi = 1,...,n. D’autre part, il est immédiat
de voir que ||z + y|la < ||z]] 4+ |ly]|a pour tout (z,y) € R™ x IR" et que ||Az||a = |\|||z| 4 pour tout
(x,\) € R™ x IR. On en déduit que || - || 4 est une norme sur IR".

2. Posons A = Ad + A et notons a;,j ses coefficients. Comme X\ € IR et grice aux hypotheses (LI22)—
(L.124), ceux-ci vérifient :

aij < 0,Vi,j=1,...,n,i#j, (1.136)
i > ai;Vi=1,...n (1.137)
=1
JF#i

La matrice A est donc 2 diagonale dominante stricte, et par 1’exercice[60 page elle est donc inversible.
3. La méthode de Jacobi pour la résolution du systeme (I.123)) s’écrit :

Du**V) = (E 4 F)u®™ + b, (1.138)

avec D = Ald+ D, et A = D — E — F est la décomposition habituelle de A en partie diagonale, triangulaire
inférieure et triangulaire supérieure. Comme a;; > 0 et A € IR”,, on en déduit que D est inversible, et que
donc la suite (u®))cy est bien définie dans IR.
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4. Par définition de la méthode de Jacobi, on a :

) _ L OIS
'LL,L- = m( Z aZ,Juj +bz)

j=1ln

i
On en déduit que
(k+1) _ (k) 1 (k) _ . (k=1)
U, - W = i A j;ﬂ a; J(u] - uj )
J#i
et donc .
Q4 k k—1
) <3 3 s ),
o Gt A ji=1n
J#i
i 1 1
Or %, < < . On a donc

aitA T 1+ T 1+a

1,1

n

1 k k—1
a0 —u®a < 7 S — ) 3T 6
j=1 Jj=1n

i

Et par hypothese, > j—1,» a;; = a; ;. On en déduit que
J#i

a0 — ) <

||u(k) _ k1
T l+4a

4.

On en déduit le résultat par une récurrence immédiate.

5. Soientpetq = p+m € IN, avec m > 0. Par le résultat de la question précédente, on a :

ul® —u®|, < Z uPtd) — g P=i=1))| 4

i=1
<l O (e
- 1+« = 1+«
Or a > 0 donc la série de terme général (135), etona:
- |
@ _ @), < (gD _ 4O p i
O Pl < O el Y )
S R e
- o 1+«

—  0Olorsque p = +o0.

On en déduit que pour tout € > 0, il existe n tel que si p, ¢ > n alors ||u(? — uP)|| 4 < €, ce qui montre
que la suite est de Cauchy, et donc qu’elle converge. Soit @ sa limite. En passant a la limite dans (LI38), on
obtient que u est solution de (1.123).

1. Soit A € C une valeur propre de la matrice P!V, et soit z € C™ un vecteur propre associé. On a donc
P~INz = Az, etdonc Nz = A\Pz. On en déduit qu’il existe = non nul tel que Nz - = APz - T (ol T désigne
le conjugué de x). Les matrices P et N sont symétriques, et donc Px - © et N -  sont réels. On en déduit que
toutes les valeurs propres de la matrice P~ N sont réelles.
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2. Le rayon spectral p(P~*N) de la matrice est défini par :
p(P7*N) = max{|\|, A valeur propre de P~ N}.
Or ) est valeur propre de P~ N et donc pour tout vecteur propre  de P~'N, on a

Nz -x=)\Px - -x

N
Onadonc: p(P7!N) < maxzo P:f : :a; OrNz -z = ;([3 — ;) et

n

n—1
Px-x= 2(2 + B)z? — 22 x> Bzl
i=1

i=1

On en déduit que p(P~!1N) < max 15 _ﬂai|

3.8i8> <, oud = maxi—1,, @, alors § < 2 etdonc |1 — §| < 1. On en déduit que p(P~'N) < 1, et donc

que la méthode itérative converge.

4. On remarque que

=1L
= L

|6 —ail _
max = max(max

i=1,n ﬂ i=1,n f)’ ’ znzl?,)r(z ﬂ
a; ai2p
On en déduit que la valeur optimale de /3 est Sopy = 3 (0 + ).

Exercice[68| page (Méthode des directions alternées)

1. On a vu en cours qu’une méthode itérative définie par

u® e R",
u* D = By®) 4 ¢ (1.139)

converge si et seulement si p(B) < 1. Mettons donc I"algorithme (T127) sous la forme (T.139). On a :
(Y + ald)u™V = —X[(X + ald) (=Y u® +b)]
soit encore
uF Y = (Y + ald) ' X(X + odd) "' Yu® — (Y 4+ ald) "' X(X + odd)"'b+ (Y + odd)~'b.
On peut donc bien écrire la méthode (T.127) sous la forme (T.139) avec
B = (Y +ald) ' X(X + ald)" 'Y,

et la méthode définie par (LI127) converge si et seulement si p(B) < 1. Il reste & montrer qu’elle converge

vers u solution de Au = b. Soit u = 111_13 u*). On veut montrer que Au = b. Comme u*) converge et
U—+00
que uF*1/2) est défini par (LIZ7), on a aussi que u*t1/2) converge. Soit v =  lim u**+1/2) En passant
—+o0

a la limite dans (I.127), on obtient :

(X +aldyv=-Yu-+b,
(Y +ald)u=—Xv+b.
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En additionnant et retranchant ces deux équations, on obtient :

Xv+Yu+aldlu+v) =-Yu— Xv+ 2, (1.140a)
Xv—Yu+aldlv—u)=-Yu+ Xv. (1.140b)
L’ équation (LI40D) entraine ald(v — u) = 0, ¢’est—a—dire v = u car « # 0, et en reportant dans (.140a),

on obtient :
(X+Y)u+2au=—(X+Y)u+b,
soit encore
(X +Y + ald)u = b, c’est-a~dire Au = b.

2. On veut montrer que si X + %I detY + %I d sont définies positives, alors

p(X +ald) 'Y (Y +ald) ' X) < 1.

On utilise la méthode proposée par 1’énoncé.
a) Grice a I’exercice 36 sur les valeurs propres d’un produit de matrices, on sait que les valeurs propres de
(Y + ald)"* X (X + ald)~'Y sont égales aux valeurs propres de Y (Y + ald) ' X (X + ald)~!.
On adonc p((Y + ald) ' X(X + ald)™'Y) = p(X (X + ald)"'Y(Y + ald)™').
b) Comme les matrices X (X + ald)™! et Y(Y + ald)~! sont symétriques, en posant
Z=Y(Y +ald) ' X(X +ald)™',
ona:
p(Z) =Y (Y +ald) ' X(X + ald) ™2
<Y (Y +ald) o [ X(X +ald)™ 2
et donc
p(Z) < p(X(X + ald) p(Y (Y + ald) ™).
¢) Soit A valeur propre de X, associée au vecteur propre w. On a Xw = Aw et (X + ald)w = (A + a)w,
soit encore w = (X + a)(X + ald~ 1w Donc
A

Xw = ﬁ(X + ald)w, soit encore (X + ald) ' Xw =
a

A
A+«

w.

A
On en déduit que 1 = N est valeur propre de X (X + aId)~! associé au vecteur propre w. Pour

«
que p(X (X + ald)™t) < 1,1l faut et il suffit donc que |

| < 1 pour toute valeur propre de .

A«
A A
Comme o > 0,si A > 0, |——| = —— < 1. Si A < 0, il faut distinguer le cas A < —q, auquel
\ \ A+ Ao
cas |/\ . a| =3 ra < 1ducas A €] — «,0[. Remarquons qu’on ne peut pas avoir A = —« car la
matrice X + ald est supposée définie positive. Donc on a dans ce dernier cas :
o=
Ao Ata
et la condition p(X (X + ald)~') entraine
A< A+
c’est—a—dire o
A>——
2

L < g . o s .
ce qui est équivalent a dire que la matrice X + 5[ d est définie positive.
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d) On peut donc conclure que si les matrices (X + %I d) et (Y + %I d) sont définies positives, alors
p(B) < 1 (grace a b) et ¢)) et donc la méthode converge.
3. Soit f € C(]0,1] x [0,1]) et soit A la matrice carrée d’ordre n = M x M obtenue par discrétisation de

I’équation —Awu = f sur le carré [0, 1] x [0, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes u = 0
sur 012, par différences finies avec un pas uniforme h = ﬁ, et b le second membre associé.

(a) On rappelle que I’opérateur Laplacien est défini pour u € C2(£2), ot 2 est un ouvert de IR?, par

o o
C0x? oy’

La discrétisation de —Awu = f est donnée en section Définissons une discrétisation uniforme
du carré par les points (z;,y;), pouri = 1,...,Metj = 1,...,M avec z; = th, y; = jhet
h=1/(M+1).

En reprenant la technique exposée page [I[1]dans le cas 1D pour I’ approxi-

mation des dérivées secondes, et en utilisant 1’ordre “lexicographique”

pour numéroter les inconnues, on obtient un systéme linéaire Au = b.

Pour fixer les idées, nous prenons ici M = 3, et donc h = i, comme

décrit sur la figure ci-contre. Dans ce cas, on a 9 inconnues, et le systeme

s’écrit Au = b ot A est une matrice 9 x 9etb = (by, ..., by) € IR?, avec

Au

(4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 [ f(hyh) ]

-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0 F(2h, h)

0 -1 4 0 0 -1 0 0 0 F(3h, h)

L=t 0 0 4 -1 0 -1 0 0 F(h,2h)
A=m | 0 ~1 0 -1 4 -1 0 -1 0| etb=|f(2h2h)
0O 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 F(3h,2h)

0O 0 0 -1 0 0 4 -1 0 f(h,3h)

0O 0 0 0 -1 0 -1 4 —1 f(2h, 3h)

0 0 0 0 0 -1 0 —1 4 | £(3h,3h)

Dans le cas général, on aurait une matrice avec la méme structure, mais avec des blocs diagonaux de
taille (n — 1) x (n — 1).

(b) On fait une itération dans la direction x et une autre dans la direction ¥, en choisissant les matrices X
etYavec X +Y = Aet

2 -1 0 0 0 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0 0 0 0

0o -1 2 0 0 0 0 0 0

L0 0 0 2 -1 0 0 0 o0
X=w]|0 0 0 -1 2 -1 0 0 0
o 0 0 0 -1 2 0 0 0

o 0 0 0 0 0 2 -1 0

o 0 0 0 0 0 -1 2 -1

0 0 0 0 0 0 0 -1 2

2 0 0 -1 0 0 0 0 0

0O 2 0 0 -1 0 0 0 0

o 0 2 0 0 -1 0 0 0

L=t 0 0 2 0 0 -1 0 o0
Y=o 0 -1 0 0 2 0 0 -1 0
O 0 -1 0 0 2 0 0 -1

o 0 0 -1 0 0 2 0 0

o 0 0 0 -1 0 -1 2 0

0o 0 0 0 0 -1 0 0 2
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Calculons les valeurs propres de la matrice X : c’est une matrice diagonale par blocs identiques, et
chaque bloc est la matrice de discrétisation du laplacien unidimensionnel sur un maillage uniforme
de M + 1 mailles de pas h = ﬁ de lintervalle [0, 1]. Les valeurs propres de chaque bloc ont “t6
calculées a I’exercice[30) :

Ak = %(1 —coskmh) = 2
11 est facile de voir que les valeurs propres de X sont égales a ces valeurs propres et que la matrice X
est donc symétrique définie positive.

La matrice Y est obtenue & partir de la matrice X par des permutations de ligne et colonne. En effet, la
matrice Y est aussi la matrice de discrétisation du laplacien en une dimension d’espace (c’est-a-dire de
—u/ = f), mais dans la direction y, et donc avec une numérotation qui n’est pas la numérotation
naturelle en une dimension d’espace. On obtient donc Y a partir de X en écrivant :

Y = H Cin H Cin7

ij=1,M ij=1,M
ol C;; la matrice de permutation dont les coefficients (C;;),¢ sont donnés par :

Isik=Lletk g {(M—-1)j+1i,(M—1)i+j},
(Cijke=q1lsik=(M—-1)j+i, etl=(M-—1)i+j
0 dans tous les autres cas.

On en déduit que Y a les mémes valeurs propres que X, et qu’elle est donc symétrique définie positive.
On en conclut que la méthode des directions alternées avec les choix de X et Y données ci dessus et
a > 0 (en I’occurence ici la direction z puis la direction y converge.

1.6 Valeurs propres et vecteurs propres

Les techniques de recherche des éléments propres, c.a.d. des valeurs et vecteurs propres (voir Définition [I.2] page
[7) d’une matrice sont essentielles dans de nombreux domaines d’application, par exemple en dynamique des struc-
tures : la recherche des modes propres d’une structure peut s’avérer importante pour le dimensionnement de struc-
tures sous contraintes dynamiques ; elle est essentielle dans la compréhension des phénomenes acoustiques.

On peut se demander pourquoi on parle dans ce chapitre, intitulé “systeémes linéaires” du probleme de recherche des
valeurs propres : il s’agit en effet d’un probléme non linéaire, les valeurs propres étant les solutions du polyndéme
caractéristique, qui est un polyndéme de degré n, ot n est la dimension de la matrice. Il n’est malheureusement
pas possible de calculer numériquement les valeurs propres comme les racines du polyndme caractéristique, car
cet algorithme est instable : une petite perturbation sur les coefficients du polyndome peut entrainer une erreur tres
grande sur les racines (voir par exemple le chapitre 5 du polycopié d’E. Hairer, cité dans I’introduction de ce cours,
en ligne sur le web). De nombreux algorithmes ont été développés pour le calcul des valeurs propres et vecteurs
propres. Ces méthodes sont en fait assez semblables aux méthodes de résolution de systemes linéaires. Dans le
cadre de ce cours, nous nous restreignons a deux méthodes tres connues : la méthode de la puissance (et son
adaptation de la puissance inverse), et la méthode dite Q R.

1.6.1 Méthode de la puissance et de la puissance inverse

Pour expliquer I’algorithme de la puissance, commengons par un exemple simple. Prenons par exemple la matrice

a=[%5)]
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L 1 1
dont les valeurs propres sont 1 et 3, et les vecteurs propres associés f(l) = ‘/75 L] et f(2) = @ [_1] . Partons
de x = 0 et faisons tourner scilab en itérant les instructions suivantes :

-——>x = A * X ; x = x/norm(x)

ce qui correspond a la construction de la suite

T Az© Azx®)
2@ = o e = e @t = e (1.141)
| Az ]| (RER

ol ||| désigne la norme euclidienne.
On obtient les résultats suivants :

0.8944272 0.7808688 0.7327935 0.7157819 0.7100107 0.7080761 0.7074300

-0.4472136 - 0.6246950 - 0.6804511 -0.6983239 -0.7061361 -0.7067834 - 0.706999

oo . -1 L

On voit clairement sur cet exemple que la suite (%) converge vers f, = @ [ J lorsque £ — +o00. Si maintenant

on fait tourner Scilab en lui demandant de calculer ensuite le produit scalaire de Ax avec x :

——>x= AxX;x=x/norm(x);mu= (Axx)’ *x

ce qui correspond au calcul de la suite ju, = Ax®) - 2(*) k> 0, on obtient la suite :
2.8,2.9756098, 2.9972603, 2.9996952, 2.9999661, ...

qui a tout I’air de converger vers 3! En fait on a le théoréme suivant, qui montre que dans un certain nombre de
cas, on a effectivement convergence de I’algorithme vers la valeur propre dite dominante (celle qui correspond au
rayon spectral).

Théoréme 1.61 (Convergence de la méthode de la puissance). Soit A une matrice de M,,(C). Onnote Ay, -+ , Ay,
les valeurs propres de A, (f1,--- , f,,) une base orthonormée de trigonalisation de A telle que Af, = A\, f,, -
On suppose que la valeur propre \,, est dominante, c.a.d. que

|An| > |An—1| Z Z |>\1|7

et on suppose de plus que \,, € IR. Soit () ¢ Vect(fq, -, fn_1)- Alors, la suite de vecteurs xoy, définie par
(IL141) converge vers un vecteur unitaire qui est vecteur propre de A pour la valeur propre dominante \,,.

De plus, si la norme choisie dans I’algorithme (L141)) est la norme 2, alors la suite (Axy, - T1)reN converge vers
An lorsque k — +o0.

Démonstration. La démonstration de ce résultat fait 1’objet de I’exercice [72] dans le cas plus simple ol A est une
matrice symétrique, et donc diagonalisable dans IR. O

La méthode de la puissance souffre de plusieurs inconvénients :

1. Elle ne permet de calculer que la plus grande valeur propre. Or trés souvent, on veut pouvoir calculer la plus
petite valeur propre.

2. De plus, elle ne peut converger que si cette valeur propre est simple.

3. Enfin, méme dans le cas ou elle est simple, si le rapport des deux plus grandes valeurs propres est proche de
1, la méthode va converger trop lentement.

De maniere assez miraculeuse, il existe un remede a chacun de ces maux :

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 1 34 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1. Pour calculer plusieurs valeurs propres simultanément, on procede par blocs : on part de p vecteurs orthogo-
naux wgo)’ . :cz(,o) (au lieu d’un seul). Une itération de la méthode consiste alors a multiplier les p vecteurs
par A et a les orthogonaliser par Gram-Schmidt. En répétant cette itération, on approche, si tout se passe

bien, p valeurs propres et vecteurs propres de A, et la vitesse de convergence de la méthode est maintenant
n—p

2. SiI’on veut calculer la plus petite valeur propre, on applique la méthode de la puissance 2 A~1. On a alors
convergence (toujours si tout se passe bien) de Az, -z vers 1 /| 1| Bien siir, la mise en oeuvre effective
ne s’effectue pas avec I'inverse de A, mais en effectuant une décomposition LU de A qui permet ensuite la
résolution du systeme linéaire A%y 1 = ¥ (et 1 = Tpr1 /|| Zpsa|)).

3. Enfin, pour accélérer la convergence de la méthode, on utilise une translation sur A, qui permet de se rap-
procher de la valeur propre que 1’on veut effectivement calculer. Voir a ce propos I’exercice [731

1.6.2 Méthode QR

Toute matrice A peut se décomposer sous la forme A = QR, ol () est une matrice orthogonale et R une matrice
triangulaire supérieure. Dans le cas ou A est inversible, cette décomposition est unique. On a donc le théoreme
suivant :

Théoréme 1.62 (Décomposition QR d’une matrice). Soit A € M,,(IR). Alors il existe ) matrice orthogonale et
R matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs ou nuls tels que A = QR. Si la matrice A est
inversible, alors cette décomposition est unique.

La démonstration est effectuée dans le cas inversible dans la question 1 de I’exercice [76l La décomposition QR
d’une matrice A inversible s’obtient de maniére trés simple par la méthode de Gram-Schmidt, qui permet de
construire une base orthonormée q,, .. ., g,, (les colonnes de la matrice (), a partir de n vecteurs vecteurs indé-
pendants a1, . . ., a, (les colonnes de la matrice A). On se reportera a I’exercice [74] pour un éventuel raffraichisse-
ment de mémoire sur Gram-Schmidt. Dans le cas out A n’est pas inversible (et méme non carrée), la décomposition
existe mais n’est pas unique. La démonstration dans le cadre général se trouve dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé
en début de ce cours.

L’algorithme @ R pour la recherche des valeurs propres d’une matrice est extémement simple : Si A est une matrice
inversible, on pose Ag = A, on effectue la décomposition QR de A: A = Ag = Qo Ry et on calcule A1 = RyQo.
Comme le produit de matrices n’est pas commutatif, les matrices Ag et A; ne sont pas égales, mais en revanche
elles sont semblables ; en effet, grace a I’associativité du produit matriciel, on a :

A1 = RoQo = (Q5 ' Qo) RoQo = Qp ' (QoRo)Qo = Qy " AQo.

Les matrices Ag et A; ont donc méme valeurs propres.

On recommence alors 1’opération : a I’itération k, on effectue la décomposition QR de Ay : A = Qi Ry et on
calcule Agy1 = RpQp-

Par miracle, pour la plupart des matrices, les coefficients diagonaux de la matrice Ay tendent vers les valeurs
propres de la matrice A, et, pour une matrice symétrique, les colonnes de la matrice ), vers les vecteurs propres
associés. On sait démontrer cette convergence pour certaines matrices; on pourra trouver par exemple dans les
livres de Serre ou Hubbard-Hubert la démonstration sous une hypothese assez technique et difficile a vérifier en
pratique ; I’exercice[76 donne la démonstration (avec la méme hypothése technique) pour le cas plus simple d’une
matrice symétrique définie positive.

Pour améliorer la convergence de 1’algorithme ()R, on utilise souvent la technique dite de “shift” (translation en
frangais). A 1’itération n, au lieu d’effectuer la décomposition QR de la matrice A,,, on travaille sur la matrice
A, — bl, ou b est choisi proche de la plus grande valeur propre. En général on choisit le coefficient b = a%kn).
L exercice[73donne un exemple de I’application de la méthode Q R avec shift.
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1.6.3 Exercices (valeurs propres, vecteurs propres)
Exercice 72 (Méthode de la puissance). Suggestions en page[I39 corrigé en page[I39

1. Soit A € M, (IR) une matrice symétrique (non nulle). Soit \,, € IR valeur propre de A t.q. |A\,| = p(A)
et soit ¥(®©) € IR™. On suppose que —\,, n’est pas une valeur propre de A et que y(®) n’est pas orthogonal
a Ker(A — A\, Id), ce qui revient a dire que lorsqu’on écrit le y(® dans une base formée de vecteurs propres
de A, la composante sur sous-espace propre associé a \,, est non nulle. (L’espace IR"™ est muni de la norme
euclidienne.) On définit la suite (y*)) e par y*+1) = Ay*) pour k € IN. Montrer que
(k)

(a) (1/1\—)k — y, quand k — oo, avec y # O et Ay = A\, y.

[

[y ]|
(©) pry** — @ quand k — oo avee Az = Ny et [|zf| = 1.

(b) — p(A) quand k — oo.

Cette méthode de calcul de la plus grande valeur propre s’appelle “méthode de la puissance”.

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR". Pour calculer « t.q. Az = b, on considére un méthode
itérative : on se donne un choix initial (9, et on construit la suite (*) telle que x**1) = Ba*) + ¢ avec
¢ = (Id— B)A~'b, et on suppose B symétrique. On rappelle que si p(B) < 1, la suite (y*)) ey tend vers .
Montrer que, sauf cas particuliers a préciser,

(k+1) _ . . . . .
(a) lo ==l _, p(B) quand k — oo (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence de la méthode
[z —a]

itérative).

(k+1) _ (k) . . s
(b) W — p(B) quand k — oo (ceci permet d’estimer p(B) au cours des itérations).

Exercice 73 (Méthode de la puissance inverse avec shift). Suggestions en page[I39 Corrigé en page[[40)

Soient A € M,,(IR) une matrice symétrique et A1, ..., A, (p < n) les valeurs propres de A. Soiti € {1,...,p},
on cherche  calculer );. Soit z(?) € IR™. On suppose que x(*) n’est pas orthogonal & Ker(A — \;Id). On suppose
également connaitre 1 € IR t.q. 0 < [ — \;| < | — \;j| pour tout j # 4. On définit la suite (x(*))ren par
(A — pId)x™* 1) = £® pour k € IN.

1. Vérifier que la construction de la suite revient a appliquer la méthode de la puissance a la matrice A — pId) 1.

2. Montrer que z(F) (A\i — p)* — @, quand k — oo, oll x est un vecteur propre associé a la valeur propre \;, c.a.d.
x #0et Az = \;x.

3. Montrer que =0, 1 quand k — oo
’ [ (1= :

Exercice 74 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Corrigé en page[I[40

Soient u et v deux vecteurs de IR", u # 0. On rappelle que la projection orthogonale proj,, (v) du vecteur v sur
la droite vectorielle engendrée par w peut s’écrire de la maniere suivante :

v-u

proj,, (v) = T a
ol u - v désigne le produit scalaire des vecteurs u et v. On note || - || la norme euclidienne sur IR".
1. Soient (ay, ..., ay,) une base de IR"™. On rappelle qu’a partir de cette base, on peut obtenir une base orthogonale
(v1,...,vy) etune base orthonormale (g4, . .., q,,) par le procédé de Gram-Schmidt qui s’écrit :
Pourk=1,...,n,

ap v v

kY k
vk:ak—z—ﬂvj, a, = . (1.142)
v v
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1. Montrer par récurrence que la famille (v1, ..., v,) est une base orthogonale de IR".

2. Soient A la matrice carrée d’ordre n dont les colonnes sont les vecteurs a; et () la matrice carrée d’ordre IV
dont les colonnes sont les vecteurs q,; définis par le procédé de Gram-Schmidt (1.142), ce qu’on note :

A:[al ay ... an}, Q:[q1 qy ... qn}.

Montrer que

k—1
agp - vV;
ar = [lvkllgy, + > ——2aq;.
= sl

En déduire que A = QR, ol R est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont positifs.

3. Montrer que pour toute matrice A € M,,(IR) inversible, on peut construire une matrice orthogonale @ (c.a. d.
telle que QQ! = 1d) et une matrice triangulaire supérieure R a coefficients diagonaux positifs telles que A = QR.

1 4

1 0|

5. On considere maintenant I’algorithme suivant (ou1 I’on stocke la matrice () orthogonale cherchée dans la matrice
A de départ (qui est donc écrasée)

4. Donner la décomposition QR de A = {

Algorithme 1.63 (Gram-Schmidt modifi€).
Pourk=1,...,n,
Calcul de la norme de ay,
rik = (0, a%)®
Normalisation
Pourt =1,...,n

gk 2= ok [Tk
Fin pour {

Pourj=k+1,....n

Produit scalaire correspondant a gy, - a;
e n

Tk 7= )i GikGi
On soustrait la projection de ay, sur q; sur tous les vecteurs de A aprés k.
Pouri=k+1,...,n,
Qij = Q5 — QikTkj

Fin pour i

Fin pour j

Montrer que la matrice A résultant de cet algorithme est identique a la matrice ( donnée par la méthode de Gram-
Schmidt, et que la matrice R est celle de Gram-Schmidt. (Cet algorithme est celui qui est effectivement implanté,
car il est plus stable que le calcul par le procédé de Gram-Schmidt original. )

Exercice 75 (Méthode QR avec shift). Soit A = [Zi’;z 813 9}

1. Calculer les valeurs propres de la matrice A.

2. Effectuer la décomposition QR de la matrice A.

3. Calculer A; = RQ et A; = RQ — bId o b est le terme aks de la matrice A;

4. Effectuer la décomposition QR de A; et Ay, et calculer les matrices As = Ry Q1 et Ay =Ry Ql.

Exercice 76 (Méthode Q R pour la recherche de valeurs propres). Corrigé en page[[41]
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Soit A une matrice inversible. Pour trouver les valeurs propres de A, on propose la méthode suivante, dite “méthode
QR” : Onpose A1 = A et on construit une matrice orthogonale () et une matrice triangulaire supérieure R; telles
que A; = Q1R (par exemple par I’algorithme de Gram-Schmidt). On pose alors As = R1(Q)1, qui est aussi une
matrice inversible. On construit ensuite une matrice orthogonale ()2 et une matrice triangulaire supérieure Ry telles
que Ay = Q2 Ry et on pose A3 = R3(3. On continue et on construit une suite de matrices Ay telles que :

Al =A=Q1R1, RiQ1 =42 =Q2Rs, ..., RiQr = Ap = Qu+1Ri+1. (1.143)

Dans de nombreux cas, cette construction permet d’obenir les valeurs propres de la matrice A sur la diagonale
des matrices Ay. Nous allons démontrer que ceci est vrai pour le cas particulier des matrices symétriques définies
positives dont les valeurs propres sont simples et vérifiant I’hypothese (on peut le montrer pour une classe
plus large de matrices).

On suppose a partir de maintenant que A est une matrice symétrique définie positive qui admet n valeurs propres
(strictement positives) vérifiant A\ < Ao < ... < A,. On adonc:

A= PAP', avec A = diag(\1,...,\n), et P est une matrice orthogonale. (1.144)
(La notation diag(Aq, . .., \,,) désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont Aq,... ,A,).
On suppose de plus que
P! admet une décomposition LU et que les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs. (1.145)
On va montrer que Ay, tend vers A = diag(A1, ..., An).

2. Soient (); et R; les matrices orthogonales et triangulaires supérieures définies par (1.143).
2.1 Montrer que A2 = Q3R avec Qi = Q1Qs et Ry, = RoRy.

2.2 Montrer, par récurrence sur k, que o
A* = Qi Ry, (1.146)

avec
Qr = Q1Q2...Qr_1Qret Ry = RpRy_1... R Ry (1.147)

2.3 Justifier brievement le fait que Q). est une matrice orthogonale et R}, est une matrice triangulaire a coefficients
diagonaux positifs.

3. Soit My, = AFLA—F.
3.1 Montrer que PMj, = Qka oul) = Rk U~1A—* est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients
diagonaux sont positifs.

3.2 Calculer les coefficients de M, en fonction de ceux de L et des valeurs propres de A.

3.3 En déduire que Mj, tend vers la matrice identité et que Q1 T} tend vers P lorsque k — +ooc.

4. Soient (By) ke et (Ck ke deux suites de matrices telles que les matrices By, sont orthogonales et les matrices
C}, triangulaires supérieures et de coefficients diagonaux positifs. On va montrer que si Bj,C}, tend vers la matrice
orthogonale B lorsque k tend vers I’infini alors By, tend vers B et C), tend vers I’identité lorsque % tend vers
I’infini.

On suppose donc que By CY, tend vers la matrice orthogonale B. On note by, bs, . .., b, les colonnes de la matrice
Bet bgk), bgk), ..., b les colonnes de la matrice By, ou encore :

*

B=[br by oo b, Bo=[of a0 o]
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et on note cz(-kj) les coefficients de C}.

( ) (k)

4.1 Montrer que la premiere colonne de B C); est égale a cglfl)bgk). En déduire que ¢; ; — letque by’ — by.

4.2 Montrer que la seconde colonne de B C}, est égale a cglgbgk) + é Qb(k) En déduire que cg 2) — 0, puis que
cékz) — letque bék) — bo.

4.3 Montrer que lorsque k — -+00, on a c( — 0sii # j, puis que c( ) 5 let bgk) — b;.

4.4 En déduire que By, tend B et C, tend vers I’identité lorsque k tend vers ’infini.
5. Déduire des questions 3 et 4 que Q, tend vers P et T}, tend vers Id lorsque k — +0c.

6. Montrer que R, (Rk,l)*l = T ATy_1. En déduire que Ry, et Ay tendent vers A.

1.6.4 Suggestions
Exercice[72] page[136] (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A.)

1. Décomposer (%) sur une base de vecteurs propres orthonormée de A, et utiliser le fait que —\,, n’est pas valeur
propre.

2. a/ Raisonner avec y*) = 2(¥) — x o1 x est la solution de Az = b et appliquer la question 1.

b/ Raisonner avec y(®) = g(:+1) — g(k),

k)

Exercice /3| page (Méthode de la puissance inverse)

Appliquer I’exercice précédent a la matrice B = (A — puld)~*

1.6.5 Corrigés
Exercice[72 page 136l (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A)

1. Comme A est une matrice symétrique (non nulle), A est diagonalisable dans R.. Soit (f1, ..., f,,) une base
orthonormée de IR™ formée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres Ay, ..., A, (qui sont
réelles). On décompose y© sur (fi)iz1,..n 2 ¥@ = S0 a;fi. On a donc Ay = 37" N f; et
Aby© =370 Maifi.

On en déduit : w .
S () e
n i=1 "

Comme —\,, n’est pas valeur propre,

. /\z k _ .
kgrfoo(x) =0si A # A\ (1.148)
Soient Aq, ..., A, les valeurs propres différentes de A, et Apy1,..., A, = Ap. Onadonc

* n
limy, s 400 y)\k = Zi:p-‘,—l aifi =y, avec Ay = \py.

De plus,y # 0:eneffet,y(*) ¢ (Ker(A—\,Id))* = Vect{fi,..., f,},etdoncilexistei € {p+1,...,n}
tel que «; # 0.
Pour montrer (b), remarquons que

(k+1)
ly®+) Sl Iyl
APCIR = n|w [An |H H = |\, | lorsque k — +o0.
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(2k) (2k) A2k ” (2k)H
Y Yy n . Yy o
Enfin, u@m) = 3 yeny it e — -
4 29)
Onadonc lim —*—— =z, avecz = L.
koo Ty @] T
2. a) La méthode I s’écrit a partir de 2(°) connu : 2(**1) = Bz(*) 4 ¢ pour k > 1, avec ¢ = (I — B)A~'b.
On a donc

g+t — g =Bz 4+ (Id— B)z — 2

— Bl ) (1.149)

Siy®) = 2 — z onadoncy* 1) = By et d’apres la question 1a) si y(*) [ Ker(B — u,Id) ot
Ln, est la plus grande valeur propre de B, (avec |u,| = p(B)et — ., non valeur propre), alors

ly* V]
T — p(B) lorsque k — +o0,
)
c’est—a—dire
[o®*D — 2 — p(B) lorsque k — +
_— u 0.
[t =] — 7

b) On applique maintenant 1a) a %) = z(+1) — 2(k) avec
SO = 20 200 oy () = A7)
On demande que (") — (9 ¢ Ker(B — p,,Id)" comme en a), et on a bien y*+1) = By(*) donc

Jly V]

T — p(B) lorsque k — +c0.
Y

Exercice [73 page 136 (Méthode de la puissance inverse avec shift)

Comme 0 < | — A;| < | — Aj| pour tout j # 4, la matrice A — pld est inversible. On peut donc appliquer

I’exercice[72]a la matrice B = (A — puId)~!. Les valeurs propres de B sont les valeurs de ,i=1...,n,

J
ou les A\; sont les valeurs propres de A.

1
Comme | — A;| < |1 — A, Vj;éz’,onap(B):M ;
i — M

1

Or, \ est valeur propre de B et ne I’est pas. En effet, si était valeur propre, il existerait j tel
i T M —Aq — A

1 1 1

que = ——, ce qui est impossible car |1 — A;| < |p — A;| pour j # i. Donc p(B) = .
p=Ai Aj—p ) Ai —
On a également Ker(B — 3 Id) = Ker(A — \;1d), donc
i M
1
2 ¢ (Ker(B - 1——1d))* = (Ker(A = AiId)*.
i

On peut donc appliquer I’exercice[72] page[136] qui donne 1 et 2.

Exercice[7d page (Orthogonalisation par Gram-Schmidt)

1. Par définition de la projection orthogonale, on a v; - vo = a1 - (a2 — proj,, (a2)) = 0.
Supposons la récurrence vraie au rang k — 1 et montrons que vy, est orthogonal a tous les v; pouri =1,..., k — 1.

P k—1 ag-v,
Par définition, vy, = ax, — -, 2kl g, et done

=1 o;v; U:

k—1
Qg - Uy

vk-vi:akmi—g Vj Vi =0k -V —ag - V4
— Ui Uj
Jj=1
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par hypothese de récurrence. On en déduit que vy, - v; = 0 et donc que la famille (vy, . .. v, ) est une base orthogo-
nale.
2. De larelation (1.142)), on déduit que :

k—1

ag -V
ap = Vi + g —ij,

et comme v; = ||v;|/¢;, on a bien :

QA - V4
ar = Hvk||Qk + Z H ||J
Vj

La k-ieéme colonne de A est donc une combinaison 11nea1re de la k-eme colonne de () affectée du poids ||vi|| et

des k£ — 1 premieres affectées des poids % Ceci s’écrit sous forme matricielle A = QR ol R est une matrice
J

carrée dont les coefficients sont Ry, = ||vk||, Rjx = (‘l";vuj sij <k,etRj, =0sij> k. Lamatrice R est donc

’ j ’

bien triangulaire supérieure et a coefficients diagonaux positifs.

3. Si Aestinversible, par le procédé de Gram-Schmidt (LT42) on construit la matrice @ = [¢1 g2 ... qn],
et par la question 2, on sait construire une matrice R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs
A=QR.

1 L [V2
4, Onaa; = [J etdonc q; = 5 [\/5}

Puis as = [3] etdonc vy = ag— 2y, = [3} - E] = [ 22] Donc g, = [ \/\%] etQ =3 [g _\/\/55} )

_ el g V2 o2v2 _a vz ov2
i = V1 = [ 2a =1 2]

[\l

Exercice[76 page[137 (Méthode Q R pour la recherche de valeurs propres)

1.1 Par définition et associativité du produit des matrices,
= (QiR1)(Q1R1) = Q1(R1Q1)R1 = Q1(R1Q1)R1 = Q1(QaR2) Ry = (Q1Q2)(R2Ry) = Qoo
avec QQ = QlQQ et RQ = RiRs.

1.2 La propriété est vraie pour £k = 2. Supposons la vraie jusqu au rang k — 1 et montrons la au rang k. Par
définition, A¥ = A*~1 A et donc par hypothese de récurrence, A¥ = Qj_; Rj_1A. On en déduit que :

= Qu-1Rk—1Q1 Ry
=Q1...Qp-1Rp—1... Ro(R1Q1)R1
=Q1...Qp-1Rp—1... Ra(Q2R2) Ry
=Q1...Qr-1Rp—1...(R2Q2)Ra Ry
=Q1...Qr-1Ry—1... R3(Q3R3)Ra Ry

= Q1...QurRi1.. . Ri(Q;R)R;_1 ... RaRy
=Q1...Qr-1Rr—1... Rj 1 (R;Qj)Rj 1 ... RoRy
=Q1.. . Qr1Rp1.. . Rjp1(QjaRj)Rj—1 ... Roly
=Q1...Qr-1 R 1(Qr_1Rr—1)Rp—2 ... RoRy
=Q1...Qr-1(Rp-1Qr—1)Rr—1Rr—2 ... RoRs
=Q1...Qr-1(QrRr)Rr_1Rr—2 ... RoRy
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1.3 La matrice Qy, est un produit de matrices orthogonales et elle est donc orthogonale. (On rappelle que si P et Q
sont des matrices orthogonales, c.a.d. P~1 = Ptet Q= ! = Q%, alors (PQ)~! = QP71 = Q'P! = (PQ)! et
donc PQ est orthogonale.)

De méme, le produit de deux matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux positifs est encore une
matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs.

2.1 Par définition, PMj, = PAKLA=% = PA*P'P~'LA~F = AkP~'LA~F,

Mais A¥ = Q, Ry, et Pt = LU, et donc :

PM, = QkRkU_lA_k = Qka ou Ty = RkU_lA_k. La matrice T}, est bien triangulaire supérieure a co-
efficients diagonaux positifs, car c¢’est un produit de matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux

positifs.
2.2
Li sii = j,
k
(My)i,j = (AkLA_k)i,j = %Lz’,j sii > j,
0 sinon.

2.3 On déduit facilement de la question précédente que, lorsque k — +o0, (My);; — 0sid # jet (My);; — 1
et donc que M, tend vers la matrice identité et que Q1T tend vers P lorsque k — +oc.

3.1 Par définition, (B;C)i1 = Zzzl,n(Bk)i,f(Ck)é,l = (By)i,1(Ck)1,1 car Cy est triangulaire supérieure. Donc

la premiere colonne de By, C}, est bien égale a cgkf bgk).

Comme By C}, tend vers B, la premiére colonne bgk) de B C} tend vers la premiére colonne de B, c’est -a-dire
cgkl) bgk) — by lorsque k — oo.
Comme les matrices B et By sont des matrices orthogonales, leurs vecteurs colonnes sont de norme 1, et donc
M = 168168 = [|b1 || = 1 lorsque k — oo

On en déduit que |c1 2| — 1 lorsque k¥ — 400, et donc limy_, 4 o cg 1) +1. Or, par hypothese, la matrice

( )

C™) a tous ses coefficients diagonaux positifs, on a donc bien ¢i i — 1lorsque K — 400 . Par conséquent, on a

bgk) — by lorsque k — oo.

3.2 Comme C}, est triangulaire supérieure, on a :

(BiCr)io = Z (Bk)i,e(Cr)e2 = (Br)i1(Cr)11 + (Br)i2(Cr)21,
{=1n

et donc la seconde colonne de B;,C}, est bien égale a cg )b(k) + é )b(k).

On a donc
(k)b(k) + c(k)b(k) — bs lorsque k — +o0. (1.150)

La matrice By, est orthogonale, et donc bgk) : bgk) =1let bgk) . bék = 0. De plus, par la question précédente,
bgk) — by lorsque k£ — 400, On a donc, en prenant le produit scalaire du membre de gauche de (L.150) avec bgk),

gkz) = (C( b(k) + é )b(k)) : bﬁ’“) — by - by = 0 lorsque k — +o0.
Comme c§k2> —0et bgk) — by on obtient par (1.150) que

cék%b( — by lorsque k — +00.
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Le méme raisonnement que celui de la question précédente nous donne alors que cgkz) — let bgk) — b lorsque
k — 4oc.

3.3 On sait déja par les deux questions précédentes que ces assertions sont vraies pour
(k )

i = 1 et 2. Supposons
qu’elles sont vérifiées jusqu’au rang ¢ — 1, et montrons que ¢; > — 0'si ¢ = 7, puis que cg Z) — let bl(-k) — b;.

Comme C), est triangulaire supérieure, on a :

j—1
(BeCh)iy = > (Br)ie(Cr)eg = > (Br)ie(Cr)eg + (Bi)is (Cr)jjs
{=1,n =1
et donc la j-8me colonne de By, Cj, est égale 2 S I_ 1 cgk} b(k) + (k)b(k) On a donc
i-
Z (k)b(k) + (k)b(k) — b; lorsque £ — +o0. (1.151)

La matrice By, est orthogonale, et donc bz(-k) . b(-k)

J
bﬁk) — by pour tout £ < j — 1. En prenant le produit scalaire du membre de gauche de (II3T) avec b(¥), pour

m < j, on obtient

= 4, ;. De plus, par hypothése de récurrence, on sait que

j—1
= <Z OF k) + c b(-k)> b = b, - b; = 0 lorsque k — +o00.

On déduit alors de (LIS que cg-fcj) b;k) — bj lorsque k — o0, et le méme raisonnement que celui de la question

4.1 nous donne alors que cgkj) — let bg-k) — bj lorsque & — +00.
ce qui conclut le raisonnement par récurrence.

3.4 En déduire que B;, tend B et C}, tend vers I’identité lorsque % tend vers I’infini.
On a montré aux trois questions précédentes que la j-ieme colonne de By, tend vers la j-ieéme colonne de B, et que

(k) — 0§, ; lorque k tend vers +oco. On a donc bien le résultat demandé.

4. D’apres la question 3, Qka tend vers P, et d’apres la question 4, comme Qk est orthogonale et T}, triangulaire
supérieure a coefficients positifs, on a bien @y, qui tend vers P et T qui tend vers Id lorsque k& — +o0.

5.0na Ry = TiAFU etdonc Ry(Re—1) "' = TRAFUU AT}y = Tp AT 1.

Comme T}, tend vers Id, ona R, = Rk(Rk,l)*l qui tend vers A. De plus, Ay, = Qi Ry, ol Q) = Ok (Qk,l)*l
tend vers Id et R, tend vers A. Donc Ay, tend vers A.
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Chapitre 2

Systemes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de systemes linéaires en dimension finie.
L’ objectif est maintenant de développer des méthodes de résolution de systeémes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donne g € C(IR",IR™) et on cherche x dans IR™ solution de :

{ zeR"
g(x) = 0.
Au Chapitre I on a étudié des méthodes de résolution du systeme (2.1) dans le cas particulier g(z) = Az — b,

A € M,(IR), b € R". On va maintenant étendre le champ d’étude au cas ot g n’est pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée du systeme (2.1) :

@2.1)

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et point fixe de monotonie
— les méthodes de type Newton[].

2.1 Rappels et notations de calcul différentiel

Le premier chapitre faisait appel a vos connaissances en algebre linéaire. Ce chapitre-ci, ainsi que le suivant
(optimisation) s’appuieront sur vos connaissances en calcul différentiel, et nous allons donc réviser les quelques
notions qui nous seront utiles.

Définition 2.1 (Application différentiable). Soient E et I des espaces vectoriels normés, f une application de E
dans F et x € E. On rappelle que f est différentiable en x s’il existe T, € L(E, F) (ou L(E, F) est I’ensemble
des applications linéaires continues de E dans F) telle que

flx+h) = f(x)+ Ty(h) + ||h]|ge(h) avec e(h) — O quand h — 0. (2.2)

Lapplication T}, est alors uniquell et on note Df(x) =T, € L(E, F) la différentielle de f au point x. Si f est
différentiable en tout point de E, alors on appelle différentielle de f I’application Df = E — L(E,F) qui a
x € E associe I’application linéaire continue D f (z) de E dans F.

Remarquons tout de suite que si f est une application linéaire continue de F dans F, alors f est différentiable, et
Df = f.Eneffet, si f est linéaire, f(x + h) — f(z) = f(h), et donc I’égalité 2.2) est vérifiée avec T, = f et
e=0.

Voyons maintenant quelques cas particuliers d’espaces E et F' :

1. Isaac Newton, 1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste et astronome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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Casou £ =R et ' =1R Si f est une fonction de IR dans IR, dire que f est différentiable en x revient a dire
que f est dérivable en x. En effet, dire que f est dérivable en x revient a dire que

o f@th) = @) fa+h) — f(@)

existe, et lim ————"~"~ = f(x
h—0 h ’ h—0 h f ( )’
ce qui s’écrit encore

= f'(x) +e(h), avec e(h) — 0 lorsque h — 0,

c’est-a-dire
f(x+h) — f(z) = Tp(h) + he(h), avec T (h) = f'(x)h,

ce qui revient a dire que f est différentiable en z, et que sa différentielle en x est I’application linéaire T, : IR —
IR, qui & h associe f’'(x)h. On a ainsi vérifié que pour une fonction de IR dans IR, la notion de différentielle
coincide avec celle de dérivée.

Exemple 2.2. Prenons f : R — IR définie par f(x) = sinx. Alors f est dérivable en tout point et sa dérivée
vaut f'(x) = cosx. La fonction f est donc aussi différentiable en tout point. La différentielle de [ au point x est
Iapplication linéaire D f (x) qui a h € IR associe D f(x)(h) = cosx h. La différentielle de f est I’application de
R dans L(IR,R), qui a x associe D f (x) (qui est donc elle méme une application linéaire).

Casou £ =R"et ' = R? Soit f : R" — IRP, x € IR" et supposons que f est différentiable en x ; alors
Df(z) € L(IR",IRP); par caractérisation d’une application linéaire de IR” dans IR", il existe une unique matrice
Jr(z) € M, ,(IR) telle que

Df(x)(y) = Jp(x)y, vy € R™.
—_—— =
ER?P eRP
On confond alors souvent I’application linéaire D f(x) € L(IR",IR?) avec la matrice J;(z) € M, ,(IR) qui la
représente, qu’on appelle matrice jacobienne de f au point z et qu’on note J¢. On écrit donc :

0; désignant la dérivée partielle par rapport a la j-éme variable.
Notons que si n = p = 1, la fonction f est de IR dans IR et la matrice jacobienne en = n’est autre que la dérivée
enz: Jy(z) = f'(x). On confond dans cette écriture la matrice J;(x) qui est de taille 1 x 1 avec le scalaire f’(z).

Exemple 2.3. Prenonsn =3 et p =2; soit f : R®> — IR? définie par :

x% + x% + x% 1
f(z) = , Vo = |z
2r1 — X2 T3

Soit h € R® de composantes (h1, ha, h3). Pour calculer la différentielle de f (en x appliquée a h), on peut calculer
fl@+h) = f(z):

[(z1 4+ h1)? — 2% + (22 + ho)® — 23 + (w3 + hy)* — 24

fl@+h)—fz)=
L 2(171 +h1) —2561 —2(562 —|—h2)+2$2

[2z1hy + h3 +' 3x3ho + 3x2h3 + by + —4xdhs + —4a3hd + hj

2h1 — 2+ ho

et on peut ainsi vérifier I’égalité (2.2) avec :
2I1h1 + 3$2h2 + 4$3h3
Df(a)h = My by
1 2
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et donc, avec les notations précédentes,

2¢1 3z2 443
Jf(x)_[; 1 03]

Bien siir, dans la pratique, on n’a pas besoin de calculer la différentielle en effectuant la différence f(x+h)— f(x).
On peut directement calculer les dériées partielles pour calculer la matrice jacobienne Jy.

Casou £ = R", F = IR C’est en fait un sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’on est ici dans le cas
p = 1.Soitz € R" et f une fonction de E dans F différentiable en x ; on a donc Jy(x) € My ,(IR) : J; est une
matrice ligne. On définit le gradient de f en 2 comme le vecteur de IR™ dont les composantes sont les coefficients
de la matrice colonne (J¢(z))*, ce qu’on écrit, avec un abus de notation, V f(x) = (J¢(z))! € R". (L'abus de
notation est dii au fait qu’a gauche, il s’agit d’un vecteur de IR", et & droite, une matrice n X 1, qui sont des objets
mathématiques différents, mais qu’on identifie pour alléger les notations). Pour (z,y) € (IR™)?, on a donc

" O1f(x)
Df(z)(y) = Jp(x)y = Y _ 9, f(x)y; = Vf(x)-you Vf(x) = : eR"
=t O f(z)

Attention, lorsque 1’on écrit Jy(x)y il s’agit d’un produit matrice vecteur, alors que lorsqu’on écrit V f(x) - y, il

s’agit du produit scalaire entre les vecteurs V f () et y, qu’on peut aussi écrire V(f(x))*y.

Cas ou F est un espace de Hilbert et /' = IR. On généralise ici le cas présenté au paragraphe précédent. Soit
f : E — IR différentiable en 2z € E. Alors Df(z) € L(E,IR) = E’, ot E’ désigne le dual topologique de
E, c.a.d. I’ensemble des formes linéaires continues sur E. Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe un
unique u € E tel que D f(x)(y) = (u]y)g pourtouty € E, ot (.|.) g désigne le produit scalaire sur E. On appelle
encore gradient de f en z ce vecteur u. Onadoncu = Vf(x) € Eetpoury € E, Df(z)(y) = (Vf(z)|y)E.

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne.

Revenons maintenant au cas général de deux espaces vectoriels normés E et F', et supposons maintenant que
f € C*(E,F). Le fait que f € C?(E, F) signifie que Df € C'(E,L(E, F)). Par définition, on a D?f(x) €
L(E,L(E,F))etdoncpoury € E, D*f(x)(y) € L(E, F), etpour z € E, D*f(z)(y)(z) € F.

Considérons maintenant le cas particulier E = IR" et F =IR.Ona:

feC’R"R) < [fe CHR",R)etVfeC(R",R")].
et
D*f(z) € L(R™, L(R™,R))

Mais 2 toute application linéaire ¢ € L(IR"™, L(IR™,IR)), on peut associer de maniére unique une forme bilinéaire
¢ sur IR"™ de la maniére suivante :

¢ R" xR" - R (2.3)
(u,v) = g(u,v) = (p(u)) (v) . (2.4
— =~

eL(R™,R) ER™

On dit qu’il existe une isométrie canonique (un isomorphisme qui conserve la norme) entre 1’espace vectoriel
normé L(IR™, L(IR™,IR)) et I’espace des formes bilinéaires sur IR".

On appelle matrice hessienne de f et on note H¢(x) la matrice de la forme bilinéaire ainsi associée a I’application
linéaire D% f(x) € L(R™, L(IR", R)).

On a donc D?f(z)(y)(z) = y'H(x)z. La matrice hessienne H¢(x) peut se calculer a I’aide des dérivées par-
tielles : Hy(xz) = (b; ;)i j=1.8 € Mp(IR) ol b;; = 8zjf(x) et 81-2J- désigne la dérivée partielle par rapport
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a la variable 7 de la dérivée partielle par rapport a la variable j. Notons que par définition (toujours avec 1’abus
de notation qui consiste a identifier les applications linéaires avec les matrices qui les représentent), Dg(x) est la
matrice jacobiennede g = V f en x.

Remarque 2.4 (Sur les différentielles, gradient et Hessienne). Pour définir la différentielle d’une fonction f d’un
expace vectoriel de dimension finie E dans IR, on a besoin d’'une norme sur E.

Si f est différentiable en x € E, pour définir le gradient de f en x, on a besoin d’un produit scalaire sur E pour
pouvoir utiliser le théoreme de representation de Riesz mentionné plus haut. Le gradient est défini de maniere
unique par le produit scalaire, mais ses composantes dépendent de la base choisie.

Enfin, si f est deux fois différentiable en © € E, on a besoin d’une base de E pour définir la matrice hessienne en
x, et cette matrice hessienne dépend de la base choisie.

2.2 Les méthodes de point fixe

2.2.1 Point fixe de contraction

Soit g € C(IR™,IR"™), on définit la fonction f € C(IR",IR™) par f(x) = = — g(x). On peut alors remarquer que
g(x) = 0 si et seulement si f(z) = x. Résoudre le systeéme non linéaire (2.1)) revient donc a trouver un point fixe
de f. Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. .. On rappelle le théoréme de point fixe bien connu :

Théoreme 2.5 (Point fixe). Soit E un espace métrique complet, d la distance sur E, et f : E — E une fonction
strictement contractante, c’est—a—dire telle qu’il existe k. €]0,1[ tel que d(f(z), f(y)) < rd(x,y) pour tout
x,y € E. Alors il existe un unique point fixe & € E qui vérifie f(z) = . De plus si £(0) € E, et 2+ = f(x(F),
Yk > 0, alors z**) — Z quand n + .

DEMONSTRATION —  Etape 1 : Existence de X et convergence de la suite

Soit (¥ € E et (")) e la suite définie par z* T = f(z®)) pour & > 0. On va montrer que :

1. la suite (m(k))kem est de Cauchy (donc convergente car E est complet),

2. lim 2™ =zest point fixe de f.

n—+4oco
Par hypothese, on sait que pour tout & > 1,
d(@*, 2™y = d(f(e™), f@* 7)) < rd(™, 2*Y),
Par récurrence sur k, on obtient que
d(z* 20 < kFd(z® @), vk > 0.

Soitk > 0Oetp > 1, 0nadonc:
d(:c(k“’) :c(k)) < d(x(kﬂl) x(kﬂz*l)) 4ot d(x(k+1) :c(k))

p
< Z d(x<k+q), x(k+q71))

q=1
p

< Z K’Cﬂl*ld(x(l)?x(o))

q=1
<d@EM, e A+ k+.. 48P

0 K"
< d(:c(l),:c(())l— — Oquand k — +oocark < 1.
— K
La suite (:c(k))kem est donc de Cauchy, i.e. :

Ve>0, Fk. e IN; Vk>ke, ¥V p>1 dz¥ ™ M) <e.
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Comme E est complet, on a donc z® — Z dans E quand £ — +o00. Comme la fonction f est strictement
contractante, elle est continue, donc on a aussi f(z*)) — f(Z) dans E quand k — +oc. En passant a la limite
dans Iégalité 2TV = (™)), on en déduit que = f(Z).

Etape 2 : Unicité
Soit = et y des points fixes de f, qui satisfont donc z =
kd(Z,y); comme k < 1, ceci est impossible sauf si £ = ¥.

f(@) ety = f(y). Alors d(f(2), f(y)) = d(z,y) <

La méthode du point fixe s’appelle aussi méthode des itérations successives. Dans le cadre de ce cours, nous
prendrons E = IR", et la distance associée a la norme euclidienne, que nous noterons | - |.

n 2

V(z,y) e R" xR" avecx = (z1,...,2n), Yy = (Y1,-..,yn), d(x,y) = |z —y| = Z(:zcZ —y;)?
i=1

A titre d’illustration, essayons de la mettre en oeuvre pour trouver les points fixes de la fonction z +—+ 2.

y y
F®) o
|

=

B R R : :

‘ ) Yy =1
! TV o __f___
: f( [~
Y= y = 22 1 © ! i
- 2V d |
L S o
e ! Hro b
(2D /oo ! o
.f(l*)****‘****‘ ! ! [ !
! ! ! o
T } L AR
: : Lo

23 2@ 20 L0 1 4 PUTTIC) ~

FIGURE 2.1: Comportement des itérés successifs du point fixe pour z — 22— A gauche : () < 1, a droite :
(0)
o > 1.

Pour la fonction z ~ z2, on voit sur la figure coté gauche, que si ’on part de = = (%) < 1, la méthode

converge rapidement vers 0 ; or la fonction x — 22 n’est strictement contractante que sur I’intervalle | — %, %[
Donc si z = (%) €]- %, % [, on est dans les conditions d’application du théoréme du point fixe. Mais en fait, la suite

(")) ke définie par le point fixe converge pour tout 2(*) €] — 1, 1[; ceci est trés facile a voir car 2(F) = (z(*))2
et on a donc convergence vers 0 si |z| < 1.

Par contre si 1’on part de (%) > 1 (a droite sur la figure 2.1), on diverge rapidement : mais rien de surprenant a
cela, puisque la fonction x — 22 n’est pas contractante sur [1, +oo[

Dans le cas de la fonction z — /z, on voit sur la figure 2.2 que les itérés convergent vers 1 que I’on parte a
droite ou 2 gauche de 2 = 1; on peut méme démontrer (exercice) que si (%) > 0, la suite (z)ren converge vers
1 lorsque & — +o0. Pourtant la fonction 2z — /x n’est contractante que pour x > i ; mais on n’atteint jamais
le point fixe 0, ce qui est moral, puisque la fonction n’est pas contractante en 0. On se rend compte encore sur cet
exemple que le théoreme du point fixe donne une condition suffisante de convergence, mais que cette condition
n’est pas nécessaire.

Remarquons que I’hypotheése que f envoie E dans F est cruciale. Par exemple la fonction f : x — % est lipschit-
zienne de rapport k < 1 sur [1 4 &, +o0o[ pour tout £ > 0 mais elle n’envoie pas [1 + ¢, +o0o[ dans [1 + ¢, +oc[. La
méthode du point fixe a partir du choix initial  # 1 donne la suite x, %, e S % qui ne converge pas.

s po
Remarque 2.6 (Vitesse de convergence). Sous les hypothéses du théoreme2.3) d(z* 1, z) = d(f (™)), f(z)) <

(k+1) &
kd(z™®), z); donc si 2% # z alors % < k (< 1), voir a ce sujet la définition214 La convergence est
donc au moins linéaire (méme si de fait, cette méthode converge en général assez lentement).
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y=ve
FEO) e (o ‘
ey L S |
C I S ] |
1) B |
) 2 :
F(@) S 3 | |
y=a 20 (1) - %<2> Tlm g;<0)

FIGURE 2.2: Comportement des itérés successifs du point fixe pour 2 — /=

Remarque 2.7 (Généralisation). Le théorémel2.3se généralise en remplacant I’hypothese “f strictement contrac-
tante” par “ il existe k > 0 tel que f*) = fo fo...o f est strictement contractante ” (reprendre la démonstra-
—_——

k fois
tion du théoreme pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire pour résoudre g(z) = 0 si la méthode du point fixe
appliquée a la fonction = — 2 — g(x) ne converge pas ? Dans ce cas, f n’est pas strictement contractante ; une
idée possible est de pondérer la fonction g par un paramétre w # 0 et d’appliquer les itérations de point fixe a la
fonction f,,(x) = x — wg(x) ; on remarque la encore que x est encore solution du systéme si et seulement si
x est point fixe de f,,(x). On aimerait dans ce cas trouver w pour que f,, soit strictement contractante, c.a.d. pour
que

[fu(@) = fo@)] = |z —y —w(g(z) — 9(y))| < K|z — y| pour (z,y) € R™ x R", avec k < 1.

[z —y—wlglx) —gW)I* = (z—y—wlg(z) —g(¥)) - (z —y —w(g(z) — 9(y)))
=z —y[* = 2(z —y) - (wlg(x) — g(v))) +w’|g(z) — g(y)|*.

Supposons que g soit lipschitzienne, et soit A/ > 0 sa constante de Lipschitz :
lg(z) —9(y)| < M|z —y|, Yo,y € R". (2.5)
On a donc

=y —w(g(@) —gW)* < (L +w* M|z —y* = 2(z —y) - (w(g(x) — 9(1)))
Oron veut |z — y — w(g(z) — g(y))|* < K|z — y|? avec k < 1. On a donc intérét a ce que le terme —2(x — y) -
(w(g(x) — g(y))) soit de la forme —al|x — y|? avec a strictement positif. Pour obtenir ceci, on va supposer de plus
que :

Ja > 0tel que (g(z) — g(y)) - (x —y) > alz — y|*, Yo,y € R, (2.6)

On obtient alors :
[z —y —w(gle) —gW)* < (1+w’M? - 2wa)|z - y|*.

Et donc si w €]0, 2& [, le polyndme w?M? — 2wa est strictement négatif : soit —u (noter que 4 €]0, 1[) et on
obtient que
o —y —wlgl@) —gW)I* < 1 —ple -yl

On peut donc énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 2.8 (Point fixe de contraction avec relaxation). On désigne par | - | la norme euclidienne sur R". Soit
g € C(IR™,IR") lipschitzienne de constante de Lipschitz M > 0, et telle que 2.6) est vérifiée : alors la fonction

. . 2a . _
fu i & = x — wg(x) est strictement contractante si 0 < w < ek 1l existe donc un et un seul T € R™ tel que

9(Z) =0 et z® — T quand n — +o0 avec z*tYD = £, () = () — wg(z®).

Remarque 2.9. Le théoreme[2.8 permet de montrer que sous les hypothéses (2.6) et 2.3), et pour w €]0, 2%, on
peut obtenir la solution de @.1) en construisant la suite :

(b+1) — 4(k) _ (k)

x =z wg(x®) n >0,

Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante (avec f(z) = — g(x)) :
i’(k""l) = f(x(k))7 Yn Z 0 23
2D = EHD 4 (1 w)a®, 2 e R (&)

En effet si 211 est donné par la suite Z.8), alors
2D = D £ (1 —w)z® = wf(E®) + (1 - w)z® = —wg(a®) + 2®,
Le procédé de construction de la suite 2.8)) est I’algorithme de relaxation sur f.
La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’une fonction vérifie les hypotheses (2.6)) et (2.3).

Proposition 2.10. Soith € C*(IR",R), et (\;)i=1,n les valeurs propres de la matrice hessienne de h. On suppose
qu’il existe des réels strictement positifs o et M tels que

a<(z)<M,Vie{l...n}, Vx € R".

(Notons que cette hypothese est plausible puisque les valeurs propres de la matrice hessienne sont réelles). Alors
la fonction g = Vh (gradient de h) vérifie les hypothéses (2.6) et 2.3) du théoreme[2.8)

DEMONSTRATION — Montrons d’abord que I’hypothése (Z.8) est vérifiée. Soit (x,y) € (IR™)?, on veut montrer que
(g(=) — g(v)) - (x — y) > a]z — y|. On introduit pour cela la fonction ¢ € C* (IR, IR™) définie par :

p(t) =gz +ty — x)).
On a donc

Or ¢/(t) = Dyl + t(y — 2))(y — «). Donc
9(y) — glz) = /  Dy(e 1ty — =)y — =)t
On en déduit que : 1
(9(9) = 9(@) - (v — 2) = / (Dy(e+ ty — )y — 2) - (y — 2)) .

Comme \;(z) € [o, M| Vi € {1,...,n},ona
alw|® < Dg(z)w - w < M|w|® pour tout w, z € R"™

On adonc : .
(9() - g(&)) - (v — 2) > / aly — zdt = aly — af*

ce qui montre que I’hypothese (2.6) est bien vérifiée.
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Montrons maintenant que 1’hypothese (2.3) est vérifiée. On veut montrer que |g(y) — g(z)| < M|y — z|. Comme

oly) - g(x) = / Dy(e + t(y — 2))(y — 2)dt,
0

on a

9(y) - 9(@)] < / Dg(e + ty — 2))(y — 2)|de

1
< / Dl + tly — 2))ly — aldt,
0

ol |.| est la norme sur M, (IR ) induite par la norme euclidienne sur IR".
Or, comme \;(z) € [o, M] pour tout ¢ = 1, ..., n, lamatrice Dg(z + t(y — z)) est symétrique définie positive et donc,
d’apres la proposition[T.30]page[63] son rayon spectral est égal & sa norme, pour la norme induite par la norme euclidienne.
On a donc :

|Dg(z + t(y — z)| = p(Dg(z + t(y — z)) < M.

On a donc ainsi montré que : |g(y) — g(x)| < M|y — x|, ce qui termine la démonstration. L]

2.2.2 Point fixe de monotonie

Dans de nombreux cas issus de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles, le probleme de résolution d’un
probleme non linéaire apparait sous la forme Az = R(z) ol A est une matrice carrée d’ordre n inversible, et
R € C(IR",IR™). On peut le réécrire sous la forme z = A~ R(x) et appliquer I’algorithme de point fixe sur la
fonction f : x — A~'Rz, ce qui donne comme itération : z(*+1) = AilR(a:(k)). Si on pratique un point fixe
avec relaxation, dont le parametre de relaxation w > 0, alors ’itération s’écrit :

gD = AT R(2 ™), D) = z*+D 4 (1 — )z ®),

Si la matrice A possede une propriété dite “de monotonie”, on peut montrer la convergence de 1’algorithme du
point fixe ; c’est I’objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.11 (Point fixe de monotonie).
Soient A € M,,(R) et R € C(IR",IR"™). On suppose que :

1. La matrice A est une matrice d’inverse positive, ou IP-matrice (voir exercice [[0), c’est-a-dire que A est
inversible et tous les coefficients de A=1 sont positifs ou nuls, ce qui est équivalent a dire que :

Az >0=12>0,
au sens composante par composante, c¢’est-a-dire
(Az); > 0,Vi=1,...,n)=>(z; >0,Vi=1,...,n).

2. R est monotone, c’est-a-dire que si x > y (composante par composante) alors R(x) > R(y) (composante
par composante).

3. 0 est une sous-solution du probléme, ¢’est-a-dire que 0 < R(0) et il existe & € IR" ; & > 0 tel que T est une
sur-solution du probléeme, c¢’est-a-dire que At > R(Z).

On pose (9 = 0 et Azt = R(x®). On a alors :
1. 0<z® <% VkeN,
2. gD > (0 vk e N,
3. 2 — & quand k — 400 et AT = R(Z).
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DEMONSTRATION —  Comme A est inversible la suite (z*)),,cn vérifiant

z© =0,
Az**HY = R(z®), k>0

est bien définie. On va montrer par récurrence sur k£ que 0 < +® < g pour tout k£ > 0 et que z® < g+ pour tout
k> 0.

1. Pour k = 0,0ona z(® = 0etdonc 0 < z© < et Az = R(0) > 0. On en déduit que zM > 0 grace aux
hypotheses 1 et 3 et donc P > 2(® = 0.

2. On suppose maintenant (hypothése de récurrence) que 0 < z® < Fetz® < g*+D

pourtoutp € {0,...,n—1}.
On veut montrer que 0 < z® < zet que z® < g+ par hypothese de récurrence pour p = k — 1, on
sait que z(®) > 2D et que z*=Y > 0. On a donc z > 0. Par hypothese de récurrence, on a également
que z* =Y < Z et grace a I'hypothése 2, on a donc R(z*~V) < R(Z). Par définition de la suite (z*))cmn, on
a Az® = R(z* V) et grice a I'hypothese 3, on sait que A > R(Z). On a donc : A(& — ™) > R(Z) —
R(z*~1) > 0. On en déduit alors (grice a I'hypothese 1) que %) <

z.
De plus, comme Az® = R(z*~V) et Az*+Y = R(z®), ona A(z* TV — 2y = R(z®) — R(z*~V) >0
par ’hypothese 2, et donc grice a I’hypothese 1, gD > g k),

On a donc ainsi montré (par récurrence) que
0<a™ <z, VE>0
z® < 2*HD - yE > 0.

Ces inégalités s’ entendent composante par composante, ¢.a.d. que si %) = (:cgk) .. mgf))t €ER"etZ = (F1...%,)" €

IR, alors 0 < :rz(.k) < et x,gk) < x,gkﬂ), Vie{l,...,n},etVk > 0.

Soit ¢ € {1,...,n}; la suite (:rz(.k))nem C IR est croissante et majorée par Z; donc il existe Z; € IR tel que z; =
lim :rgk). Sion pose Z = (Z1...Z,)" € IR™, on adonc R oz quand k& — +o0.

k—+oco

Enfin, comme Azt = R(x(k)) et comme R est continue, on obtient par passage a la limite lorsque kK — +o0o que

Az = R(Z)etque 0 <z < 7. n

L’hypothese 1 du théoreme est vérifiée par exemple par les matrices A qu’on a obtenues par discrétisation par
différences finies des opérateurs —u'’ sur Iintervalle |0, 1[ (voir page[[T] et I’exercice[52) et Aw sur 0, 1[x]0, 1|
(voir page[T4).

Théoreme 2.12 (Généralisation du précédent).
Soit A € M,,(R), R € CY(R"™,R"), R= (Ry,...,Ry)" tels que

1. Pourtout 3 > 0 et pourtoutz € R", Az +fx >0=x2 >0

OR; . . . . Y
2. 3 L >0, Vi,jtq. i # j (R; est monotone croissante par rapport & la variable z; si j # i) et Iy > 0,
&y
—y < 3 L <0,VzeR"™, Vie {1,...,n} (R; est monotone décroissante par rapport a la variable x;).
T

3. 0 < R(0) (0 est sous-solution) et il existe T > 0 tel que A(x) > R(Z) (T est sur-solution).

Soient 200 = 0, B > 7, et (x)) e la suite définie par AzF+1) + Bx(F+D) = R(2(®) 4 pz(*). Cette suite
converge vers & € R"™ et A% = R(Z). De plus, 0 < z®) <z Vn e Net z® <kt vp e N.

DEMONSTRATION —  On se raméne au théoréme précédent avec A + SId au lieu de A et R+ (3 au lieu de R. ]

Remarque 2.13 (Point fixe de Brouwer). On s’est intéressé ici uniquement a des théorémes de point fixe “construc-
tifs”, i.e. qui donnent un algorithme pour le déterminer. Il existe aussi un théoréme de point fixe dans R™ avec des
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hypothéses beaucoup plus générales (mais le théoréme est non constructif), ¢’est le théoréme de Brouwerl : si f
est une fonction continue de la boule unité de R"™ dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la boule
unité.

2.2.3 Vitesse de convergence

Définition 2.14 (Vitesse de convergence). Soit (z(F)), ey € R™ et € R™. On suppose que ¥} — Z lorsque
k — 400, que la suite est non stationnaire, c.a.d. que %) # T pour tout k € IN, et que

(k+1) _ ;{:H

o m =g e|0,1]. (2.9)
On s’intéresse a la “vitesse de convergence” de la suite (;E(k)) keIN- On dit que :
1. La convergence est sous-linéaire si § = 1.
2. La convergence est au moins linéaire si § € [0, 1].
3. La convergence est linéaire si 5 €]0, 1].
4. La convergence est super linéaire si 5 = 0. Dans ce cas, on dit également que :
(a) La convergence est au moins quadratique s’i/ existe v € IR | et il existe ng € IN tels que si k > ng
alors ||zt — z|| < ~||z®) — z||.
(b) La convergence est quadratique si
=+ — 7|

lim

kotoo [z — |2 =7 >

Plus généralement, on dit que :
(a) La convergence est au moins d’ordre p s’il existe v € IR et il existe kg € IN tels que si k > kg
alors ||zt — z|| < ~||z®) — z||P.
(b) La convergence est d’ordre p si
=D — z|

e 2 a7

Remarque 2.15 (Sur la vitesse de convergence des suites).

— Remarquons d’abord que si une suite (z(*)),cn de IR” converge vers # lorsque & tend vers I’infini, et qu’il
existe 3 vérifiant (2.9), alors on a forcément B < 1. En effet, si la suite vérifie 2.9) avec B > 1, alors il
existe kg € IN tel que si k > ko, |z, — | > |k, — &| pour tout k > ko, ce qui contredit la convergence.

— Quelques exemples de suites qui convergent sous-linéairement : xj, = #, T = %, mais aussi, de manicre
moins intuitive : zp = 1%2 Toutes ces suites vérifient I’égalité (2.9) avec S = 1.

— Attention donc, contrairement a ce que pourrait suggérer son nom, la convergence linéaire (au sens donné

ci-dessus), est déja une convergence trés rapide. Les suites géométriques définies par x;, = 5* avec 8 €0, 1]
sont des suites qui convergent linéairement (vers 0), car elles verifient évidemment bien (2.9) avec 5 €]0, 1].

— la convergence quadratique est encore plus rapide ! Par exemple la suite définie par x5 = 2} converge de
maniére quadratique pour un choix initial zy €] — 1, 1[. Mais si par malheur le choix initial est en dehors

3. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien néerlandais.
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de cet intervalle, la suite diverge alors tres vite... de maniere exponentielle, en fait (pour zp > 1, on a
T = 2k1In zg

k=¢ )-
C’est le cas de la méthode de Newton, que nous allons introduire maintenant. Lorsqu’elle converge, elle
converge tres vite (nous démontrerons que la vitesse de convergence est quadratique). Mais lorsqu’elle di-

verge, elle diverge aussi tres vite...

Pour construire des méthodes itératives qui convergent “super vite”, nous allons donc essayer d’obtenir des vitesses
de convergence super linéaires. C’est dans cet esprit que nous étudions dans la proposition suivante des conditions
suffisantes de convergence de vitesse quadratique pour une méthode de type point fixe, dans le cas d’une fonction
fde R dans IR.

Proposition 2.16 (Vitesse de convergence d’une méthode de point fixe). Soit f € C*(IR,IR); on suppose qu’il
existe T € IR tel que f(T) = Z. On construit la suite

@ eR
LR+ — f(:z:(k)).

1. Si on suppose que f'(z) # 0 et |f'(Z)| < 1, alors il existe a > 0 tel que si z'%) € I, = [T — a, & + o] ona
¥ — T lorsque k — +00. De plus si 2'¥) # & pour tout k € IN, alors

|x(k+1) _ j|

T g @) =B avec 5 E0,1L

La convergence est donc linéaire.

2. Si on suppose maintenant que f'(z) = 0 et f € C*(IR,IR), alors il existe o > 0 tel que si (0 € I, =
[z — o, T + «, alors z® =z quand k — +00, et si ) # %, Yn € IN alors

|x(k+1) _j| . 1 1/~
m—*ﬂ—iu (@)].

Dans ce cas, la convergence est donc au moins quadratique.

DEMONSTRATION —

1. Supposons que |f'(Z)| < 1, et montrons qu’il existe a > 0 tel que si z® € I, alors z*) — Z. Comme f €
C'(IR,IR) il existe & > 0 tel que v = maxzer, |f ()| < 1 ( par continuité de f”).
On va maintenant montrer que f : I, — I, est strictement contractante, on pourra alors appliquer le théoréme du
point fixe & f|7,,, (I étant fermé), pour obtenir que ™ — T ol T est I’unique point fixe de f|74.
Soit z € I, ; montrons d’abord que f(z) € I : comme f € C'(IR,TR), il existe ¢ €]z, z[ tel que |f(z) — Z| =
If(z) = f(@)] = |F(©)|lz — 7] < 7|z —Z| < o ce qui prouve que f(z) € I,. On vérifie alors que fjs,,
est strictement contractante en remarquant que pour tous x,y € Io, ¢ < v, il existe £ €|z, y[(C 1) tel que
|f(x) = f(y)| = |f'(€)]]x — y| < |z —y|avec v < 1. On a ainsi montré que z*) — Z si 2V € I,,.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite. Supposons que f/(Z) # 0 et ™ =£ Z pour tout n. € IN.
Comme z* Y = f(2®) etz = f(z),ona |z Y — z| = |f(z®) — f(z)|. Comme f € C*(IR,IR), il existe
& €lz™, z[ou ]z, 2™, tel que f(z®)) — £(Z) = £ (&) (z®) — Z). On a donc

ja:+Y) g
[ — 2]

On a donc une convergence linéaire.

= |f (&) — |f'(@)] car 2™ — Z et f’ est continue.

2. Supposons maintenant que f € C*(IR,IR) et f'(Z) = 0. On sait déja par ce qui précede qu’il existe o > 0 tel que
si @ e I, alors 2 — z lorsque £ — 4o00. On veut estimer la vitesse de convergence ; on suppose pour cela
que ) £ Z pour tout k € IN. Comme f € C?(IR, IR), il existe & €]z®, Z[ tel que

@) - £@) = £ @Y - 5) + 3@ - )
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Onadonc:2**Y — 7 =1 (&) (2™ — 7)? ce qui entraine, par continuité de f”, que
|:C(k+1)
FOEEE

La convergence est donc au moins quadratique.

= 10l — 517 @) quand k oo,

2.2.4 Méthode de Newton dans IR

On va étudier dans le paragraphe suivant la méthode de Newton pour la résolution d’un systeme non linéaire. (En
fait, il semble que I’idée de cette méthode revienne plutdt a SimpsonH Donnons I'idée de la méthode de Newton
dans le cas n = 1 a partir des résultats de la proposition précédente. Soit g € C3(IR,IR) et # € IR tel que
g(Z) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite (z(*))rcn C IR™ qui converge vers Z de maniére
quadratique. On pose

f(z) =2 — h(x)g(x) avec h € C*(IR,IR) tel que h(x) # 0 Vo € R,
et on a donc
f() =2 & glx) =0.

Si par miracle f’(Z) = 0, la méthode de point fixe sur f va donner (pour z(°) € I, donné par la proposition[2.16)
(™), e tel que z¥) — Z de maniére au moins quadratique. Or on a f'(z) = 1 — h/(x)g(z) — ¢'(x)h(z) et

1
donc f'(z) = 1 — ¢’(z)h(z). Il suffit donc de prendre h tel que h (z) = 7@
g'(z

En résumé, si g € C3(IR, IR) est telle que ¢'(T) # 0 Vx € R et g(Z) = 0, on peut construire, pour x assez proche
de z, 1a fonction f € C*(IR,IR) définie par

. Ceci est possible si ¢'(z) # 0.

2(

k
B Z () = g 9ED)

converge vers T de maniere au moins quadratique.

Remarquons que dans le cas n = 1, la suite de Newton peut s’obtenir naturellement en remplagant 1’équation
g(T) = 0 par g(z*+1)) = 0, et g(z*+1)) par le développement limité en z* :

g(x(kJrl)) — g(x(k)) + g/(x(k))(x(kﬂ) _ I(k)) + |x(k+1) _ x(k)|€(x(k+1) _ I(k)).
C’est le plus siir moyen mnémotechnique pour retrouver I’itération de Newton :

g(z®) + ¢/ (®) (@*+D — 2*)) = 0 ou encore ¢/ (z*)) (zFHY) — 2Ry = —g(2®). (2.10)

Comparons sur un exemple les méthodes de point fixe et de Newton. On cherche le zéro de la fonction g : z ++ 22—
3 sur IR ;. Notons en passant que la construction de la suite z(¥) par point fixe ou Newton permet 1’approximation
effective de v/3. Si on applique le point fixe standard, la suite z(*) s*écrit
2 donné ,
gD = g(k) _ (.’L'(k))Q + 3.

4. Voir Nick Kollerstrom (1992). Thomas Simpson and “Newton’s method of approximation” : an enduring myth, The British Journal for
the History of Science, 25, pp 347-354 doi :10.1017/S0007087400029150 — Thomas Simpson est un mathématicien anglais du 18-eme siecle
a qui on attribue généralement la méthode du méme nom pour le calcul approché des intégrales, probablement a tort car celle-ci apparait déja
dans les travaux de Kepler deux siecles plus tot !
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Si on applique le point fixe avec paramétre de relaxation w, la suite (%) s*écrit

29 donné ,
2D = g 4 y(—x®)2 4 3)

Si maintenant on applique la méthode de Newton, la suite z(¥) s’écrit

29 donné ,

heny __(@M)? =3

v 22:(F)

Comparons les suites produites par scilab a partir de 2:(°) = 1 par le point fixe standard, le point fixe avec relaxation
(w = .1) et la méthode de Newton.
— point fixe standard: 1. 3. -3 -9 -87 -7653 -58576059 -3.431D+15 -1.177D+31
— point fixe avec relaxation :
1. 1.2 1356 14721264 1.5554108 1.6134805 1.6531486 1.6798586 1.6976661

1.7094591 1.717234 1.7223448 1.7256976  1.7278944  1.7293325 1.7302734  1.7308888
1.7312912  1.7315543 1.7317263 1.7318387 1.7319122 1.7319602 1.7319916 1.7320121
1.73204 1.7320437 1.7320462 1.7320478 1.7320488 1.7320495 1.73205 1.7320503

1.7320504 1.7320506 1.7320507 1.7320507 1.7320507 1.7320508

— Newton :
1. 2. 1.75 1.7321429 1.7320508 1.7320508

Remarque 2.17 (Attention a I’utilisation du théoréme des accroissements finis...). On a fait grand usage du
théoreme des accroissements finis dans ce qui précede. Rappelons que sous la forme qu’on a utilisée, ce théoreme
n’est valide que pour les fonctions de IR, dans IR. On pourra s’en convaincre en considérant la fonction de IR, dans

R? définie par :
() = sinx
A= cos | -

On peut vérifier facilement qu’il n’existe pas de £ € R, tel que p(27) — (0) = 27’ (§).

2.2.5 Exercices (méthodes de point fixe)
Exercice 77 (Calcul différentiel). Suggestions en pagel[I38 corrigé détaillé en page[I58]

Soit f € C2(R", R).
1. Montrer que pour tout z € IR", il existe un unique vecteur a(x) € IR" tel que D f(x)(h) = a(x) - h pour tout
h e R".
Montrer que (a(x)); = 0;f(z).
2. On pose Vf(x) = (01 f(),...,01f(x))t. Soit ¢ I’application définie de IR" dans IR" par o(z) = Vf(z).
Montrer que ¢ € C'(R",R") et que Dyp(x)(y) = A(x)y, ot (A(z))i; = 07 ; f(x).

Exercice 78 (Calcul différentiel, suite). Corrigé en page[[39

1. Soit f € CQ(IRQ, IR) la fonction définie par f(z1,z2) = ax1 + bxa + cx1x2, Ol @, b, et ¢ sont trois réels fixés.
Donner la définition et 'expression de D f (), V f(x),Df, D? f(z), Hf(x).
2. Méme question pour la fonction f € C?(IR?,TR) définie par f(xy,zo,23) = 23 + 319 + 9 sin(z3).

Exercice 79 (Point fixe dans IR). Corrigé en page[I60]

1
1. Etudier la convergence de la suite (2(*)) ey, définie par 2(%) € [0,1] et z(*+1) = cos (m>
X
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2. Soit I = [0,1], et f : x — z*. Montrer que la suite des itérés de point fixe converge pour tout z € [0, 1] et
donner la limite de la suite en fonction du choix initial (%),

Exercice 80 (Point fixe et Newton). Corrigé détaillé en pagel[l60l

1. On veut résoudre 1’équation 2xe® = 1.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : = %e‘w.

(b) Ecrire I’algorithme de point fixe, et calculer les itérés xg, x1, 2 et 3 en partant depuis xp = 1.
(c) Justifier la convergence de 1’algorithme donné en (b).
2. On veut résoudre 1’équation 22 — 2 = 0, z > 0.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : z =

2.
x
(b) Ecrire I’algorithme de point fixe, et tracer sur un graphique les itérés zo, x1, x2 et x3 en partant de
o = letxg = 2.
m2+

(c) Essayer ensuite le point fixe sur x = WQ Pas trés facile a deviner, n’est ce pas ?

(d) Pour suivre les traces de Newton (ou plutét Simpson, semble-t-il) : a z,, connu, écrire le développement
limité de g(z) = x> — 2 entre (") et ("1, remplacer I’équation g(Z) = 0 par g(z(**t1)) = 0, et
g(x("*1) par le développement limité en z"+1 , et en déduire 1’approximation z(**1 = z(") —

g9(z"™)

e . ‘o _ .2
FICR Retrouver ainsi Iitération de la question précédente (pour g(x) = x* — 2).

Exercice 81 (Méthode de monotonie). Suggestions en pagel[38) corrigé détaillé en page[l6]]

On suppose que f € C1(IR,IR), f(0) = 0 et que f est croissante. On s’intéresse, pour A > 0, au systéme non

linéaire suivant de n équations a n inconnues (notées w1, ..., Uy) :
(Au); = o f(u;) + Xb; Vi e {1,...,n},
u=(u,...,u,) € R", 2.11)
ol o; > O pourtouti € {1,...,n},b; > 0pourtouti € {1,...,n} et A € M,,(IR) est une matrice vérifiant
ueR", Au>0=u>0. (2.12)

On suppose qu’il existe x> 0 t.q. (Z.1) ait une solution, notée ("), pour A = p1. On suppose aussi que u(*) > 0.
Soit 0 < A < p. On définit la suite (’U(k))nEJN C IR" par v = (e, pour n > 0,

(Ao DY, = o, (0P + Ab; Vi € {1,...,n}. (2.13)

Montrer que la suite (v(k))nem est bien définie, convergente (dans IR"™) et que sa limite, notée u()‘), est solution
de @10 (et vérifie 0 < u® < (W),

Exercice 82 (Point fixe amélioré). Suggestions en page[I38| Corrigé en page[[62]

Soitg € C3(IR,R) et T € IR tels que g(T) = O et ¢'(Z) # 0.
On se donne p € C1(IR, R) telle que (Z) = 7.
On considere I’algorithme suivant :
9 € R,
(2.14)
Tpt1 = h(xy),n > 0.

g(x)
g'(p())
1) Montrer qu’il existe « > 0 tel que si zg € [T — , T + ] = I,,, alors la suite donnée par I’ algorithme (2.14)) est
bien définie ; montrer que x,, — T lorsque n — +o00.

avec h(z) = x —

On prend maintenant zo € I, ou « est donné par la question 1.
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2) Montrer que la convergence de la suite (2, )nen définie par I’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) On suppose que ¢’ est lipschitzienne et que ' (T) = 5 Montrer que la convergence de la suite () ke définie

par (2.14) est au moins cubique, ¢’est-a-dire qu’il existe ¢ € IR 4 tel que
|2p+1 — | < clag — E|3, vk > 1.
4) Soit f € R, tel que ¢'(x) #0 Va € Ig =]T — 3,7 + [[; montrer que si on prend ¢ telle que :

_ g()
plo) == 29/ ()

alors la suite définie par 1’algorithme (2.14) converge de maniere cubique.

six € Iﬁ,

Suggestions

Exercice [77] page (Calcul différentiel) 1. Utiliser le fait que D f(x) est une application linéaire et le théo-
réme de Riesz. Appliquer ensuite la différentielle a un vecteur i bien choisi.
2. Mémes idées...

Exercice[81]page[157] (Méthode de monotonie) Pour montrer que la suite (v(k) JnelN est bien définie, remarquer
que la matrice A est inversible. Pour montrer qu’elle est convergente, montrer que les hypothéses du théoréme du
point fixe de monotonie vu en cours sont vérifiées.

Exercice[82] page (Point fixe amélior¢)
1) Montrer qu’on peut choisir o de maniere a ce que |h/(z)| < 1siz € I,, et en déduire que ¢'(¢(zy,) # 0 si zo
est bien choisi.
2) Remarquer que

g(xr) — 9(T)
zx = T)g' (p(ar))

foks =] = (i~ )(1 (2.15)

En déduire que

1
|Zp1 = T < =l =T sup |¢'(2)] sup |¢" ()]
IS €l

rely

3) Reprendre le méme raisonnement avec des développements d’ordre supérieur.
4) Montrer que ¢ vérifie les hypothéses de la question 3).

Corrigés

Exercice [77] page 1. Par définition, T = D f(x) est une application linéaire de IR" dans IR", qui s’écrit
donc sous la forme : T'(h) = Y_I"_| a;h; = a - h. Or I'application T" dépend de z, donc le vecteur a aussi.
Montrons maintenant que (a(x)); = 9;f(x), pour 1 < i < n Soit A" € IR™ défini par h{gz) = hd;j,ouh >0
et §; ; désigne le symbole de Kronecker, i.e. §; ; = 1si¢ = j et §; ; = 0 sinon. En appliquant la définition de la
différentielle avec (¥, on obtient :

fla+hD) = f(@) = Df()(hD) + |h]e(n?),
c’est—a—dire :
flzy, .. micy,xi+hyxiog, .o xn) — f(z1, .. xn) = (a(x))ih + ha(h(i)).

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient alors que (a(x)); = 0; f(z).

2. Comme f € C*(R",IR),on a 9;f € C'(IR",IR), et donc ¢ € C(IR",R"). Comme Dy(x) est une
application linéaire de IR" dans IR", il existe une matrice A(z) carrée d’ordre n telle que Dy(x)(y) = A(z)y
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pour tout y € IR". Il reste a montrer que (A(x)); ; = 97 ; f(x). Soit R € IR™ défini a la question préceédente,
pouri, j=1,...,n,ona

(Dp(x)(hD)); = (A(@)hD); = air(@)h) = has j(x).
k=1

Or par définition de la différentielle,
pi(x +h) = pi(x) = (D) (h))i + [|hD [les(hD),

ce qui entraine, en divisant par h et en faisant tendre h vers 0 : 9j¢;(x) = a; ;(x). Or p;(z) = 9;f(z), et donc

(A(2))ij = aij(z) = 87, f(x).

Exercice [78 page 156 (Calcul différentiel, suite)
1. Df(x) est la différentielle de f en z, c’est-a-dire I’application linéaire telle que f(x 4+ h) — f(x) — Df(x)h =
he(h) pour tout h € R?, ot £(h) tend vers 0 lorsque |h| tend vers 0. Calculons les dérivées partielles de f.

O1f(x1,22) = a+ cxa,
82f(:1:1,x2) = b+CI1.

D f(x) est donc I’application linéaire qui a (h1, ho) € R? associe 9y f (w1, w2)h1+ 02 f (w1, 22)ha = (a+cxa)hi+
(b + Cwl)hg.
Par définition du gradient,ona: Df(z)h = V f(x) - het

v =[] - [

Df est la différentielle de f, c’est-a-dire la fonction de R? dans £(R? ,R) qui a z = (z1,22) associe Df(z)
définie plus haut.

La différentielle d’ordre 2 de f en x est une application linéaire de R? dans £(R?, R), telle que Df(z + h) —
Df(z) — D?f(z)(h) = |h|e(h) pour tout h € R?, ol e(h) tend vers 0 lorsque |h| tend vers O (noter que e(h) €
L£(R?,R)). Elle vérifie, pour h, y € R?, D?f(2)(h)(y) = Hy(x)h -y, ot Hs(z) est la matrice hessienne de f en
x, donnée par les dérivées partielles secondes : Hy(x); ; = 8&]‘(:5), pourd,j=1,...,3.

Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :

a%,lf(x) =0, 612,2f($)
a22,1f(17) =G 822,2f(17) =0.

¢,

2. Calculons les dérivées partielles de f.

O1 f(z1, 22, 23) = 221 (1 + 2),
Do f (1,2, 3) = o7 4 sin(x3),
O3 f(x1, T2, T3) = T3 cos(x3).

On adonc Vf(x) = (221(1 + x2), 23 + sin(z3), —x2 cos x3))t. L'application D f (z) est une application linéaire
de R? dans IR, définie par

Df(z)(y) = (2x1(1 + x2))y1 + (x% + sin(z3))y2 — @2 cos(x3)ys. (2.16)

L application D f appartienta C*(R3, L(R3,R), eta z € R3, elle associe D f(z) € L(R3,R).
Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :
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a12,1f($) = 2(1 + ‘T2)7 612,2f(x) =2z, 612,3f($) =0,
93, f(x) = 21, 935 f(x) =0, 93 3f(z) = cos(z3)),
951 f(x) =0, 935 f(x) = cos(xs), 033f(z) = —xasin(zs).

La matrice H(x) est définie par Hy(z); ; = 87, f(x), pouri,j = 1,...,3. L’application D? f(x) est une appli-
cation linéaire de R? dans £(R3, R), définie par D? f(z)(y) = ¥ et (D?f(2)(y))(2) = tzy(2) = Hf(x)y - 2.
Enfin, I’application D? est une fonction continue de R? dans £(R?, £(R?,R)), définie par D?f(z)(y) = tuy
pour tout 7, y € R3.

Corrigé de ’exercice 80l page (Point fixe dans IR)
1
1. On vérifie que ’application f : x — cos (?) est une application de [0, 1] dans lui-m&me qui est
x
1
contractante. En effet, 0 < 72 <1 < Z pour tout z € [0,1], donc f(x) € [0,1] pour tout z € [0, 1]. De
x

1 1
plus, f'(z) = msin <1+—:v> On voit que f/(xz) > 0 pour tout z € [0, 1] et f'(z) < sin(1) < 1.
On peut donc appliquer le théoréme de point fixe de Banach pour déduire que f admet un unique point fixe
dans I’intervalle [0, 1] qui est limite de toutes les suites définies par 2(9) € [0, 1], z*+1) = f(z(*)).

2. La suite des itérés de point fixe est définie par zg € [0,1] et 2,11 = (7,,)%.
(a) Sixp = 0, la suite est stationnaire et égale a 0.
(b) Sizg =1, la suite est stationnaire et égale a 1.
(c) Sizg €]0, 1], on montre par une récurrence facile que
1. Tpy1 < Tp,
il. zp41 €]0,1].

On en déduit que la suite converge vers une limite /, et en passant a la limite sur 2,41 = (z,,)*, on
obtient { = 0 ou 1. Comme ¢ < zy < 1, on en dduit que ¢ = 0.

Corrigé de ’exercice[80] page (Point fixe et Newton)
1. Résolution de I’équation 2ze” = 1.

(a) Comme e® ne s’annule pas, I’équation 2xe” = 1 est équivalente a I’équation x = %e‘w, qui est sous
forme point fixe z = f(x) avec f(z) = $e~".

(b) L’algorithme de point fixe s’écrit

29 donné (2.17a)
2D = (), (2.17b)
Scilab donne :
1 X = 1.
2 X = 0.1839397
3 X = 0.4159930
4 X = 0.3298425

Notons que la suite n’est pas monotone.

(¢) Ona f'(z) = —%e et donc |f'(z)| < § pour z € [0,1]. De plus f(z) € [0,1] si = € [0,1].
L'application z — f(z) = e~ est donc strictement contractante de [0, 1] dans [0, 1], et elle admet
donc un point fixe, qui est limite de la suite construite par 1’algorithme précédent.

2. Résolution de I’équation 22 — 2 = 0.
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(a) On se place sur Iintervalle ]0, 4[. L’équation 22 — 2 = 0 est manifestement équivalente a 1’équation

T = %, qui est sous forme point fixe = f(z) avec f(z) = %

(b) L’algorithme de point fixe s’écrit toujours (2.17), mais si on part de o = 1 ou 9 = 2, on obtient une
suite cyclique (1,2, 1,2,1,2...)ou (2, 1,2, 1, 2, 1, 2...) qui ne converge pas.

(c) Scilab donne

$ x = 1.

$ x = 1.5

$ x = 1.4166667
T x = 1.4142157

(d) Le développement limité de g(z) = 22 — 2 entre (™ et ("1 s*&crit :
g(x(nJrl)) — g(x(n)) + (I(HH) _ I(n))g/(x(n)) + (x(nJrl) _ I(n))a(x(nﬂ) _ I(n)%

avec £(z) — 0lorsque z — 0. En écrivant qu’on cherche z("*+1) tel que g(2("*1)) = 0 et en négligeant
le terme de reste du développement limité, on obtient :

0= g(x(n)) + (:v("“) — x(n))g/(x(n))7

Pour g(x) = 22 —2,0na g'(x) = 2z et donc I’équation précédente donne bien I’itération de la question
précédente.

Corrigé de I’exercice B1] page 157 (Méthode de monotonie) Montrons que la suite v(*) est bien définie.
Supposons v*) connu ; alors v(* 1) est bien défini si le systeme

Apk+D) — gk,

ot d*) est défini par : dl(-k) = aif(vgk)) + Ab; pour ¢ = 1,...,n, admet une solution. Or, grace au fait que
Av >0 = v > 0, lamatrice A est inversible, ce qui prouve I’existence et 1’unicité de pF+1)

Montrons maintenant que les hypotheses du théoreme de convergence du point fixe de monotonie sont bien satis-
faites.

On pose RrWM

L (u) = a; f (u;) + Ab;. Le systeme & résoudre s’ écrit donc :
Au = RW (u)

Or 0 est sous—solution car 0 < «; f(0) + A\b; (gréce au fait que f(0) = 0, A > 0etb; > 0).
Cherchons maintenant une sur—solution, ¢’est-a—dire & € IR"™ tel que

@ > R (a).
Par hypothese, il existe 11 > 0 et u(*) > 0 tel que
(Au™); = af (™) + pbs.

Comme A < peth; >0,ona
(AuM); > aif(ul(-“)) + Ab; = RZQ‘) (u).

Donc u(" est sur—solution. Les hypotheses du théoréme dont bien vérifiées, et donc v*) — @ lorsque n — +o0,
ol u est tel que Au = R(u).
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Corrigé de ’exercice[82] page (Point fixe amélior¢)

1) La suite donnée par 1’algorithme (2.14) est bien définie si pour tout n € IN, ¢’ o p(z,) # 0. Remarquons
d’abord que g’ o p(T) # 0. Or la fonction ¢’ o ¢ est continue ; pour € > 0 fixé, il existe donc 8 € IR, tel que

|g' o p(x)| > e pourtout z € [T — B, T + ] = I3. Remarquons ensuite que ' (T) = 1 — Eg;g;;z =0.0r A/ est
aussi continue. On en déduit I'existence de y € IR 4 tel que |i/(z)| < 1 pourtout = € [T — v, T + ] = L.

Soit maintenant « = min(3,7); si g € I, alors g’ o p(xg) # 0. Comme h est strictement contractante sur I,
(et que h(T) = T), on en déduit que x; € I,, et, par récurrence sur n, x, € I, pourtout n € IN (et la suite est
bien définie). De plus, comme h est strictement contractante sur I,,, le théoréme du point fixe (théoreme 2.3] page

[[47 donne la convergence de la suite (2, )necnN Vers .

2) Remarquons d’abord que si ¢ € C%(IR, R), on peut directement appliquer la proposition[2.16 (item 2), car dans
ce cas h € C?(IR, IR ), puisqu’on a déja vu que h'(T) = 0. Effectuons maintenant le calcul dans le cas ou 'on n’a
que ¢ € C*(IR, R). Calculons |z 1 — Z|. Par définition de 21, on a:

Tpt1 —T =Tk =T — M’
9'(o(zr))
ce qui entraine que
e - 3 ' 2.18
Tny1 —T = ( 7) < (20 —T)g'(0(2n)) ( )

Oril existe 8,, € I(T, z,,), ot I (T, x,,) désigne I'intervalle d’extrémités T et x,,, tel que

Tn, —T

Mais comme g € C3(IR, R) il existe (,, € (0, p(xy,)) tel que :

g (0n) = g'(¢(zn)) + (On — p(x0))g" (Cn)-

On en déduit que
1
9"(G) (2.19)

Par inégalité triangulaire, on a :

100 — @(xn)| < [0n —T| + [T = @(zn)] = |00 — T + [@(T) — p(2a)]
Comme 0,, € I(T,xy), onadonc |0, — T| < |z, —T|; deplus : [p(T) — ¢(2n)| < sup,er, [¢'(2)||2n —T|. On
en déduit que

100 — o(an)| < an — 7] <1 + sup |¢<x>>|) |

zely

En reportant dans (2.19), on en déduit que :
_ 1 —12 / "
[Tng1 = Z| < <lon —T7 {14 sup |¢'(2))] | sup [g"(z)],
€ z€ly z€ly

ou € est donné a la question 1 par choix de a.
On a ainsi montré que la convergence de la suite (z,,),enN définie par I’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) Reprenons le calcul de la question précédente en montant en ordre sur les développements. Calculons |z,,+1 —Z.
Ecrivons maintenant qu’il existe p,, € I(%, x,,) tel que

9(en) = 9(7) + (w0~ D)9’ (@) + 5 (w0 — 70" ().
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De (2.18), on en déduit que

@)+ b~ )
mH (@n ) (1 (@n ) (xn —T)g'(p(zn)) > .
Or il existe v, € I(T, ¢(x,,)) tel que

g (p(zn)) = ¢'(T) + (p(zn) — @(T))g" (vn)-

On a donc :
Ty — T

) qg" _l . —T)g"
7@ ((so(:vn)—cp(x))g (vn) = 5(@n = F)g (un)>.

Ecrivons maintenant que ¢(z,,) = ¢(T) + ¢’ (&) (zn, — T), o0 &, € I(T, z,,). Comme ¢’ est lipschitzienne, on a
¢ (én) = @' (T) + €n = 5 + €n, avec |e,| < M|z, — T|, ol M est la constante de Lipschitz de ¢’. On a donc :

Tntl1 — T =

_—M .I'—fl € "(u —l(E—T /"
Int1 — T = g’(tp(irn)) (( n )(2 + n)g ( n) 2( n )g (ﬂn))a

et donc (avec € donné a la question 1 par choix de ) :
— 1 —2 1 " " 1"
|.I'n+1 - .I'| < g'xn - .I'| (5(9 (Vn) -9 (:Ufn)) + €ng (Vn) :

Mais de méme, comme g € C3(IR,IR), et que p, et v, € I(T,z,), ona

19" (1) — 9" (vn)| < sup |g" (z)]|zn — T
I,
xely

On en déduit finalement que :

1 M
S, avee € = — sup |g" (@) + — sup |g" (x)].

€l €l

|Znt1 — T| < Clon — 7|

4) Pour montrer que la suite définie par I’algorithme (2.14) converge de maniére cubique, il suffit de montrer
que ¢ vérifie les hypothéses de la question 3). On a évidemment ¢(Z) = Z. Comme g € C3(IR,IR) et que
g' () #0, Vx € Ig, onen déduit que ¢ € C?(IR,IR). De plus

La fonction ¢ vérifie donc bien les hypotheses de la question 3.

2.3 Méthode de Newton dans IR"

2.3.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton a partir du point fixe de monotonie en dimension
n = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans le cas n quelconque. Soient g € C*'(IR",IR") etz € R"
tels que g(z) = 0.

On généralise la méthode vue en 1D en remplagant dans (2Z.10) la dérivée ¢’(x(*)) par la matrice jacobienne de g
au point z(*), qu’on note Dg(*)). La méthode s’ écrit :

{ 0 e R"

Dg(z®)(z*+1) — g®)) = —g(z®)), Vk > 0. (2.20)

Pour chaque k£ € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :
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1. Calcul de Dg(x®)),
2. Résolution du systeme linéaire Dg(x))(x*+1) — £(*)) = —g(2(*)),
Remarque 2.18. Si la fonction g dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. si g est définie par g(x) = Ax — b avec

A e M,(R) et b € R", alors la méthode de Newton revient a résoudre le systeme linéaire Ax = b. En effet
Dg(x™®)) = A et donc 220) s’écrit Ax*+D) = b.

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on va chercher maintenant a répondre aux questions
suivantes :

1. la suite (2(®)),, est—elle bien définie ? A—t—on Dg(x*)) inversible ?

2. A—t—on convergence *) — Z quand k — +o00?

3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoréme 2.19 (Convergence de la méthode de Newton, g € C?). Soient g € C*(IR",IR") et & € R" tels que
g(&) = 0. On munit R™ d’une norme || - ||. On suppose que Dg(x) est inversible. Alors la méthode de Newton
converge localement, et la convergence est au moins quadratique. Plus précisément, il existe b > 0, et 5 > 0 tels
que
1. six® € B(z,0) = {x € R", ||z — &|| < b} alors la suite (x "))y est bien définie par Z20) et
x*) € B(&,b) pour tout n € IN,
2. sixz® € B(z,b) et si la suite (xF))pc est définie par 2Z20) alors *) — & quand n — +oo,
3. s5i (0 € B(z,b) et si la suite (x*)) e est définie par @20) alors ||z*+t) — z|| < Bz — z||?
Vk € IN.

DEMONSTRATION — Montrons d’abord que la suite converge si (9 est suffisamment proche de . Pour cela on va

utiliser le théoréme du point fixe : soit f la fonction de IR"™ dans IR"™ définie par « + x — (Dg(zx)) 'g(x). Ona
Df(z) =1d - (Dg(&))"" (Dg(z)) = 0.

Comme g € C*(IR,TR), la fonction £ est de classe C* et donc par continuité de D f, il existe b > 0 tel que | D f(z)| <

pour tout © € B = B(Z,b). Si on montre que f(B) C B, alors la fonction f est strictement contractante de B dans B, e

donc par le théoreme du point fixe, la suite définie par converge. Soit ¢ = z® ¢ B, etsoity =zt = f(a:(k) ).

Grace au théoreme des acroissements finis dans des espaces vectoriels norrnésﬁ, ona:

ly — | = [[f(=) - f(@)]| < sup IDf ()@ — |, 221

et donc 1
ly 2l < 5z - 2.

On en déduit que y € B. La suite ('®)),cn définie par (Z20) est donc bien convergente. Pour montrer le caractére
quadratique de la convergence, on applique a nouveau 1’inégalité des accroissements finis, cette fois-ci & D f(z) dans
(2.21). En effet, comme par hypothese, Df € C*(IR™,IR™), on a

IDf(2)Il = IDf(z) — Df ()]l
< sup [[Df(E)]lllz -zl (2.22)
£EB

< Blle — 2. (2.23)
En reportant cette majoration de || D f(2)|| dans (2.2, on obtient alors (avec 3 = sup¢c g [[Df(E)[)) :
ly — 2| < Bllz — 2|

ce qui donne la convergence locale au moins quadratique. ]

5. Théoréme des accroissements finis : Soient (E, || - ||z) et (F,|| - ||7) des espaces vectoriels normés, soient h € C'(E, F) et
(z,y) € E2.On définit |z, y[= {tz + (1 — t)y, t €]0, 1[}. Alors : ||h(y) — h(z)|| < |ly — z|| SUP¢)z,y[ 1DR ()| 2 (£, F)-
(On rappelle que si T' € £(E, F) alors ||T||(z (g,F) = SUPze k||| g=1 |ITZlF|)
Attention piége!!: Sidim F' > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :3¢ €]z y[ t.q. h(y) —h(z) = Dh(§)(y—z).
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La condition g € C?(IR"™,IR") est une condition suffisante mais non nécessaire. Si g € C*(IR",IR"), on peut
encore démontrer la convergence, mais sous des hypotheses pas tres faciles a vérifier en pratique :

Théoreme 2.20 (Convergence de la méthode de Newton, g € C1).
Soient g € CY(R"™,IR") et € R" tels que g(T) = 0. On munit R"™ d’une norme || - || et M, (R) de la norme
induite. On suppose que Dg () est inversible. On suppose de plus qu’il existe a, a1, az € R’ tels que :

1. six € B(x,a) alors Dg(x) est inversible et || Dg(x)) || < a1 ;
2. siz,y € B(Z,a) alors ||g(y) — g(x) — Dg(z)(y — z)|| < aslly — z|*

Alors, si on pose : b = min (a, ) > 0,8 =ajag etsix®) € B(z,b), ona:

aias
1. (™)) re est bien définie par (Z.20),

2. %) — & lorsque n — +o0,

3. |l — x| < ||z — Z||? Vk € IN.

DEMONSTRATION —  Soit (¥ € B(Z,b) C B(&,a) ot b < a. On va montrer par récurrence sur k que ='*) € B(z,b)
Vk € IN (et que (™)) zen est bien définie). L’hypothese de récurrence est que %) est bien défini, et que %) € B(z,b).
On veut montrer que z**%) est bien défini et z** € B(Z,b). Comme b < a, la matrice Dg(x®)) est inversible et
2"+ est donc bien défini; on a :

20— o) = ()~ (—g(a)

.- . 1 . . _
Pour montrer que ** € B(z, b) on va utiliser le fait que b < —— . Par hypothese, on sait que si z,y € B(Z,a), ona
aiaz

lg(y) = g(x) — Dg(@)(y — @)|| < azlly — ||*.
Prenons y = z etz = ) € B (Z, a) dans I’inégalité ci-dessus. On obtient alors :
lg(@) — g(") - Dg(a™)(@ —=™))| < azl|z — 2.

(kﬂ), on a donc :

Comme ¢(z) = 0 et par définition de x
IDg(@™)(@* ) —2™) — Dg(z™)(@ — 2| < az|| — 2™,
et donc
IDg(@™) (@) — 2)|| < az||z — 2. (2.24)

Orz*+Y) — g = [Dg(x™)] " (Dg(x™))(x*+ — z), et donc
[a® Y —&|| < |[Dg(x™) 7| |Dg(a™) (@ — )]
En utilisant (Z24), les hypotheses 1 et 2 et le fait que *) € B(&, b), on a donc

lz® Y — || < araz||z™ — Z||*> < ara2b’. (2.25)

Orajazb?® < bearb < . Donc 21D ¢ B(z,b).
aijaz
On a ainsi montré par récurrence que la suite (")) e est bien définie et que *) € B(&, b) pour tout k& > 0.

Pour montrer la convergence de la suite (w(k))kem vers &, on repart de 1’inégalité (Z.23) :
a2 — &|| < (a102)*E — 2V|* = (a102)|2™ - 3[))?, Vk € N,
et donc par récurrence
arazllz® - &) < (masle® — z))*

—z|) , VkeN

Comme % € B(Z,b) etb < ——, onaajaz||z® — Z|| < 1 etdonc [|* — Z|| — 0 quand k& — +o0.

ajaz

La convergence est au moins quadratique car 1’inégalité (Z.23) s’écrit :

(k+1)

||z —z|| < Bllz™ — z||* avec B = a1as.
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Le théoréme peut aussi se démontrer comme corollaire du théoréme En effet, sous les hypothéses du
théoreme[2.19 on peut démontrer qu’il existe a, a1, az € R tels que

1. siz € B(Z,a) alors Dg(x) est inversible et || (Dg(x)) || < a1,
2. siz,y € B(z,a) alors [[g(y) — g(x) — Dg(z)(y — )| < az]ly — |
et donc appliquer le théoreme[2.20] voir exercice 09| page 173
Remarque 2.21 (Choix de I’itéré initial). On ne sait pas bien estimer b dans le théoréme 2. 19 et ceci peut poser

probléme lors de 'implantation numérique : il faut choisir I'itéré initial (©) “suffisamment proche” de & pour
avoir convergence.

2.3.2 Variantes de la méthode de Newton

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport & une méthode de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d’ordre 2. On peut d’ailleurs remarquer que lorsque la méthode ne converge pas, par exemple si
I’itéré initial 2(°) n’a pas été choisi “suffisamment proche” de Z, alors la méthode diverge trés vite. . .

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est son cofit : on doit d’une part calculer la matrice jacobienne
Dg(x™) a chaque itération, et d’autre part la factoriser pour résoudre le systeme linéaire Dg(a®*))(a*+1) —
x®)) = —g(x®). (On rappelle que pour résoudre un systéme linéaire, il ne faut pas calculer ’inverse de la
matrice, mais plutot la factoriser sous la forme LU par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systemes
avec matrice triangulaires faciles a inverser, voir Chapitre 1.) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce colt.

“Faux quasi Newton”

Soient g € C'(IR",IR") et € IR tels que g(Z) = 0. On cherche a calculer Z. Si on le fait par la méthode de
Newton, 1’algorithme s’écrit :

x©® e R",
Dy() (1) — 29) = (@), n>0.

La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasi-Newton) consiste a remplacer le calcul de la matrice
jacobienne Dg(:c(k)) a chaque itération par un calcul toutes les “quelques” itérations. On se donne une suite
(ni)ien, avec ng = 0 et n;41 > n; Vi € IN, et on calcule la suite (:c(’“))ne]N de la maniére suivante :

{ ) e R"

Dg(xm)) (m*+D — g®)) = _g(@®) sin; < k < ngs. (2.26)

Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisations de la matrice jacobienne Dg(x) a effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cette méthode n’est donc pas tres utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose que g s’écrit sous la forme :
g(x) = Az + Fy(x) + Fp(x), avec A € M,,(R) avec Fy, F» € C*'(R",R").
L’ algorithme de Newton (2.20) s’écrit alors :

z(® ¢ R"
(A+ DFy(z™) + DFy(z®)) () — 2®) =
—Ax®) — By (x®)) — Fy(x®).
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La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir compte de la jacobienne de F5.

{ 0 e R"

(A+ DF(x®))(z*+) — 2(0)) = —Az®) — [ () — Fy(x®). (2.27)

On dit qu’on fait du “Newton sur F}” et du “point fixe sur F5”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :

— La méthode ne nécessite pas le calcul de DF»(x), donc on peut I'employer si F» € C(IR",IR™)) n’est pas
dérivable.

— On peut choisir Fy et F, de maniére a ce que la structure de la matrice A + D F; (x(*)) soit “meilleure” que
celle de la matrice A+ DFy (x®))+ DFy(x®)) ; si par exemple A est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, ¢’est une matrice creuse. On peut vouloir conserver cette structure et choisir F; et F> de maniere
a ce que la matrice A + DF; (x®)) ait la méme structure que A.

— Dans certains problémes, on connait a priori les couplages plus ou moins forts dans les non-linéarités :
un couplage est dit fort si la variation d’une variable entraine une variation forte du terme qui en dépend.
Donnons un exemple : Soit f de IR? dans IR? définie par f(x,y) = (z + sin(10~%y), exp(z) + y), et
considérons le systeme non linéaire f(z,y) = (a,b) ou (a,b) € IR? est donné. Il est naturel de penser
que pour ce systeme, le terme de couplage de la premicre équation en la variable y sera faible, alors que le
couplage de deuxieme équation en la variable x sera fort.

On a alors intérét a mettre en oeuvre la méthode de Newton sur la partie “couplage fort” et une méthode de
point fixe sur la partie “couplage faible”.
L’inconvénient majeur est la perte de la convergence quadratique. La méthode de Newton incomplet est cependant
assez souvent employée en pratique en raison des avantages énumérés ci-dessus.

Remarque 2.22. Si F5 = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement la méthode de Newton. Si
Iy =0, la méthode de Newton incomplet s’écrit

A(m(kﬂ) _ m(k)) = _Azx®) _ Fg(:n(k)),
En supposant A inversible, on a alors €*t) = —A—1F, (ilt(k)). C’est donc dans ce cas la méthode du point fixe
sur la fonction — A~ F>.
Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de Newton dans le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose icin = 1 et g € C'(IR,IR). La méthode de Newton pour calculer Z € IR tel que g(Z) = 0 s’écrit :

z© cR
¢ (@) (@) — o) = —g(z®), Y >0,
On aimerait simplifier le calcul de ¢’ (z(*)), ¢’est—a—dire remplacer ¢’ ((*)) par une quantité “proche” sans calculer
¢’. Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient différentiel. On obtient la méthode de la sécante :
2@ M e R

g(a) — g(a-0)
e @ =) = —g(@®) n>1.

(2.28)

Remarquons que dans la méthode de la sécante, z(*+1) dépend de 2(*) et de 2(*~1) : on a une méthode a deux pas ;
on a d’ailleurs besoin de deux itérés initiaux z(©) et z(1). L’ avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas
le calcul de ¢’. L’inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique. On peut toutefois montrer (voir exercice
03 page[73) que si g(Z) = O et ¢'(z) # 0, il existe a > O tel que si (9, (V) € [z — .z +a] = I, 2O # (D),
la suite (2(®)), e construite par la méthode de la sécante (Z.28) est bien définie, que (z(*)),cn C I, et que

) — Z quand n — +o0. De plus, la convergence est super linéaire, i.e. si (*) # Z pour tout n € IN, alors
(k+1) _ 7
x x

o 0 quand n — +o00. On peut méme montrer (voir exercice page que la méthode de la
xXr — X

sécante est convergente d’ordre d, ol d est le nombre d’or.
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Méthodes de type “Quasi Newton”

On veut généraliser la méthode de la sécante au cas n > 1. Soient donc ¢ € C'(IR",IR"™). Pour éviter de
calculer Dg(x(¥)) dans la méthode de Newton (2.20), on va remplacer Dg(z*)) par B() € M,,(IR) “proche de
Dg(x(k))”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension 1, on cherche une matrice B®*) qui, z(*) et
2(F=1) &tant connus (et différents), vérifie la condition :

B® (z®) — g(:=1)) = g(z()) — g(z(+-D) (2.29)

(24)) - g1

x(k) — (k1)
Sin > 1, la condition (Z.29) ne permet pas de déterminer complétement B(¥). 11 y a plusieurs fagons possibles
de choisir B*), nous en verrons en particulier dans le cadre des méthodes d’optimisation (voir chapitre 4, dans ce
cas la fonction g est un gradient), nous donnons ici la méthode de Broydenﬁ. Celle-ci consiste 2 choisir B®*) de
la maniére suivante : 2 2(*) et z(*~1) connus, on pose 6**) = z(*) — z(+=1) et y*) = g(z*)) — g(z(+=1); on
suppose B~ € M,,(IR) connue (et §F) # 0), et on cherche B*) € M,,(IR) telle que

Dans le cas ol n = 1, cette condition détermine entierement B () ;car on peut écrire : B *) = 9

Bk §k) — y(k) (2.30)
(c’est la condition @.29), qui ne suffit pas & déterminer B(*) de maniére unique) et qui vérifie également :
BWe = BFVe vee R"tel que & L 6. (2.31)

Proposition 2.23 (Existence et unicité de la matrice de Broyden).
Soient y*) € R", §*) € R"™, 6*) £ 0, et B*~Y € M, (R). Il existe une unique matrice B*) € M, (R)
vérifiant @Z30) et @31) ; la matrice BY*) s’exprime en fonction de y*®, §) et B*~1) de la maniére suivante :

(k) _ glk=1)5(k)
Y E)\t
50 sk, (2.32)

B&) — plk=1) |

DEMONSTRATION — L’espace des vecteurs orthogonaux 2 6% est de dimension n — 1. Soit (Y1, .-+ ,7Yn—1) une base
de cet espace, alors (Y1, ...,vn—1,6")) est une base de IR™ et si B®) vérifie (Z30) et @31, les valeurs prises par
I’application linéaire associée a B ) sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui détermine I’application linéaire et
donc la matrice B%®) de maniére unique. Soit B*) définie par 232), on a :

y(k) _ Bk=1)5(k)
50 (R

et donc B vérifie (2Z30). Soit £ € IR™ tel que £ L 6%, alors £ - 6 = (§())t¢ = 0 et donc

(k) _ Bl=1g(h))
HORGG)

BR§k) — glh=15k) 550 — ()

B(k)f _ B(k71)€+ (y (5(k))t§ _ B(k*l)g7 Ve L 6(k)_

L’algorithme de Broyden s’écrit donc :

Initialisation : z(®), (1) € R™, 2 £ (M By € M, (R)
Itération k : (%), 2(*=1) et B(=1) connus, on pose

Calcul de B®) = =1 4 v B0 (5t
résolution de B (z(++1) — (k) = —g(2(F),

Une fois de plus, ’avantage de cette méthode est de ne pas nécessiter le calcul de Dg(z), mais 1’inconvénient est
la perte du caractere quadratique de la convergence .

6. C. G. Broyden, A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations.” Math. Comput. 19, 577-593, 1965.
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2.3.3 Exercices (méthode de Newton)

Exercice 83 (Newton et logarithme). Suggestions en page Corrigé en pagelI77]
Soit f la fonction de IR’ dans IR définie par f(x) = In(x). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche
de 7 tel que f(T) = 0 converge si et seulement si le choix initial z(%) est tel que #(?) €]0, e].

Exercice 84 (Newton pour un systéme linéaire). Corrigé en page[I78 Soit f ’application définie sur IR"™ par
f(z) = Az — b ou A est une matrice inversible et b € IR™. Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution de
I’équation f(z) = 0 et montrer qu’il converge pour toute condition initiale 2° € IR".

Exercice 85 (Condition initiale et Newton). Corrigé en page L algorithme de Newton pour F(z,y) =
(sin(x) + y, zy)" est-il bien défini pour la condition initiale (3, 0) ?

Exercice 86 (Newton dans R et IR?). Corrigé en page[I78 Soit a € TR tel que |a| < 1 et (g, yo) € R?. On
définit I’application

F:R?->51R?
B P
Yy Y — Yo — asinx

1. Montrer qu’il existe une fonction f : IR — IR, que I’on déterminera, telle que F(x,y) = (0,0) si et
seulement si x =z + ay et f(y) = 0.

2. Montrer que pour tout triplet (a, 2o, o), il existe un unique couple (Z, 7) € IR? tel que F(z,%) = (0,0).
3. Ecrire I’algorithme de Newton pour f et montrer que 1’algorithme de Newton converge au voisinage de ¥.
4. Ecrire I’algorithme de Newton pour la fonction F'. Montrer que 1’algorithme converge au voisinage de (Z, 3).

Exercice 87 (Méthode de Newton pour un systetme 2 x 2). Corrigé en page[I79

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systéme suivant :

—5x + 2sinz + 2cosy = 0, (2.33)
2cosx + 2siny — 5y = 0. (2.34)
et montrer que la suite définie par cet algorithme est toujours bien définie.

2. Soit (Z,7) une solution du probleme 2.33)-@.34). Montrer qu’il existe € > 0 tel que si (zg,yo) est dans la
boule B. de centre (Z,7) et de rayon ¢, alors la suite (2, Yn )new construite par la méthode de Newton converge
vers (T, Y) lorsque n tends vers +oo.

3. Montrer qu’il existe au moins une solution (7, %) au probleme (2.33)-(2.34).
Exercice 88 (Méthode de Newton pour un autre systeme 2 x 2).

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systéme suivant :

z? 4+ 2zy = 0, (2.35)
zy+1=0. (2.36)

2. Calculer les solutions de ce systeme.

3. Soit (T,7) une solution du probléme (2.33)-@2.36). Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que si (zg,yo) est dans la
boule B. de centre (Z,7) et de rayon ¢, alors la suite (2, Yn )new construite par la méthode de Newton converge
vers (T, Y) lorsque n tends vers +oo.

Exercice 89 (Newton et les échelles...). Corrigé en page[2.33pageI79
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4m
Soient deux échelles de longueurs respec-
tives 3 et 4 m, posées contre deux murs ver-
ticaux selon la figure ci-contre. On sait que
les échelles se croisent a 1m du sol, et on 3m
cherche a connaitre la distance d entre les o :
deux murs. 1lm
|
y
Ao . Mo B
d
1. Montrer que le probleme revient a déterminer z et y tels que
1622 = (2% + 1)(z + y)? (2.37)
9y* = (v* + (= +y)*. (2.38)

2. Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution du systeme (2.37)-(2.38).

3. Calculer les premiers itérés (1) et (1) construits par la méthode de Newton en partant de z(®) = 1 et 4(©) = 1.
Exercice 90 (Newton dans My (IR )). Corrigé en pagel[I80

On considere I’application f : Ma(IR) — Mz (IR) définie par f(X) = X? — (1) (1) . L’objectif de cet exercice
0 0

1. Réécrire I’application f comme une application F' de IR* dans IR?.

est de trouver les solutions de f(X) = [0 O].

2. Trouver I’ensemble des solutions de f(X) = 0.

3. Ecrire le premier itéré X; de I’algorithme de Newton pour I’application f partant de la donnée initiale
Xo = [3 g] (On pourra passer par I’application F). Montrer que la suite (X); définie par cet algorithme

est définie par tout k et que 1’on peut écrire sous la forme X = ArId ot (\g)x est une suite réelle dont on
étudiera la convergence.

4. L’algorithme de Newton converge-t-il au voisinage de X, = [_01 _OJ ?

Exercice 91 (Recherche d’un point fixe). ,
On définit 1a fonction f de IR dans IR par f(z) = e(®) — 422

1. Montrer que f s’annule en 4 points de IR et qu’un seul de ces points est entre 0 et 1.
2. On pose g(z) = (1/2)Ve=*) (pour x dans IR).

Montrer que la méthode du point fixe appliquée a g, initialisée avec un point de 'intervalle ]0, 1[, est convergente
et converge vers le point de |0, 1[ annulant f.

Quel est I’ordre de convergence de cette méthode ?

3. Donner la méthode de Newton pour rechercher les points annulant f.

Entre cette méthode et la méthode de la question précédente, quelle méthode vous semble a priori la plus
efficace ?

Exercice 92 (Nombre d’itérations fini pour Newton). Corrigé détaillé en page[I8]]
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1. Soit f la fonction de IR dans IR définie par : f(x) = e® — 1. Pour z(?) € TR, on note (z(¥)),,c1y la suite des
itérés construits par la méthode de Newton pour la recherche d’un point ou f s’annule.

1.1 Montrer que pour tout 2(?) € IR, la suite (2(¥)),,c1y est bien définie.

1.2 Montrer que si (9 # 0, alors 2(**1) = 2(¥) pour tout n € IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulement si f(2(*)) = 0.

1.3 Montrer que :

1.3 (a) si (9 < 0 alors (V) > 0.

1.3 (b)si z(® > 0 alors 0 < (V) < z(0),

1.4 Montrer que la suite (2(*)),,cv converge lorsque n tend vers I’infini et donner sa limite.

2. Soit F' : IR"™ — TR une fonction continiment différentiable et strictement convexe (n > 1) et dont la différen-

tielle ne s’annule pas. Soit z(® € IR™ le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement si (:c(o)) =0.

Exercice 93 (Méthode de Newton pour un systéme 2 x 2). Corrigé en pagelI82]
1. On considere I’application f : IR — IR définie par f(z) = x2. Ecrire la méthode de Newton pour calculer
la solution de f(z) = 0 et montrer qu’elle converge quel que soit le choix initial ¢ € IR.
2. On considere maintenant I’application F' : IR* — IR ? définie par
x? — y}

e = |

(a) Déterminer I’ensemble des solutions de F'(z,y) = (0, 0).

(b) Ecrire I’algorithme de Newton pour la résolution, et montrer que 1’algorithme est bien défini pour tous
les couples (g, yo) tels que zg # 0 et yg > 0.

(c) Soit (zg,y0) = (1,1). On note (zx,yx), k € IN les itérés de Newton.
i. Expliciter y, et en déduire que la suite (yg )xeN converge.
ii. Montrer que xj > 2-% pour tout k € IN et en déduire que 41 < xi pour tout k € IN.

iii. En déduire que la méthode de Newton converge vers une solution de F'(z,y) = (0,0).

Exercice 94 (Méthode de Newton pour le calcul de 'inverse).  Corrigé en pagelI82]

1
1. Soit a > 0. On cherche a calculer — par I’algorithme de Newton.
a

(a) Montrer que I’algorithme de Newton appliqué a une fonction g (dont % est un z€ro) bien choisie s’écrit :

2(© donné,
{ 201 — 2 (2 _ az(h)), (2.39)

(b) Montrer que la suite (z(*)),,cv définie par (Z.39) vérifie
1 2
—siz® €]o, 2,
lim 2 = a a 9
norhee —oosi 29 €] — 00,0[U] =, +o0]
a

2. On cherche maintenant a calculer I’inverse d’une matrice par la méthode de Newton. Soit donc A une matrice
carrée d’ordre n inversible, dont on cherche a calculer I’inverse.

(a) Montrer que I’ensemble GL,,(IR) des matrices carrées inversibles d’ordre n (ot n > 1) est un ouvert
de I’ensemble M,, (IR ) des matrices carrées d’ordre n.

(b) Soit T'I"application définie de GL,,(IR) dans GL,,(IR) par T'(B) = B~!. Montrer que T est dérivable,
etque DT(B)H = —B~'HB™L.
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(c) Ecrire la méthode de Newton pour calculer A~ en cherchant le zéro de la fonction g de M,,(IR) dans
M, (IR) définie parg(B) = B~! — A. Soit B() Ia suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suite B*) définie dans la question précédente vérifie :
Id — AB*+1) — (Id — AB™)2,
En déduire que la suite (B(®)),,cv converge vers A~! si et seulement si p(Id — AB(®)) < 1.
Exercice 95 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine). Suggestions en page[I[76] corrigé en page[I84]
1. Soit A € R et f, la fonction de IR dans IR définie par fy(z) = 2% — .

1.1 Soit (9 € IR fixé. Donner I’algorithme de Newton pour la résolution de I’équation f(x) = 0.
1.2 On suppose z(9) > 0.

(1) Montrer que la suite (:v(k)) k>1 est minorée par V.

(ii)) Montrer que la suite (:zr(k) k>0 converge et donner sa limite.

Soit n € IN* et soit A € M, (IR) une matrice diagonalisable dans IR ; on note \;,i = 1, ..., n les valeurs propres
de A. On suppose que A; > O pourtouti =1,...,n.

2. Montrer qu’il existe au moins une matrice B € M,,(IR) telle que B?> = A. Calculer une telle matrice B

N (11
danslecasoun—QetA—(O 2).

3. On suppose de plus que A est symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice symé-
trique définie positive B telle que B?> = A. Montrer par un contre exemple que I’unicité n’est pas vérifiée si
on ne demande pas que B soit symétrique définie positive.

Soit F I’application de M,, (IR ) dans M,, (IR ) définie par F(X) = X2 — A.
4. Montrer que F est différentiable en tout X € M, (IR), et déterminer DF (X )H pour tout H € M,,(IR).
Dans la suite de I’exercice, on considere la méthode de Newton pour déterminer B.

5. On suppose maintenant n > 1. On note (X (*)),c la suite (si elle existe) donnée par 1’algorithme de
Newton a partir d’un choix initial X () = I, ol1 I est la matrice identité de M,, (IR ).
5.1 Donner le procédé de construction de X (k+1) en fonction de X (¥), pour k > 0.

5.2 Onnote Ay < --- < A, les valeurs propres de A (dont certaines peuvent étre égales) et P la matrice
orthogonale telle que A = Pdiag(\q,--- ,A\,) P~ L

(i) Montrer que pour tout k& € IN, X (*) est bien définie et est donné par

X® = pdiag(ui”, -, u) P,
(k)

i

est le k%*™¢ terme de la suite de Newton pour la résolution de fy,(z) = (z — \;)?2 = 0

avec comme choix initial /Ll(-o) =1

ou L

(ii) En déduire que la suite X *) converge vers B quand k — +oc.

Exercice 96 (Valeurs propres et méthode de Newton).
Suggestions en page corrigé détaillé en page[I88]

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique. Soient \ une valeur propre simple de A et 7 € IR™ un vecteur propre
associé t.q. T - T = 1. Pour calculer (A, T) on applique la méthode de Newton au systéme non linéaire (de R
dans R ") suivant :

Az — A x =0,

r-x=1.

Montrer que la méthode est localement convergente.
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Exercice 97 (Modification de la méthode de Newton). Suggestions en pagelI72 Corrigé en page
Soient f € C*(IR",IR") et T € R" t.q. f(T) = 0. On considere, pour A > 0 donné, la méthode itérative
suivante :

— Initialisation : (%) € IR"™.

— Iterations : pour k > 0,
2 D = 20 _ DNV D f(2®) + M d) T D f () f(2P).

[Noter que, pour A = 0, on retrouve la méthode de Newton.]
1. Montrer que la suite (2(*)),ey est bien définie.

2. On suppose, dans cette question, que n = 1 et que f'(T) # 0. Montrer que la méthode est localement conver-
gente en T.

3. On suppose que le rang de D f(T) est égal 2 n. Montrer que la méthode est localement convergente en Z. [Noter
que cette question redonne la question précédente si n = 1.]

Exercice 98 (Méthode de Newton pour un systéme semi-linéaire). Suggestions en pagelI721 Corrigé en page[[94]
On suppose que f € C?(IR,IR) et que f est croissante. On s’intéresse au systéme non linéaire suivant de n
équations a n inconnues (notées uj, ..., up) :

(Au); + o f(u;) = b; Vi € {1,...,n},

w=(u1,...,u,)t € R", (2.40)

ol A € M,,(IR) est une matrice symétrique définie positive, a; > 0 pour tout € {1,...,n} et b; € IR pour tout
ie{l,...,n}.
On admet que (2.40) admet au moins une solution (ceci peut étre démontré mais est difficile).
1. Montrer que (2.40) admet une unique solution.
2. Soit u la solution de (2.40). Montrer qu’il existe a > 0 t.q. la méthode de Newton pour approcher la solution de
(2.40) converge lorsque le point de départ de la méthode, noté u(?), vérifie |u — u(?)| < a.
Exercice 99 (Autre démonstration de la convergence locale de Newton). Suggestions en page [[76 Corrigé en
page[I86On se place sous les sous les hypotheses du théoréme 2,19 Montrer qu’il existe a, a1, a2 € IR tels que
1. siz € B(Z,a) alors Dg(x) est inversible et || (Dg(x)) || < a1,
2. siw,y € B(z,a)alors [g(y) — g(x) — Dg(x)(y — @)|| < azlly — x>,
et qu’on peut donc appliquer le théoréme[2.20 pour obtenir le résultat de convergence locale du théoréme
Exercice 100 (Convergence de la méthode de Newton si f/(Z) = 0). Suggestions en page[I7 corrigé détaillé en
pagelI90
Soient f € C?(R,R) etT € R t.q. f(T) = 0.
1. Rappel du cours. Si f'(Z) # 0, la méthode de Newton est localement convergente en T et la convergence est au
moins d’ordre 2.

2. On suppose maintenant que f'(z) = 0 et f(T) # 0. Montrer que la méthode de Newton est localement
convergente (en excluant le cas xo = T...) et que la convergence est d’ordre 1. Si on suppose f de classe C3,
donner une modification de la méthode de Newton donnant une convergence au moins d’ordre 2.

Exercice 101 (Point fixe et Newton). Corrigé en page[[9]]

Soit g € C*(IR,R) et 7 € R tels que g(T) = 0 et ¢'(T) # O et soit f € C' (IR, R) telle que f(T) = T.
On considere I’algorithme suivant :
zo € IR,
(2.41)
ZTpy1 = h(xy),n > 0.
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1. Montrer qu’il existe o > 0 tel que si zg € [T — «, T + ] = I,,, alors la suite donnée par I’algorithme
est bien définie ; montrer que x,, — T lorsque n — +o00 (on pourra montrer qu’on peut choisir o de maniere
aceque |h/(x)] < 1siz € I,).

On prend maintenant zy € I, ol « est donné par la question 1.

2. Montrer que la convergence de la suite (2, ),en définie par 1’algorithme (2.41) est au moins quadratique.

1
3. On suppose de plus que f est deux fois dérivable et que f'(T) = > Montrer que la convergence de la suite

(zn)nen définie par (1) est au moins cubique, ¢’est-a-dire qu’il existe ¢ € R tel que
|Tnt1 — T < c|zy, — E|3, Vn > 1.

4. Soit 8 € R tel que ¢'(z) #0 Va € Iz =|T — 3, T + S[; montrer que si on prend f € C'(IR,IR) telle
que :

flz)=a— ;;Ezcx)) siz € Ig,

alors la suite définie par 1’algorithme (1) converge de maniere cubique.

Exercice 102 (Variante de la méthode de Newton).
Corrigé détaillé en page[[92]

Soit f € C'(R,IR) etz € IR tel que f(Z) = 0. Soient 2 € IR, ¢ € R*, A € IR’}.. On suppose que les
hypotheses suivantes sont vérifiées :
i) zel=lxyg—cx0+d,
(i) [f(zo)| < 55,
(D) |f'(z) = f'(y)| < o5, V(z,y) € I?
(iv) |f'(z)] > Vo el

On définit la suite (2(*)),,cv par :

2 = x,
L) _ o £@®) (2.42)
')’

ou y € I est choisi arbitrairement.

1. Montrer par récurrence que la suite définie par (Z.42) satisfait 2(*) € I pour tout n € IN.

(On pourra remarquer que si t**tV) est donné par @42) alors z Y — 2o = %) — 24 — W —
f(x0) o
() )

2. Montrer que la suite (z(®)), o définie par @.42) vérifie |2F) — z| < 5= et qu’elle converge vers T de
maniere au moins linéaire.

3. On remplace I’algorithme (2.42) par

20 = g,
s _ g _ F@) (2.43)
Fry®)’
ot la suite (y*)), v est une suite donnée d’éléments de 1. Montrer que la suite (2(*)),,cn converge vers
Z de maniére au moins linéaire, et que cette convergence devient super-linéaire si f/(y,) — f'(&) lorsque
n — +oo.
4. On suppose maintenant que n > 1 et que f € C'(IR",IR"). La méthode définie par 2.42) ou 2.43)

peut-elle se généraliser, avec d’éventuelles modifications des hypotheses, a la dimension n ?
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Exercice 103 (Méthode de Steffensen).
Suggestions en pagelI77 corrigé détaillé en page[[93

Soient f € C%(IR,IR) et T € R t.q. f(T) = 0 et f'(T) # 0. On considere la méthode itérative suivante :
— Initialisation : z(®) € IR"™.
— Ttérations : pour n > 0, si f(z®) + f(x())) £ f(x*),
(k)Y)2
(k+1) _ (k) _ (f(=™)) 244
T R ) — ) 24

etsi f(z® + f(@®)) = f(a®), 2D = (8,

1. Montrer qu’il existe & > 0 tel que si z(*) € B(T, a), alors f(z®) + f(z*))) # f(2®) siz*) £ Z. En déduire
que si 2o € B(T, ), alors toute la suite (2(%)),, e vérifie Z.44) pourvu que 2(%) # T pour tout n € IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec reste intégral qu’ il existe une fonction a continue sur un
voisinage de 7 telle que si xp € B(ZT, ), alors

2D — 7 = a(z®™)(z® —T), pourtout n € IN tel que 2¥) £ T. (2.45)

3. Montrer que la méthode est localement convergente en T et la convergence est au moins d’ordre 2.
Exercice 104 (Méthode de Newton-Tchebycheff). Corrigé en page2.3.3page[I97
1. Soit f € C3*(R,IR) etsoit Z € R tel que 7 = f() et f'(Z) = f"(Z) = 0. Soit (2, )nen la suite définie par :

9 € R,

PF
{ Tni1 = f(2n). (PF)

(a) Justifier I’appellation “(PF')” de I’algorithme.

(b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que si |y — Z| < a alors | f/(y)] < %

(c) Montrer par récurrence sur n que si xo € B(Z,a) alors x, € B(Z, 5%).

(d) En déduire que la suite construite par (PF') converge localement, ¢’est-a—dire qu’il existe un voisinage V'
de z tel que si z¢p € V alors z,, — x lorsque n — +00. .

(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite construite par (PF') est au moins cubique (c’est-a-dire
qu’ il existe 8 € Ry tel que |x,41 — Z| < Blz, — Z|3) si la donnée initiale z est choisie dans un certain
voisinage de . (On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange.)

2. Soit g € C3(IR,R), et soit Z € IR tel que g(Z) = 0 et ¢'(z) # 0. Pour une fonction h € C3(R,IR) a
déterminer, on définit f € C*(IR,IR) par f(z) = x + h(z)g(z). Donner une expression de h(Z) et h'(Z) en
fonction de ¢'(Z) et de g’ (Z) telle que la méthode (PF') appliquée a la recherche d’un point fixe de f converge
localement vers & avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3.S0it g € C3(IR,IR), et soit 7 € IR tel que g(Z) = 0 et ¢’(Z) # 0. On considere la modification suivante (dfie &
Tchebychev) de la méthode de Newton :

(2.46)

T T T @) T 2[g ()P

Montrer que la méthode (2.46) converge localement et que la vitesse de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas oll ¢’ ne s’annule pas].

Exercice 105 (Méthode de la sécante). Corrigé en page[2.3.3page[I98)
Soient f € C*(R,IR) etZ € R t.q. f(T) = O et f/(T) # 0. Pour calculer T, on considere la méthode itérative
suivante (appelée “méthode de la sécante”) :
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— Initialisation : g, z1 € R.

J;((Ufrn))(gc_"f—(;n—ll)) si f(xn) #0etzprr =y si f(z,) = 0.

Si la suite (2, )ne est bien définie par cette méthode, on pose e,, = |z, — T| pour tout n € IN.

— Itérations : pourn > 1, £, 41 = p —

1. Montrer qu’il existe € > 0 t.q. pour g, z1 €]T — &,T + €[, 9 # =1, la méthode de la sécante définit bien une
suite (2 )new et 'ona e,11 < (1/2)e, pour tout n > 1. [Raisonner par récurrence : on SUPPOSE Ty, Tp—1 €
1T —e,T+el, zy # xn_1 et z, # T. Montrer, grice & un choix convenable de ¢, que f(x,,) # f(x,—1) et que
f(zy,) # 0. En déduire que x,,1 est bien défini et x,, # x,,+1. Puis, toujours grice a un choix convenable de ¢,
que e, +1 < (1/2)e,. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on suppose que xg, 21 €|T — &, T + €[, g # x1 (¢ trouvé 2 la premiere question)
et que la suite (2, )n,en donnée par la méthode de la sécante vérifie 2, # T pour tout n € IN. On pose d =
(1 ++/5)/2 et on démontre que la convergence est en général d’ordre d.

2. Pour x # T, on définit p(x) comme la moyenne de f’ sur I’intervalle dont les extrémités sont x et T.

(a) Montrer que e, 1 = e,e,_1M,, pour toutn > 1, avec M,, = |%|

(b) Montrer que la fonction p est dérivable sur IR \ {Z}. Calculer lim, _,z p/(z).
(c) Calculer la limite de la suite (A, ),>1 lorsque n — oco. En déduire que la suite (1/,,),>1 est bornée.
3. Soit M > 0, M > M, pour toutn > 1 (M,, donné a la question précédente). On pose ag = Megy, a1 = Me;
etap4+1 = GpGp—1 pourn > 1.
(a) Montrer que Me,, < a,, pour toutn € IN.
(b) Montrer qu’il existe 1 €]0, €] t.q. la suite (a,,),>1 tend en décroissant vers 0 lorsque n — +00, si zg, 21 €
|T—e1,T+e1]
(c) Dans cette question, on prend xo,x1 €]T — 1, T + £1[. Montrer qu’il existe « > O et 8 €]0, 1] t.q Me,, <

an < a(ﬂ)dn pour tout n € IN (ceci correspond a une convergence d’ordre au moins d). [On pourra utiliser
la relation de récurrence lna,+; = Ina, +Ina,_; pourn > 1].

(d) (Question plus difficile) Si f(T) # 0, ent1 = enen—1M,, montrer que M,, — M, quand n — oo, avec
M > 0. En déduire qu’il existe v > 0 t.q. (e;:); — v quand n — oo (ceci signifie que la convergence est

exactement d’ordre d). [Considérer, par exemple, 3,, = ln e, 41 — d1n e,, et montrer que /3,, converge dans IR,
quand n — 00.]

(e) Comparer I’ordre de convergence de la méthode de la sécante a celui de la méthode de Newton.

Suggestions
Exercice [83| page (Newton et logarithme) Etudier les variations de la fonction ¢ définie par : p(z) =

Tz —zlnz.

Exercice[93] page 172 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine) 1.1 (ii) Montrer que la suite (ZC(k) V1
est décroissante.

4. Ecrire la définition de la différentiel en faisant attention que le produit matriciel n’est pas commutatif.

5. Ecrire I’algorithme de Newton dans la base des vecteurs propres associés aux valeurs propres de A.

Exercice[99 page[173] (Autre démonstration de la convergence locale de Newton)
Soit S = Dg(z)~'(Dg(x) — Dg(z)). Remarquer que

Dg(z) = Dg(z) — Dg(z) + Dg(x) = Dg(z)(1d + 5)

et démontrer que || S]] < 1.
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En déduire que Dg(z) = Dg(z)(Id + S) est inversible, et montrer alors 1’existence de a et de a; = 2||Dg(z) |
tels que si # € B(Z, a) alors Dg(x) est inversible et || Dg(z) | < a;.
Pour montrer I’existence de as, introduire la fonction ¢ € C*(IR, IR™) définie par

o(t) =g(x+tly —z)) — g(z) — tDg(z)(y — x).

Exercice @6 page 172 (Valeurs propres et méthode de Newton) ~Ecrire le systéme sous la forme F(z, ) = 0
ol F est une fonction de IR™ ™! dans IR" ! et montrer que DF (X, T) est inversible.

Exercice [07] page (Modification de la méthode de Newton) 1. Remarquer que si A € M, (IR) et A > 0,

alorsA' A + \Id est symétrique définie positive.

2 En introduisant la fonction ¢ définie par (t) = f(tx,, + (1 — t)T), montrer que f(x,) = (z, — T)g(zy), ol
fo (tx + (1 — t)T)dt. Montrer que g est continue.

Montrer que la suite (z,, )neN Vérifie z, 11 — T = an(x, — T), ol

f'(@n)g(xn)
f/(xn)Q + by ’

et qu’il existe « tel que si x,, € B(ZT, o), alors a,, €0, 1[. Conclure.

3. Reprendre la méme méthode que dans le cas n = 1 pour montrer que la suite (x,,)neN Vérifie z,11 — T =
D(zp)(x, —T), ot D € C(IR", M, (IR)). Montrer que D(Z) est symétrique et montrer alors que ||D(T)[|2 < 1
en calculant son rayon spectral. Conclure par continuité comme dans le cas précédent.

a, =1—

Exercice 100 page 73] (Convergence de la méthode de Newton si f/(T) = 0) Supposer par exemple que
f"(Z) > 0 et montrer que si o est “assez proche” de T la suite (z,,)nemn est croissante majorée ou décroissante
minorée et donc convergente. Pour montrer que 1’ordre de la méthode est 1, montrer que

M — lorsque n — +o0.
lzn — || 2

Exercice[98 page[173] (Méthode de Newton) 1. Pour montrer ’unicité, utiliser la croissance de f et le caractére
s.d.p. de A.
2. Utiliser le théoréme de convergence du cours.

Exercice[103 page[175] (Méthode de Steffensen)) 1. Utiliser la monotonie de f dans un voisinage de T.
2. Developper le dénominateur dans I’expression de la suite en utilisant le fait que f(xn + f(z)) — flzn) =

fo t)dt ou (t) = f(xn + tf(xy)), puis que f'(x, + tf :Cn fo s)ds ou &(t) = f'(xn + tf(xy)).
Developper ensuite le numérateur en utilisant le fait que — fo o' ( dt ol p(t) = f(tT + (1 —t)zy,), et

que f'(tT 4+ (1 — t)xy,) = fo ds—i—x()oux():f(x—i-(l—t)n).
3. La convergence locale et I’ordre 2 se déduisent des résultats de la question 2.

Corrigés des exercices
Corrigé de I’exercice [83] page (Newton et logarithme) La méthode de Newton pour résoudre In(z) = 0
s’écrit :
kD) (k) — —x(k)ln(:z:(k)).
Pour que la suite (z(*)) ey soit bien définie, il faut que z(?) > 0. Montrons maintenant que :
1. siz(® > ¢, alors z() < 0,
2. si 2 €]1, e[, alors (V) €]0, 1],

0)

3. si 2(®) =1, alors () = 1 pour tout k&,
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4. si 2(®) €]0, 1] alors la suite (x(®))c1y est strictement croissante et majorée par 1.
Le plus simple pour montrer ces propriétés est d’étudier la fonction ¢ définie par : ¢(z) = 2 — zInz, dont la

dérivée est : ¢’ (x) = — Inx. Le tableau de variation de ¢ est donc :
|0 1 e +oo|
| | | |
) |+ 0 - e — |
| | | |
| 1 | |
e | 71 NN |
o + [ + 0 - |

Grice 2 ce tableau de variation, on a immédiatement les propriétés 1. a 4. La convergence de la suite (2(*))en
vers 1 peut s’obtenir en passant a la limite dans le schéma.

Corrigé de I’exercice [84] page (Méthode de Newton pour un systéme linéaire) Pour tout z € R", la
matrice D f(z) est inversible ; donc 1’algorithme de Newton est bien défini et s’écrit D f (z)x(") = b. Il converge
donc en une itération, qui demande la résolution du syséme linéaire Az = b...

Corrigé de I’exercice 83 page[169] (Condition initiale et Newton)  On vérifie que

DF(e.y) — {coz(x) i]

or(g0)=] §

n’est pas inversible. La matrice DF'(x, y) est inversible pour x = 0 y = 1 par exemple.

et par conséquent

Corrigé de ’exercice[86lpage[169] (Méthode de Newton pour un systetme 2 x 2)

1. On cherche (z,y) tel que x = z¢ + ay ety = yo + asin(x) = yo + sin(xg + ay). Soit encore f(y) = 0
avec f(y) = y — yo — asin(zg + ay). La réciproque est immédiate.

2. La fonction f est continue et telle que lim_, f = —oo et lim o f = +o00. Par conséquent, comme f est
continue, le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure que f est surjective. De plus, on vérifie que si
la| < 1,alors f’(y) > 0 et donc f est strictement croissante. Elle est donc injective. Ceci assure I’existence
et 'unicité d’un unique g tel que f(y) = 0. Par suite, il existe un unique couple (Z = xo + ay, ) qui vérifie
F(z,y)=(0,0).

3. Ona

(k) — un — asi
k) _ ok JWY) g™ W) — o — Y= Y0 asin(zo + ay)
Y 7' (y®) (™) avec hly) =y 1 —a?cos(zo + ay)
Pour la convergence, on applique le théoréme du cours qui assure si /() # 0 ’existence d’un voisinage de
y sur lequel 1’algorithme de Newton converge.

Y

4. Ona
D] e 1 —a] 7' [ 2™ — gy — ay®
ytD | y®) —acos(z® 1 y*) — gy — asin(z®)
B [2(F)] _ 1 1 a z®) — 25 — ay®
T W™ 1—a2cos(@®) |acos(z® 1] |y®) —yo — asin(z*))
2] _ 1 x®) — 25 — ayy — a?sin(z*))
T y®] 1= a2cos(z®) [acos(z®)(2®) — 25 — ay®) + y*®) — y — asin(z*))

Pour la convergence, on applique le théoréme du cours qui assure si DF(Z,y) est inversible, I’existence
d’un voisinage de (z, y) sur lequel ’algorithme de Newton converge.
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Corrigé de I’exercice[87 page[169 (Méthode de Newton pour un systéme 2 x 2) 1. Soit F' I’application de IR >
dans IR? définie par F(z,7) = (—5x + 2sinz + 2 cosy, 2 cosx + 2siny — 5y). Calculons la matrice jacobienne
de F au point (z,y) :

—5+2cosx —2siny

DF(x,y) = —2sinx 2cosy — b

Det(DF)(z,y) = (=5 + 2cosz)(—5 + 2cosy) — 4sinxsiny = 25 + 4cosxcosy — 10cosz — 10cosy —
4sinzsiny.

e Sicosxcosy > 0, alors Det(DF)(z,y) > 1> 0,

e Sinon, alors cosxz > Oet cosy < 0 (oucosy > Oet cosz < 0), et Det(DF)(x,y) > 25 —4 — 10cosz —
4sinxsiny > 0.

On a donc Det(DF)(z,y) > 0 pour tout (z,y) € IR?, ce qui prouve que la Jacobienne DF(x,v) est toujours
inversible. On peut donc toujours écrire I’alorithme de Newton :

(k+1) _ (k)
x T
DF (2", y®) [y(k-i-l) _ y(k)] = —F(z®,y®)

2. 1l est facile de voir que la fonction F' est deux fois continiment différentiable. Il suffit alors d’appliquer le
théoréme de convergence du cours.

3. Soit f la fonction définie par f(x) = —5x + 2 sinx. Elle est strictement décroissante et c’est une bijection de IR,
dans IR. On note g sa réciproque. La fonction g est donc continue. L’équation (2.33) donne 2 = g(—2 cosy). On
cherche donc y t.q. h(y) = —5y + 2siny + 2 cos(g(—2 cosy)) = 0. La fonction h est continue et lim ¢ o, = £o0.
Donc par le théoreme des valeurs intérmédiaires, h s’annule.

Corrigé de ’exercice[88] page[169] (Méthode de Newton pour un systéme 2 x 2)  En cours de rédaction

Corrigé de ’exercice[89] page (Newton et les échelles...) 1. Notons A et B les deux pieds des murs, P
le point de croisement des échelles et M sa projection sur le plan horizontal, comme indiqué sur la figure. Soient
x=d(A, M) ladistancede Aa M,y =d(B,M),« =d(A,P)et 8 =d(B,P).

Par le théoreme de Pythagore, 22 + 1 = o et y* + 1 = 2. Par le théoréme de Thales, & = < et
éliminant « et 3, on en déduit que x et y sont solutions du systéme non linéaire :

wlw

. En

SRS

1622 = (2% + 1) (z + y)?
9 = (v + 1)z +y)*,
qui est bien le systeme (2.37)-(2.38).

2. Le systeme précédent s’écrit sous la forme F'(X) = 0, ou F est la fonction de IR? dans IR? définie par

F(X)=F (H) _ [(I2+1)(I+y)2 - 161;2] |

y (v* + (@ +y)? — 9
On a donc
423 + 22y% + 62°%y + 20 + 2y — 327 222y + 22° + 2y + 22
DF(X) = 2 3 3 2 2 _
2zy” + 2y° + 22 + 2y 4y° + 2yx* + 6y°x + 2y + 2z — 18y

. , . N L. T
L algorithme de Newton pour la résolution du systeme (2.37)-([@2.38)) s’écrit donc, pour X, = [yk] connu,
k

DF(Xp)(Xps1 — X)) = —F(Xy).
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A T’étape k, on doit donc résoudre le systeme linéaire

s (23 + 1) (zg + yx)? — 1627
DF(X =— |k k 2.47
PR H {<y£+1><xk+yk>2—9yi @47
avec
4xi + 2xky,§ + ﬁxiyk + 2z + 2y, — 32z, 222y, + in + 2y + 2z
DF(Xy) =
2xky;% + ng + 2z + 2y 4y,§ + 2ykxi + ﬁyzx + 2y + 2z, — 18yy

. L, Tht1 T+ 8
et on obtient le nouvel itéré X = = .
wH |:yk+1:| |:yk + t]

3. La premiere itération nécessite donc la résolution du systeme linéaire (2.47) pour k£ = 0, soit, pour zp = 1 et

Pt 3 5[]

dont la solution est s = % ett = % On en déduit que z; = 1.75 et y; = 3.5 construits par la méthode de Newton
en partant de z(®) = 1 et %(°) = 1. La distance d a la premiére itération est donc d = 5.25.

Corrigé de ’exercice[90] page (Newton dans M 2(IR))

1. Notons X = [2 ?],onaalors

s = om0

_ [P +yr—1 yl@+1)
- 2x+t)  yz+ti-—1

22 +yz—1
_ | v+t
Onadonc F(x,y,z,t) = (x4 1)
yz+t2 -1
2. On voit que soity = z = O et 22 = t? = 1 soitx = —t et yz = 1 — t2. Autrement dit on a une infinité de
solutions.
3. Ona
2x z Y 0
_jy x+t 0 Y
DF(‘Tﬂwaat)_ z O CC+t z
0 z Y 2t
Par conséquent,
8 00 O
0 8 0O
DF(4,0,0)= |, o 5 o
0 0 0 8
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On en déduit

1
1
1
|
—_

1 4 8§ 0 0 0 15
i _ 0] {0 8 0 0 0
21 |0 0 0 8 0 0
t 14] 0 0 0 8 15
T ris 17
N Kl
_ 0] {0} _ |0
|0 of |0
15 17
4 LF® Bl
On voit que X; = 17‘7Id. Par récurrence on vérifie que
1 A +1
M1 =M — =— (A2 —1) = L — = p(\p).
k1 =M = o (A = 1) = == = (M)

On vérifie que ¢'(A) = 3 (1 — 5%) et donc ¢’ > 0 sur [1, +oo[ avec ¢(1) = 1 donc ¢ : [1, +oo[— [1, 400]
et |¢T i OO[| < % On en déduit la convergence de la suite Ax vers 1, qui est I’'unique point fixe de ¢ dans cet

intervalle.
4. On vérifie que
-2 0 0 0
0o -2 0 0
DF(-1,0,0,-1) = 0 0 -2 0

o 0 0 =2

est inversible. Le théoréme de Newton Raphson assure la convergence locale de 1’algorithme.

Corrigé de I’exercice[92] page {70l (Nombre d’itérations fini pour Newton) 1.1 Comme f’ est définie sur tout
R par f'(z) = e” et ne s’annule pas, on en déduit que la suite construite par la méthode de Newton, qui s’écrit :

20
) _ g FE) e —1
7o)

2(

est bien définie.

RO
()
20 =0, 0onaz®*+t1) £ 2(*) pour tout n € IN. De plus, si f(z(?) = 0 (c.a.d. si (%) = 0), 1a suite est stationnaire.
On en déduit que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement si f (:c(o)) =0.
«©
Q)
2O (1 = ==Y avec § €]z, 0 si 2 < 0et 6 €]0, O [si 2@ > 0.8i 2 < 0,0na =" > 1 et donc
@ < e < 1etdonc0 < 21 < 20,

1.4 On a vu a la question 1.2 que si 2(?) = 0 la suite est stationnaire et égale 2 0. On a vu a la question 1.3 que
si 20 < 0 alors z(M > 0. 11 suffit donc d’étudier le cas z(® > 0. Orsi z(® > 0,ona 0 < z(V) < 2 Par

récurrence sur n, on en déduit que si 2@ > 0, la suite (:c(k))ne]N est décroissante et minorée par 0, donc elle
1

€

1.2 Par définition de la suite, on a gkt _ g (B) — L — 0ssiz®®) = 0. Donc par récurrence sur n, si

1.3 Par définition, on a : (1) = (0 — ¢ . Par le théoréme de accroissements finis, on a donc : z(1) =

2z > 0. En revanche, si z(¥) > 0, onae™*

€

converge. La limite ¢ de la suite vérifie : £ = ¢ — , soit encore ¢ = 0 (unique solution de I’équation f(z) = 0).

or
2. Soient (%) et 2(F+1) deux itérés successifs donnés par la méthode de Newton, tels que F(a:(k)) # 0.Onadonc:
DF(z®)(z*+D) — 20y = —p(2®), (2.48)

et en particulier, PAGREY #* x®), Or, la condition de stricte convexité pour une fonction contintiment différentiable
entraine que :

DF(z®)(z*+D) — 0y < p(p*+D) — p(g®),
et donc, avec 2.48), F(x*+1)) > 0. On montre ainsi, par récurrence sur n, que si F'(z(?)) # 0, alors F'(z(*)) > 0
pour tout n > 0, ce qui montre que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement
si F(z(©) = 0.
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Corrigé de ’exercice[93| page 171 ((Méthode de Newton pour un systéme 2 x 2)

1

1. Lla méthode de Newton pour calculer la solution de f(x) = 0 s’écrit : x341 = 3

vers 0 pour tout xg.
2. (a) L’ensemble des solutions de F'(x,y) = (0,0).est {(0,0)}.

2z
0

Tht1 Tk ox 2x, —1| [0z :vi — Yk
= + avec =—
[ylm] [yzj [51/} [ 0 2y |0y Yi
Cet algorithme est bien défini dés que la matrice jacobienne est inversible, c.a.d dés que xxy; # O.
C’est vrai pour £k = 0 par hypotheése. Montrons que c’est vrai pour tout & € IN par récurrence sur
k. Supposons qu’on a =, # 0 et y, > 0 pour tout p < k, et montrons que dans ce cas on a encore
Tre1 # 0 et yray > 0. Par définition de I’algorithme de Newton, on a yr11 = %2 > Oet xpy; =

2
Ty Y _1 2 Yk 2 Yk
5+ i —m(:ck—i— ) # 0, car xy, + % > 0.

xk, et donc xy converge

(b) La matrice jacobienne s’écrit : DF (z,y) = [ ;yl] , et donc I’algorithme de Newton s’écrit :

() i. Commeyo=1letqueyprs = L, onay, =2F

ii. On écrit que z41 = gi(zk) avec gi(z) = £ + 27721 Létude de la fonction g, montre que
k
min g = 255

Comme x > 273 >0et que yi = 2=k on en déduit que T4l — T = ﬁ(—xi + %’“ <0.

iii. La suite (g )gen est décroissante minorée par 0, et donc elle converge. En passant a la limite sur
I’expression de xx1, on en déduit que la suite x; converge vers 0. Par I’expression de y, on sait
qu’elle converge également vers 0. D’ou la conclusion.

Corrigé de ’exercice[94] page 171l (Méthode de Newton pour le calcul de ’inverse)

1. (a) Soit g la fonction définie de IR* dans IR par g(x) = % — a. Cette fonction est continue et dérivable
pour tout x # 0,etona: g'(z) = — w% L’ algorithme de Newton pour la recherche d’un zéro de cette
fonction s’écrit donc bien :

(0) 5
{ %) donné, (2.49)

a0 = 2B (2 — qz(F)),

(b) Soit (M), ey définie par (Z.39). D’apres le théoréme du cours, on sait que la suite (z(F)), e
converge de localement (de maniere quadratique) dans un voisinage de % On veut déterminer ici
Iintervalle de convergence précisément. On a z(F*1) = o (2(¥)) ol1 ¢ est la fonction définie par de IR
dans IR par ¢(x) = (2 — ax). Le tableau de variation de la fonction ¢ est le suivant :

r | o 1 2
a a

o'(z) | + 0 - (2.50)

p(x) | —oo S o N\ -0

11 est facile de remarquer que I'intervalle ]0, 1[ est stable par ¢ et que ¢(]1, 2[) =]0, L[ Donc si
2 €]L 2l alors (V) €]0, L[, et on se raméne au cas 2(¥) €]0, L.

On montre alors facilement que si z(© €10, %[, alors z(*+t1) > z) pour tout n, et donc la suite
(x(k) JnelN est croissante. Comme elle est majorée (par é), elle est donc convergente. Soit ¢ sa limite,
onal={(2—al),etcomme !>z >0,0onal=1

1 reste maintenant 2 montrer que si (%) €] — oo, 0[U] 2, +oo] alors lim,,_, 4 o 2(¥) = —o0. On montre
d’abord facilement que si (%) €] — 00, 0], la suite (,,)nen est décroissante. Elle admet donc une
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limite ﬁnie ou infinie. Appelons ¢ cette limite. Celle-ci vérifie : £ = £(2 — af). Si £ est finie, alors £ = 0
ou ¢ = = ce qui est impossible car £ < x (©) < 0. On en déduit que £ = —occ.
Enfin, l’étude des variations de la fonction ¢ montre que si z(?) €]2 =, +oo], alors (] — 00,0], et on
est donc ramené au cas pécédent.

2. (a) L’ensemble GL,(IR) est ouvert car image réciproque de I’ouvert IR* par I’application continue qui a
une matrice associe son déterminant.

(b) Lapplication T est clairement définie de GL,,(IR) dans GL,,(IR ). Montrons qu’elle est dérivable. Soit

H € GL,(IR) telle que B + H soit inversible. Ceci est vrai si || H|||| B~!|| < 1, et on a alors, d’apres

le cours : N
(B+H)™'= (B(Id+B'H)) ' =Y (-B'H)*B~..
k=0
On a donc: N
T(B+H)-T(B) = > (B'H)!*B™'-B"
k=0
= (Id+ Z —Id)B™*
—+o0
= Y (-B'H)*B.
k=1
On en déduit que
—+oo
T(B+H)-T(B)+B 'HB™' =) (-B"'H)"B™!
k=2

L application qui 2 H associe —B~'H B! est clairement linéaire, et de plus,
+oo
IT(B+H)—T(B)+ B HB || < B~ Y_(IB "I HI|)*.
k=2
Or || B71||||H|| < 1 par hypothése. On a donc

T(B+H)-T(B)— B 'HB! _ R
S | < 1B EE (B )

k=0
— 0 lorsque || H|| — 0.

On en déduit que I’application 7T est différentiable et que DT(B)(H) = —B~'HB~ .
(c) La méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction g s’écrit :

B° € GL,(R),
{ Dg(B™)(B™*! — B") = —g(B").

Or, d’apres la question précédente, Dg(B™)(H) = —(B")"'H(B™)~!. On a donc
Dg(B")(B"*! — B") = —(B")~'(B"" — B")(B")™!

La méthode de Newton sécrit donc :

B e GL,(R),
soit encore 0 ( )
B° € GL,(IR),
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(d) Par définition, on a :
Id— AB""' =1d — A(2B™ — B"AB™) =1d — 2AB"™ + AB"AB".
Comme les matrices Id et AB™ commutent, on a donc :
Id — AB""' = (Id — AB™).

Une récurrence immédiate montre alors que Id — AB™ = (Id — AB®)?". On en déduit que la suite
Id — AB™ converge (vers la matrice nulle) lorsque n — +oo ssi p(Id — AB®) < 1, et ainsi que la
suite B™ converge vers A~ si et seulement si p(Id — ABY) < 1.

Corrigé de I’exercice 75 (Méthode de Newton pour le calcul de la racine)
1.1 Par définition, I’algorithme de Newton s’écrit :

L _m DEE) gy @) -
7 () 22

1.2 (i) Par définition,

(0)y2 _ ) 0) _ \/X)Q
W) Sy @) =A@ VA
x Vi=z 520) V= 5200 > 0.

car z(°) > 0. On a donc bien z(!) > /. Supposons alors que () > /X pour tout £ < k ; on a alors :

(F)y2 _ ®) —/X)2
b)) _ =g _ B Ay (@ = VA
x Vi=z 520 A= 5200 > 0.
On a ainsi montré par récurrence sur k que z(* > /X pour tout k € IN,
1.2 (ii) Par définition,
ey @)=
2z(k)
Par la question 1, ()2 > X, et z®) > /A > 0. On en déduit que z**1) < z(¥) . La suite (2% )pen est
minorée et décroissante, elle est donc convergente. Sa limite ¢ vérifie :

([)2 - A
R S >
0 2 et/ \/X

2

(car z(F) > \/X), ce qui entraine () = V/\.
2. Comme A est diagonalisable dans IR, de valeurs propres strictement positives, il existe une base orthonormée
(w;)i=1,....n de vecteurs propres, tels que

Au; = \ju; pourtouti =1,...,n.

Soit p; = /A, pourz = 1,...,n (notons que les u; sont des réels positifs, puisque, par hypothese, A; € IR). Soit
B la matrice définie par Bu; = p;u; pour tout? = 1,...,n, et P dont les colonnes sont les vecteurs u;, qui est
aussi la matrice de passage de la base canonique a la base (w;);=1,... n.Ona A = P 'DPetB = P’lx/ﬁP, ol

D est la matrice diagonale de coefficients \; et v/D la matrice diagonale de coefficients ;. Et on vérifie que
B? =P '"VDPP'VDP =P 'DP = A.

Dans le cas particulier de la matrice 2 x 2 de 1’énoncé, qui est triangulaire supérieure, les valeurs propres de A
sont 1 et 2, et la matrice A vérifie donc bien les hypotheses de 1’énoncé. On peut facilement trouver les vecteurs
propres en remarquant que

c1(A) = Ay (A) = H et donc w; = ¢ (A) = H .
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On remarque ensuite que
ci1(A) +ca(4) =2 [ﬂ et donc up = B] :

(On peut aussi procéder par une identification des coefficients, si on a envie de se fatiguer...) On obtient donc

P= [(1) ﬂ etB:[(l) \/5\/%1}

3. Comme A et B sont supposées symétriques définies positives, elles sont diagonalisables dans R :

soit (A;)i=1,....n (pas forcément distinctes, car elles peuvent étre de multiplicité[?] supérieure a 1) et u; les vecteurs
propres associés 2 A. On a B?u; = Au; = A u;, et donc (B? — A?Id)u; = 0, pour touti = 1,. .., n. Comme les
matrices B et Id commutent, on a donc

(B + M\Id)(B — AId)u; =0 pourtouti =1,...,n

Or les valeurs —\; sont strictement négatives et ne peuvent don pas étre valeur propre de B, qui est symétrique
définie positive. On en conclut que B — \;Id)u; = 0, et donc

Bu; = M\ju; pourtouti =1,...,n,

ce qui détermine entierement B (car les u; forment une base). On a ainsi montré que B est déterminée de maniere
unique.

Les contre exemples a 1’unicité sont nombreux si on ne demande pas que B soit symétrique définie positive. Il
suffit de considérer par exemple A = Id et de vérifier que B = Id et B = —Id vérifient toutes deux B? = A.

4. Soit H € M,,(IR) ; par définition de F,
FIX+H) -F(X)=(X+H?-X*=XH+HX + H”

On a donc

F(X+H)-F(X)=DF(X)(H)+ H?avec DF(X)(H) = XH + HX.
L application DF(X) ainsi définie est bien une application linéaire de M,,(IR) dans M,,(IR)), ce qui prouve que
F est différentiable.
Attention, on ne peut pas écrire que DF'(X)(H) = 2X H, car les matrices H et X ne commutent pas en général.
On rappelle que deux matrices diagonalisables commutent si et seulement si elles sont diagonalisables dans la
méme base.

5.1 L’algorithme de Newton s’écrit :

X®) connu ,
X(kJrl) _ X(k) +Y
avec Y solution de X(WY + Y X*) = —(x ()2 1 4

© _ 4

7

5.2 (i) Notons d’abord que X (©) = Id et s’écrit donc bien X (0 = Pdiag(,ugo), o, )P puisque 1
pour tout 7. Supposons I’hypothese de récurrence

HR) X (k) est une matrice symétrique définie positive de valeurs propres (11\"))
associées aux vecteurs propres u; (vecteurs colonnes de la matrice P).

Montrons que u; est vecteur propre de la matrice X 1) ; par définition,

X(k+1)ul- = X(k)uz + YUZ = M,Ek)uz + Yui7

7. Ici la multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique vu que la matrice est diagonalisable.
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et par définitionde Y, on a:
XByu, + Y XHFy,; = —(X(k))zui + Au;.

Donc, comme u; est vecteur propre de A associé a A;, on a par hypothése de récurrence :
XOVu; + puP v = — (%) + M. (2.53)

Ecrivons alors la décomposition de Y u; sur la base (uj) j=l,n -

.....

n
Y'U/i: E a;Uy.
=1

En reportant dans (Z.33) et en utilisant & nouveau 1’hypothése de récurrence, on obtient :
n n
k k k
ST uy+ S aguy = ()2 + M. (2.54)
Jj=1 j=1

En prenant le produit scalaire de cette équation avec uy, ¢ # i, on obtient que :

K 2
(1 + i) = 0.
Comme la matrice X (%) est sdp, on a ,ugk) + ,uz(-k) > 0 et donc ay = 0 pour tout £ # i. En prenant ensuite le produit
scalaire de I’équation (2.34) avec u;, on obtient que :

2™ i = — ()2 + i

7

On a donc finalement

k
Vs = (=) + A,
My
ce qui détermine Y de maniere unique, et montre également que Y est symétrique, puisque Y s’écrit sous la forme
_ . k 1
Y = PAW P Lavec AW = diag (mwuﬁ ), e (—(u)? + m) :
1 n

On peut enfin calculer X ¥tV = X®) 1y = P(D®) + A®))P~1 Comme

1

i () + ),
2

(D) 4 AW, =y

on a donc bien
X+ — p=1 D p gayec DD = diag(,ugkﬂ), DY

de plus X ¥*+1) est s.d.p. puisqu’on a montré a la question 1 que 12" > \/X;.
(k)

5.2 (ii) On a vu a la question 1 que p;"’ converge vers v/A; lorsque k& — +00. On en déduit que X (k) converge

vers B quand k — +o0.

Corrigé de I’exercice[99] page (Autre démonstration de la convergence locale de Newton) Remarquons
d’abord que
Dg(z) = Dg(x) — Dg() + Dg(x) = Dg(z)(Id + 5)

ou S = Dg(z)~1(Dg(z) — Dg(z)). Orsi ||S|| < 1, la matrice (Id + S) est inversible et

1
1—|sI

I(Id+ 8)~"| <
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Nous allons donc essayer de majorer ||.S||. Par définition de S, on a :
IS < 1Dg(@)~"|| [[Dg(x) — Dg(@).|
Comme g € C?*(R",IR"), ona Dg € C*(IR",M,(IR))); donc par continuité de Dg, pour tout ¢ € IR”, il
existe a € R, tel que si || — Z|| < a alors ||Dg(x) — Dg(z)|| < e. En prenant e = W, il existe donc
a > 0tel que si x € B(Z,a) alors
1Dg(a) — Dg@)] < 55
g\T) — VIl = Sy 7= =1
2||Dg ()|
1
et donc si © € B(Z,a), alors ||S]| < 3 On en déduit que si z € B(Z,a) alors Id 4+ S est inversible et donc

que Dg(z) = Dg(Z)(Id + S) est inversible (on rappelle que Dg(Z) est inversible par hypothese). De plus, si
x € B(z,a)ona:
1

15|
etcomme (Id + S)~! = (Dg(z))~'Dg(z), ona | Dg(z) "1 Dg(z)|| < 2, et donc

[Dg()~H || < I(Dg (@) IlI|(Dg(x)) "' Dg(@)|| < 2/|(Dg(x))~" -

En résumé, on a donc prouvé I’existence de a et de a; = 2||Dg(z) || tels que si € B(Z,a) alors Dg(x) est
inversible et || Dg(z) 7| < a;.
Il reste maintenant a trouver as tel que

I(Id +8)~"| <

<2

)

2,y € B(Z,a) = ||g(y) — g(z) — Dg(x)(y — z)|| < azlly — =||*.

Comme g € C2(IR",IR"), on a donc Dg € C'(R",M,,(IR))) (remarquons que jusqu’a présent on avait utilisé
uniquement le caractere C'! de g). On définit la fonction ¢ € C*(IR,IR") par

o(t) =g(x+ty —z)) — g(z) — tDg(z)(y — x).

On a donc (1) = g(y) — g(z) — Dg(z)(y — x) (c’est le terme ont on veut majorer la norme) et ¢(0) = 0. On
écrit maintenant que ¢ est ’intégrale de sa dérivée :

o(1) — p(0) = / o ()dt = / Dyl +t(y — 2))(y — ) — Dy(a)(y — x)dt.

On a donc
(1) =) = llg(y) — g(=) — Dg(x)(y — )|

< /o HDg(xl—i— t(y —2))(y — 2) — Dg(z)(y — z)||dt (2.55)

< ly -zl / |Dg(a + t(y — ) — Dg(x)]|dt.

Pour majorer || Dg(z + t(y — x)) — Dg(x))||, on utilise alors le théoréme des accroissements finis (parfois aussi
appelé “théoréme de la moyenne™) appliqué & Dg ; de I’inégalité (2.33), on tire donc que pour x,y € B(Z,a) et
t€]0,1[:

1Dg(x +t(y —x)) = Dg(@)|| < tlly — 2| sup [[D(Dg)(O)llcmn v, m))- (2.56)

ceB(z,a

Comme D(Dg) = D?g est continue par hypothése, et comme B(Z, a) est inclus dans un compact, on a

as = Sélzp )||D(Dg)(0)|\a(mn,3vtn(m)) < +o0.
ceB(x,a
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De plus, ¢ < 1 et on déduit de (2.36) que :

[Dg(x +t(y —x) — Dg(x))|| < azly — ||,

et de I’'inégalité (2.33) on déduit ensuite que

lg(y) — g(x) = Dg(x)(y — =) </0 azlly — z|ldt lly — @[l = azlly — 2|,

ce qui termine la preuve. On peut alors appliquer le théoréme pour obtenir le résultat de convergence locale
du théoréme

Corrigé de I’exercice[96] page[72(Valeurs propres et méthode de Newton)  On écrit le systéme sous la forme
F(x,\) = 0 ot F est une fonction de R"** dans IR""" définie par

r-x—1

F =ren = (2770,

et on a donc

2T - 2

DF(NZ)(z,v) = ( Az — Az —v3 )

Supposons que DF(Z,\)(z,v) = 0, on a alors Az — Az — vZ = 0 et 2% - z = 0. En multipliant la premiére
équation par T et en utilisant le fait que A est symétrique, on obtient :

2 AT — Xz T—vZ-T=0, (2.57)

et comme AZ = \T et T - T = 1, ceci entraine que v = 0. En revenant a (2.57) on obtient alors que Ax — Az =0,
c.ad. que 2 € Ker(A — AId) = RZ car X est valeur propre simple. Or on a aussi z - z = 0, donc z | Z ce qui
n’est possible que si z = 0. On a ainsi montré que D f(z, /_\) est injective, et comme on est en dimension finie,
Df(z, /_\) est bijective. Dnc, d’apres le théoréme du cours, la méthode de Newton est localement convergente.

Corrigé de ’exercice[97| pageI73] (Modification de la méthode de Newton)

1.Si A € M,(IR) et A > 0, alors A’A + \Id est symétrique définie positive. En prenant A = Df(z(¥)), on
obtient que la matrice D f(z(*))!Df(2(*)) 4 X\Id est symétrique définie positive donc inversible, ce qui montre
que la suite (z(F)),,cy est bien définie.

2. Soit ¢ la fonction ¢ définie par (t) = f(tz®) + (1 — t)T), alors p(0) = f(T) = 0 et (1) = f(=¥)). Donc

1
£ = (1) = 0(0) = [ @Bt = (o -7 / 7% + (1 - 1))
0
On a donc
fa®) = @ —z)g(=™), (2.58)
oug(x fo (tx+ (1 —t)T)dt. La fonction g est continue car f € C*(IR,IR), et g(z) — f'(Z) lorsque z — Z.

La suite (")), v est définie par

1( (k)
1) _ g0 _ @) o
T =z f’(:c(’f))Q—i-/\f(x )
En utilisant (2.38)), on a donc :

f(a®)g(a™)

2D 7 = (2™ —7), otia, =1 —
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Soit a la fonction définie par :
f'(x)g(x

L )
a(z) =1 P2+ N

(=2
Onaa() = 1 - 75t €0, 1[.

En posant n = min{a(z)/2, (1 — a(z))/2}, on adonc n €]0,1/2[ et a(T) €]2n,1 — 27].
Comme g est continue, il existe a € IRY tq. si z €]T — ,F + af, alors a(z) €]n,1 — n[. Donc si (¥ €

7 —a,T+al,onaay €n,1—nletz) —T = ao(x® — ), et par récurrence sur k, ar €]n,1 — n[ et
k—1

) —F = iz ai(x(® —F) — 0 lorsque k — 400, ce qui prouve la convergence locale de la méthode.

3. Par définition de la méthode, on a :
g ) —z =™ 7 — (Df(®)Df(a®) + AId) "D f () f(x*))

En posant, pour t € IR, p(t) = f(tz® + (1 —t)T),ona:

1
fa®) - @) = / o (1)t
= G®)(e® —7),

ou G € C(R™, M, (IR)) est définie par

1
Glz) = / Df(tz + (1 — t)7)dt.
0
On a donc :
Y 7 = H(zW) (W —7), (2.59)
ou H € C(R", M, (IR)) est définie par :
H(z) = Id — (Df(z)'Df(x) + \d) " 'Df(x)'G(x).

On veut montrer que || H (2(®))|| < 1si 2(*) est suffisamment proche de 7. On va pour cela utiliser la continuité de
H autourde7.Ona:
H(T) =1d— (Df(@)'Df(T) + Md) " 'Df(@)'Df(T).

La matrice B = D f(T)! D f(T) est évidemment symétrique. On a donc :
H@)! = (Id— (B+Xd)'B)!
= Id—B(B+Md)™!

Pour montrer que H (Z) est symétrique, il reste & montrer que B et (B + A d) ' commutent.

Or (B + Ald)(B + Ald) ™" = Id.

Donc B(B + Ad)™* Id— \(B+ \d)™!
= (B+Xd) " B+ Xd) - XB+ \d)™*

(B + \d)"'B.

On en déduit que H(T) est symétrique. On a donc ||H(Z)||2 = p(H(T)). Calculons le rayon spectral de H(T).
Comme D f(Z)!Df(T) est diagonalisable dans IR, il existe Ay,..., A\, € R et (f1,..., f) base orthonormée
telle que :
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Deplus A\; > 0,i=1,...,n.Eneffet \; = Df(z)f; - Df(Z)f; > 0carle rang de D f(Z) est supposé &tre égal a
n (et son noyau est donc réduit a {0}).
Ona

H@)fi = fi — (Df(@)'Df(T) + Md) "\ fi

Or (Df(Z)'Df(Z) + Ald)f; = (\i + ) f;, donc

Df(f)th(T) + )\Id)*lfi = %—Mfl On en déduit que
N + A

H(f)flz,uzflv 7’:157”5 01\1/1121

Onadonc 0 < u; < 1etdonc p(H(Z)) < 1. On en déduit que | H(T)||2 < 1, et par continuité il existe o > 0 tel
que si ¢ € B(T, «) alors | H (z)]]2 < 1.
On déduit alors de (2.39) que la méthode est localement convergente.

Corrigé de I’exercice[100l page 173 (Convergence de la méthode de Newton si f/(Z) = 0) Comme f”(T) #
0, on peut supposer par exemple f”(Z) > 0; par continuité de f”, il existe donc n > 0 tel que f'(z) < 0 si
x €]T —n,T[et f'(x) > 0six €]T, T + |, et donc f est décroissante sur [T — 1, T[ (et croissante sur |Z,Z + 7).
Supposons zg €]T, T + 1|, alors f'(z9) > 0et f(xg) > 0.

On a par définition de la suite (2, )nen,

f'(wo)(x1 —w0) = —f(xo)
(@) — f(x0)

f'(&0)(T — xo), ot & €]T, o[

Comme [’ est strictement croissante sur |Z,Z + n[, ona f'(§) < f'(xo) et donc z1 €]T, zo].
On montre ainsi par récurrence que la suite (x,, ) e Vérifie

To>T1 >To...> Ty > Tpg1 > ... > .
La suite (2, )ne est donc décroissante et minorée, donc elle converge. Soit x sa limite ; comme
F () (@ni1 — xn) = —f(2y) pour tout n € IN,

on a en passant 2 la limite : f(z) = 0, donc z = .
Le cas " (T) < 0 se traite de la méme maniére.
Montrons maintenant que la méthode est d’ordre 1. Par définition, la méthode est d’ordre 1 si

[#nt1 — 7]

—pfelR:.
l|n —Z|| *

Par définition de la suite (2, )penN, ona:

f@n)(@nsr — xn) = = f(an) (2.60)
Comme f € C*(R) et f'(T) = 0, il existe &, €|T, x| et n, €]T, xn] tels que f'(x,) = f"(&n)(zn — T) et
—flzn) = —%f”(nn)(f — 2,,)2. On déduit donc de Z:60) que

J(E) st =) = =" Om) e — ),
Soit f/(60) (@ni =) = (=58 m) + "(60)) (@ ~ )
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On a donc

n - 1 " n 1
M:| _ L (n)|—>—10rsquen—>—|—oo.

2 ") 2

l&n — |

La méthode est donc d’ordre 1.
On peut obtenir une méthode d’ordre 2 en appliquant la méthode de Newton a f.

Corrigé de I’exercice 101] page (Point fixe et Newton) 1) Pour que la suite (2, ),cn soit bien définie, il
faut que ¢’ o f(z,) # 0,Vn € IN. On remarque tout d’abord que ¢'(f(Z)) = ¢'(&) # 0, par hypothese. Or
g€ C3(R,R) et f € CHIR,IR), donc ¢’ o f est continue ; on en déduit qu’il existe > 0 tel que |¢' o f(x)| >
9'(@)

2
Pour montrer que la suite est bien définie, il reste & montrer que la suite (z,,)neN est incluse dans cet intervalle.
Pour ce faire, on va montrer que h est contractante sur un intervalle |z — «, Z 4+ «f. En effet, on a

>0,Vz €]z —n,x + 1.

I 1 / ! ! ”
W(z)=1- W(g () =g o f(x) = f(2)g7(f(2))g(x))

Donc 1
h/ ) =1-— _ g/ T 2 = 0.
(%) 7(9,@))2(( (%))
Comme g € C3(IR,R) et f € CY(IR,IR),onah € C*(IR,IR) et donc i’ est continue. On en déduit qu’il existe
8>0tq.h(z) < 1,Vz €]z — B,%+ G[. Soit a = min(n, 8). Sur I, =] — , T + af, onadonc g’ o f(z) # 0
et h'(x) < 1. En particulier, h’ est donc contractante sur /. Donc si 29 € I,,, on a

|21 = @[ = [h(xo) — h(Z)| < |z0 — Z|

et donc z1 € I,,. On en déduit par récurrence que (z,,)neN C I, et donc que la suite est bien définie.
Par le théoréme du point fixe, on en déduit également que (z,,),cN converge vers 1’unique point fixe de h sur I,
c’est a dire z, lorsque n — +o0.

2) Montrons que M est borné indépendamment de n. En effet, on a :
Tp —
Tpny1 — T =h(z,) — T
g’ o f(zn)
Comme ¢(Z) = 0, on a donc :
$n+1—f':$n—f—g(xn)_€(x) /.”L'n—SC '
Tp — T g o f(zn)

Par le théoréme des accroissements finis, il existe &, € I, tel que

Ty, — T

On a donc B
Ty — T

- / o
Tntt =T = [9'(f(zn)) = g'(&n)]
Comme g € C3, on peut appliquer 2 nouveau le théoréme des accroissements finis sur ¢’ : il existe ¢,, € I, tel que

9'(f(@n)) — 9'(&n) = 9" (Co)(f (¥n) — &n)-
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On a donc : | _|
= _ Ln — X " - =
Tnt1 — 7| —7|g,of(xn)|lg CIf (@n) =247 — &
|xn_‘%| " =
<2/—— g (Gn)2]|zn —
eSO

On a donc finalement 4

lg'(Z)]

|[Tng1 — ] < sup lg"||zn — Z|?

Ce qui montre que la convergence est d’ordre 2.
3)Allons-y pour les développements limités, dans la joie et I’allégresse. .. On pose @ = ¢'(Z) , 8 = ¢"(Z), et
~ = f'(Z). on notera dans la suite a, b, et ¢ des fonctions bornées de IR dans IR, telles que :
g9(x) = (z — 2)a+ (z — 2)*B + (z — 7)°a(x)
g'(@) = a+28(z — ) + (v — 7)*b(w)
fl@)=Z+~(z—2)+ (z — )%c(a).
On a donc :

g(f(@) =a+28(f(x) —2)+ (f(z) — 2)*b(x)

= a+2p8y(z — ) + (v — 2)d(2),

ou d est aussi une fonction bornée de IR dans IR. On en déduit que

(x — Z)a+ (22)%6 + (z — 7)3a(x)
T 267z —7) + (o~ DPd()

hz) =x—

=x— |(r—2)+ (z — :E)é + (x — :v)?’?i(:c)} {1 — 2%(3@ —7) + (x — 2)%d(z).

«

On en déduit que h(z) = & + =(2y — 1)(z — Z)? + (z — 7)>d(x), ot d est encore une fonction bornée.

Cette formule donne :

é B ~
(0%

Tyl — T = 5(27 —D)(zy — 2)* + (2, — 2)3d(z0),

. . N 1 . _ 1 . .
ce qui redonne 1’ordre 2 trouvé a la question 2; dans le cas ou v = 3 i.e. f’(:v) = 3 on obtient bien une
convergence cubique.

1
4) Comme ¢’ ne s’annule pas sur I3, la fonction f est de classe C? sur I, et f'(z) = 7

Soit v = min(a, ), oll v est défini a la question 1.
Les hypotheses des questions 1 et 3 sont alors bien vérifiées, et 1’ algorithme converge de maniere au moins cubique.

Corrigé de ’exercice page[174] (Variante de la méthode de Newton)

1.  Onaévidemment (0 =z, € I. Supposons que z(®) € I et montrons que 2t ¢ . Par définition, on
peut écrire :
k1) _ (k) _ f(fl?(k)) — f(=o) _ f(flfo)'
f'() f'(y)

2(

Donc

F(&) (@) — o) = f(xo)

2D o =2 — g — () , ou &, € [xo, I(k)]-
On en déduit que
2D _ _(1_ f'(&n) (k) _ _ f(x0)
U= P ) Ty
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Ceci entraine :

1 |f (o)
(k+1) _ - f/ g _ f/ (k) _ +
T T n y)||lx T
1
=~ )\ﬁC—F ﬁ)\ &
Donc z**+1) e .
2. Ona:
LD oz ) f™) — f(z) _ f@) '
[ () f'(y)
1
Donclz ™1 —z| < o — || f'(y) - ()] T [z, 2];
Y
Par hypothese, on a donc
e+ —z| < |2 — f%A
< E|x(k) — x|
2

On en déduit par récurrence que
c
|z — 3 < — 2@ — 7.
2n

Ceci entraine en particulier que
z® Sz
n — 4o0.

Il reste a montrer que la convergence est au moins linéaire. On a :

|I(k+1) — 1_7| l 1( (k) 1
el R — 'z
st L ORSN Gl
2+ — 7| f'(x)
1- =p =
N I I L
n — +00

La convergence est donc au moins linéaire, elle est linéaire si f/'(z) # f/(y) et super-linéaire si f'(z) =
f'(w).

3. Le fait de remplacer y par 3*) ne change absolument rien 2 la preuve de la convergence de (%) vers z. Par
contre, on a maintenant :

|‘T(k+1) — j' 1 ! 1
= = ) =)l
FEEEE TN
= [ () |
f'(yn)
Or f'(nn) N f'(z) etdonc si f'(yn) i 1/(Z) la convergence devient superlinéaire.

4. Pour n > 1, I’algorithme se généralise en :

20 = g,
gD = 20 — (DF(y)) = f(zR).
On a donc

2T — g = 2™ — a9 — (DF(y)) 7 (f(a™) = f(w0) = (DF(y)) " flwo). (260

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 1 93 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



2.3. METHODE DE NEWTON DANS R CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

On définit ¢ : R — IR" par ¢(t) = f(tz®) + (1 —t)z(?)). Ona
@' (t) = Df(tx™ + (1 = 1)z O)(z®) — 2(©)).
et donc

F@®) = f(z@) = o(1) = 0(0)

1
/ o
0
1

Df(tz™® + (1 — )z @) (z® — z()at.
0

L’ égalité (2.61)) s’écrit donc
1
24 40) (Id ~(7w) [ Dl + (- t>w<o>>dt) (@® — 2®) _ (Df(y)~"F(x0)
0

= @i ([ (D101 = DFea® + (1= 0a) e ) (@ =) = (DF () (a0

On en déduit que :

o440 20 < D1 [ 1PS) - DI + (1 = 02Ot o)~ 20
+ @) f @)l (2:62)

Si on suppose que z(¥) € I, alors tz(®) 4+ (1 — t)2(®) € I. L’hypothése (iii) généralisée a la dimension n
s’écrit : 1
IDf(@) = Df )]l < 55 V(@.y) € I7,

si on suppose de plus que

(i) | (@o)l| < 55 et

Av) [(Df(z))~ Y| < A Vzx € I, alors2.:62] donne que

a0 - 20|

IN

(k) _ ..(0) i
|E3 x H)\2 +/\2/\

IN

C.

ce qui prouve que z(*t1) e T.

1
On montre alors de la méme maniére que P = 7, (car |2F+D — z|| < 3 |z®) — z|).

Corrigé de ’exercice[@8]page (Méthode de Newton)

1. Soient u et v solutions du systeme non linéaire considéré. On a alors :

(A(u —v)); + a;(f(u;) — f(v;)) =0pourtouti =1,...,n.

Doncz (u — ) u—v)i—l—zozi(f(ui) — f(vi))(u; —v;) = 0.

Comme f est croissante, on a f(u;) — f(vi)(u; —v;)) >0Vi=1,...,n
On en déduit que A(u — v) - (u — v) = 0. Comme A est symétrique définie positive, ceci entraine v = v.
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2. Soit F' la fonction de IR™ dans IR"™ définie par :
(F(u)); = (Au); + a; f(wi), i=1,...,n.
Comme f € C?(R,IR),ona F € €2(IR",IR"). La méthode de Newton de recherche d’un zéro de F' s’écrit
wFED — (k) _ (DF(u(k)))flp(u(k)).

D’apres un théoreme du cours, la méthode de Newton converge localement (avec convergence d’ordre 2) si
la matrice jacobienne D F'(u) est inversible, ot & est I’'unique solution de F'(u) = 0.

Calculons DF'(u) :
ona
(F(u))i = (Au); + o f(u;), pouri =1,...,n, etdonc

(DF(u)-v)i = (Av)i + aif (ui)vi

ou D = diag(ay f'(u1), ..., anf (uy)). Comme a; > 0et f/(u;) > 0 pour tout i = 1, n, la matrice A + D
est symétrique définie positive donc DF'(u) est inversible.

On en déduit que la méthode de Newton converge localement.

Corrigé de ’exercice page (Méthode de Steffensen)

1.  Comme f'(T) # 0, il existe & > 0 tel que f soit strictement monotone sur B(T, @) ; donc si f(z) = 0 et
x € B(Z,a) alors x = T. De plus, comme x + f(z) — T lorsque © — 7, il existe « tel que si z € B(T, «v),
alors f(x + f(z) € B(Z,&). Orsi z € B(z,a), ona:f(x) # 0siz # T, donc « + f(z) # x et
comme x + f(x) € B(T,a) ou f est strictement monotone, on a f(z) # f(z + f(x)) siz # T. On
en déduit que si z, € B(T, ), alors f(x, + f(zn)) # f(zn) (si 2, # T) et donc x4 est défini par
o U)?

2. Montrons maintenant que la suite (z,,),en Vérifie :

. Ceci est une forme de stabilité du schéma).

Tpy1 — T = a(z,)(x, —T)? siz, #T etxg € B(T,a),

ol a est une fonction continue. Par définition de la suite (2, ),cN, Ona:

_ (f(xn))Q

Tptl — T =Ty — T — . (2.63)

f(@n + f(2r) = f(20)

Soit 1, : [0,1] = IR la fonction définie par :

Y (t) = f(zn +tf(2n))
Onavy, € 62(]07 1, R), ¥n(0) = f(zn) et n(1) = f(zn + f(20)).

On peut donc écrire :

F(@n + F(@n)) = F(n) = (1) = $n(0) = / (bt

Ceci donne :

1
F(n+ fan)) — Fen) = / £+ tf (@) f ()t

On pose maintenant &, (t) = f'(x, + tf(xy)), et on écrit que &, (t) = /Ot &, (s)ds + &,(0).
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On obtient alors :

1 t
F(n + F(ea)) — Fan) = Fon) [f(acn) | [ s sst@as+ ). (2.64)

Soit b € C(IR, IR) la fonction définie par :

bz) = /01 (/Ot il + sf(x))ds) .

Comme f € C(IR,IR), onab(z) — %f”(f) lorsque . — T
L égalité (2.64) s’écrit alors :
f@n + f(20)) = f(2n) = (f(xn))%(xn) + f(@n) f' (zn). (2.65)

Comme zy € B(Z,«),onax, € B(T,«)etdonc f(z,) # 0siz, #7.

Donc pour z,, # T, on a grace a 2.63) et 2.63) :

f(n)
F(@n)b(zn) + f'(20)) (2.66)

Tptl — T =Ty — T —

1
On a maintenant —f(z,,) = f(T) — f(zn) = / ' (t)dt ob ¢ € C* (IR, IR) est définie par p(t) =
0

faz+ (1 —t)xy,).
Donc

1
_f(g;n):/o T+ (1 —t)x,) (T — x,)dt.

Soit x € C'(IR,R) la fonction définie par x(t) = f'(tT + (1 — t)zn),
onax(0) = f/(z,) etdonc:

~fe) = [ 1 [ / (P54 (L= 8)a) (@ — ) + (@) ds(E — m} "

Soit ¢ € (IR, IR) la fonction définie par

o(x) = /O 1 ( /O s (1 s)x)ds) dt,

1
onac(z) = gf”(f) lorsque z — T et :

—f(xn) = c(z)(T - xn)Q + f/(xn)(f — Tn)

De cette égalité et de (2.66), on obtient :

(xn)(@n —T) = ['(zn)
f(@n)b(zn) + f'(25)
(xn - E)

= Fab) £ ey )@ = wn) b(n) = f@n) (@ = 2n)b(an) + (@)

+C(xn)(xn - E) - fl(xn)) .

_ _ c
Tpt1 —T=(Tp, —T) |1+
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On en déduit :
(ny1 —T) = (zn — T)%a(z,) (2.67)

c(@)b(x)(x =) + f'(2)b(x)b + c(x)
f(@) + f'(x)

a(x) =
La fonction a est continue en tout point x tel que

D(z) = f(z)b(x) + f'(z) # 0.

Elle est donc continue en T puisque D(T) = f(Z)b(z) + f'(T) = f'(T) # 0.
De plus, comme f, f’ et b sont continues, il existe un voisinage de T sur lequel D est non nulle et donc a
continue.

3. Par continuité de a, pour tout ¢ > 0, il existe - > 0 tel que si z € B(T, 1) alors
la(z) — a(T)| < e. (2.68)

Calculons

f'(@)b() + (T)
/(@)
1+ /(%)

Lnp 1 1@
/(@)

= @ = 5.

1 1
Soit v = mi ————); si B(z,~), al < 1 grace a set|le — 7| £ ———.
oit y = min(n, 2([34—1)) siz € B(T,7), alors |a(z)| <+ 1 grice a (2.68), et |z — T ST 1)

On déduit alors de 2.67) que si z,, € B(T,~), alors

1
|[Znt1 — T| < §|517n -

Ceci entraine d’une part que z,4+1 € B(T,y) et d’autre part, par récurrence, la convergence de la suite
(Tn)nen vers T.
11 reste a montrer que la convergence est d’ordre 2. Grace 2 2.67), on a :

|xn+1 - f|

e g
n

Or on a montré a I’étape 3 que a est continue et que a(z) — 4 € IR. On a donc une convergence d’ordre au
moins 2.

Corrigé de ’exercice page (Méthode de Newton-Tchebychev)
1.

(a) PF comme Point Fixe... parce que c’est effectivement un algorithme de point fixe.

(b) Comme f’(x) = 0 la continuité de f’ donne que pour tout ¢ > 0, il existe a(e) tel que si [y — | < a(e)
alors | f/(y)| < e. On obtient donc le résultat souhaité en prenante = £ et a = a(3).

(c) Itération n = 0 On a bien 29 € B(Z,a). Itération n + 1 On suppose z,, € B(Z, 3+). Comme z,, et
Z € B(Z,a), on a par le théoréme des acroissements finis :

Tyl — T = f(xn) — f(Z) = f(c)(x, — T) avec c € B(Z, a),

etdonc |zpt1 — Z| < 3lon — Z| < 57 et g1 € B(T, 51 )-
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(d) On vient de montrer que si zo € V alors |z, — Z| < z%r — 0 lorsque n — 400, ce qui montre le résultat.
(e) Comme x,, € B(Z,a), par Taylor Lagrange, il existe ¢, € B(Z,a) tel que
_ _ _ 1 _ _ 1 _
F@n) = f@) + (@ = 2)f' (@) + 5 (@0 = 2)*"(2) + G (@n = 2)° " (cn)
Donc |@n41 — | < Bla, — Z*, avec = ¢ sup | f"(z)]
z€B(Z,a)
2. Enposant f(z) = x + h(z)g(z),ona
f'(@) =14 W (2)g(x) + h(z)g'(z)
f'(x) = h"(z)g(z) + 2h/ (2)g (x) + h(z)g" (x)
On en déduit que f/(z) = 1+ h(Z)g'(Z) et f"(z) = 2h'(Z)g'(Z) + h(Z)g" (Z). En appliquant la question 1, on
= f =

remarque que pour avoir la convergence cubique, il suffit que f/(z) "(z) =0,c.ad.

ey 9" (@)
eth'(z) = Ik

3. Si ¢’ ne s’annule pas, on peut définir la fonction 4 de IR dans IR, par

1 g"@)g@)?

On vérifie alors facilement que h € C3(IR, IR), et que :
g"(x)
2(g'(7))?
Les conditions des questions 1 et 2 sont donc satisfaites et la suite construite par Tchebychev converge localement
avec une vitesse cubique.

h(z) = ———=eth'(z) =

q'(7)

Montrons maintenant que la suite converge localement méme si ¢’ s’annule. Comme ¢'(z) # 0 et que g est
continue, il existe b > 0 tel que ¢'(y) # 0 pour tout y € B(Z, b). On prend xg € B(Z,b). On a vu a la question 1
que |z, — & < 5|z — Z| sizg € B(Z,a). Donc si zy € B(Z,min(a,b)), la suite est bien définie (car elle reste
dans une boule ol g’ ne s’annule pas) et converge localement avec une vitesse cubique.

Corrigé de ’exercice[103 page (Méthode de la sécante)

1. Supposons z,,_1 et x;,, connus.
Pour que x,,41 soit bien défini, il faut et il suffit que f(x,) # f(x,—1). Or par hypothese, f'(z) # 0. On en
déduit qu’il existe un voisinage de z sur lequel f’ est monotone, donc bijective. Donc il existe 7 tel que si
Ty Tn—1 E|T — &1, T + 1], Tp # Tp_1 et x, # T, alors f(x,) # f(zn—1). De méme, toujours par injectivité
de fsur]T —e1,T+e1[,ona f(x,) # 0.
En choisissant g et 21 dans I’intervalle |T—e1, T +¢1[, on a par une récurrence immédiate que la suite (2, )neN
est bien définie.
Par définition, si f(z,) # 0,ona:

= - f(‘rn) — f(.’f) — Tp — Tn—1
Tpgl — T =Ty — T — ——"—2 (1, — T )
" =t T D T = o)
En notant I (a, b) Uintervalle d’extrémités a et b, il existe donc 8,, € I(z,x,) et , € I(xp—_1,x,) tels que
_ _ f'(0n) f(0n)
Tpa1 — T = (xy —2)(1 — ,,etdonc: e, = |1 — [
* ( AT (Y A=l
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f'(0n)
f'(Gn)
En posant e = min(e1,e2), on a donc par récurrence le fait que si xq et x1 appartiennent a I'intervalle |T —
e, T + ¢, la suite (z,,)nen est bien définie et la méthode de la sécante est localement convergente.

Or f’ est continue, il existe €5 tel que xy,, T,,—1 €]T — €9, T + €3], alors 1 — <1/2,etdonce,q1 < —en

2(a) Par définition,

. _ f(xn) — f(T) _
e = O ) — Flan) T )
Donc :

(f(xn) - f(xnfl)emrl = enf(xn) - enf(xnfl) - f(xn)en + f(xn)enfl (2.69)
_enf('rnfl) + f(xn)enfl (270)
= enen (L@ _ @)y @2.71)

€n €n—1
Or '(en) =l ) 1@ (resp, L@n=r — 1 (z"eni 1@ )est 1a valeur moyenne de f' sur I'intervalle d’extrémités

T, T, (resp. T, :cn 1) Onen dedult que (f(zn) — f(zp—1)ent1 = enen—1(ttn — n—1), d’olt le résultat.

(@Dt = [ " fye

on en déduit que la fonction 4 est continue et dérivable et sa dérivée ' vérifie :

(& =Z)p'(2) + plx) = f'(2), Vo > 7.

(b) Si x > 7, la fonction p vérifie :

soit encore

W) =2 /(“Z) - M) s r (2.72)

Or
pa) = —=(f(x) ~ @) @73)
= (@) - (F@) + @ D @) + 5@ -2 @@ -2 T

On en déduit que
1
pz) = f'(2) + 5@ —2) (@) + (v = F)%(2).
Et finalement, en reportant dans (2.72) :

1
w(z) = 5f"(gc) + (x —T)e(z), Vo > 7. (2.75)
On en déduit que 1’ admet une limite lorsque x tend vers T par valeurs positives. Le méme raisonnement pour
x < T donne le méme résultat.

Enfin, comme f € C?(IR,IR), on peut passer a la limite dans (2.73) et on obtient :

lim 4/ (z) = lf”(f). (2.76)
Tr—T 2
(c) Par définition, on a
|M(xn) B M(xn—l) Tp — Tp-1 MI(<n)

M, =

Tp — Tn-—1 f(xn) - f(xnfl) f/(gn),
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2.3. METHODE DE NEWTON DANS R CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

ol ¢, et &, sont compris entre x,,_1 et Z,, (par le théoréme des accroissements finis). Comme la suite (2, )neN
tend vers T, comme f’ est continue et grice a (2.76), on a :
= 122)
n—+o00 " 2 f’(f) ’

Notons que cette limite est finie car f'(Z) # 0 par hypothése. On en conclut que la suite (M, ) e est bornée.

3(a) La relation a démontrer est vérifiée pour n = 0 et n = 1. Supposons-la vérifiée jusqu’au rang n. On a par
définition : ap41 = anan—1 > Me,Me,_1. Or par la question 2a, eye,—1 = Mpen+1 < Mey41. Onen
déduit que la relation est encore vérifiée au rang n + 1.

(b) Par définition, a; = Me; = M(x; — T), pour i = 0,1, donc si zg, 21 €]T — €1, T + 1] avec g1 < 1/M,
alors agp < leta; < 1. On en déduit alors facilement par récurrence que la suite a,, < 1, et donc que la suite
(an)new est strictement décroissante. Elle converge donc vers une limite a qui vérifie a = a’eta < 1.0On
en déduit que la limite est nulle.

(c) On pose b, = Ina,, on a donc
bpt1 =bp +bp-1,¥n >1 .77

L’ensemble de suites (b, ),en Vérifiant (Z77) est un espace vectoriel de dimension 2. Pour trouver une base
de cet espace vectoriel, on cherche des éléments de cet espace sous la forme b,, = 7™, n > 0. Une telle suite
vérifie si et seulementsir? = +1,cad. r = %\/5 Si la suite (b, )new vérifie 2.77), il existe donc
CeRetD € 1R tels que

1+5 1-5

by, =1In(ay,) = C( 5 )" 4+ D( 5 ).

On en déduit que a, < aB?", avec d = 1+2—‘/5, a = elPlet B = €. Notons qu'on a bien 0 < § < 1 car
C < 0 puisque In(a,,) < 0, pour tout n € IN.

(d) Par la question 2(c) et I'hypothése f”(Z) # 0, on déduit que M > 0. Comme e, ; = M,e,e,_1,0n a
Ineypt 1 =InM, +1ne, +1Ine,_1;sionpose 8, =Ilne,11 —dlne, (pourn > 0, on a donc

Bn = (1—d)lne,+1lne,—1+InM,
= (1-d)(Bp-1+dne,—1)+Ine,—1 +InM,
(1—=d)(Bn-1+ (1 —d)dne,_1)+1ne,_1 +InM,.

Or (1 — d)d = —1 car d est racine de I’équation : d*> — d — 1 = 0. On obtient donc finalement
Bn = (1 - d)ﬂnfl +1n M,.

On pose maintenant 8,, = Cy, (1 —d)™ (obtenu par “variation de la constante" C pour la solution de I’équation
homogene 3, = (1 — d)5,—1). On obtient alors

Co(l1=d)" =1 —=d)Cp_1(1 —d)" " +1nM,.

Ceci entraine :

In M,
Cn — Cn—l + m
Donc
~ In M,
Con=Cot ) a—dp
p=1

et comme la suite (M,,)nenN est bornée, la série de terme général (llr‘_—]\gfp est convergente. Comme (1 — d)™
tend vers 0 lorsque n tend vers ’infini, on en déduit que 5, — 0. On a donc lne,,+1 — dlne, — 0, i.e.
% — 1 lorsque n — +00.

(e) Lordre de convergence de la méthode de la sécante est d = 1+2\/5 < 2, donc plus faible que I’ordre de

convergence de la méthode de Newton.
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Chapitre 3

Optimisation

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Extrema, points critiques et points selle.

L’ objectif de ce chapitre est de rechercher des extrema, c’est-a-dire des minima ou des maxima d’une fonction
f € C(IR™,IR) avec ou sans contrainte. Notons que la recherche d’un minimum ou d’un maximum implique que
I’on ait une relation d’ordre, pour pouvoir comparer les valeurs prises par f. On insiste donc bien sur le fait que
la fonction f est a valeurs dans IR (et non pas IR", comme dans le chapitre précédent). Rappelons tout d’abord
quelques définitions du cours de calcul différentiel.

Définition 3.1 (Extremum d’une fonction). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR.
On dit que T est un minimum local de f s’il existe un voisinage V' de x tel que

f(@) < f(z),VzeV.
De méme, on dit que T est un maximum local de f s’il existe un voisinage V de T tel que
f(@) > f(x),Vz e V.

On dit que T est un extremum local de f si c’est un minimum local ou un maximum local.
On dit que T est un minimum global de f si

f(z) < fz),Vz € E.
De méme, on dit que T est un maximum global de f si
f(@) > f(z),vx € E.

On dit que T est un extremum global de f si c’est un minimum global ou un maximum global.

Le probleme d’optimisation sans contrainte s’écrit :

Trouver z € IR™ tel que : (3.1)
(7)< f(y), VyeR™ |
Le probleme d’optimisation avec contrainte s’ écrit :
Trouver z € Ktel que : (3.2)
(7)< f(y), VyeK. |
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3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS CHAPITRE 3. OPTIMISATION

ol K € R" et K # R™ L’ensemble K ou I’on recherche la solution est donc 1’ensemble qui représente les
contraintes. Par exemple, si 1’on cherche un miminum d’une fonction f de IR dans IR et que I’on demande que les
points qui réalisent ce minimum soient positifs, on aura K = R ;..

Si Z est solution du probleme (3.1), on dit que * € arg I?{inf , et si  est solution du probleme (3.2), on dit que
T € arg m}%n f

Vous savez déja que si un point z réalise le minimum d’une fonction f dérivable de IR dans IR, alors f'(Z) = 0.
On dit que c’est un point critique (voir définition[3.2)). La réciproque est évidemment fausse : la fonction z — z3
est dérivable sur IR, et sa dérivée s’annule en 0 qui est donc un point critique, mais 0 n’est pas un extremum (c’est

un point d’inflexion). Nous verrons plus loin que de maniére générale, lorsque la fonctionnelle f est différentiable,
les extrema sont des points critiques de f, au sens ou ils annulent le gradient.

Définition 3.2 (Point critique). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR différentiable. On dit que x € E
est un point critique de f si D f(z) = 0.

Pour illustrer un cas de point critique qui n’est pas un maximum ni
un minimum, prenons un exemple en dimension 2, avec

f(z1,29) = x% — :v%
On a alors
Df(acl,:vg)(hh hg) = 2(.I'1h1 — xghg) et Df(O, 0) =0.

Le point (0, 0) est donc un point critique de f. Si on trace la surface

x — 22 — 3, on se rend compte que le point (0,0) est minimal

dans une direction et maximal dans une direction indépendante de la
premiere. C’est ce qu’on appelle un point selle

Définition 3.3 (Point selle). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR. On dit que T est un point selle de f
s’il existe I et G des sous espaces vectoriels de E tels que E = F @© G et un voisinage V de x tel que

f(@+2) (z),Vze F;x+2z€V,
T

<f
f@+2)> f(x),VzeG;z+2z€V.

3.1.2 Convexité

Définition 3.4 (Convexité). Soit E un espace vectoriel (sur IR) et f : E — IR. On dit que f est convexe si
ftx + (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y) pour tout (x,y) € E* ett € [0,1].
On dit que [ est strictement convexe si

fltz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) pour tout (x,y) € E* t.q. x # yett €]0,1].

Proposition 3.5 (Premiere caractérisation de la convexité). Soit E un espace vectoriel normé (sur R) et f €
CL(E,R) alors :
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3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS CHAPITRE 3. OPTIMISATION

1. la fonction f est convexe si et seulement si f(y) > f(x) + Df(z)(y — ), pour tout couple (x,y) € E?,

2. la fonction f est strictement convexe si et seulement si f(y) > f(x) + Df(x)(y — x) pour tout couple
(r,y) € E? tel que x # y.

DEMONSTRATION —  Démonstration de 1.
(=) Supposons que f est convexe : soit (x, ) € E?; on veut montrer que f(y) > f(z) + Df(z)(y — ). Soit t € [0, 1],
alors f(ty + (1 — t)x) < tf(y) + (1 —¢)f(z) grice au fait que f est convexe. On a donc :
fle+t(y — =) = fz) <t(f(y) - f(2)). (3.3)
Comme f est différentiable, f(z + t(y — z)) = f(z) + Df(z)(t(y — x)) + te(t) ou £(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers
0. Donc en reportant dans (3.3),
e(t) + Df(x)(y — =) < f(y) — f(z), V€O, 1.

En faisant tendre t vers 0, on obtient alors :
fy) = Df(z)(y —z) + f(z).

(<) Montrons maintenant la réciproque : Soit (x,y) € E?, ett €]0,1[ (pour t = 0 ou = 1 on n’a rien a démontrer). On
veut montrer que f(tx + (1 —t)y) < tf(xz) + (1 —¢)f(y). On pose z = tx + (1 — t)y. On a alors par hypothese :

fly) =2 f(E)+Df()(y - 2),

et f(z) = f(2) + Df(2)(z - 2).

En multipliant la premiere inégalité par 1 — ¢, la deuxieéme par ¢ et en les additionnant, on obtient :
(L=0f() +tf(x) = f(z)+ (1 -t)Df(2)(y - 2) +tDf(z)(x - 2)
(A=0)f() +tf(x) = f(z)+Df)(A -ty —2) + iz - 2)).

Et comme (1 —¢)(y — 2) + t(x — z) = 0,onadonc (1 — t) f(y) + tf(x) > f(z) = f(tz + (1 — t)y).

Démonstration de 2

(=) On suppose que [ est strictement convexe, on veut montrer que f(y) > f(z) + Df(z)(y — ) si y # z. Soit donc

(x,y) € E*, 2 # 5. On pose z = %(y — x), et comme [ est convexe, on peut appliquer la partie 1. du théoréme et écrire

que f(z +2) > f(z) + Df(z)(2). Onadonc f(z) + Df(z)(L5%) < f(Z5L). Comme f est strictement convexe, ceci
entraine que f(z) + Df(z)(452) < 3(f(z) + f(y)), d’o le résultat.
(<=) La méthode de démonstration est la méme que pour le 1. ]

Proposition 3.6 (Seconde caractérisation de la convexité). Soit E = R" et f € C?*(E,R). Soit H¢(x) la
hessienne de f au point z, i.e. (Hy(x)); ; = 07 f (x). Alors
1. f est convexe si et seulement si H¢(x) est symétrique et positive pour tout x € E (c.a.d. Hf(x)" = Hy(x)
et Hy(x)y -y > 0 pour tout y € R"™)
2. f est strictement convexe si H(x) est symétrique définie positive pour tout x € E. (Attention la réciproque
est fausse.)

DEMONSTRATION —  Démonstration de 1.

(=) Soit f convexe, on veut montrer que H s () est symétrique positive. Il est clair que Hy(z) est symétrique car 8; ; f =
93 . f car f est C*. Par définition, H(z) = D(V f(z)) et Vf € C'(IR",IR™). Soit (z,y) € E?, comme f est convexe
et de classe C, on a, grice 2 la proposition 3.3]:

fy) = f(2) + V() (y — ). (3.4
Soit p € C?(IR, R définie par p(t) = f(z + t(y — x)). Alors :
fly) = f(z) = (1) —(0) = / ¢ (t)dt = [¢"()(t = 1)]o — / ¢ (t)(t — 1)t
0 0

c’est-adire : f(y) — f(z) = —0—f0 Y1 —¢)dt.Or¢’(t) =V f(z+t(y—=x)) - (y — ), et

¢'(t) = D(Vf(x +t(y — ))(y —z)-(y—2z)=Hi(@+tly—2))(y—z) (y — ).
On a donc :

fly) = f(z) = V(@) (y — ) +/ Hy(z +t(y —=))(y — ) - (y — x)(1 — t)dt. 3.5)
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Les inégalités et entrainent : fol Hi(z+tly—z))(y—x) - (y—2)(1 —t)dt > 0Va,y € E.Onadonc:

1
/ Hy(x +tz)z-z(1—t)dt >0 Vz,Vz € E. (3.6)
0
En fixant x € E, on écrit (3.8) avec z = gy, e > 0,y € IR™. On obtient :

1
52/ Hy(x +tey)y-y(1 —t)dt >0 Vx,y € E, Ve > 0, etdonc:
0

1
/ Hf(xz+tey)y-y(1l —t)dt >0 Ve > 0.
0
Pour (z,y) € E? fixé, H(z + tey) tend vers Hz(z) uniformément lorsque € — 0, pour ¢ € [0, 1]. On a donc :
1
/ H¢(z)y-y(1—t)dt >0, cad. %Hf(:c)y -y > 0.
0

Donc pour tout (x,y) € (IR™)?, Hy(z)y -y > 0 donc H(x) est positive.

(<=) Montrons maintenant la réciproque : On suppose que Hs(x) est positive pour tout z € E. On veut démontrer que
f est convexe ; on va pour cela utiliser la proposition 3.3] et montrer que : f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — =) pour tout
(z,y) € E®. Grace 2 33),ona:

fly) = f2) = V(@) (y — ) +/ Hy(z +t(y — 2))(y — ) - (y — 2)(1 - t)dt.
0

Or Hy(z + t(y — x))(y — =) - (y — =) > 0 pour tout couple (z,y) € E% et 1 —¢ > 0 sur [0,1]. On a donc f(y) >
f(z) + Vf(z) - (y — ) pour tout couple (z,y) € E>. La fonction f est donc bien convexe.
Démonstration de 2.

(«<=) On suppose que H¢(x) est strictement positive pour tout z € E, et on veut montrer que f est strictement convexe.
On va encore utiliser la caractérisation de la proposition[3.3l Soit donc (z,y) € E? tel que y # x. Alors :

f(y):f(w)+Vf(fv)-(y—x)+/ He(x+tly—z)(y—a) - (y—=x) (1-t) dt
>0 sizAy #0 sit€]0,1[

Donc f(y) > f(z) + Vf(z)(y — z) si © # y, ce qui prouve que f est strictement convexe. L]

Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propose le contre-exemple suivant : Soit
n=1letf € C*(IR,IR), onaalors Hf(z) = f”(z). Si f est la fonction définie par f(z) = z%, alors f est
strictement convexe mais f”(0) = 0.

3.1.3 Exercices (extrema, convexité)

Exercice 106 (Vrai / faux). corrigé en page206]

1. L’application 2 — |||/~ est convexe sur R?.

2. Lapplication z  ||z|| est strictement convexe sur IR.2.

3. Lapplication de IR? dans IR définie par F(z,y) = 2? — 22y + 3y? + y admet un unique minimum.
4. Soit A € M,, ,,(IR), b € IR", I"application x — || Az — b||2 admet un unique minimum.

Exercice 107 (Minimisation dans IR). Corrigé en page206]

On considere les fonctions définies de IR dans IR par fo(z) = 22, f1(x) = 22(x—1)2, fa(z) = |z|, f3(2) = cos,
fa(x) = |cosz|, fs(x) = €®. On pose K = [—1,1]. Pour chacune de ces fonctions, répondre aux questions
suivantes :

1. Etudier la différentiabilité et la (stricte) convexité éventuelles de la fonction, ; donner 1’allure de son graphe.

2. La fonction admet elle un minimum global sur IR ; ce minimum est-il unique ? Le cas échéant, calculer ce
minimum.
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3. Lafonction admet elle un minimum sur K ; ce minimum est-il unique ? Le cas échéant, calculer ce minimum.
Exercice 108 (Fonctions quadratiques).
1. Montrer que la fonction f de IR? dans IR définie par f(z,y) = 2% + 42y + 3y? n’admet pas de minimum
en (0,0).

2. Trouver la matrice symétrique S telle que f(z) = 'Sz, pour fi(z) = 2(2? + 2% + 23 — 2122 — T273),
puis pour fo(x) = 2(23 + 23 + 23 — 2122 — 2173 — z2x3) Etudier la convexité des fonctions f; et fa.

3. Calculer les matrices hessiennes de g1 et g» définies par: g1 (z,y) = jal+2%y+y? et go(z,y) = 23 +ay—x
et étudier la convexité de ces deux fonctions.
Exercice 109 (Convexité et continuité). Suggestions en page[203]

1. Soit f : IR — IR une fonction convexe.

(a) Montrer que f est continue.
(b) Montrer que f est localement lipschitzienne.
2. Soitn > let f:IR™ — IR. On suppose que f est convexe.

(a) Montrer f est bornée supérieurement sur les bornés (c’est-a-dire : pour tout R > 0, il existe mp t.q. f(z) <
mp si la norme de x est inférieure ou égale a R).

(b) Montrer que f est continue.

(c) Montrer que f est localement lipschitzienne.

(d) On remplace maintenant IR" par F, e.v.n. de dimension finie. Montrer que f est continue et que [ est locale-
ment lipschitzienne.

3. Soient E un e.v.n. de dimension infinie et f : £ — IR. On suppose que f est convexe.

(a) On suppose, dans cette question, que f est bornée supérieurement sur les bornés. Montrer que f est continue.

(b) Donner un exemple d’e.v.n. (noté F) et de fonction convexe f : E — IR t.q. f soit non continue.

Suggestions pour les exercices

Exercice page (Convexité et continuité)

1(a) Pour montrer la continuité en 0, soit © # 0, || < 1. On pose a = sgn(z) (= %). Ecrire x comme une
combinaison convexe de 0 et a et écrire 0 comme une combinaison convexe de = et —a. En déduire une
majoration de | f(z) — f(0)|.

(b) Utiliser la continuité de f et la majoration précédente.

2(a) Faire une récurrence sur n et pour z = (z1,y)" avec —R < z; < Rety € R"™* (n > 1), majorer f(x) en
utilisant f(+R,y) et f(—R,y).

(b) Reprendre le raisonnement fait pour n = 1.
(c) Se ramenera £ = R".
3(a) reprendre le raisonnement fait pour £ = IR.

(b) On pourra, par exemple choisir E = C([0,1],R)...
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Corrigés des exercices

Exercice 106 page 204 (Minimisation dans R)
1. Vrai.

2. Faux. L’application est convexe mais pas strictement convexe. Si on fixe v; = (1,0) et vo = (1, 1), alors
pour tout ¢ € [0, 1],

[tv1 + (1 = H)vzllee = (1,1 = )[loc = 1 = tljv1]loc + (1 = 1)[|V2]|co-
3. Vrai. Posons X = (z,y)’, on reconnait la fonctionnelle quadratique F'(z,y) = +(AX, X) — (b, X) avec

A= [ 11 _31} etb = E)] . La matrice A une matrice symétrique définie positive. Le cours nous dit alors

que F' admet un unique minimum.

0

4. Contre-exemple. Soit A = [(1) O} eth = [8] . Alors ||Az — b||2 = 22 et toute la droite z; = 0 réalise le

minimum de f.

Exercice page (Minimisation dans IR)

1. La fonction fy est différentiable sur IR, et strictement convexe. Elle admet un minimum unique sur IR et sur
K et son minimum est réalisé en z = 0, eton a fo(z) = 0.

2. Lafonction f; est différentiable sur IR, et non convexe. La fonction f; admet un maximum local en z = %,
etona f(z) = %. Elle admet un minimum global non unique, réalisé en O et 1, et dont la valeur est 0.

3. Lafonction f est différentiable sur IR \ {0}, et convexe, mais pas strictement convexe. La fonction f5 admet
un minimum unique sur IR et sur K et son minimum est réalisé en & = 0, eton a f5(Z) = 0, mais la fonction
fa2 n’est pas différentiable en 0.

4. La fonction f3 est différentiable sur IR, et non convexe. La fonction f3 admet un minimum, qui est -1, et qui
n’est pas unique car il est réalisé pour les points (2k + 1)m, k € Z.

5. La fonction f4 est différentiable sur IR, et non convexe. La fonction f; admet un minimum, qui est 0, et qui
n’est pas unique car il est réalisé pour les points (2k + 1), k € Z . La fonction f4 n’est pas différentiable
en ces points.

6. La fonction f5 est différentiable et strictement convexe. Elle n’admet pas de minimum. On a f5(z) — 0
lorsque x — —oo mais f(z) > 0 pour tout x € IR.

3.2 Optimisation sans contrainte
3.2.1 Définition et condition d’optimalité
Soit f € C(E,R) et E un espace vectoriel normé. On cherche Z minimum global de f, c.a.d. :
ze€ Etelque f(z) < f(y) Yy € E, 3.7
ou un minimum local, c.a.d. :
ztelque Jao > 0 f(Z) < f(y) Yy € B(z, ). (3.8)

Proposition 3.7 (Condition nécessaire d’optimalité).
Soit E un espace vectoriel normé, et soient f € C(E,R), et & € FE tel que | est différentiable en Z. Si T est
solution de (3.8) alors D f(Z) = 0.
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DEMONSTRATION —  Supposons qu’il existe « > 0 tel que f(Z) < f(y) pour tout y € B(Z, ). Soit z € E '\ {0},
alors si [t] < T onar+tze B(Z, ) (ot B(Z, ) désigne la boule ouverte de centre Z et de rayon ) et on a donc
f(z) < f(z + tz). Comme f est différentiable en Z, on a :

f(@+t2) = f(2) + Df(z)(t2) + [t|e= (1),
olt e, (t) — 0lorsque ¢ — 0. On adonc f(Z) + tD f(Z)(2z) + |t|e-(t) > f(Z). Et pour ﬁ >t>0,onaDf(z)(z)+
€. (t) > 0. En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que

Df(z)(z) >0, Vze€ E.

Onaaussi Df(Z)(—z) >0 Vz € E,etdonc: —Df(z)(z) >0 Vz€ E.
On en conclut que
Df(z) = 0.

Remarque 3.8. Attention, la proposition précédente donne une condition nécessaire mais non suffisante. En effet,
Df(z) = 0 n’entraine pas que f atteigne un minimum (ou un maximum) méme local, en z. Prendre par exemple
E =1R, T = 0 et la fonction f définie par : f(x) = 23 pour s’en convaincre.

3.2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Théoreme 3.9 (Existence). Soit E = R" et f : E — IR une application telle que
(i) f est continue,
(ii) f(x) — 400 quand ||z|| — +oo.

Alors il existe & € R" tel que f(z) < f(y) pourtouty € R".

DEMONSTRATION —  La condition (77) peut encore s’écrire
VAeIR, JRe R;|z|| > R= f(x) > A. (3.9)
On écrit (3.9) avec A = f(0). On obtient alors :
3R € R tel que [|z]| > R = f(z) > f(0).

On en déduit que infr~ f = infp, f, ot Br = {z € IR";|z| < R}. Or, Bg est un compact de IR™ et f est continue
donc il existe T € Br tel que f(Z) = infp, f etdonc f(Z) = infrn f. n

Remarque 3.10.

1. Le théoréme est faux si F est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet) de
dimension infinie car, dans ce cas, la boule fermée Br n’est pas compacte.

2. L’hypothese (i) du théoréme peut étre remplacée par
(i1) FeR",IR > 0telque ||z|| > R= f(z) > f(b).

3. Sous les hypotheses du théoreme il n’y a pas toujours unicité de £ méme dans le cas n = 1, prendre pour
s’en convaincre la fonction f définie de IR dans IR par f(z) = 2%(z — 1)(x + 1).

Théoreme 3.11 (Condition suffisante d’unicité). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR strictement
convexe alors il existe au plus un & € E tel que f(z) < f(y),Vy € E.
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DEMONSTRATION —  Soit f strictement convexe, supposons qu’il existe T et T € F tels que f(Z) = f(Z) = infr~ f.
Comme f est strictement convexe, si  # Z alors

J(3E+30) < 30@) + 3 @) =t f,

ce qui est impossible ; donc T = . ]

Ce théoréme ne donne pas ’existence. Par exemple dans le cas n = 1 la fonction f définie par f(z) = €® n’atteint
pas son minimumn ; en effet, Ii}r)gf f =0et f(x) # 0 pour tout z € IR, et pourtant f est strictement convexe. Par

contre, si on réunit les hypotheses des théoremes[3.9 et[3.11] on obtient le résultat d’existence et unicité suivant :

Théoreme 3.12 (Existence et unicité). Soir E = IR", et soit f : E — IR. On suppose que :
(i) f continue,
(ii) f(x) — oo quand ||z|| — +o0,
(iii) f est strictement convexe ;

alors il existe un unique & € R" tel que f(Z) = %FI{leLf

L’hypothese (i) du théoréme est en fait inutile car une fonction convexe de IR™ dans IR est nécessairement
continue.

Nous donnons maintenant des conditions suffisantes d’existence et d’unicité du minimum pour une fonction de
classe C*.

Proposition 3.13 (Conditions suffisantes d’existence et unicité). Soit f € C1(IR",IR). On suppose que :

o> 05 (Vf(2) = V() - (@ —y) = aflz —y|I*,V(z,y) € R" x R", (3.10a)
AM > 0; [V f(z) = Vi)l < Mllz - y[|, ¥(z,y) € R™ x R". (3.10b)

Alors :
1. f est strictement convexe,
2. f(x) = +oo quand |x| — +o0,

et en conséquence, il existe un unique T € IR" tel que f(Z) = %lf f

DEMONSTRATION —

1. Soit ¢ la fonction définie de IR dans IR"™ par : ¢(t) = f(z + t(y — x)). Alors

1) — F(@) = p(1) — 9(0) = / Vi + ty - @) (g — o),
On en déduit que
F0) - F(@) = V() - (y - 2) = / (Vi +tly—a) - (y— ) — V() - (y — 2))dt,
0
c’est—a—dire :

) - () = VH(@) - (y—2) = / (Vi@ + 1y — @) - VI(@)) - (y — o) d.

>at|ly—z|?
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Grace a I’hypothese (3.10a) sur f, ceci entraine :
1
e .
I = S@) = V@) - 0) 2 [y afdi= Gl - > 0siyFn G
0

On a donc, pour tout (z,y) € E?, f(y) > f(z) + Vf(x) - (y — x); d’apres la premiére caractérisation de la
convexité, voir proposition[3.3] on en déduit que f est strictement convexe.

2. Montrons maintenant que f(y) — +oo quand |y| — +oo. On écrit G.11) pour z = 0: f(y) > f(0) + Vf(0) -
y + 5Iyl*. Comme V£(0) -y > |V (0)|(y). on a done

£w) = £(0) + 1yl (§lu] = [V£(0)1) = +o0 quand Jy| — +oc.

La fonction f vérifie donc bien les hypothéses du théoreme[3.30 et on en déduit qu’il existe un unique Z qui minimise f.
L]

Remarque 3.14 (Généralisation a un espace de Hilbert). Le théoreme[3. 12 reste vrai si F est un espace de Hilbert;
on a besoin dans ce cas pour la partie existence des hypotheses (%), (i7) et de la convexité de f.

Proposition 3.15 (Caractérisation des points tels que f(z) = i%f ). Soit E espace vectoriel normé et f une

fonction de E dans R. On suppose que f € C*(E,R) et que f est convexe. Soit & € E. Alors :
f(z) = i%ff < Df(z)=0.
En particulier si E = IR" alors f(Z) = irﬁ;f flz) e Vf(z)=0.
zeR"

Démonstration
(=) Supposons que f(Z) = i%f f alors on sait (voir Proposition[3.7) que D f(z) = 0 (la convexité est inutile).

(<) Si f est convexe et différentiable, d’apres la proposition 3.3 on a: f(y) > f(z) + Df(Z)(y — =) pour tout
y € E et comme par hypotheése D f(Z) = 0, on en déduit que f(y) > f(Z) pour touty € E. Donc f(z) = infg f.

Cas d’une fonction quadratique On appelle fonction quadratique une fonction de IR™ dans IR définie par
1
:c»—)f(w):iA:cn}—b-w—i-c, (3.12)

ot A € M,(IR),b € R" et c € IR. On peut vérifier facilement que f € C°°(IR",R). Calculons le gradient de
f et sa hessienne : on a

f(w—l—h):%A(m+h)-(:c+h)—b-(cc+h)+c

:lA:B-:I:—l—lA:I:-h—l—lAh-w—i—lAh-h—b-w—b-h—i—c
2 2 2 2
:f(cc)—l—%(Acc-h—l—Ahn:)—b-h—l—%Ah-h
:f(cc)—l—%(A:c—l—Atcc)-h—b-h—l—%Ah-h.
Et comme |Ah - h| < || Al|2 |h|?, on en déduit que :
Vf(x)= %(A:v—i—At:c) —b. (3.13)

Si A est symétrique, on a donc V f(x) = Az — b. Calculons maintenant la hessienne de f. D’aprés (3.13), on a :

Vi(x+h)= %(A(:B-i-h) + Az +h))—b=Vf(z)+ %(Ah—FAth)
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etdonc Hy(x) = D(V f(x)) = 1 (A + A"). On en déduit que si A est symétrique, Hy(z) = A. Dans le cas ol A
est symétrique définie positive, f est donc strictement convexe.
De plus on a f(x) — +oo quand || — +00. (On note comme d’habitude | - | la norme euclidienne de x.) En
effet,

Az - x > ajz|? ol « est la plus petite valeur propre de A, et > 0.

Donc o
f(x) > §|ﬂf:l2 —[b x| —c|;

Mais comme |b - x| < |b||x|, on a

f(x) > || (@ - |b|) — |¢e| — +o0 quand || — +o00.

On en déduit I’existence et I’unicité de & qui minimise f. On a aussi :
V@) =0 [(@) = inff

et donc & est ’'unique solution du systeme Ax = b.
On en déduit le théoréme suivant, trés important, puisqu’il va nous permettre en particulier le lien entre certains
algorithmes d’optimisation et les méthodes de résolution de systemes linéaires vues au chapitre 1.

Théoréme 3.16 (Minimisation d’une fonction quadratique). Soit f une fonction de R" dans IR, définie par (3.12))
on A € M,,(IR) est une matrice symétrique définie positive et b € IR". Alors il existe un unique * € R"™ qui
minimise f, et © est ['unique solution du systeme linéaire Ax = b.

3.2.3 Exercices (optimisation sans contrainte)

Exercice 110 (Maximisation). Suggestions en page212]
Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR. En utilisant les résultats de la section 3.2.2] répondre aux
questions suivantes :

1. Donner une condition suffisante d’existence de € E tel que f(Z) = sup,cp f(z).
2. Donner une condition suffisante d’unicité de z € E tel que f(Z) = sup,cp f(z).

3. Donner une condition suffisante d’existence et unicité de z € F tel que f(z) = sup,cp f().
Exercice 111 (Complément de Schur). Corrigé en page212]

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Dans toute la suite, si v et v sont deux vecteurs de ]Rk, k>1,1le
produit scalaire de u et v est noté u - v. Soient A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive, soit B
une matrice n X p, C une matrice carrée d’ordre p, et soient f € IR" et g € IR”. On considere le systéme linéaire

suivant :
A B

M m - m ,avec M = [Bt c} . (3.14)

1. On suppose dans cette question seulement que n =p = 1,et A = [a] , B = [b], C' = [c]
(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, et ¢ pour que M soit inversible.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, et ¢ pour que M soit symétrique définie positive.

2. On définit la matrice S = C' — B! A~! B, qu’on appelle “complément de Schur".

1 1 1 1 1 0
(a) CalculerS’danslecasA—{O 1},B—[O 1],0_[0 J,
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(b) Montrer qu’il existe une unique solution au probléme (3.14) si et seulement si la matrice S est inversible.
Est-ce le cas dans la question (a) ?
3. On suppose dans cette question que C' est symétrique.
(a) Vérifier que M est symétrique.
(b) Soientz € R", y € R” et z = (z,y) € R"*?. Calculer Mz - z en fonctionde A, B, C,z et y.

(c) On fixe maintenant y € IR?, et on définit la fonction F' de IR™ dans IR par: . — Az -z +2By-z+ Cy-y.
Calculer VF(x), et calculer g € IR" tel que VF(xp) =0

(d) Montrer que la fonction F' définie en 3(c) admet un unique minimum, et calculer la valeur de ce mimimum.
(e) En déduire que M est définie positive si et seulement si .S est définie positive (ou .S est la matrice définie a
la question 1).

4. On suppose dans cette question que C' est la matrice (carrée d’ordre p) nulle.

(a) Montrer que la matrice S = —S est symétrique définie positive si et seulement si p < n et rang(B)=p. On
supposera que ces deux conditions sont vérifiées dans toute la suite de la question.

(b) En déduire que la matrice P = [61 g,] est symétrique définie positive.

(c) Calculer les valeurs propres de la matrice 7' = P~!M (il peut étre utile de distinguer les cas KerB! = {0}
et KerB! £ {0}).

Exercice 112 (Approximation au sens des moindres carrés).

1. Un premier exemple. Dans le plan (s, t), on cherche la droite d’équation t = o+ s qui passe par les points
(0,1), (1,9), (3,9), (4,21).

. . . o . . R o
(a) Montrer que si cette droite existait, le vecteur x = { ﬂ] serait solution d’un systéme linéaire Az = b;

on donnera explicitement la matrice A et le vecteur b.

(b) Montrer qu’une telle droite n’existe pas. Dans la suite du probléme on va trouver la droite qui passe le
“plus pres” possible de ces quatre points, au sens de la norme euclidienne.

2. Un second exemple. On cherche maintenant a déterminer les coefficients «, 3 et v d’une fonction linéaire
T de IR® dans IR, dont on ne connait la valeur qu’en deux points : 7(1,1,1) = 3 et T(0,1,1) = 2.

(a) Montrer que les coefficients o, 3 et -y s’ils existent, satisfont un systéme linéaire Az = b; on donnera
explicitement la matrice A et le vecteur b.

(b) Montrer qu’il existe une infinité de solutions au systtme Az = b. Dans la suite du probléme on va
trouver les coefficients «, 3 et v qui donnent un vecteur = de norme euclidienne minimale.

On considére maintenant une matrice A d’ordre n x m et b € IR"™, et on veut résoudre dans un sens aussi ‘“‘satis-

faisant" que possible le systeme linéaire
Ax=b, x € R™, (3.15)

1
lorsque m # n ou lorsque tm = n mais que A n’est pas inversible. On note |ly|| = (37, y?)* la norme
euclidienne sur IR”, p = n ou m suivant les cas et (- | -) le produit scalaire associé. Soit f la fonction définie de
IR™ dans IR par f(z) = ||Az — b||%. On cherche & minimiser f, c.a.d. & trouver € IR" tel que

f(@) = min{f(z),z € R"}. (3.16)

3. Soit E un sous espace vectoriel de R™ tel que R™ = E @ KerA.
(a) Montrer que f(z) — 400 lorsque ||z|| — +o0 avec z € E.

(b) Montrer que f est strictement convexe de E dans IR.
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9.

(c) En déduire qu’il existe un unique z € E tel que

f(2) < f(2),Vz € E.

. Soit X = {Z+y,y € KerA}, o Z est défini a la question précédente. Montrer que X, est égal a I’ensemble

des solutions du probléme de minimisation (3.16).

. Montrer que x € X}, <= A'Ax = A'b, ou A’ désigne la matrice transposée de A. On appelle systeme

d’équations normales le systéme A Az = A’b.

. Ecrire les équations normales dans le cas de I’exemple de la question 1, et en déduire I’équation de la droite

obtenue par moindres carrés, i.e. par résolution de (3.16). Tracer les quatre points donnés a la question 1 et
la droite obtenue sur un graphique.

. Ecrire les équations normales dans le cas de 1’exemple de la question 2, et vérifier que le systeme obtenu

n’est pas inversible.

. Pour y € KerA, on pose g(y) = ||y + z||?, ou z est définie 2 la question 3. Montrer qu’il existe un unique

y € KerA tel que g(y) < g(y) pour tout y € KerA. En déduire qu’il existe un unique Z € X tel que
|Z||* < ||z||? pour tout z € X}. On appelle Z pseudo-solution de (3.16).

Calculer z dans le cas des exemples des questions 1 et 2.

Dans la suite du probleme, on consideére, pour ¢ > 0 fixé, une version pénalisée du probleme (3.16). On introduit
la fonction f. de R™ dans IR, définie par f.(z) = ||z|* + 1||A’ Az — A’b||, et on cherche & trouver z. solution
du probleme de minimisation suivant :

10.
11.
12.

fe(xe) < fe(w),Vz € R™. (3.17)

Montrer que le probleme (3.17) possede une unique solution z..
Calculer V f,(z) et en déduire I’équation satisfaite par ..

Montrer que x. converge vers T lorsque ¢ — 0.

Suggestions pour les exercices

Exercice 110 page 210 (Maximisation) Appliquer les théorémes du cours & — f.

Corrigés des exercices

Exercice 111l page (Complément de Schur)

1.

(a) La matrice M est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, c.A.d. ssi ac — b% # 0.

(b) La matrice M est symétrique par construction. Elle est définie positive si et seulement si ses valeurs propres

2.

sont strictement positives, c.a.d. si et seulement si ac — b2 >0eta > 0.

O TR R e | R

(b) Montrons que Ker(M) = {0} si et seulement si Ker(S) # {0}. Comme M et S sont des matrices carrées,
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ceci revient a dire que le systtme (3.14) a une unique solution si et seulement si la matrice .S est inversible.
Soit (z,y) € KerM.Comme A est inversible, ceci est équivalent & dire que

r=—A"1By, (3.18)
(C—-B'A7'B)y=0. (3.19)

Ceci est équivalent 2 z = 0, y = 0 si et seulement si Ker(C' — B! A~1B) = {0}, c.a.d ssi S est inversible.
Ce n’est pas le cas de la matrice S de la question (a).
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(a) Si 1, < n, m;j = Qjj = Qj; = mj,t; si 1,j > n, M = Cij = Cji = mj,i; et enfin i < netj>n
m;; = bij = (B');; = m;;. Donc M est bien symétrique.

®b) Mz-z=Ax-x+2By-2+Cy-y.

(c) VF(x) = 2Azx + 2By, etz = —A~'By.

(d) Si A est définie positive, alors la fonction F' définie en 3.(b) est quadratique, donc, d’apres le cours, admet
un unique minimum en x¢. La valeur de ce minimum est donc F'(zg) = —AA~ !By - (~A~'By) + 2By -
(~A™'By) +Cy-y=Sy-y.

(e) Supposons A et S définies positives. Soit z = (z,y) € R"™.Ona Mz -z = F(z) > Sy - y¥r € R" si
A est définie positive, d’apres la question précédente. Donc Mz - z > 0 dés que S est semi-définie positive.
Supposons Mz - z = 0, alors F'(x) = 0 mais comme S est définie positive, F'(x) > F(zg) = Sy-y > 0
saufsiy = Oetx = 9 = —A~ 1By = 0, ce qui prouve que M est définie positive.

Réciproquement, si M est définie positive, alors en prenant successivement z = (x,0) puis z = (0, y), on
obtient facilement que A et C' sont définies positives ; la matrice .S est aussi définie positive, car Sy - y =
Fs(xg) = Mz -z > 0avec z = (zg,y), etdonc Sy -y > 0siy # 0.

(a) Comme A est symétrique définie positive, A~! I’est également, et S est évidemment symétrique. On a
Sy-y=—-Sy-y=B'A'By-y = A'By- By > 0 pour tout y € IR”. Soit z = By. On a donc :
Sy-y=A"1z. 2 Supposons Sy -y = 0.Onadonc A~'z -z = 0, etdonc z = 0. Si p < n et si le rang de
B est p ceci entraine que y = 0.

Réciproquement, si p < n et si le rang de B n’est strictement inférieur a p, alors il existe yo # 0 élément de
KerB et donc gyo -y = 0 alors que yo # 0.

D’autre part, si p > n, alors la matrice S est une matrice de rang au plus n et de taille p > n ; par le théoreme
du rang, dim Ker(g) = p—n > 0 et la matrice S n’est donc pas inversible.

On a donc bien montré I’équivalence souhaitée. .

(b) Soit z = (z,y) e R""P;onaPz-2 = Az-x— Sy-y = Ax-2+ BA~'B'y-y. Supposons Pz-z = 0. On
déduit de la question précédente que x = 0 et y = 0, ce qui montre que P est symétrique définie positive.

(c) Soit A une valeur propre de T'et z = {y] un vecteur propre associé.

o) =0 81

Az 4+ By = Mz
Btz = \Sy

Onadonc Mz = APz, c.ad.:

c.a.d.

Considérons tout d’abord le cas A = 1. On a alors By = 0, et donc y = 0 car le rang de B est p par
hypothése. On en déduit que B*x = 0, et donc il n’existe un vecteur propre associé a A que si ker~Bt #{0}.
Supposons maintenant que A # 1. Dans ce cas, on obtient que x = ﬁA’lBy, et donc ﬁSy = A\Sy.

Comme on veut que z # 0,onay # 0 et donc S y # 0. On en déduit que les valeurs propres sont les racines
du polyndéme —A\% + A + 1 =0, c.a.dA = 3(1 £ V5).

Exercice {12 page 211l (Approximation au sens des moindres carrés)
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1. (a) Une condition nécessaire pour que la droite existe est que « et 3 vérifie le systéme linéaire

point (0, 1) : a=1
point (1,9) : a+B=9
point (3,9) : a+35=9
point (4,21) : a+48 =21
Autrement dit x = {g] est une solution de Az = b, avec

1 0 1

1 1 9
A= 1 3 eth= 9

1 4 21

(b) Montrer qu’une telle droite n’existe pas.

Si I’on on retranche la ligne 2 a la ligne 3 du systéme, on obtient 3 = 0 et si I’on retranche la ligne 1 a
la ligne 2, on obtient 5 = 8. Donc le systeme n’admet pas de solution.

2. (a) Une condition nécessaire pour que la droite existe est que «, 3 et «y vérifie le systeme
a+pB+y = 3
Bty = 2

. «
Autrement dit x = {

B

] est une solution de Az = b, avec

1 1 1 3
At s ]

1 0
(b) Une solution particuliere de ce systeme est x = |2], et le noyau de A est engendré par |—1|.
0 1
1 [0
L’ensemble des solutions est de la forme { (2| +~ |—1| ,v € IR}, qui est infini.
0 1

3. (a) Ona
f(z)=(Az—b) - (Az D)
=Az-Az—2Az-b+b-b
> || Az||% = 2||b|||| Az + [|p))? d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

— +oo lorsque ||Az|| — oo

Il reste maintenant 2 montrer que ||Az|| — +o0 lorsque ||z|| — co. Pour cela, on remarque que

z
Az|| = ||[A—1|| ||z]| > inf Awl|||z]| = ||Aw||||z
st = a0l = _nt_ hawill=) = 4l el
car I'ensemble K = {w € E,|lw|| = 1} est un compact de IR" et comme la fonction ¢ : K — R
définie par p(w) = || Aw|| est continue, elle atteint son minimumen w € K :
inf [ Aw|| = || Aw]
wekE, |lw|=1

Or Aw # 0, et donc || Aw||||z|| = 400 lorsque ||z|| = +oo.
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(b) Calculons V f.
Vo € E,Vf(x) = 2(A"Az — A'b)

Par conséquent, pour z,y € E,

fy) = V() (y—z) = (Ay = b) - (Ay —b) = 2(Az — b) - Ay — z), ¥(z,y) € B>z # .
= |Ay|? — 24y - b+ |b]* + 2|Ax|* — 24z - Ay +2b- Ay — 2b- Az
= |Ay* + |b]* + 2|Az|? — 24z - Ay — 2b- Ax
= |Ay — Az|* + |Az — b?
>0, V(z,y) € B*x #y.

On en déduit que f est strictement convexe par la proposition (premiere caractérisation de la
convexité).

(c) On applique le théoréme : f est une application continue de E dans IR, qui tend vers I’infini a
I’infini et qui admet donc un minimum. L’unicité du minimum vient de la stricte convexité de cette
application.

4. Soitx € R™, x peut s’écrire x = z + y avec z € E ety € KerA, par suite
f(@) =1lA(z+y) = blI> = [[Az = b]* = f(2) > f(2).

D’autre part,
f(z+y) = f(2)Vy € KerA.
Donc X}, est bien I’ensemble des solutions du probléme de minimisation (3.16).
5. Condition nécessaire : On a déja vu que f est différentiable et que V f(x) = 2(A* Az — AtD). Comme f est
différentiable toute solution de (3.16) vérifie I’équation d’Euler V f(z) = 0.

Condition suffisante : Soit = tel que A*Ax = AD, c’est a dire tel que V f(z) = 0. Comme f est de classe
C! et convexe sur IR™, alors z est un minimum global de f. (Noter que la convexité de f peut se montrer
comme 2 la question 3(b) en remplagant F par R™.)

6. Ona
t4 |4 8 e, | 40
AA_[S 26} etAb_[uo]

Les équations normales de ce probleme s’écrivent donc

(07

t
AA[ﬂ

| = an.

La matrice A*A est inversible, par conséquent il y a une unique solution  ces equations normales donnée

7]

7. Ona
11 1 3
AtA=1|1 2 2| etAb= |5
1 2 2 5

Les deux dernieres lignes de la matrice A* A sont identiques donc la matrice n’est pas inversible. Comme les
deux derniéres lignes de A’b sont elles aussi identiques, on en déduit que le systtme admet une infinité de
solutions.
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On peut échelonner le systeme :

111 ] 3 111 | 3 100 | 1
12 2 | 5 — 011 ] 2 — (01 1] 2
122 |5 T32(—1),T21(—1) 0007 O T12(-1) 0001 0
1] 0 1
On retrouve les solutions obtenues a la question 2-b: X = |2| +IR |—1| = |2| + KerA.
0

0] 1
" —
z u

8. La fonction g est continue sur I’espace vectoriel KerA et vérifie

9(y) = llylI* = 2llylllIz] + lI2]* — +oo lorsque ||z]] — +oc;

par conséquent, g admet un minimum sur KerA. Ce minimum est unique car g est strictement convexe, car
c’est le carré de la norme euclidienne. On peut le montrer directement, ou si I’on ne connait pas ce résultat,
on peut dire que c’est la composée d’une application convexe et d’une application strictement convexe et
croissante : g = ¢(N(z)) avec N : z + ||z convexe et q : s — s2. On pourrait également remarquer que
I’application

KerA - R
v D2g(y)(v)(v)
est une forme quadratique définie positive, car
Dy(y)(w) = 2(y + 2) - w, et D*g(y)(h)(v) = 2h v

L application v — D?g(y)(v)(v) = 2v - v est clairement définie positive, ce qui montre une fois de plus que
g est strictement convexe.

On en déduit alors qu’il existe un unique z € X}, de norme minimale.

. P . 2
9. Dans le premier exemple, les équations normales admettent une seule solution & =

4] , voir question 6.

Pour le deuxiéme exemple, on calcule ||z|? pour z = z + tu € X :
2> =z 4+ta)> =1+ @2 -t + 1> =5 -4t + 2> =2(t —1)* +3

1
On voit ||z]|? est minimale pour ¢ = 1, autrement dit 7 = |1].
1

10. La fonction f. est une fonction continue, infinie a I’infini car
f-(z) > ||z||* — +oo lorsque ||z| — oc.

On a donc existence d’un minimum pour f.. De plus, la fonction f- est de classe C? avec

1 1
Vi(z) =2(x + —A"A(A* Az — A'D)), D*f.(x) = 2(Id + = (A'A)?)
€ €
La matrice A*A est positive, donc la matrice (A*A)? est positive par suite la matrice D? f(x) est définie
positive. La fonction f. est donc strictement convexe. Par conséquent, f. admet un unique minimum.

11. On sait que le minimum x. de f. est un zéro de V f, soit
1
Te + gAtA(AtAxE —A') =0
etdonc (Id + 1(A*A)?)z. = LA'AA'D, ce qui donne

z. = (Id + é(AtAV)‘l%AtAAtb.
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12. On commence par remarquer que ||z.||? < f-(z.) < f-(Z) = ||Z||?. Par conséquent, la famille{z., e > 0}
est bornée dans IR™ qui est de dimension finie. Pour montrer que . — & quand ¢ — 0, il suffit donc de
montrer que T est la seule valeur d’adhérence de la famille {z., € > 0}. Soit § une valeur d’adhérence de

la famille {x., ¢ > 0}. Il existe une suite €, — 0 pour laquelle x. converge vers y € IR™. Montrons que
At Ayj = Ath. On rappelle que

1 _
ZllA" Aze — AD|* < fe(a2) < |12
On en déduit que

|At Az, — A'||? < e,]|Z||*> — 0 lorsque n — oo

et en passant a la limite on obtient || A’ Ay — A'b||?> = 0. On a également par un argument analogue ||7||? <
|Z||%. Donc § € X}, et comme Z est I’unique vecteur de X;, de norme minimale, on en déduit que §j = Z.

3.3 Algorithmes d’optimisation sans contrainte

Soit f € C(IR",IR). On suppose qu’il existe z € IR" tel que (&) = ]11£L1£f

On cherche a calculer Z (si f est de classe C, on a nécessairement V f(Z) = 0). On va donc maintenant dévelop-
per des algorithmes (ou méthodes de calcul) du point & qui réalise le minimum de f. Il existe deux grandes classes
de méthodes :

— Les méthodes dites “directes” ou bien “de descente”, qui cherchent a construire une suite minimisante, c.a.d.
une suite (2(F)) e telle que :

F@™Y) < f@®),
z® =z quand k — +o0.

— Les méthodes basées sur 1I’équation d’Euler, qui consistent a chercher une solution de 1’équation (dite d’Eu-
ler) V f(x) = 0 (ces méthodes nécessitent donc que f soit dérivable).

3.3.1 Méthodes de descente

Définition 3.17. Soir f € C(IR",IR).

1. Soitx € R", on dit que w € IR"™ \ {0} est une direction de descente en x s’il existe oy > 0 tel que
f(x+ aw) < f(x), Yo € [0, ag)

2. Soitx € R", on dit que w € R"™ \ {0} est une direction de descente stricte en x si s’il existe oy > 0 tel
que
f(z+ aw) < f(x), Ya €]0, ap].
3. Une “méthode de descente" pour la recherche de T tel que f(x) = %ﬁ f consiste a construire une suite
(2k) ke de la maniére suivante :
(a) Initialisation : £(©) ¢ R" ;
(b) Itération k : on suppose 2@ . 2™ connus (k> 0);
i. On cherche w'®) direction de descente stricte en x(*)

ii. On prend kD) = pk) 4 ozk'w(k) avec o > 0 “bien choisi".
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Proposition 3.18 (Caractérisation des directions de descente). Soient f € C1(R",R), ¢ € R" erw € R™\{0};
alors

1. siw direction de descente en x alors w - V f(x) <0

2. siVf(x) # 0alorsw = —V f(x) est une direction de descente stricte en x.

DEMONSTRATION —
Soitw € IR™ \ {0} une direction de descente en x : alors par définition,
Jag > 0 tel que f(x + aw) < f(w), Va € [0, ao).
Soit ¢ la fonction de IR dans TR, définie par : p(a) = f(z+aw).Onap € C*(IR,R) et ¢’ (a) = Vf(x+ow) w.
Comme w est une direction de descente, on peut écrire : p(a) < (0), Vo € [0, ag], et donc

Vo elo,aof, ED=E0

en passant 2 la limite lorsque o tend vers 0, on déduit que ¢’'(0) < 0, c.ad. Vf(z) - w < 0.

2. Soit w = —V f(z) # 0. On veut montrer qu’il existe cvp > 0 tel que si & €]0, o] alors f(z + aw) < f(x) o
encore que () < (0) ol ¢ est la fonction définie en 1 ci-dessus. Ona: ¢’ (0) = Vf(z) -w = —|Vf(z)|* < 0.
Comme ¢’ est continue, il existe ag > 0 tel que si a € [0, cvo] alors ¢’ (o) < 0. Si v €]0, o] alors p(a) — p(0) =

f(a @' (t)dt < 0, et on a donc bien p(a) < ¢(0) pour tout o €]0, o], ce qui prouve que w est une direction de

0
descente stricte en x.

[=1

|
Algorithme du gradient a pas fixe Soient f € C1(E,IR) et E = IR". On se donne a > 0.
Initialisation : x(©) € E,
Srati . (k) >
Itération k:  «\*) connu, (k > 0) (3.20)

w® = -V f(z®),
w(k+1) — m(k) _|_ aw(k)

Théoréme 3.19 (Convergence du gradient a pas fixe). Soient E = IR" et f € C1(E,R) vérifiant les hypothéses

3.10d et[3. 100 de la proposition313l La fonction f est donc strictement convexe et croissante a I’infini, et admet
2c0

donc un unique minimum. De plus, si 0 < a < 2 alors la suite (a:(k)) kel construite par (3.20) converge vers

T lorsque k — 400 .

DEMONSTRATION —

Montrons la convergence de la suite construite par 1’algorithme de gradient a pas fixe en nous ramenant a un algorithme de
point fixe. On pose h(x) = & — o'V f(x). L’algorithme du gradient a pas fixe est alors un algorithme de point fixe pour h.

Pt = g *) _ an(a:(k)) = h(a:(k)).

Grace au théoreme 2.8] page [130] on sait que h est strictement contractante si

2a0
Donc la suite (x(k) )kem converge vers 1’unique point fixe & de h, caractérisé par
z=h(x)=z—aVf(x)

On adonc Vf(z) = 0, et, comme f est strictement convexe, f(Z) = inff. L]
E
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Algorithme du gradient a pas optimal L’idée de I’algorithme du gradient a pas optimal est d’essayer de calculer
a chaque itération le parametre qui minimise la fonction dans la direction de descente donnée par le gradient. Soient
feCHE,R)et E =TR", cet algorithme s écrit :

Initialisation : x(® e IR".
Itérationn :  a®) connu.
On calcule w®) = —V f(2(*)).
On choisit o, > 0 tel que
f(@® + apw®) < fx® + aw®) Va > 0.
On pose zFt1) = ) 4 g,

(3.21)

Les questions auxquelles on doit répondre pour s’ assurer du bien fondé de ce nouvel algorithme sont les suivantes :
1. Existe—t-il oy, tel que f(z® + aw®) < f(z® + aw®), Va > 07?
2. Comment calcule—t’on ay, ?
3. Lasuite (m(k) JkeN construite par 1’algorithme converge—t—elle ?

La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le théoreme suivant :

Théoreme 3.20 (Convergence du gradient a pas optimal).
Soit f € CY(R™,R) telle que f(x) — +o0 quand |x| — +oc. Alors :
1. La suite (x*)) e est bien définie par (3.21). On choisit oy, > 0 tel que f(x™ +apw®) < f(zp+aw®)
Va > 0 (ay, existe mais n’est pas nécessairement unique).

2. La suite (£®))ye est bornée et si (x %)), est une sous suite convergente, i.e. x\¥) — x lorsque
¢ — +00, on a nécessairement V f (x) = 0. De plus si f est convexe ona f(x) = ]113{151”

3. Si f est strictement convexe on a alors ) — & quand k — oo, avec f(&) = }élgf

La démonstration de ce théoreme fait I’objet de I’exercice On en donne ici les idées principales.

1. On utilise I'hypothese f(x) — +oo quand |z| — +oc pour montrer que la suite (x¥)) e construite par
(B-21) existe : en effet, 2 %) connu,

ler cas : si Vf(cc(k)) =0, alors £ *T1) = z(*) et donc ® = x* Vp > k,
2eme cas : si Vf(x®)) # 0, alors w*®) = V f(2(*¥)) est une direction de descente stricte.

Dans ce deuxieme cas, il existe donc ay tel que
f@® + aw®) < fx®), Va €]0, ag]. (3.22)

De plus, comme w®) # 0, | + aw®| = +00 quand o — +o0 et donc f(z* + aw®)) — 400
quand o — +o0. Il existe donc M > 0 tel que si a > M alors f(xy + aw™®) > f(x*)). On a donc :

nf f(z® ®)) = inf (*) (k).
alerﬁﬁf(m +aw™) ael[r(%.,M]f(w +aw™)

Comme [0, M] est compact, il existe a € [0, M] tel que f(zy + apw®) = i[%fM]f(xk + aw®). De
agc|0,

plus on a grice a (3.22) que ay, > 0.

2. Le point 2. découle du fait que la suite (f(2*)))ren est décroissante, donc la suite (z(*)),cn est bornée
(car f(x) — +oo quand |x| — 400). On montre ensuite que si ¥ — x lorsque ¢ — +oc alors
V f(x) = 0 (ceci est plus difficile, les étapes sont détaillées dans I’exercice[114).
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Reste la question du calcul de oy, qui est le paramétre optimal dans la direction de descente w(*), ¢.a.d. le nombre
réel qui réalise le minimum de la fonction ¢ de IR dans IR définie par : p(a) = f(x® + aw®)). Comme
ag > 0et p(ax) < p(a) pour tout o € IR 1, on a nécessairement

(p/(ak) = Vf(w(k) + akw(’“)) cw® =0,

Cette équation donne en général le moyen de calculer o.
Considérons par exemple le cas (important) d’une fonctionnelle quadratique, i.e. f(x) = %Acc -x—b-x, Aétant
une matrice symétrique définie positive. Alors V f (:c(k)) = Az — b, et donc

ViE® + ap w®) . w® = (4z® + ap Aw® —b) - w® =0.
On a ainsi dans ce cas une expression explicite de o, avec rk) = p— Am(k),

C(b—Ax®) w® ) gy®)

T T Aw® w® A - ) (3.23)

Remarquons que Aw®) - w®) £ 0 (car A est symétrique définie positive).

Dans le cas d’une fonction f générale, on n’a pas en général de formule explicite pour ;. On peut par exemple le
calculer en cherchant le zéro de f’ par la méthode de la sécante ou la méthode de Newton. ..

L’algorithme du gradient a pas optimal est donc une méthode de minimisation dont on a prouvé la convergence. Ce-
pendant, cette convergence est lente (en général linéaire), et de plus, 1’algorithme nécessite le calcul du parametre
a optimal.

Algorithme du gradient a pas variable Dans ce nouvel algorithme, on ne prend pas forcément le parametre
optimal pour «, mais on lui permet d’étre variable d’une itération a I’autre. L’algorithme s’écrit :

Initialisation : (¥ € IR"™.

Itération : On suppose z*) connu ; soit w®) = -V f(z®) ot : w® #£0
(si w® = 0 1’algorithme s arréte). (3.24)
On prend oy, > 0 tel que f(x™®) + apw®) < f(x).
On pose 2 F+t1) = () 4 qpaw®),

Théoreme 3.21 (Convergence du gradient a pas variable).
Soit f € CY(IR™,IR) une fonction telle que f(x) — +o0o quand |z| — +o0, alors :

1. On peut définir une suite (z*)) e par (3.24).

2. La suite (™)) c est bornée. Si x*¢) — x quand £ — +o0 et si V f(2F)) — 0 quand ¢ — +oc alors
Vf(x) = 0. Si de plus f est convexe on a f(x) = ]11£1£f

3. SiVf(x®) = 0 quand k — 400 et si f est strictement convexe alors ¥ — x et f(z) = }élgf

La démonstration s’effectue facilement a partir de la démonstration du théoréeme précédent : reprendre en 1’adaptant
I’exercice [T4l

3.3.2 Algorithme du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été€ découverte en 1952 par Hestenes et Steifel pour la minimisation de fonctions
quadratiques, c’est-a-dire de fonctions de la forme

f(m)z%Aw-:B—b-m,
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ol A € M,,(IR) est une matrice symétrique définie positive et b € IR"™. On rappelle (voir le paragraphe[3.2.2) que
f(@®) :%gf@A:E:b.
L’idée de 1a méthode du gradient conjugué est basée sur la remarque suivante : supposons qu’on sache construire n
vecteurs (les directions de descente) w(®, w™ ... w1 libres et tels que (™ - w®) = 0 pour tout p < n. On
aalors (™ = 0 : en effet la famille (w(o) cw ,w(”*l)) engendre IR"™ ; le vecteur (") est alors orthogonal
a tous les vecteurs d’une IR"™, et il est donc nul.
Pour obtenir une famille libre de directions de descente stricte, on va construire les vecteurs w'®), w®, ...,
w1 de maniére a ce qu’ils soient orthogonaux pour le produit scalaire induit par A. Nous allons voir que ce
choix marche (presque) magnifiquement bien. Mais avant d’expliquer pourquoi, écrivons une méthode de descente
a pas optimal pour la minimisation de f, en supposant les directions de descente w (%) connues.
On part de 2(©) dans IR™ donné ; a I'itération k, on suppose que (¥} = b — Az(¥) £ 0 (sinon on a z(¥) = Z et
on a fini). On calcule le parametre v, optimal dans la direction w(*) par la formule (3.23). Et on calcule ensuite le
nouvel itéré :

2* D = 20 4 o),

Notons que 7*+1) = b — Ax(*+1) et donc
rFD = p(B) _ o) A ™). (3.25)
De plus, par définition du parametre optimal oz, on a Vf(:c(’”l)) -w®) = 0 et donc
P ™) = 0 (3.26)

Ces deux dernieres propriétés sont importantes pour montrer la convergence de la méthode. Mais il nous faut
maintenant choisir les vecteurs w(*) qui soient des directions de descente strictes et qui forment une famille libre.
A T’étape 0, il est naturel de choisir la direction opposée du gradient :

w® = V(@) = O

A I’étape k > 1, on choisit la direction de descente w®) comme combinaison linéaire de r*) et de w(kfl), de
maniére 2 ce que w* soit orthogonal 2 w*~1) pour le produit scalaire associé a la matrice A.

w® = O (3.27a)
w® =) 4 /\kw(kfl), avec w® . 4w = 0, pour k > 1. (3.27b)
La contrainte d’orthogonalité Aw*) - w*~1 = ( impose le choix du paramétre )\, suivant :

'r(k) . Aw(k_l)
k= T w1 . A1)

Remarquons que si %) % 0 alors w® - #*) > 0 car w® - r(*) = (&) . 3(8) en raison de la propriété (3.26). On
adonc w® - V f(x*®)) < 0, ce qui montre que w*) est bien une direction de descente stricte.
On a donc (on a déja fait ce calcul pour obtenir la formule (3.23)) du paramétre optimal)

(k) . (k) (k) . (k)
=TT (3.28)
On suppose que 7*) = 0 pour tout k € {0,...,n— 1}. Montrons alors par récurrence que pourk = 1,...,n—1,
ona:
(0)k r® . wP = 0sip <k,
(id) r® ) = 0sip <k,
(1), Aw™® . wP = 0sip <k,

Ces relations sont vérifiées pour k& = 1. Supposons qu’elles le sont jusqu’au rang k, et montrons qu’elles le sont
aurang k + 1.
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(i)k+1 :

(1) k41 -

(1)1 :

Pour p = k, la relation (7)1 est verifiée au rang k + 1 grace a (3.26) ; pour p < k,on a
PO p®) — 19 @) g A ® @ =

par (3.23) et hypothése de récurrence.
Par les relations (3.270) et (i)+1, on a, pour p < k,

PO ) = (4D | () _ )\ qpP=D) — g,

Pour p = k la relation (#4i)41 est vérifiée grace au choix de Agy1.
Pour p < k, on remarque que, avec (3.27D) et (4i7)

w1 L Aw® = (r(k+1) + )\le(k)) Aw® = pEtD) L @)
On utilise maintenant (3.23)) et (7) 41 pour obtenir

wh D . Aw® = L) () _ pry g
Qp

On a ainsi démontré la convergence de la méthode du gradient conjugué.

Mettons sous forme algorithmique les opérations que nous avons exposées, pour obtenir I’algorithme du gradient
conjugué.

Algorithme 3.22 (Méthode du gradient conjugué).

1. Initialisation

Soit x(® € R", et soit 7®) = b — Azx(®) = —V f(z®).

Sir® =0, alors Az = b et donc z©® = z, auquel cas ’algorithme s’arréte.

Sinon, on pose
w® = r(0)7

et on choisit o optimal dans la direction w®) . On pose alors

2@ = 20 | q0w®.

2. Itération k, 1 < k <n — 1, on suppose iB(O), cen x*) etw(o), cen w*=1) connus et on pose

r®) —p— Azx®.

Sirk) = 0, alors Az®) = b et donc z*) = T, auquel cas ’algorithme s’arréte.
Sinon on pose
w® = ¢k L /\k_lw(kfl),
avec \—1 tel que
w® . AwF-D =

3

et on choisit oy, optimal dans la direction w®), donné par (3.23). On pose alors

20D = (0 4 ).

Nous avons démontré plus haut la convergence de 1’algorithme, résultat que nous énongons dans le théoreme
suivant.
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Théoreme 3.23 (Convergence de 1’algorithme du gradient conjugué). Soit A une symétrique définie positive,
1
AeM,(R),beR" et f(x) = §A:B - —b-x. L'algorithme (3.22) définit une suite (x*))—o , avecp <n

telle que ) = T avec Az = b. On obtient donc la solution exacte de la solution du systéme linéaire Ax = b en
moins de n itérations.

Efficacité de la méthode du gradient conjugué On peut calculer le nombre d’opérations nécessaires pour cal-
culer & (c.a.d. pour calculer (™), sauf dans le cas miraculeux ot (¥ = Z pour k < n) et montrer (exercice)
que :

Nye = 2n* + O(n?).

n3

On rappelle que le nombre d’opérations pour Choleski est — donc la méthode du gradient conjugué n’est pas
intéressante comme méthode directe car elle demande 12 fois plus d’opérations que Choleski.
On peut alors se demander si la méthode est intéressante comme méthode itérative, c.a.d. si on peut espérer que
x*) soit “proche de " pour “k < n". Malheureusement, si la dimension n du systéme est grande, ceci n’est
pas le cas en raison de ’accumulation des erreurs d’arrondi. Il est méme possible de devoir effectuer plus de n
itérations pour se rapprocher de . Cependant, dans les années 80, des chercheurs se sont rendus compte que ce
défaut pouvait étre corrigé a condition d’utiliser un “préconditionnement”. Donnons par exemple le principe du
préconditionnement dit de “Choleski incomplet".

Méthode du gradient conjugué préconditionné par Choleski incomplet On commence par calculer une “ap-
proximation" de la matrice de Choleski de A c.a.d. qu’on cherche L triangulaire inférieure inversible telle que
A soit “proche” de LLY, en un sens a définir. Si on pose y = Ltzx, alors le systtme Az = b peut aussi s’écrire
L7YA(LY) "'y = L™1b, et le systeme (L*)~'y = = est facile a résoudre car L! est triangulaire supérieure. Soit
B € M,,(IR) définie par B = L~ A(L!)~!, alors

Bt _ ((Lt)fl)tAt(Lfl)t _ L*lA(Lt)fl =B
et donc B est symétrique. De plus,
Bx-x=L'ALY 'z-x= AL x- (L) ',

et donc Bx - x > 0si @ # 0. La matrice B est donc symétrique définie positive. On peut donc appliquer
I’algorithme du gradient conjugué a la recherche du minimum de la fonction f définie par

fly) = 1By-y — L7 y.
D

On en déduit I’expression de la suite (y*))en et done (7).
On peut alors montrer (voir exercice[121)) que 1’algorithme du gradient conjugué préconditionné ainsi obtenu peut
s’écrire directement pour la suite (m(k))kem , de la maniére suivante :

Itération k& On pose r*) = b — Az(¥)

on calcule s solution de LLts®*) = p(k),
s r® (k) — g(k) (k—1)
m et w =S8 + Ak_lw .

Le parametre optimal o, a pour expression :

On pose alors A1 =

k) . ()

= A0 ®

et on pose alors 1) = 2(¥) 4w,
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Le choix de la matrice L peut se faire par exemple dans le cas d’une matrice creuse, en effectuant une factorisation
“L L' incompléte, qui consiste & ne remplir que certaines diagonales de la matrice L pendant la factorisation, et
laisser les autres a 0.

Méthode du gradient conjugué pour une fonction non quadratique. On peut généraliser le principe de 1’al-
gorithme du gradient conjugué a une fonction f non quadratique. Pour cela, on reprend le méme algorithme que
(3.22)), mais on adapte le calcul de A\;_; et ag.

Itération n :
Az . x® etw® . w1 connus, on calcule rF) = —V f(x(*)).
Si (%) = 0 alors Vf(x®)) = 0 auquel cas I’algorithme s’arréte (le point 2*¥) est un point critique de f et il
minimise f si f est convexe).
Si r®) # 0, on pose w®) =) 4 /\k,lw(kfl) ol \g_1 peut étre choisi de différentes manieres :
1eére méthode (Fletcher—Reeves)
pk) . p(k)

Ak—1 = r(h—1) . p(k—1)’

2éme méthode (Polak—Ribiere)
(r(k) — Ir(k_l)) . r(k)

r(k=1) . p(k=1)

Ak—1=
On pose alors 1) = 2*) 4w *) | olr o, est choisi, si possible, optimal dans la direction w(*).
La démonstration de la convergence de I’algorithme de Polak—Ribiére fait I’objet de I’exercice[123] page 2331

En résumé, la méthode du gradient conjugué est trés efficace dans le cas d’une fonction quadratique a condition
de I'utiliser avec préconditionnement. Dans le cas d’une fonction non quadratique, le préconditionnement ne se
trouve pas de maniere naturelle et il vaut donc mieux réserver cette méthode dans le cas “n petit".

3.3.3 Méthodes de Newton et Quasi—-Newton
Soit f € C2(IR",R)etg =V f € C}(IR",IR™). On a dans ce cas :

fl@) = inff = glw) = 0.

Si de plus f est convexe alorson a g(x) = 0 = f(x) = %gf Dans ce cas d’équivalence, on peut employer la

méthode de Newton pour minimiser f en appliquant 1’algorithme de Newton pour chercher un zéro de g = V.
Ona D(Vf) = Hy ot Hy(x) est la matrice hessienne de f en =. La méthode de Newton s’écrit dans ce cas :

{ Initialisation —x(¥) € IR", (3.30)

Itération k. Hy(x®)(z*+) — x®)) = v f(z0).

Remarque 3.24. La méthode de Newton pour minimiser une fonction f convexe est une méthode de descente.
En effet, si H;(z(®)) est inversible, on a *+1) — () = [H(x®))]71(=V f(x*)) soit encore zF+1) =
2 + apw® ooy, = Tetw® = [Hy(x®)] 71 (=V f(x*)). Si f est convexe, H est une matrice symétrique
positive (déja vu). Comme on suppose H s((¥)) inversible par hypothése, la matrice H ;(2*)) est donc symétrique
définie positive.

On en déduit que w™® = 0si Vf(x®) =0et,si Vf(x*) £ 0,

~w® - V(@) = [H; @)1V (@) - V(@) > 0,

ce qui est une condition suffisante pour que w*) soit une direction de descente stricte.
La méthode de Newton est donc une méthode de descente avec w*) = —H ;(z")=1(V f(z®))) et ay, = 1.
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On peut aussi remarquer, en vertu du théoreme2. 19 page[164] que si f € C3(IR", IR), si Z est tel que V f(Z) = 0
etsi Hp(z) = D(Vf)(z) est inversible alors il existe ¢ > 0 tel que si g € B(&,¢), alors la suite (x*)); est
bien définie par (3.30) et ) — Z lorsque k — +o0. De plus, d’apres la proposition 216} il existe 3 > 0 tel que
|e++1) — x| < Bl — Z|? pour tout k € IN.

Remarque 3.25 (Sur I'implantation numérique). La convergence de la méthode de Newton est trés rapide, mais
nécessite en revanche le calcul de H (), qui peut s’avérer impossible ou trop coiiteux.

On va maintenant donner des variantes de la méthode de Newton qui évitent le calcul de la matrice hessienne.

Proposition 3.26. Soient f € C'(R",R), ¢ € R" tel que Vf(x) # 0, et soit B € M, (IR) une matrice
symétrique définie positive ; alors w = —BYV f(x) est une direction de descente stricte en .

DEMONSTRATION — Ona:w-Vf(x) = —BV f(x)-Vf(x) < 0car B est symétrique définie positive et V f(x) # 0
donc w est une direction de descente stricte en x. En effet, soit ¢ la fonction de IR dans IR définie par ¢ () = f(z+aw).
I est clair que ¢ € C* (IR, TR), ¢’ (o) = Vf(z + aw) - wet ¢’ (0) = Vf(x) - w < 0. Donc Jag > 0 tel que ' (a) < 0
si a €]0, awo[. Par le théoréme des accroissements finis, (o) < ¢(0) Vo €]0, o[ donc w est une direction de descente
stricte. n

Méthode de Broyden La premiére idée pour construire une méthode de type quasi Newton est de prendre comme
direction de descente en 2(*) le vecteur w*) = —(B®)~1(V f(x*))) ot la matrice B*) est censée approcher
Hy (cc(k)) (sans calculer la dérivée seconde de f). On suppose z(¥), £(*~1) et B*~1) connus. Voyons comment
on peut déterminer B*). On peut demander par exemple que la condition suivante soit satisfaite :

Via®) - vi@* )= B® gk — gk-1) (3.31)

Ceci est un systeme a n équations et n X n inconnues, et ne permet donc pas de déterminer entierement la matrice
B® si n > 1. Voici un moyen possible pour déterminer entierement B(*), di 2 Broyden. On pose s(*) =
x®) — 2(*=1) on suppose que s(¥) £ 0, et on pose y*) = Vf(x*)) — Vf(x*~1). On choisit alors B*) telle
que :

(3.32)

BF) g(k) — (k)
BWg = Bk-1Dg vg | gk)

On a exactement le nombre de conditions qu’il faut avec (3.32) pour déterminer entierement B(*). Ceci suggere la
méthode suivante :

Initialisation Soient (*) € IR™ et B(®) une matrice symétrique définie positive. On pose
w® = (BO) (- (@))

alors w(®) est une direction de descente stricte sauf si V f(z(?)) = 0.

On pose alors
2 — 20 4 00
ot o©) est optimal dans la direction w(®),

Itération k& On suppose (*), 2(*=1) et B*~1) connus, (k > 1), et on calcule B*) par (3.32). On pose
w®) = —(BO) (V)

On choisit o*) optimal en (%) dans la direction w ¥, et on pose x*t1) = (k) 4 o(F)qp(¥),

Le probléme avec cet algorithme est que si la matrice est B(*~) symétrique définie positive, la matrice B(*) ne
I’est pas forcément, et donc w(*) n’est pas forcément une direction de descente stricte. On va donc modifier cet
algorithme dans ce qui suit.
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Méthode de BFGS La méthode BFGS (de Broyden, Fletcher@, Goldfarbﬁ et ShannoH) cherche a construire
B proche de B*~1 | telle que B vérifie 331 et telle que si B*~1 est symétrique définie positive alors
B®) est symétrique définie positive. On munit M, (IR) d’une norme induite par un produit scalaire, par exemple

1/2
siAeM,(R)et A= (ai;)ij=1,.nonprend |[A| = (Z" a? ) . M,,(IR) est alors un espace de Hilbert.

ij=1 05
On suppose x*), z(*=1) B(*=1) connus, et on définit
Cr = {B € M,,(IR)|B symétrique, vérifiant (3.31)},

qui est une partie de M,,(IR) convexe fermée non vide. On choisit alors B*) = Pe, B(*=1) ou P, désigne la

projection orthogonale sur €. La matrice B(*) ainsi définie existe et est unique; elle est symétrique d’apres le
choix de Cj. On peut aussi montrer que si B*~1) symétrique définie positive alors B(¥) est aussi symétrique
définie positive.

Avec un choix convenable de la norme sur M,, (IR ), on obtient le choix suivant de B si s(¥) £ 0 et V f(z*®)) # 0
(sinon I’algorithme s’ arréte) :

B _ pgle-1) 4 y(k)(y(k))t B B(k—1) g(k) (S(k))tB(kfl)
(s(k))t . y(k) (s(k))tB(k_l)s(k)

(3.33)
L’algorithme obtenu est 1’algorithme de BFGS.

Algorithme de BFGS

Initialisation ~ On choisit (®) € IR™ et
B symétrique définie positive
( par exemple B(?) = Id) et on pose
w®) = —BOV f(x()
si Vf(2(®) # 0, on choisit o) optimal
dans la direction w(®), et donc
w(©) est une direction de descente stricte.
On pose (1) = x(0) 4 (0)qp(®),
Itération k Az® gD et B, | connus (k> 1) (3.34)
On pose
s = g®) _ k=) k) — 7 f(x®) - Vf(xzk1)
sis) £ 0et VF(x®) £0,
on choisit B%) vérifiant (3:33)
On calcule w®) = —(B")~1(V f(x*)))
(direction de descente stricte en x(*)).
On calcule a*) optimal dans la direction w(*)
et on pose x*+t1) = (k) 1 o (klqp(k),

On donne ici sans démonstration le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 3.27 (Fletcher, 1976). Soit f € C*(IR",R) telle que f(x) — +00 quand |x| — +00. On suppose de
plus que [ est strictement convexe (donc il existe un unique © € R" tel que f(x) = infrn f) et on suppose que
la matrice hessienne H () est symétrique définie positive.

1. Broyden, C. G., The Convergence of a Class of Double-rank Minimization Algorithms, Journal of the Institute of Mathematics and Its
Applications 1970, 6, 76-90

2. Fletcher, R., A New Approach to Variable Metric Algorithms, Computer Journal 1970, 13, 317-322

3. Goldfarb, D., A Family of Variable Metric Updates Derived by Variational Means, Mathematics of Computation 1970, 24, 23-26

4. Shanno, D. F.,Conditioning of Quasi-Newton Methods for Function Minimization , Mathematics of Computation 1970, 24, 647-656
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Alors si (0 € R" et si B9 est symétrique définie positive, I"algorithme BFGS définit bien une suite =*) et on
ax'® — & quand k — 400
De plus, si %) = x pour tout k, la convergence est super linéaire i.e.

D) _ g

Pour éviter la résolution d’un systéme linéaire dans BFGS, on peut choisir de travailler sur (B*))~! au lieu de
B®).

Initialisation Soit z(°) € IR" et K(*) symétrique définie positive

telle que oy soit optimal dans la direction — KOV f(x(?)) = w(®

20 = 20 1 00

Itération & : A =) 2 =D K#=1) connus, k > 1,

on pose s(F) = x(*) — g(k=1) (k) — 7 f(2(M)) - v f(x(k~D) (3.35)
et K*) = po, K1),

On calcule w*) = — K®)V f(x(*)) et on choisit ay,

optimal dans la direction w*).

On pose alors & *+1) = (k) 1w,

Remarquons que le calcul de la projection de Pe, K (5=1) peut s’effectuer avec la formule (3.33) ol on a remplacé
B(=1 par K (*~1) Malheureusement, on obtient expérimentalement une convergence nettement moins bonne
pour I’algorithme de quasi-Newton modifié (3.33) que pour I’algorithme de BFGS (3.33).

3.3.4 Résumé sur les méthodes d’optimisation

Faisons le point sur les avantages et inconvénients des méthodes qu’on a vues sur I’optimisation sans contrainte.

Méthodes de gradient : Ces méthodes nécessitent le calcul de V f(2*)). Leur convergence est linéaire (donc
lente).

1
Méthode de gradient conjugué : Si f est quadratique (c.a.d. f(x) = §Aw -x —b-x avec A symétrique définie
positive), la méthode est excellente si elle est utilisée avec un préconditionnement (pour n grand). Dans le
cas général, elle n’est efficace que si n n’est pas trop grand.

Méthode de Newton : La convergence de la méthode de Newton est excellente (convergence localement quadra-
tique) mais nécessite le calcul de H(x*)) (et de V f(x(¥))). Si on peut calculer H(x*)), cette méthode
est parfaite.

Méthode de quasi Newton : L’avantage de la méthode de quasi Newton est qu’on ne calcule que V f(z(*))
et pas H f(a:(k))). La convergence est super linéaire. Par rapport a une méthode de gradient ot on calcule
w®) = —V f(x*), la méthode BFGS nécessite une résolution de systeme linéaire :

B® w® — _v f(®).

Quasi—Newton modifié :
Pour éviter la résolution de systéme linéaire dans BFGS, on peut choisir de travailler sur (B*))~! au lieu de
B™) | pour obtenir I’algorithme de quasi Newton (3.33). Cependant, on perd alors en vitesse de convergence.

Comment faire si on ne veut (ou peut) pas calculer Vf(x(*)) 2 On peut utiliser des “méthodes sans gradient",
c.a.d. qu’on choisit a priori les directions w*). Ceci peut se faire soit par un choix déterministe, soit par un
choix stochastique.
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Un choix déterministe possible est de calculer 2(*) en résolvant n problémes de minimisation en une dimen-
sion d’espace. Pour chaque direction 7 = 1,...,n, on prend wmd) = e;, ou e; est le i-eme vecteur de la
base canonique, et pour i = 1,...,n, on cherche § € IR tel que :

f(xgk),xgk),...,9,...,3:5[“)) < f(:zrgk),:cgk),...,t,...,:cglk)),vt e R.

Remarquons que si f est quadratique, on retrouve la méthode de Gauss Seidel.

3.3.5 Exercices (algorithmes pour I’optimisation sans contraintes)

Exercice 113 (Mise en oeuvre de GPF, GPO). Corrigé en page[236]

On considere la fonction f : IR? — IR définie par f(z1,20) = 227 + 23 — x129 — 321 — 2o + 4.
1. Montrer qu’il existe un unique Z € IR? tel que 7 = min,cr2 f(x) et le calculer.

2. Calculer le premier itéré donné par I’algorithme du gradient a pas fixe (GPF) et du gradient a pas optimal
(GPO), en partant de (x§°>, :céo)) = (0,0), pour un pas de & = .5 dans le cas de GPF.

Exercice 114 (Convergence de 1’algorithme du gradient a pas optimal). Suggestions en page[236 Corrigé détaillé
en page237

Soit f € C?(IR™,R) t.q. f(x) — oo quand |z| — oo. Soit zg € IR™. On va démontrer dans cet exercice la
convergence de I’algorithme du gradient a pas optimal.

1. Montrer qu’il existe R > 0t.q. f(x) > f(xo) pour tout x ¢ Bp, avec Br = {z € R", |z| < R}.

2. Montrer qu’il existe M > 0 t.q. |H(z)y - y| < M|y|? pour touty € IR" et tout x € Bry1 (H(z) est la matrice
hessienne de f au point x, R est donné a la question 1).

3. (Construction de “la” suite (21, )ren de I’algorithme du gradient a pas optimal.) On suppose zj connu (k € IN).
On pose wy, = —Vf(xg). Si wxy = 0, on pose zx11 = k. Si wr # 0, montrer qu’il existe p > 0 t.q.
f(zp + pwy) < f(zr + pwy) pour tout p > 0. On choisit alors un pg, > 0t.q. f(zx + prwi) < f(zk + pwi)
pour tout p > 0 et on pose Tx+1 = Tk + PrWk-

On considere, dans les questions suivantes, la suite (xy)reN ainsi construite.

4. Montrer que (avec R et M donnés aux questions précédentes)

(a) la suite (f(zx))ken est une suite convergente,
(b) x, € Br pour tout k € IN,
(© fk + pun) < F(wr) — pluorl? + (5 /2) M]ux? pour tout p € [0, 1/ .
(@) f(zrs1) < flan) = wp|*/(2M), si |wy| < M.
e —f(rt1) + flzr) > |wy |2/ (2M), avec M = sup(M, M),
M = sup{|Vf(x)|, z € Br}.
5. Montrer que V f(x)) — 0 (quand k — o00) et qu’il existe une sous suite (nx)ren t.q. Tn, — = quand k — co
et Vf(z)=0.
6. On suppose qu’il existe un unique T € R" t.q. V f(Z) = 0. Montrer que f(T) < f(x) pour tout z € IR" et que
T, — T quand k — oo.

Exercice 115 (Jacobi et optimisation). Corrigé détaillé en page 240
Rappel Soit f € C*(IR",IR); on appelle méthode de descente 2 pas fixe o € IR’, pour la minimisation de f,
une suite définie par

(@ € IR"™ donné,
23D — 2 4 qep®

ot w*) est une direction de descente stricte en z(¥), c.a.d. w®) € R" vérifie la condition w® - V f(z(*)) < 0.
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Dans toute la suite, on considere la fonction f de IR™ dans IR définie par

flx) = %Am cx—b-x, (3.36)

oll A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive, et b € IR”. On pose T = A~ 1b.

1. Montrer que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme Ax = b peut s’écrire comme une méthode
de descente 2 pas fixe pour la minimisation de la fonction f définie par (3.36). Donner I’expression du pas
a et de la direction de descente w*) a chaque itération k et vérifier que c’est bien une direction de descente
stricte si 2(F) £ A~ 1b.

2. On cherche maintenant a améliorer la méthode de Jacobi en prenant non plus un pas fixe dans 1’algorithme
de descente ci-dessus, mais un pas optimal qui est défini a I’itération k par

F@® + arw®) = min f(@ + aw®), (3.37)

ot w(*) est défini a la question précédente. On définit alors une méthode de descente & pas optimal par :
2 D = 20 4 o),

On appelle cette nouvelle méthode “méthode de Jacobi a pas optimal”.

(a) Justifier I’existence et I’unicité du pas optimal défini par (3.37), et donner son expression a chaque
itération.
|7 F) ()2
~ 2Aw®) - (k)
(c) Montrer que 7*) — 0 lorsque k — +00, et en déduire que la suite donnée par la méthode de Jacobi a
pas optimal converge vers la solution & du systéme linéaire Az = b.

(b) Montrer que | f(z*)) — f(z*+1)| si w®) £ 0.

(d) On suppose que la diagonale extraite D de la matrice A (qui est symétrique définie positive) est de la
forme D = ald avec o € IR.

i. Ecrire I’algorithme de descente a pas optimal dans ce cas.

ii. Comparer les algorithmes de descente obtenus par Jacobi et Jacobi a pas optimal avec les algo-
rithmes de gradient que vous connaissez.

Exercice 116 (Fonction non croissante a I’infini). Suggestions en page

Soient n > 1, f € C*(R™,R) et @ € IR. On suppose que A = {z € R"™; f(z) < f(a)} est un ensemble
borné de IR" et qu’il existe M € IR t.q. |[H(x)y - y| < M|y|? pour tout z, y € IR™ (obt H(z) désigne la matrice
hessienne de f au point x).

1. Montrer qu’il existe T € A t.q. f(Z) = min{f(z), x € R"} (noter qu’il n’y a pas nécessairement unicité
de 7).

2. Soitx € Atq. Vf(z) # 0.0npose T'(z) = sup{a > 0; [z, —aV f(x)] C A}. Montrer que 0 < T'(z) <
+oo et que [z, — T(z)Vf(z)] C A} (ou [x,x — T(x)V f(x)] désigne I’ensemble {tz + (1 — t)(z —
T(x)Vf(x)),t € [0,1]}.

3. Pour calculer une valeur appochée de T (t.q. f(Z) = min{ f(x),z € IR"}), on propose I’algorithme suivant :
Initialisation : zo € A,

Itérations : Soit & > 0.

SiVf(xr) =0, onpose zxt1 = xx. Si Vf(xy) # 0, on choisit a, € [0, T (zx)] t.q. f(xr — axVf(zk))
min{f(zr — aVf(zk)), 0 < a < T(zx)} (La fonction T est définie & la question 2) et on pose xy4+1 =
T — aka(:ck)
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(a) Montrer que, pour tout o € A, ’algorithme précédent définit une suite (zx)ren C A (c’est-a—dire
que, pour xy, € A, il existe bien au moins un élément de [0, T'(xy)], noté ag, t.q. f(xr — axV f(zk) =
min{ f(zr — aVf(zr)), 0 < a < T(zk)}).

(b) Montrer que cet algorithme n’est pas nécessairement 1’algorithme du gradient a pas optimal. [on pourra
chercher un exemple avec n = 1.]

(c) Montrer que f(z) — f(Tp+1) > M , pour tout £ € IN.

4. On montre maintenant la convergence de la sulte (zk) ke construite a la question précédente.

(a) Montrer qu’il existe une sous suite (xx, )een et x € A t.q. 2, — x, quand £ — oo, et V f(z) = 0.

(b) On suppose, dans cette question, qu’il existe un et un seul élément z € A t.q. Vf(z) = 0. Montrer que
xp — 2z, quand k — oo, et que f(z) = min{f(z),z € A}.

Exercice 117 (Application du GPO). Corrigé détaillé en page240
Soit A € M, (IR) et J la fonction définie de R™ dans IR par J(z) = el 4=1” o
sur R".

1. Montrer que J admet un minimum (on pourra le calculer. .. ).

- || désigne la norme euclidienne

2. On suppose que la matrice A est inversible, montrer que ce minimum est unique.

3. Ecrire I’algorithme du gradient a pas optimal pour la recherche de ce minimum. [On demande de calculer le
parametre optimal «v;, en fonction de A et de z.] A quelle condition suffisante cet algorithme converge-t-il ?

Exercice 118 (Méthode de relaxation). Corrigé détaillé en page

Soit f une fonction continiiment différentiable de £ = IR" dans IR vérifiant I’hypothése (3.10a) :
1. Justifier I"existence et I'unicité de 7 € IR" tel que f(Z) = infyer~ f(2).

On propose 1’algorithme de recherche de minimum de f suivant :

Initialisation : z(© € E,

Itérationn: 2 connu, (n > 0)
Calculer :vg U el que, pour tout £ € ]R
f( gk-’_l)vxé 7xgk)v e 7x51k)) < f(gv 2 ng)v te 7x51k))
Calculer xé’”l) tel que, pour tout ¢ € IR,

f(‘rgk+1)7 xékJrl)’xék) xSLk)) S f(x§k+1)7 57 :Eg’,k)u e 71,5116))

3

gee ey ;

(3.38)
Calculer a:,(C T te] que, pour tout £ € R,
G R e I
< f( §k+1), e ,xl(fjll), ,xEZl_l), . ,xﬂ“’),

Calculer :C( U el que, pour tout§ € IR,
f(z §k+1)7 ék-i—l) kD (k+1)) Sf(xgk—kl) PR )

7"an17 a"vnla

2.Pourn e INetl <k <N, soit cp,(c“l) la fonction de IR dans IR définie par :

k+1 k+1 k+1 k
oD (s) = FY el sl e,
Montrer qu’il existe un unique élément s € IR tel que
(k+1) =y _ (k+1)
pr o (5) = dnf o (s).
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En déduire que la suite (z(*)),,cy construite par I’algorithme (3.38) est bien définie.

Dans toute la suite, on note || - || la norme euclidienne sur IR"™ et (+|-) le produit scalaire associé. Pouri =1, ..., n,
on désigne par 0; f la dérivée partielle de f par rapport a la i-éme variable.

3. Soit (2(®)),,c1y la suite définie par 1’algorithme (3.38).

Pour n > 0, on définit z(*T1,0) = z(¥) = (:Cgk), .. ,:cslk))t, etpour 1 <k <mn,
x(n+17k) = (‘Tngrl)u B xl(ckJrl)?xl(c]i)l? ceey xglk))t

(de sorte que z(" 1) = g(k+1)y,

(a) Soitn € IN. Pour 1 < k < n, montrer que 0 f (z("*1%)) = 0, pour k = 1, ..., n. En déduire que

f(x(nJrl,kfl)) _ f(:Z?(nJrl"k)) > ng(nJrl,kfl) _ I(nJrl"k)HQ.
-2

(b) Montrer que la suite (z(F)), ey vérifie

«
Fa®) = f@D) > Zlal® — ol

En déduire que lim,,_, ;o ||z®*) —2z*+D|| = 0 et que, pour 1 < k < n, lim,,_, o ||z T1F) —z*+D) || = 0.

4. Montrer que

—

1 n 2
(k+1) _ = « = (k+1)y[2
e+ — 7 < (Z oS >|>
k=1
5. Montrer que les suites (a:(k))nelN, et (a:("+1=k))n€m, pour k = 1,...,n, sont bornées.

Montrer que
|0k f (x*FD)] = 0 lorsque n — +oc.

(On rappelle que d, f (z(*T1F) = 0.)
Conclure quant a la convergence de la suite(x(k))nem lorsque n — 4-00.

6. On suppose dans cette question que f(z) = 5(Az|z) — (blz). Montrer que dans ce cas, I’algorithme (3.38) est
équivalent a une méthode itérative de résolution de systemes linéaires qu’on identifiera.

7. On suppose dans cette question que n = 2. Soit g la fonction définie de IR* dans IR par : g(z) = 23 + 23 —
2(z1 + 22) + 2|w1 — 32|, avec © = (w1, x2)t.

(a) Montrer qu’il existe un unique élément Z = (71, 72)" de R tel que ¢(7T) = inf,cr2 g(2).
(b) Montrer que 7 = (1,1)%.

(c) Montrer que si (0 = (0,0)¢, I’algorithme (3.38) appliqué a g ne converge pas vers Z. Quelle est I’hypothése
mise en défaut ici ?

Exercice 119 (Mise en oeuvre de GC).

On considere la fonction f : IR? — IR définie par f(x1,22) = 223 + 23 — 2179 — 371 — T2 + 4.
1. Montrer qu’il existe un unique * € R? tel que T = min,cr2 f(x) admet un unique minimum, et le calculer.

2. Calculer le premier itéré donné par I’algorithme du gradient conjugué, en partant de (xgo), xéo)) = (0,0),
pour un pas de a = .5 dans le cas de GPF.

Exercice 120 (Gradient conjugué pour une matrice non symétrique). Corrigé détaillé en page 243l
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Soitn € IN,n > 1. On désigne par | - || la norme euclidienne sur IR", et on munit I’ensemble M,, (IR ) de la norme
induite par la norme || - |, || - ||. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On définit M € M,,(IR) par M = A'A.
On se donne un vecteur b € IR", et on s’intéresse a la résolution du systéme linéaire

Ax = b;. (3.39)
1. Montrer que x € IR" est solution de (L123) si et seulement si x est solution de
Mz = A'b:. (3.40)

2. On rappelle que le conditionnement d’une matrice C € M, (IR) inversible est défini par cond(C) =
ICINIC~|| (et dépend donc de la norme considérée ; on rappelle qu’on a choisi ici la norme induite par
la norme euclidienne).

(a) Montrer que les valeurs propres de la matrice M sont toutes strictement positives.
(b) Montrer que cond(A) = ’/\\—?, ou A\, (resp. A1) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de
M.

3. Ecrire I’algorithme du gradient conjugué pour la résolution du systtme (3.40), en ne faisant intervenir que
les matrices A et A* (et pas la matrice M) et en essayant de minimiser le nombre de calculs. Donner une
estimation du nombre d’opérations nécessaires et comparer par rapport a I’algorithme du gradient conjugué
écrit dans le cas d’une matrice carré d’ordre n symétrique définie positive.

Exercice 121 (Gradient conjugué préconditionné par LL?). Corrigé en page[244]

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive, et b € IR"™. Soit L une matrice triangulaire inférieure
inversible, soit B = L=YA(L")"tetb = L~'b.
1. Montrer que B est symétrique définie positive.

2. Justifier I’existence et I'unicité de z € IR" tel que Az = b, etde y € R" tel que By = b. Ecrire z en
fonction de y.

Soit 4 € R™ fixé. On pose #(*) = @ = b — By Si 79 £ 0, on pose alors ") = y© + pew®), avec

R AONC
PO = Z@. a5 ~
Pour n > 1, on suppose y©, ..., y®*) et @@, ... &%= connus, et on pose : #*) = b — By Si 7k £,
on calcule : ©®) = #F) 4 X, _1w* =D avec \y_q = % et on pose alors : y*t1) = y(*) 4 o 5(*) avec
(k) (k)

Ok = = B ™ °

3. En utilisant le cours, justifier que la famille y(*) ainsi construite est finie. A quoi est égale sa derniére valeur ?
Pour n € IN, on pose : z(¥) = L=ty®) (avec L=¢ = (L~1)! = (L)1), r®*) = b — Az®), w®) = L-1pk) et
s = (LLY)~1¢ (),

4. Soitn > 0 fixé. Montrer que :

(k) . (k) (k) . p(K)

S T S T

(a) Ak—1 = Wv (b) Pn = m7

(¢) w® =s® £\ w1, (d) 20D =2® 4 apw®,

5. On suppose que la matrice LL? est une factorisation de Choleski incompléte de la matrice A. Ecrire I’ algo-
rithme du gradient conjugué préconditionné par cette factorisation, pour la résolution du systeme Az = b.

Exercice 122 (Méthode de quasi-linéarisation). Corrigé détaillé en page[243]
Soit f € C3*(IR,IR) une fonction croissante a 'infini, c. a.d. telle que f(x) — oo lorsque |z| — o0 ; soit
d € IR et soit J la fonction de IR dans IR par
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1. Montrer qu’il existe Z € IR tel que J(Z) < J(z),Vz € R.

2. (Newton) On cherche ici a déterminer un minimum de J en appliquant la méthode de Newton pour trouver

une solution de 1’équation J'(x) = 0. Ecrire I’algorithme de Newton qui donne 1 en fonction de z;, et
des données d, f, f' et f".

3. L’algorithme dit de “quasi—linéarisation" consiste a remplacer, a chaque itération £ € IN, la minimisation de
la fonctionnelle J par celle de la fonctionnelle Jj, définie de IR dans IR obtenue a partir de J en effectuant
un développement limité au premier ordre de f(x) en +®) cad.

Ji(w) = (f (o) + (@) (@ = ) = d)°
Montrer que 2 k fixé, il existe un unique = € IR qui minimise Jj, et le calculer (on supposera que f/(zy) #
0). On pose donc z1 = . Que vous rappelle I’expression de xx41 ?
4. Ecrire I’algorithme du gradient a pas fixe pour la minimisation de J.

5. Dans cette question, on prend f(z) = 22.

(a) Donner I’ensemble des valeurs € IR, qui minimisent J, selon la valeur de d. Y a t-il unicité de x ?

(b) Montrer que quelque soit la valeur de d, I’algorithme de Newton converge si le choix initial x( est
suffisamment proche de .

(c) On suppose que d > 0 ; montrer que 1’algorithme de quasi-linéarisation converge pour un choix initial
xo dans un voisinage de 1.

(d) On suppose maintenant que d = —1. Montrer que 1’algorithme de quasi-linéarisation ne converge que
pour un ensemble dénombrable de choix initiaux xg.
Exercice 123 (Méthode de Polak-Ribiére). Suggestions en page corrigé en page246]
Dans cet exercice, on démontre la convergence de la méthode de Polak-Ribiere (méthode de gradient conjugué
pour une fonctionnelle non quadratique) sous des hypotheses “simples” sur f.
Soit f € C?(IR"™,IR). On suppose qu’il existe a > 0, 3 > « tel que a|y|> < H(x)y -y < Bly|? pour tout z,

y € R". (H(x) est la matrice hessienne de f au point x.)

1. Montrer que f est strictement convexe, que f(z) — oo quand |z| — oo et que le spectre VP(H (x)) de H(x)
est inclus dans [o, 8] pour tout x € IR™.

On note T I’'unique point de R"™ t.q. f(ZT) < f(x) pour tout 2 € IR™ (I’existence et I’unicité de T est donné par
la question précédente). On cherche une approximation de T en utilisant 1’algorithme de Polak-Ribiere :

initialisation. 2(°) € IR". On pose g(*) = —Vf(z(). Si ¢(©) = 0, Ialgorithme s’arréte (on a z(*) = 7). Si
g £ 0, on pose w(® = g et (V) = (0 4 pyw(® avec py “optimal” dans la direction w(®).

itération. z(*), w(*~1 connus (k > 1). On pose g¥) = —V f(z*). Si g*) = 0, I’algorithme s arréte (on a
I(k) — E) Sl g(k) ;ﬁ O, on pose )\k71 — [g(k) . (g(k) — g(kfl))]/[g(kfl) . g(kil)], w(k) — g(k) + )\kflw(kil)
et p(btD) = (k) 4 akw(k) avec oy, “optimal” dans la direction wyg. (Noter que o, existe bien.)

On suppose dans la suite que g*) # 0 pour tout k € IN.
2. Montrer (par récurrence sur k) que g*t1) . w®) = 0 et g¥) . g*¥) = ¢(k) . y(*) pour tout k € IN.
3. On pose

1
J®) = / H(z™ + faw™®)de.
0

Montrer que g*+1) = g% 1 a JFw®) et que ay = (—g™ - w®) /(JFw®) - w*)) (pour tout k € IN).

4. Montrer que |w®)| < (1 4 B/a)|g®| pour tout k& € IN. [Utiliser, pour & > 1, la question précédente et la
formule donnant \g_1.]

5. Montrer que z*) — Z quand k — oo.
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Exercice 124 (Algorithme de quasi Newton).

Corrigé détaillé en page249

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive et b € IR™. On pose f(z) = (1/2)Azx -z — b - x pour
2 € IR™. On rappelle que V f(z) = Ax — b. Pour calculer T € IR™ t.q. f(Z) < f(z) pour tout z € IR", on va
utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-a-dire :

initialisation. z(¥) € IR".

itération. z(*) connu (n > 0. On pose z*tD) = z(}) — o K*) g avec ¢¥) = V f(2(*), K(*) une matrice
symétrique définie positive a déterminer et o, “optimal” dans la direction w*) = — K *) ¢(¥) (Noter que o, existe
bien.)

Partie 1. Calcul de c;,. On suppose que g(¥) £ 0.

1. Montrer que w(*) est une direction de descente stricte en 2(*) et calculer la valeur de oy, (en fonction de K (¥)
et ().

2. On suppose que, pour un certain n € IN, on a K®) = (H(2(*)))~" (ot H(x) est la matrice hessienne de f en
x, on a donc ici H(x) = A pour tout z € IR™). Montrer que o, = 1.

3. Montrer que la méthode de Newton pour calculer T converge en une itération (mais nécessite la résolution du
systeme linéaire A(z(") — 2(0) =p — Az, )

Partie 2. Méthode de Fletcher-Powell. On prend maintenant K (°) = Id et
s (st (K Ry (k)Y (K (R) (4 (R) )t
s ym)  KR)yk) k)

avec s = g+ _ p(0) o (k) — g(k+1) _ g(k) — fg(h),

KD k)

n >0, (3.41)

On va montrer que cet algorithme converge en au plus n itérations (c’est-a-dire qu’il existe n < n + 1 t.q.
INt1 =T.)

1. Soit n € IN. On suppose, dans cette question, que s(9, ..., s*~1) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls
et que K, ..., K®) sont des matrices symétriques définies positives t.q. KW As®) = s si0 <i<j<n
(pour 7 = 0 on demande seulement K () symétrique définie positive).

(a) On suppose que g¥) # 0. Montrer que s*) £ 0 (cf. Partie I) et que, pour i < n,
sF) . As) = 0 & g . 5 =,

Montrer que g(*) - s() = 0 pour i < n. [On pourra remarquer que g(t?) . () = g(+D) . () = ( et
(g% — gt#1)) . s() = 0 par I’hypothese de conjugaison de s(9), ..., s(*=1) ] En déduire que s, ..., s(¥)
sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer que K *+1) est symétrique.

(c) Montrer que K**+1 As() = s() 5i 0 < i < n.

(d) Montrer que, pour tout z € IR", on a

(K(’%: . x)(K(k)y(k) .y(k)) — (K(k)y(k) - x)? (S(k) -x)?

1)y —
K Kk 3B T As® s

En déduire que K *+1) est symétrique définie positive. [On rappelle (inégalité de Cauchy-Schwarz) que, si
K est symétrique définie positive, ona (Kx - y)? < (Kx - 2)(Ky - y) et 'égalité a lieu si et seulement si =
et y sont colinéaires.]

2. On suppose que g'¥) #£ 0si 0 < n < n — 1. Montrer (par récurrence sur 7, avec la question précédente) que
s .. 51 sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et que K™ As() = s i i < n. En déduire que
KM = A1 o, =1etz(®) = A-1p = 7.
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Exercice 125 (Méthodes de Gauss—Newton et de quasi-linéarisation). Corrigé en page231]

Soit f € C*(IR",IR?), avec n,p € IN*. Soit C' € M, (IR ) une matrice réelle carrée d’ordre p, symétrique définie
positive, et d € IR?. Pour € IR", on pose

On cherche a minimiser J.

I Propriétés d’existence et d’unicité
(a) Montrer que J est bornée inférieurement.

(b) Donner trois exemples de fonctions f pour lesquels les fonctionnelles J associées sont telles que I’on
ait :

i. existence et unicité de & € IR"™ qui réalise le minimum de J, pour le premier exemple.
ii. existence et non unicité de & € IR™ qui réalise le minimum de J, pour le second exemple.
iii. non existence de € IR™ qui réalise le minimum de J, pour le troisiéme exemple.
(On pourra prendre n = p = 1.)
Il Un peu de calcul différentiel

(a) On note Df et Dof les différentielles d’ordre 1 et 2 de f. A quels espaces appartiennent D f (),
Dy f(x) (pour z € IR™), ainsi que D f et Dy f ? Montrer que pour tout € IR", il existe M (x) €
M, n(IR), ou M, ,,(IR) désigne I’ensemble des matrices réelles a p lignes et n colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(x)y pour touty € R".

(b) Pour x € R", calculer VJ ().

(c) Pour z € IR", calculer la matrice hessienne de J en x (qu’on notera H(x)). On suppose maintenant
que M ne dépend pas de x ; montrer que dans ce cas H(x) = 2M (x)!C M ().

I Algorithmes d’optimisation Dans toute cette question, on suppose qu’il existe un unique bfz € R"™ qui
réalise le minimum de J, qu’on cherche & calculer de maniére itérative. On se donne pour cela zo € IR", et
on cherche a construire une suite (x)geN qui converge vers .

(a) On cherche a calculer Z en utilisant la méthode de Newton pour annuler VJ. Justifier brievement cette
procédure et écrire 1’algorithme obtenu.

(b) Lalgorithme dit de “Gauss-Newton" est une modification de la méthode précédente, qui consiste a
approcher, a chaque itération n, la matrice jacobienne de V.J en xj, par la matrice obtenue en négligeant
les dérivées secondes de f. Ecrire I’algorithme ainsi obtenu.

(c) Lalgorithme dit de “quasi—linéarisation" consiste a remplacer, a chaque itération k£ € IN, la minimisa-
tion de la fonctionnelle J par celle de la fonctionnelle Jy, définie de IR"™ dans IR, et obtenue a partir
de J en effectuant un développement limité au premier ordre de f(x) en 2(®), c.a.d.

Ji(x) = (f(@®) + Df(x®) (@ — ™) - d) - C(f(@™) + Df (™) (x — V) - d).

i. Soitk > 0,z® € R" connu, My, = M (™) € M, ,(R), etz € R". Onpose h = z — z(F.
Montrer que

Je(x) = J(@™) + MLCMph - b+ 2MEC(f(x®) — d) - h.

ii. Montrer que la recherche du minimum de Jj, est équivalente a la résolution d’un systeme linéaire
dont on donnera I’expression.

iii. Ecrire I’algorithme de quasi-linéarisation, et le comparer avec 1’algorithme de Gauss-Newton.

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 235 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



3.3. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRE 3. OPTIMISATION

Suggestions pour les exercices
Exercice[114] page 228] (Algorithme du gradient a pas optimal)

2. Utiliser le fait que H est continue.
3. Etudier la fonction ¢ : IR, dans IR définie par ¢ (p) = f(z1 + pw®).

4. a. Montrer que f est minorée et remarquer que la suite (f(zx))ken est décroissante.

4.b se déduit du 4.a

4.c. Utiliser la fonction ¢ définie plus haut, la question 4.b. et la question 2.

4.d. Utiliser le fait que le choix de oy, est optimal et le résultat de 4.c.

4.e. Btudier le polyndme du 2nd degré en p défini par : Py(p) = f(zx) — plw™®|? + 2 M |w® |2p? dans les cas

ot |w®)| < M (fait Ia quesiton 4.c) puis dans le cas |w*)| > M.

5. utiliser I’inégalité prouvée en 4.e. pour montrer que |w(k) | = 0 lorsque n — +oo.

6. Pour montrer que toute la suite converge, utiliser I’argument d’unicité de la limite, en raisonnant par 1’absurde
(supposer que la suite ne converge pas et aboutir a une contradiction).

Exercice[116 page 229 (Cas ou f n’est pas croissante a I’infini)

S’inspirer des techniques utilisées lors des démonstrations de la proposition et du théoreme (@il faut
impérativement les avoir fait avant...).

Exercice page (Méthode de Polak-Ribiére)
1. Utiliser la deuxieme caractérisation de la convexité. Pour montrer le comportement a I’infini, introduire la
fonction ¢ habituelle. .. (o(t) = f(z + ty)).

2. Pour montrer la convergence, utiliser le fait que si wy - V f(xy) < 0 alors wy, est une direction de descente
stricte de f en xy, et que si «y, est optimal alors V f (zy + akw(k)) =0.

3. Utiliser la fonction ¢ définie par p(8) = V f (), + fazw®).
4. C’est du calcul...

5. Montrer d’abord que —gpw™® < —~|w®)||g.|. Montrer ensuite (en utilisant la bonne vieille fonction ¢
définie par p(t) = f(x + tak), que gr, — 0 lorsque n — +oc.

Exercice[128 page (Fonctionnelle quadratique)

1. Pour montrer que K est non vide, remarquer que comme d # 0, il existe & € R" tel que d - & = o # 0. En
déduire I’existence de z € IR" tel que d - = = c.

2. Montrer par le théoreme de Lagrange que si & est solution de (3.48), alors y = (&, \)! est solution du
systeme (3.37), et montrer ensuite que le systtme (3.37) admet une unique solution.
Corrigés des exercices
Corrigé de I’exercice[113] page 228] (Mise en oeuvre de GPF et GPO)
1.Ona
V() = {4:“ — T —3] et Hy — [_41 —21}

2262—561—1
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La fonction f vérifie les hypotheses du théoréme [3.30] d’existence et d’unicité du minimum. En particulier la

4 _1} est s.d.p.. Le minimum est obtenu pour

hessienne Hy = [_1 9

81f(171,172) = 4561 — T2 — 3 = O
82f(171,172) = 2562 — 1 — 1 = 0

c’est-a-dire T; = 1 et T = 1. Ce minimum est f(Z1, T2) = 2.

2. D algorithme du gradient & pas fixe s’écrit :

Initialisation : z(®) € R?, p >0
Itération k:  2(*) connu, (k > 0)
2 Z (0 4 (),

A la premigre itération, on a V £(0,0) = (=3, —1) et donc w(®) = (3,1). On en déduit, pour p = 0.5, z(1) =
(30,p) = (3/2,1/2) et f(aV)) = 3.
L’algorithme du gradient a pas optimal s’écrit :

Initialisation : z(® e IR™.

Itération k : %) connu.
On calcule w®) = —V f ().
On choisit pi, > 0 tel que

7 + pw®) < f@® + pu®) ¥p > 0.

On pose z(F+1) = z(F) 4 ppaw(®),

Calculons le po optimal a I’itération 0. On a vu précédemment que w(®) = (3,1). Le po optimal minimise la
fonction p — ¢(p) = f(@@ + pw®) = f(3p, p). On doit donc avoir ¢'(pg) = 0. Calculons ¢'(p). Par le
théoréme de dérivation des fonctions composées, on a :

11p—3

' (p) = V(@ + pw®) - w(0) = [_p 1

} . m =3(11p—3)+ (—=p— 1) = 32p — 10.

On en déduit que py = . On obtient alors z1) = (O + pew(©® = (B 3 et f(2(V)) = 2.4375, ce qui est,

comme attendu, mieux qu’avec GPF.

Corrigé de ’exercice[114 page (Convergence de I’algorithme du gradient a pas optimal)

1. On sait que f(z) — o0 lorsque |z| — +o0. Donc VA > 0, 3R € Ry ; |z > R = f(z) > A. En
particulier pour A = f(x() ceci entraine :

dReRy; z € Br= f(z) > f(zo).

2. Comme f € C%(IR",IR), sa hessienne H est continue, donc || H||2 atteint son max sur Bry1 qui est un
fermé borné de R™. Soit M = maxyecpy,, |[H(z)|2 ona |[H(z)y - y| < My -y < M|y|*.

3. Soitwy = —Vf(:l?k)
Si wy = 0, on pose Tyx4+1 = Tk-
Si wg # 0, montrons qu’il existe p > 0 tel que

f(zr + pwr) < f(zk + pwr) Vp > 0.

On sait que f(x) — 400 lorsque |z| — +00.
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Soit ¢ : R4 — IR définie par ¢(p) = f(zk + pwyi). Ona ¢(0) = f(xk) et v(p) = f(xk + pwy) = +00
lorsque p — +o00.

En effet si p — +00, on a |x, + pwy| — +00. Donc ¢ étant continue, ¢ admet un minimum, atteint en p,
etdonc3p € Ry ; f(zr + pw) < f(ag + pwi) ¥p > 0.

4. a)Montrons que la suite (f(zx))nenN est convergente. La suite (f(xg))nen Vérifie

J(xry1) < flaog).

De plus f(x) — +oo lorsque || — +oo donc f est bornée inférieurement. On en conclut que la suite
(f(xk))new est convergente.
b) Montrons que z, € Br Vk € IN. On sait que si « ¢ Bp alors f(x) > f(zo). Or la suite (f(zk))ner
est décroissante donc f(x) < f(zo) Vk, donc x, € Br, Vk € IN.
2
1
¢) Montrons que f(zj + pwyi) < f(zk) — plwg]® + %M|wk|2, Vp € [0, ﬁ] Soit ¢ définie de IR
Wi
dans IR par ¢(p) = f(zx + pwi). Ona
2

©(p) = ¢(0) + pp'(0) + %s@”(ﬁ), ot €0, pl.

Or ¢'(p) = Vf(xr + pwr) - wy et ©"(p) = H(xk + pwi)wy, - wy. Done

2
e(p) = pl0) +p VS (wi) wi + E-H (wr + pwr)wy - wy.
~~~ S——

f(zk) —wk

A
53
=

+

|21 + pw
donc x, + pwy, € Br41 et par la question 2,

H(xk + ﬁwk)wk cwy < M|wk|2
On a donc bien

2
#(p) = flan + pwr) < fax) = plunl” + S-Mlwy

2
d) Montrons que f(zx11) < f(zr) — |12UJ]\€/.|/

Comme le choix de oy, est optimal, on a

f(@rs1) = flon + apw) < for + pwr), Vp € Ry.

donc en particulier
1
f@re1) < flawe + pwr), Vp €0, m]-

En utilisant la question précédente, on obtient

2 1
Fere) < flaw) = plwn? + E-Mwi? = (o), ¥p € [0, L (3.42)
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Or la fonction ¢ atteint son minimum pour
2 2
—|wg|* + pM|wi|* =0

1 1
c’est—a—dire pM = 1 ou encore p = % ce qui est possible si —— > i (puisque [3.42] est vraie si

|[wi|

<1)
P= Tuw]”

Comme on a supposé |wg| < M, on a donc
B 3 Y Jwg?

f(@rs1) < fzr) i Wi f(xy) S

2 —_ ~ ~
e) Montrons que — f(xk+1) + f(xg) > |12U;4| ou M = sup(M, M) avec M = sup{|V f(z)|, z € Br}.

On sait par la question précédente que si

|wg|?
<M — — > .
lwg| < M, ona — f(zp41) — flzg) > Wi
2
Montrons que si |wg| > M, alors — f(zg4+1) + f(xg) > |;U;~4| . On aura alors le résultat souhaité.

On a

2 P2 2 1

Fonsn) < flow) — plunl® + L Mluwyf2, p e [0, ——].
2 |wk|

Donc

2
fler) < min [f(zx) = plwgl* + %lek|2]

> wg

Py (p)

— lercas si Jwg| < M, on a calculé ce min a la question ¢).

— si Jwg| > M, la fonction Py (p) est décroissante sur [0, —] et le minimum est donc atteint pour

|wi|
1
p=1—
|[wi|
1 M |wk|
Or P, e = — — < —
r k<|wk|) fzr) — Jwi| + ) < flar) 5
|wp|?
< - ~"
< flxr) S

en remarquant que |wy| < M.

5. Montrons que V f(x1,) — 0 lorsque k — +o00. On a montré que Yk, |wy|? < 2M (f(xx) — f(zgy1)). Or
la suite (f(zx))nen est convergente. Donc |wy| — 0 lorsque n — +oo et wy, = V f(xy) ce qui prouve le
résultat.

La suite (2 )new estbornée donc I(ny )kew et € R™ 5z, — & lorsque k — +ooetcomme V f(zy,, ) —
0, on a, par continuité, V f(z) = 0.

6. On suppose qu’il existe un unique Z € R" tel que Vf(Z) = 0. Comme f est croissante a I’infini, il existe
un point qui réalise un minimum de f, et on sait qu’en ce point le gradient s’annule ; en utilisant I’hypothese
d’unicité, on en déduit que ce point est forcément . On remarque aussi que Z est la seule valeur d’adhérence
de la suite (bornée) (zx)ken, et donc que xx — & quand k — +o0.
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Corrigé de I’exercice 117 page 230 (Algorithme du gradient a pas optimal)

Corrigé en cours de rédaction...

Corrigé de ’exercice page (Jacobi et optimisation)
1. La méthode de Jacobi peut s’écrire
z* D) = (1d — D' A)x™ + Db
=2® 4 Db - Az™)
— 2 4 p®
avec w®) = D71(b — Az®) = D7 1r®) Ona w® . Vf(z®) = —D~1rF) . () et comme A est
s.d.p., D~! I’est également, et donc w® - Vf(x®)) < 0si z®) #£ A~ 1b.
2. (a) Le pas optimal «, est celui qui minimise la fonction ¢ définie de IR dans IR par f(cc(k) + aw(k)), qui

est de classe C, strictement convexe et croissante a 1’infini, ce qui donne I’existence et ’unicité ; de
plus o, vérifie :

ViE® + apw®) . w® =0, cad (Az® + apAw® +b) - w® = 0.
On en déduit que (si w®) £ 0)

(b— Az®)) . w(®) (k) qp(k) r(B) . D=1p(k)
T T A ® w®  Aw® w®  AD1p0 D g0

(Si w™ =0, onaalors 7*) = 0 et (¥) = z, I"algorithme s’arréte.)
(b) Ona:
A1) = (@) o + bof,

avecy = ) . w®) et § = %Aw(k) -w™®) . Comme o}, minimise ce polyndme de degré 2 en o, on a
(+1) Wy 7’
Fah) - fah) = - L
VW'WWF

T 240® w®”
d’ou le résultat.

(c) On suppose que w*) £ 0 pour tout k. La suite (f(z(®)))ren est décroissante et bornée inférieu-
rement (car la fonction f est bornée inférieurement). Elle est donc convergente. Ce qui prouve que
limy_s oo f(2FHD) — f(2®) = 0.

On sait que w® = D~1(*)_ On a donc, par la question précédente,
|,,,(k) . w(k)|2 |,,,(k) . D*l,,,(k)|2
Aw® - w® — AD-1pk) . D—1p(k)

=2[f(&™) = fa™D)].
Or
0 < AD~ 1) . D=1p(k) < (| (k)2

avec ¢ = [|Alla[| D73 et
r) . p1pk) > 9|r(k)|2,

ol = mine(y,... ny 1/ai. (Les a;; étant les termes diagonaux de A.) On en déduit que

.....

92
z|r(k)|2 < |f@®) = f@*+1))] = 0 lorsque k — 400,

et donc (%) — 0 lorsque k — +00.
Comme () —z = — A~ 1+(*)_ on en déduit la convergence de la suite (*) vers la solution du systeme.
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(d i SiD=ald,ona

(b= Az®).w®  p®) k) ) p®)
T T Aw® - w® . Aw® - w® o Ar®) k)

ii. Jacobi simple= algorithme de gradient avec p = é
Jacobi a pas optimal= algorithme de gradient a pas optimal.

Corrigé de ’exercice[118 page (Méthode de relaxation)

1. On sait par la propostion 313l que si f vérifie I’hypothese (3.10a) alors f est strictement convexe et tend vers
I’infini en I’infini, et donc il existe un unique z € IR"™ réalisant son minimum.

2. Ecrivons I’hypotheése (3.10a) avec z = sey et y = teg, ot (s,t) € IR? et ey, est le k-ieme vecteur de la base
canonique de IR"™ ; en notant Oy f la dérivée partielle de f par rapport a la k-ieéme variable, il vient :

(O f(s) = Ouf(t))(s —t) = als — t]*.
En appliquant a nouveau la proposition3.13lau cas n = 1, on en déduit ’existence et unicité de 5 tel que

oL ().

= inf
O P

Comme I’algorithme (338) procéde 2 n minimisations de ce type a chaque itération, on en déduit que la suite
(x("),,cv construite par cet algorithme est bien définie.

3.(a) Par définition, :v,(ckﬂ) réalise le minimum de la fonction go(kH) sur IR. Comme de plus, go,(fﬂ) eCt (R,IR),

on a donc (cp,(ckﬂ))’(:vékﬂ)) =0.0r (¢ ,(ckﬂ)) (x ,(ckﬂ)) = O f(2("*1R)), et donc Oy f (2" t1F) =0
D’apres la démonstration de la proposition[3.13] (voir I’inégalité (3.11)), on a

f($(n+1’k_1)) _ f(x(n-‘rl,k)) > Vf(.%'(n+1’k)) . (x(n-i-l,k—l) _ x(n-‘rl,k))

+ %lx(n-i-l,k—l) — g FLR)2,

Or (P H1k=1) _ g(nt1Lk) — —ngﬂ)ek et Vf(z(tLR) e = 9, f (2" 1)) = 0. On en déduit que :

f(:E( +1,k 1)) _f( (n+1, k)) 5| ( +1,k—1) —I( +1,k)|2.

3.(b) Par définition de la suite (x(k) )neN,On a:

f(x(nJrl,kfl)) _ f(,T(nJrlk))

M=

f@®) = fa®) =

b
Il

1

Par la question précédente, on a donc :

o S ’ﬂ - n
F@®y = D) > 2 Z (n+1k=1)) _ 5 (n 1,02,
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Or z(n+1E=1)) _ p(n+Lk) — —xg”l)ek, et (ex)ken €st une base orthonormée. On peut donc écrire que
n n
+1,k—1 +1,k)12 (k) (k+1) 2
S D) OB 37 e
k=1 k=1

k k+1
= 1326 = ol el

— |Z(x(n+1,kfl)) _ x(n+1,k))|2

1
— |$(k) _ x(k+1)|2'

On en déduit que

Fa) - ) > &
La suite (f(z*)))re est bornée inférieurement par f(z) ; 1'inégalité précédente montre qu’elle est décroissante,
donc elle converge. On a donc f (:c(k)) —f (:c(kH) — 0 lorsque n — o0, et donc par I’inégalité précédente,

|x(k) _ I(k+1)|2.

lim |z — 2D =0,
n—-+o0o

De plus, pour 1 < k < n,

n+1, k k+1
(n+1,k) _x(k+1)|2 |($§ ) —$§ + ))

€[|2

NIE

|

o~

I
M= &

(2 =2 er?

~
Il
Ea

(x(n-l—l,é—l)) _ x(n+1,€))|2

M=

~

=k

< | (k) _ x(k+1)|2'

8

d’oti I’on déduit que lim,, ¢ o |2 T1F) — g+ =0,
4. En prenant z = z et y = z(*t1) dans I’hypotheése (3.10d) et en remarquant que, puisque Z réalise le minimum
de f,ona Vf(z) =0, on obtient :

(—Vf(x(k+l)) . (j _ x(k-ﬁ-l)) > a|:E _ x(k+1)|2,

et donc, par I’inégalité de Cauchy Schwarz :

1
1 n 2
(k1) _ = < © O F(z+Dy2 )
2+ — 7] < = <k§_1:| e f (@) )

5. En vertu de la proposition B3] on sait que la fonction f est croissante a I’infini. Donc il existe R > 0 tel que
si |z| > R alors f(z) > f(x0). Or, la suite (f(xx))ken étant décroissante, on a f(zx)) < f(xo) pour tout n, et
donc |z | < R pour tout n. Par la question 3(b), on sait que pour tout & > 1, lim,,_, 4 |x("+1*k) — x(k+1)| =0,
ce qui prouve que les suites (a:("H*k))ne]N, pour k = 1,..., n, sont également bornées.

Comme lim,,, 4o [2("F1F) — z(*+D| = 0, on a pour tout > 0, I'existence de N,, € IN tel que |z("+1:F) —
2 V| < psin > N,. Comme f € C'(IR,IR), la fonction 9 f est uniformément continue sur les bornés
(théoreme de Heine), et donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si [z — y| < n alors |0k f(x) — Ok f(y)| < e
On a donc, pour n > N,, : |0 f (2" F1R)) — 9 f(xF+1))| < ¢, ce qui démontre que :

|0k f (2 FFD)| = 0 lorsque n — +oc.
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On en conclut par le résultat de la question 4 que z(*) — Z lorsque n — 400.

6. On a vu au paragraphe[3.2.2lque dans ce cas, V f(z) = 1(A + A')z — b. L’algorithme 338 est donc la méthode
de Gauss Seidel pour la résolution du systeme linéaire %(A + Az =b.

7 (a) La fonction g est strictement convexe (car somme d’une fonction strictement convexe : (1, 72) — #3 + 13,
d’une fonction linéaire par morceaux : (x1,x2) — —2(x1 + 2) + 2|1 — x2|. et croissante a I'infini grice aux
termes en puissance 2. Il existe donc un unique élément T = (%, T2)" de R tel que g(T) = inf,cr> g(x).

7 (b) Soit € > 0. On a, pour tout = € IR, ¢, (¢) = g(z,x + €) = 2% + (z + €)* — 4z, qui atteint (pour tout x) son
minimum pour € = 0. Le minimum de g se situe donc sur I'axe z = y. Or ¢(z) = g(z, z) = 22 — 4z atteint son
minimumen z = 1.

7 (c) Si 2(® = (0,0)%, on vérifie facilement que 1’algorithme (3.38) appliqué a g est stationnaire. La suite ne
converge donc pas vers T. La fonction g n’est pas différentiable sur la droite 1 = 5.

Corrigé de I’exercice[120] page (Gradient conjugué pour une matrice non symétrique)

1. Comme A est inversible, A? I’est aussi et donc les systemes (3.39) et (3.40) sont équivalents.

2 (a) La matrice M est symétrique définie positive, car A est inversible et M = AA? est symétrique. Donc ses
valeurs propres sont strictement positives.

2 (b) On a cond(A) = ||A|||A~||. Comme la norme est ici la norme euclidienne, on a : ||A|| = (p(A!A))Z et
A=Y = (p((A~1)P A1)z = (p(AAY)~1))2. On vérifie facilement que M = A’ A et A A ont mémes valeurs
propres et on en déduit le résultat.

3. Ecrivons I’algorithme du gradient conjugué pour la résolution du systeme (3.40)

Initialisation
Soit (9 € R™, et soit (9 = Atp — At Az(0) =
1) Sir(® =0, alors Az(®) = betdonc (V) =z,
auquel cas I’algorithme s’ arréte.
7(0) . 4(0)

i (0 (0) = (0) isi .
2) Sir\? =£ 0, alors on pose w r\®) . et on choisit pg YOTEOREOR

On pose alors (1) = 29 + pew(©),

Itération 1 <n<n-—1:
On suppose (@, ... 2" et w©® .. w*=1 connus et on pose
rk) = Ath — At Az,
1)Sir®) =0ona Az*®) =bdonc 2 =z
auquel cas I’algorithme s’arréte.
2) Si 7 = 0, alors on pose wh® = p®) 4\ jwk-D

) P t o (5) . ()
avec 1= %D - etonposeay, = —~——F~.
k—1 r(E=1).p(k—1) p k AtA’LU(k) ] w(k)

On pose alors z(FTD) = () 4 a0

Si on implémente 1’algorithme sous cette forme, on a intérét a calculer d’abord b= Albhet M = A'A pour
minimiser le nombre de mutliplications matrice matrice et matrice vecteur. Au lieu du cofit de 1’algorithme initial,
qui est en 2n3 + O(n?), on a donc un colit en 3n3 + O(n?).
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Maintenant si on est optimiste, on peut espérer converger en moins de n itérations (en fait, ¢’est malheureusement
rarement le cas), et dans ce cas il est plus économique d’écrire I’algorithme précédent sous la forme suivante.

Initialisation
Soit z(? € R"™, etsoit s = b — Az(® et soit () = Ats(©)
1) Sir® =0, alors Az(®) = betdonc 2(*) = &
auquel cas I’algorithme s’arréte.
(0) . .(0)
2) Si (9 =£ 0, alors on pose w(® = (0 40 = A1) et on choisit pg = ————.
NORNO)

On pose alors () = z(0) 4+ pgaw(©),

Itérationl <n<n-—1:
On suppose (), ..., 2" et w(® ... w*=1 connus et on pose
s =p— Az et rF) = Ats(F),
1)Sir®) =0ona Az® = bdonc ¥ =z
auquel cas I’algorithme s’arréte.
2) Si r(®) £ 0, alors on pose w*) = r*) £\, wk*-1)

k k
b P8 (k)

— e - (k) — Ak
avec \g—1 = gy - et on pose o, = ERPD avec y\" = Aw

On pose alors z(FT1) = (%) 4 qpw(®),

On peut facilement vérifier que dans cette version, on a un produit matrice vecteur en plus a chaque itération, donc
le colit est le méme pour n itérations, mais il est inférieur si on a moins de 7 itérations.

Remarque : Cette méthode s’appelle méthode du gradient conjugué appliquée aux équations normales. Elle est
facile a comprendre et & programmer. Malheureusement, elle ne marche pas tres bien dans la pratique, et on lui
préfere des méthodes plus sophistiquées telles sue la méthode "BICGSTAB" ou "GMRES".

Corrigé de ’exercice[121] page (Gradient conjugué préconditionné par LL?)

1. Soitx € R". Ona Br -z = L YALY) 'z -2 = ALH) o (L7Y)le = ALY e - (L)l = Ay -y
avecy = (L*)"'z. Donc Bx -x > 0, et Bx - x = 0 ssi (L')"'x = 0, c.a.d., puisque L est inversible,
six = 0. De plus Bt = (L7YA(LY)~Y)! = (L)Yt ALYt = L=YA(LY) ™ car A est symtrique. La
matrice B est donc symétrique dfinie positive.

2. Par dfinition, A et B son s.d.p. donc inversibles, et y = B~'b = B~'L~'b = (L' A(L))"1)"1L~1b =
L'A-'LL™'b = L'x.

3. On a montré en cours que 1’algorithme du gradient conjugué pour la résolution d’un systeme linéaire avec
une matrice symétrique définie positive converge en au plus N itérations. Or la famille (yy) est construite par
cet algorithme pour la résolution du systeme linéaire By = b, ou pour la minimisation de la fonctionnelle .J
définie par J(y) = %By -y —b -y, car B est symétrique définie positive. On en déduit que la famille (y™*))
est finie et que yN) = y.

s(k) (k) R

4. (a) )\k_l = m, Par déﬁnition, )\k_l = FR-D =D Or
FB) — f By®
= L W—-LTAL Yy (k)
= L~ ( Az
L~

b—
k)
et donc # %) . 7B = [=1p®) . [=1pk) — (DL 1p®) L p®) = K () On en déduit que

(k) (k)
_ S -7
Ap—1 = R Ez=sy ey
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(k) . (k)
s T
®) pp=—5—F>
w® . Aw®)
Par définition et par ce qui précéde,
k) p(k) s(F) (k)
W= H® . Ba® ~ o® - Bo®
Or
o®) . B ) -L_lA(L_l)tﬁ)(k)
_ (Lfl)tﬁ)(k)_A(Lfl)tﬁ)(k)
w® . Aw®

On en déduit I’expression de ;.
(©) wk = k) L )\nw(kfl),

Par dfinition,

wF = L—l)tuj(k)

(d) z*tD = 2®) 4 aw® . Par dfinition,
kD) L4)~1y k4D

LY y™ + ppa®)
)

(
(

28 4 o

5. D’apres les questions précédentes, I’algorithme du gradient conjugué préconditionné par Choleski incom-
plete s’écrit donc :
Itération n On pose rk) = p— Az,

on calcule s solution de LLts*) = p(F),
s(k) . p(k)

NSy ey et w® = s®) £ 2, kD),
S -r

S(k) L ()
FMORTOK

On pose alors A\, =

Le parametre optimal o, a pour expression : o, = et on pose alors z*+t1) = 2(®) ¢ a0,

Corrigé de ’exercice 122 page 232] (Méthode de quasi-linéarisation)

Soit f € C3*(IR,IR) une fonction croissante a I’infini, c. a.d. telle que f(z) — +oc lorsque |x| — +00; soit
d € IR et soit J la fonction de IR dans IR par

J(z) = (f(z) — d)*.

1. La fonction J est continue et croissante a I’infini grice aux hypotheses surf, et il existe donc bien £ € IR
tel que J(z) < J(z),Vz € R.

2. L’algorithme de Newton qui donne x4 en fonction de zj, s’écrit
[2(f"(2k))* = 2(f () — d) " (@0)] (wrs1 — @) = —2(f (@) — d).f" (z).

3. La fonction Jj, est quadratique, et on a vu en cours qu’elle admet donc un unique minimum z;+1 € IR qui
est obtenu en annulant la dérivée. Or J (z) = 2f'(zr) (f(xr) + f/(xx)(x — zx) — d), et donc

flxg) —d
)

C’est I’algorithme de Newton pour la résolution de f(z) = d.

Th4+1 = Tk —
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4. L’algorithme du gradient s’écrit :

Tpp1 =z — pJ' (xk)

=z, — 2p(f(2k) — d) f'(xx)

(a) Dans le cas ot f(x) = 22, ona J(x) = (2? — d)2. La fonction J est positive ou nulle.

— Dans le cas olt d > 0, le minimum est donc atteint pour 2> — d = 0 c.a.d. z = £+/d. Il n’y a pas
unicité car la fonction J n’est pas strictement convexe.
— Dans le cas ot d < 0, le minimum est atteint pour z = 0, et dans ce cas J est strictement convexe
et la solution est unique.
(b) La fonction J’ appartient 2 C?[IR, IR) par hypothése sur f, et donc d’apres le cours on a convergence
locale quadratique.

(c) Soit xg le choix initial. La suite (x,,)n,eN construite par 1’algorithme de quasi-linéarisation s’écrit :
2z (wpi1 — ax) = — (23 — d)
C’est la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction ¥)(x) = 22 — d, dont on sait
par le théoreme du cours qu’elle converge localement (et quadratiquement).
(d) Soit g le choix initial. Soit (zx)re la suite construite par 1’algorithme de quasi-linéarisation ; elle
s’écrit :
2k (Thi1 — wk) = — (2} + 1)
C’est la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction 1) (z) = 22 + 1, qui n’a pas de
solution dans IR. Supposons que x;, # 0 pour tout k et que la suite converge a I’infini vers une limite /.
Onaalors 0 = —(£2 + 1) < 0, ce qui est impossible. Le seul cas de convergence est obtenu s’il existe
n tel que z, = 0(= ). C’est le cas si zy = 0, ou bien si zp = 1 (auquel cas 1 = 0 et I’algorithme
s’arréte), ou bien si zg = %(1 + /5) auquel cas x; = 1 etz = Oetc...)

Corrigé de ’exercice page (Méthode de Polak-Ribiere)

1. Montrons que f est strictement convexe et croissante a I’infini. Soit ¢ la fonction de IR dans IR, définie par

p(t) = fz +t(y — ).
Onay € C*(R,IR), p(0) = f(x) et p(1) = f(y), et donc :

)~ F(x) = ¢'(0) + / (1 - )" (t)dt. (3.43)

Or¢'(t) =V(z+tly—=x)) - (y—=x)etdonc ¢”(t) = H(x + t(y — x))(y — ) - (y — z). On a donc par
hypothese ¢” (t) > aly — z|?. On déduit alors de 3.43]que

F() 2 J(@) + V(@) - (g = 2) + Gy — al (3.44)

L inégalité 3.44] entraine la stricte convexité de f et sa croissance a I’infini (voir la démonstration de la
proposition[3.13).

Il reste & montrer que 1’ensemble VP(H (z)) des valeurs propres de H(z) est inclus dans [«, 3]. Comme
f € C*)(R,R), H(z) est symétrique pour tout = € IR, et donc diagonalisable dans IR. Soit A € VP(H (x));
il existe doncy € R", y # 0 tel que H(z)y = Ay, etdonc ay -y < Ay -y < By -y, VA € VP(H)(x)). On
en déduit que VP(H (z)) C [a, B].
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2. Montrons par récurrence sur 1 que g*+t1) . w®) = et gk . g*) = ¢(k) . y(*) pour tout k € IN.
Pour k = 0, on a w®) = g0 = Vv f(2(®)).
Si Vf(2(®)) = 0 I'algorithme s’arréte. Supposons donc que V f(z(?)) # 0. Alors w(® = —Vf(x() est
une direction de descente stricte. Comme (1) = z(9) 4+ pgw(® ol py est optimal dans la direction w(®), on
agM . w0 = -V f(zM).w® =0.De plus, on a évidemment g(©) - (9 = ¢(0) . 4(0),

Supposons maintenant que g(k) w1 = 0et g(k_l) . g(k_l) = g(k_l) w1 et montrons que g(’”‘l) .

Par définition, on a :
whk) = g(k) + )\k_lw(k_l), donc

wh) gk = g8 o) Ly h=D) L gk = (k) L g (h)

par hypothese de récurrence. On déduit de cette égalité que w® - g(¥) > 0 (car g # 0) et donc w*) est
une direction de descente stricte en #(F). On a donc V f (z(*+1)) . w(*) = 0, et finalement g(*+1) . p(¥) = 0,

3. Par définition, g*) = —V f(x(*)); or on veut calculer gt*+1) — g(k) = —V f(x(*k+1)) 1 ¥ f(2(*)). Soit ¢
la fonction de IR dans IR définie par :

o(t) = =V f(a® 4 t(aD — W),
On a donc :

e(1) —p(0) = g*th — gk
1

= /cp'(t)dt.
0

Calculons ¢’ : ¢'(t) = H(a:(k) + t(a?(’”l) — :C(k)))(u’c(kﬂ) — :C(k)). Et comme z(**tD) = z(*F) 4 Oékw(k), on
adonc:
g(k+1) . g(k) _ akJ(k)w(k). (3.45)

De plus, comme g(*+1) . (%) = 0 (question 1), on obtient par (3.43) que

gk k)

A= TR ) - k)

(car JFqp®) . p(R) =£ 0, puisque J*¥) est symétrique définie positive).
4. Par définition, on a w®) = ¢ + X, _;w*—1 et donc
w®] < 1g™] + [ A D]. (3.46)

Toujours par définition, on a :

g—1) - gl—1)

Ak—1 =

Donc, par la question 3, on a :
ak_lg(k) . J(k_l)w(k_l)

g—1) . g(k—D)

Ak—1=
En utilisant la question 2 et a nouveau la question 3, on a donc :

JE=1)(k=1) . (k)

A1 = T JE D (k1) k-1

et donc
|J(k*1)w(k*1) .g(k)|

M| = JE—1D) y(k—1) . y(k—1)°
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car J=1) est symétrique définie positive.

De plus, en utilisant les hypotheses sur H, on vérifie facilement que
alz]? < TPy .z < Blz|? Vo e R™

On en déduit que

| JE=Dqyk=1) . g(R))|

On utilise alors I’inégalité de Cauchy—Schwarz :

TG0 B < Dy (D] g0
< Blw*] |g®).
On obtient donc que
B g™
|)‘k*1| < a |w(k71)| ?

ce qui donne bien grace a (3.46) :

5. e Montrons d’abord que la suite (f(2(*))),cn converge. Comme f(z*+1) = f(z(®) + apw®) <
F(@® + pw®) ¥p > 0, on a donc en particulier f(z*1) < f(x*)). La suite (f(#*)),en est
donc décroissante. De plus, elle est minorée par f(x). Donc elle converge, vers une certaine limite
¢ € IR, lorsque k tend vers +00.

e La suite (:zr(k))kelN est bornée : en effet, comme [ est croissante a ’infini, il existe R > 0 tel que si
|z| > Ralors f(x) > f(z(?). Or f(z™®)) < f(2(©) pout tout k € IN, et donc la suite (x(F)),, v est
incluse dans la boule de rayon R.

e Montrons que V f(z(*)) — 0 lorsque n — +o0.
On a, par définition de z(**+1),

Fa® )y < fa® 4 pw®), vp > o0.

En introduisant la fonction ¢ définie de IR dans IR par (t) = f(z*) +tpw*)), on montre facilement
(les calculs sont les mémes que ceux de la question 1) que

1
F@® 4 pw®y = fa®) 4 pV f(x®)) - w®) + p2/ H(z™ + tpw®)w® . w®) (1 - t)dt,
0
pour tout p > 0. Grace a I’hypothese sur [, on en déduit que
FE0) < F@9) + 9T @®) - uw® + 5 2P, vp >0

Comme V f(z®) - w®) = —gF) . y®) = —|g(*)|2 (question 2) et comme [w®| < |g®)|(1 + £)
(question 4), on en déduit que :

F@®DY < F@®) = plg® 2 + p2y|g™ |2 = i(p), ¥p >0,

ouy = %2 +(1+ 5)2 La fonction 1, est un polynome de degré 2 en p, qui atteint son minimum
1 1
lorsque ;. (p) = 0, i.e. pour p = —. On a donc, pour p = —,
2y 2y
1
(k+1)y < (k)y _ 1y ,(k)2
FO) < 7@®) = P

d’ou on déduit que
g <4y (f(=®) - f@*D) = 0

On a donc Vf(z*)) — 0 lorsque k — +oc.
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e Lasuite (2(F)),,cpv étant bornée, il existe une sous—suite qui converge vers = € IR", comme V f (z(¥)) —
0 et comme V f est continue, on a V f(z) = 0. Par unicité¢ du minimum (f est croissante a I’infini et
strictement convexe) on a donc x = .

Enfin on conclut a la convergence de toute la suite par un argument classique (voir question 6 de

I’exercice 114l page 228).

Corrigé de ’exercice[124 page (Algorithme de quasi Newton)

Partie 1

1. Par définition de w(k), ona:
w® V)= —KEVFE®) . viE®) <o

car K est symétrique définie positive.
Comme oy, est le parametre optimal dans la direction w(k), on a Vf(a:(k) + akw(k)) cw®) = 0, et
donc Az . 1w + ap Aw® . w®) =p. wk ; on en déduit que
7 g(k) cw®)
W= T AR )

Comme w®) = —K®) g(*¥) ceci s’écrit encore :

ORGP0
T AK WO g®) . KRR

a,
2. Si K = A~1, 1a formule précédente donne immédiatement o, = 1.
3. La méthode de Newton consiste a chercher le zéro de V f par I’algorithme suivant (a I’itération 1) :
Hy (@) (@) =) = =7 (@),
(o Hy(x) désigne la hessienne de f au point z) ¢’est-a—dire
A® — 2©) = — A2 4 p,

On a donc Az = b, et comme la fonction f admet un unique minimum qui vérifie Az = b, on a
donc (") = z, et la méthode converge en une itération.

Partie 2 Méthode de Fletcher—Powell.

1. Soitn € IN, on suppose que g'*) = 0. Par définition, on a s(¥) = z(*+1) — z(k) — _q K (*) g(*) ayec
oy > 0. Comme K (¥) est symétrique définie positive elle est donc inversible ; donc comme g(*) # 0,
ona K®gk) o£ 0 et donc s # 0.

Soit i < n, par définition de s*), on a :

)L A5 = kKW ) . 450
Comme K (¥) est symétrique,
s - A5 = — g . ) 4500,
Par hypothese, on a K'(®) As(?) = s() pour i < n, donc on a bien que si i < n
s . A5 = 0 e g®) 5@ — 0,

Montrons maintenant que ¢*) - s(9) = 0 pour i < n.
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eOna . . ) o
g(Z+1) s = _pig(ﬂrl) . K(l)g(l)

— pig ) ),
Or g+ = V f (241 et p; est optimal dans la direction w(*). Donc

gl 5 —

eOna
(g% — gD = (Az®) _ AglDy . O

n—1

=3 (A ag®)) 50
k=i+1
n—1

= > As® 0,
k=i+1

= 0

Par hypothese de A—conjugaison de la famille (s(i))i:L k—1 on déduit alors facilement des deux
égalités précédentes que g(*) - s() = 0. Comme on a montré que g(¥) - s() = 0 si et seulement si
s . As(® = 0, on en conclut que la famille (s(i))i:17,,,7n est A—conjuguée, et que les vecteurs
5() sont non nuls.

2. Montrons que K *+1) est symétrique. On a :

(KEFDYE — (KR 4 (sW(stNhr Wy W) (KR gk _ kD)
5 -y KE R - ) ’

car K est symétrique.
3. Montrons que KG+D A0 = () g5 0 <i7<n.Ona:

| s ) () (R )
(k1) 4 o) — petk) go() 4 SO0 @y (K y™)( y
RET0As™ = KAST + gyt 48 KOy - )

As®, (3.47)

— Considérons d’abord le cas 7 < n. On a
s (st A = s [(sR)E45] = sKI[s(F) . 45D = 0
car s . As() = 0sii < n. De plus, comme K (¥) est symétrique, on a :
(K(k)y(k))(K(k)y(k))tAs(i) - K(k)y(k)(y(k))tK(k)AS(i)_

Or par la question (c), on a K®) As() = 5() si 0 < i < n. De plus, par définition, y*) = As*),
On en déduit que

(K E) N (R Ry ()Y 450 — Ry () (AR )t g6) — frh) () (5R)YE 46D —

puisque on a montré en (a) que les vecteurs s(?), ..., s(*) sont A-conjugués. On déduit alors de

(.47 que
KD 460 — fB) 440) — (i)

— Considérons maintenant le cas ¢ = n. On a

k k)\t k k k k)\t
KD 50 _ g0 4500 4 SOy (KOO EB D) g
S ) RCPCRTC) :

et comme y*) = As(®) | ceci entraine que

R 4500 = fe®) 4500 | ) _ (k) (k) — (k)
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4. Pour z € R"™, calculons K+ Dy .z

S(k)(s(k))t (K(k)y(k))(K(k)y(k))t
A S
s(k) . gy (k) K ®) gy (k) . (k)

KE g o= KFg. 4 4 T .

Or s® (s®)ty .z = sW (s . 7).z = (sW . z)2 et de méme, (KFy®)(KFy®))lg . o =
(K®y*) . )2 On en déduit que

(S(k) -x)? B (K(k)y(k) - x)?

KUDg . o = KW g g 4

En remarquant que y*) = As(®) et en réduisant au méme dénominateur, on obtient alors que

(KW 2)(KBy® ) — (KR k) g2 (50 . )2

(1) o
K O CIG) MYPRORCR
(K Ry (F) gy (R))

Montrons maintenant que K (**1) est symétrique définie positive. Comme K (¥) est symétrique définie
positive, on a grice a I’inégalité de Cauchy-Schwarz que (K*)y*) . 2)2 < (K®) gz . z)(K®)g(*)
avec égalité si et seulement si z et y*) sont colinéaires. Si x n’est pas colinéaire 2 y*), on a donc donc
clairement

KDz 0> 0.

Si maintenant x est colinéaire 2y %), i.e. z = ay® avec a € IR’ , on a, grice au fait que y*) = Ash)

s(F) . )2 s(F) . As(R))2
f(ls(k)i-sgk) = QQW > O, et donc K(k+l)l’ -x > 0.
On en déduit que K *+1) est symétrique définie positive.

5. On suppose que g*) # 051 0 < n < n— 1. On prend comme hypothese de récurrence que les vecteurs
50 ... =1 sont A-conjugués et non-nuls, que K As() = s si 0 < i < j < n et que les
matrices K (/) sont symétriques définies positives pour j = 0, ..., n.

Cette hypothése est vérifiée au rang n = 1 gréce a la question 1 en prenant n = 0 et K (?)symétrique
définie positive.

On suppose qu’elle est vraie au rang n. La question 1 prouve qu’elle est vraie au rang n + 1.

Il reste maintenant 2 montrer que ("% = A~1b = 7. On a en effet K" As(®) = s() pouri = 0 a
n — 1. Or les vecteurs s(9, ..., s(*~1) sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc une base. On
en déduit que K™ A = Id, ce qui prouve que K(") = A~ et donc, par définition de (1), que
() = A1y =7,

Corrigé de ’exercice[123] page (Méthodes de Gauss—Newton et de quasi-linéarisation)

I Propriétés d’existence et d’unicité

(a) Comme C est symétrique éfinie positive, on a y - Cy > 0 pour tout y € IR™, ce qui prouve que
J(x) > 0 pour tout z € IR™. Donc J est bornée inférieurement.

(b) Trois exemples

i. Sin=pet f(x) =a, J(x) = (x — d) - C(x — d) qui est une fonction quadratique pour laquelle
on a existence et unicité de & € IR"™ qui réalise le minimum de J.

ii. Si f(xz) =0, J(x) = d- Cd et J est donc constante. Il y a donc existence et non unicité de
Z € R" qui réalise le minimum de J.

iii. Pourn =p=1,si f(z) = €%, avecc = letd = 0, J(z) = (e*)? tend vers 0 en I’infini mais 0
n’est jamais atteint. Il ya donc non existence de z € IR™ qui réalise le minimum de J.
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I Un peu de calcul différentiel

(a) La fonction D f(x) est la différentielle de f en « et c’est donc une application linéaire de IR"™ dans
IR?. Donc il existe M (x) € M, ,(IR), ot M, ,(IR) désigne I’ensemble des matrices réelles a p

lignes et n colonnes, telle que Df(x)(y) = M(x)y pour tout y € IR™. On a ensuite Do f(x) €
L(R™, L(IR™,RP)). Enfin,ona Df € C*(R", L(IR™,IRP)) et Dof € L(R™, L(IR",IRP)).

(b) Comme C ne dépend pasde x, ona VJ(x) = M (x)C(f(x) — d) + (f(x) — d)CM (x).
©

IIT Algorithmes d’optimisation

3.4 Optimisation sous contraintes

3.4.1 Définitions

Soit E = IR", soit f € C(E,IR), et soit K un sous ensemble de F. On s’intéresse a la recherche de v € K tel
que :

ueK
f(a) = inf f (3.48)

Ce probleme est un probléme de minimisation avec contrainte (ou “sous contrainte") au sens ou 1’on cherche v qui
minimise f en restreignant I’étude de f aux éléments de K. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définies
par I’ensemble K'), qu’on va expliciter a I’aide des p fonctions continues, g; € C(E,IR)i=1...p.

1. Contraintes égalités. On pose K = {x € E, g;(x) =04 = 1...p}. On verra plus loin que le probleme de
minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoreme des multiplicateurs de Lagrange (voir théoréme
B.39).

2. Contraintes inégalités. On pose K = {x € E, g;(z) <0¢=1...,p}. On verra plus loin que le probleme
de minimisation de f peut alors étre résolu grice au théoréme de Kuhn—Tucker (voir théoréme [3.38).

— Programmation linéaire. Avec un tel ensemble de contraintes K, si de plus f est linéaire, c’est-a-dire
qu'ilexiste b € IR"™ tel que f(x) = b-x, et les fonctions g; sont affines, ¢’est-a-dire qu’il existe b; € R"
etc; € IR tels que g;(x) = b; - & + ¢;, alors on dit qu’on a affaire & un probleme de “programmation
linéaire”. Ces problemes sont souvent résolus numériquement a 1’aide de 1’algorithme de Dantzig,
inventé vers 1950.

— Programmation quadratique. Avec le méme ensemble de contraintes K, si de plus f est quadratique,

. 1 . .
c’est-a-dire si f est de la forme f(z) = §A:v -x — b -z, et les fonctions g; sont affines, alors on dit
qu’on a affaire a un probleme de “programmation quadratique”.

3. Programmation convexe. Dans le cas ol f est convexe et K est convexe, on dit qu’on a affaire a un

probléme de “programmation convexe’.

3.4.2 Ecxistence — Unicité — Conditions d’optimalité simple

Théoreme 3.28 (Existence). Soit E =TR" et f € C(E,R).

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de E, alors il existe & € K tel que f(x) = i}l{f f

2. Si K est un sous-ensemble fermé de E, et si | est croissante a 'infini, ¢’est—a—dire que f(x) — +o00 quand
|z| = 400, alors Iz € K tel que f(x) = i%ff
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DEMONSTRATION —
1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de E/, comme f est continue, elle atteint ses bornes sur K, d’ou I’existence
de x.
2. Si f est croissante a I’infini, alors il existe R > 0 tel que si ||z|| > R alors f(z) > f(0);donc inff = inf f,ou
K KNBp

Bpr désigne la boule de centre 0 et de rayon R. L’ensemble K N Br est compact, car intersection d’un fermé et d’un
compact. Donc, par ce qui précede, il existe & € K tel que f(Z) = inf f = inff.
KNBRr Br

Théoréme 3.29 (Unicité). Soit E = R" et f € C(E,R). On suppose que [ est strictement convexe et que K est
convexe. Alors il existe au plus un élément T de K tel que f(x) = i%f f-

DEMONSTRATION —  Supposons que Z et Z soient deux solutions du probleme (3.48), avec T # &

Alors f(z + 1) < %f(a_:) + %f@) = iIIl{ff . On aboutit donc a une contradiction. [

Des théorémes d’existence et d’unicité on déduit immédiatement le théoréme d’existence et d’unicité
suivant :

Théoreme 3.30 (Existence et unicité). Soient E = R", f € C(E,IR") une fonction strictement convexe et K un
sous ensemble convexe fermé de E. Si K est borné ou si | est croissante a Uinfini, ¢’est—a—dire si f(x) — +00
quand ||z|| — +o0, alors il existe un unique élément & de K solution du probléme de minimisation (3.43)), i.e. tel

que f(x) = i?(ff

Remarque 3.31. On peut remplacer E = IR" par E espace de Hilbert de dimension infinie dans le dernier
théoréeme, mais on a besoin dans ce cas de I’hypothese de convexité de f pour assurer I’existence de la solution
(voir cours de maitrise).

Proposition 3.32 (Condition simple d’optimalité). Soient E = R", f € C(E,R) et & € K tel que f(x) = i%ff.
On suppose que f est différentiable en T

1. Siz € Kalors Vf(z)=0.
2. Si K est convexe, alors V f(x) - (x — &) > 0 pour tout v € K.

DEMONSTRATION — 1. Siz € K, alors il existe € > 0 tel que B(Z,e) C K et f

z) < f(z) Yz € B(&,¢€). Alors
on a déja vu (voir preuve de la Proposition[3.7] page 206) que ceci implique V f(Z 0.

(
)=
2. Soit x € K. Comme & réalise le minimum de f sur K,ona: f(z + t(x — &)) = f(tz + (1 —t)x) > f(x) pour
tout ¢ €]0, 1], par convexité de . On en déduit que
f@+tz—=) - f(@)
t
En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 0 dans cette derniére inégalité, on obtient : V f(Z) - (z — &) > 0.

> 0 pour tout ¢ €]0, 1].
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3.4.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égalité

Dans tout ce paragraphe, on considerera les hypotheses et notations suivantes :

feC@™"R), g€ C'R"R), i=1...p;
K={ueR", gi(u)=0 Vi=1...p}; (3.49)
g:(gl,...,gp)tECl(]R",]Rp)

Remarque 3.33 (Quelques rappels de calcul différentiel).

Comme g € C*(IR",IR?), si u € R", alors Dg(u) € L(IR™,IR"), ce qui revient & dire, en confondant I’ap-
plication linéaire Dg(u) avec sa matrice, que Dg(u) € M, ,(IR). Par définition, Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z €
R"} C RP, etrang(Dyg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p. On rappelle de plus que

0z’ " Oz,
Dg(u) = ceey T )
0z’ " Oz,

et que rang (Dg(u)) < min(n, p). De plus, si rang (Dg(u)) = p, alors les vecteurs (Dg;(u));=1..., sont linéaire-
ment indépendants dans IR".

Théoréme 3.34 (Multiplicateurs de Lagrange). Soit u € K tel que f(u) = i%f f- On suppose que | est différen-
tiable en u et dim(Im(Dg(u)) = p (ou rang (Dg(uw)) = p), alors :

P
il existe (\1,...,A\p)" € IR” tels que V f () + Z AiVgi(u) = 0.
i=1

(Cette derniére égalité a lieu dans R"™)

4 6

DEMONSTRATION —  Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrique" de la démonstration dans le cas n = 2
etp=1.Onadanscecas f € C*(IR?,R)et K = {(=,y) € R?*g(x,y) = 0}, eton cherche u € K tel que f(u) = i%ff.

Tragons dans le repére (z, y) la courbe g(z,y) = 0, ainsi que les courbes de niveau de f. Sion se “promene" sur la courbe
g(x,y) = 0, en partant du point Py vers la droite (voir figure B.1)), on rencontre les courbes de niveau successives de f et
on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale que prend f sur la courbe g(x,y) = 0 est atteinte lorsque cette
courbe est tangente 2 la courbe de niveau de f : sur le dessin, ceci correspond au point P; ou la courbe g(x,y) = 0 est
tangente a la courbe f(z,y) = 3. Une fois qu’on a passé ce point de tangence, on peut remarquer que f augmente.

On utilise alors le fait que si ¢ est une fonction continiment différentiable de IR? dans IR, le gradient de ¢ est orthogonal a
toute courbe de niveau de ¢, c’est-a-dire toute courbe de la forme ¢(x,y) = ¢, ot ¢ € IR. (En effet, soit (z(¢),y(t)), t €
IR un paramétrage de la courbe g(z,y) = c, en dérivant par rapport a ¢, on obtient : Vg(z(t),y(t)) - (z'(t), 7' (¢))" = 0).
En appliquant ceci a f et g, on en déduit qu’au point de tangence entre une courbe de niveau de f et la courbe g(z,y) = 0,
les gradients de f et g sont colinéaires. Et donc si Vg(u) # 0, il existe A # 0 tel que V f(u) = AVg(u).

Passons maintenant a la démonstration rigoureuse du théoreme dans laquelle on utilise le théoréme des fonctions impli-
citesfl.

Par hypothese, Dg(u) € L(IR™,IR?) et Im(Dg(u)) = IRP. Donc il existe un sous espace vectoriel F' de IR™ de
dimension p, tel que Dg(u) soit bijective de F' dans IR”. En effet, soit (e .. .ep) la base canonique de IR?, alors pour
touti € {1,...p}, ilexiste y; € R™ tel que Dg(Z)y; = e;. Soit F le sous espace engendré par la famille {y1 ...yp}; on

5. Théoréme des fonctions implicites Soient p et g des entiers naturels, soit b € C*(IR? x IR?,IRP), et soient (Z,7) € IR x IRP et
c € IRP tels que h(Z,y) = c. On suppose que la matrice de la différentielle Dah(Z,y)(€ Mp(IR)) est inversible. Alors il existe € > 0 et
v > 0 tels que pour tout x € B(Z, €), il existe un unique y € B(7g, v) tel que h(x,y) = c. on peut ainsi définir une application ¢ de B(Z, ¢)
dans B(7, v) par $(z) = y. Ona (%) = §, ¢ € C1(RP, RP) et Dp(x) = —[Dah(z, $(x))]~* - Dih(z,(x)).
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X _ ’ flz)=5

FIGURE 3.1: Interprétation géométrique des multiplicateurs de Lagrange

remarque que cette famille est libre, car si Zle Aiy; = 0, alors Zle Aie; = 0,etdonc A\; = O pour touti =1,...p.
On a ainsi montré I’existence d’un sous espace F' de dimension p telle que Dg(Z) soit bijective (car surjective) de F' dans
RP.

11 existe un sous espace vectoriel G de R", tel que R" = F @ G. Pourv € F etw € G; on pose §(w,v) = g(v + w)
et f(w,v) = f(v+w).Onadonc f € C(Gx F, R)etg € C'(G x F, R). De plus, D2g(w,v) € L(F, R?), et pour
tout z € F,ona Dag(w,v)z = Dg(v + w)=z.

Soit (v,w) € F x G tel que & = v + w. Alors D2g(w,v)z = Dg(u)z pour tout z € F. L’application D2g(w, v) est une
bijection de F' sur IR?, car, par définition de F', Dg(u) est bijective de F' sur IRP.

On rappelle que K = {u € R™ : g(u) = 0} et on définit K = {(w,v) € G x F, g(w,v) = 0}. Par définition de f et

de g,on a
(w,0) € K
{ F(0,9) < f(w,v) Y(w,v) € B (3.50)
D’autre part, le théoreme des fonctions implicites (voir note de bas de page [254) entraine ’existence de ¢ > Oetv > 0
tels que pour tout w € Bg(w, €) il existe un unique v € Br(v,v) tel que g(w,v) = 0. On note v = ¢(w) et on définit
ainsi une application ¢ € C'(Bg(w,¢), Br (7, v)).
On déduit alors de (3.50) que : ~ ~
fw, ¢(w)) < f(w, p(w))), Vw € Ba(w,e),
et donc
f(u) = f(w+ é(w)) < f(w+ ¢(w)), Yw € Bg(w,€).
En posant 1(w) = f(w, #(w)), on peut donc écrire
Y(w) = f(w, p(w)) < P(w), Yw € Ba(w,e).
On a donc, grice a la proposition 3.32]
Dy(w) = 0. 3.51)
Par définition de v, de f etde §,ona:
Dip(w) = D1 f(w, p((w)) + D2 f(w, p(w)) Dp(w).

D’apres le théoreme des fonctions implicites,

D¢(@) = ~[Da2g(@, ¢((@))] ™ Dr1g(, 6(()).
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On déduit donc de (B.31) que
D1 f(w, p((0))w — [D2g(w, p((0))] ™' D1g(w, ¢((w))w = 0, pour tout w € G. (3.52)
De plus, comme D2g(w, ¢((w))] ™ Deg(w, ¢((w)) = Id,ona:
Daf(w,¢((0))z — Daf(w, ¢(()) [D2g(w, ((@))] ™" Dag(w, ¢((w))z =0, ¥z € F. (3.53)

Soitz € R™, et (z,w) € F x G tel que = 2 + w. En additionant (3.32) et (3.33), et en notant
A = =D f(w, $((0)) [Dag(w, p((w))] ",

on obtient :
Df(u)x +ADg( )z =0,

ce qui donne, en transposant : V f (@) + > 7 AiVgi(a) = 0, avec A = (A1,..., Ap).

Remarque 3.35 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrange). Soit f € C*(R™,R), g = (g1, ..,9p)" avec
g € CIR™,R)pouri=1,...,p.,etsoit K = {uecR", ¢;(u)=0, i=1,...,p}.
Le probléme qu’on cherche a résoudre est le probléme de minimisation (3.48)) qu’on rappelle ici :

ue K
f(u) = inff

D’apres le théoreéme des multiplicateurs de Lagrange, si u est solution de (3.48) et Im(Dg(u)) = IRP, alors il
existe (A1, ..., p) € IRP tel que @ est solution du probleme

) dg:
9 +ZA S =0, =1,..

axj D (3.54)
gi(u) =0, i=1,.
Le systeme (3.34) est un systtme non linéaire de de (n +p) équations et a (n+p) inconnues (Z, . .., Tn, Ai ... Ap).

Ce systeme sera résolu par une méthode de résolution de systeéme non linéaire (Newton par exemple).

Remarque 3.36. On vient de montrer que si T solution de 3.48) et Im(Dg(z)) = RP, alors T solution de (3.34).
Par contre, si T est solution de (3.34), ceci n’entraine pas que T est solution de (3.48).

Des exemples d’application du théoréme des multiplicateurs de Lagrange sont donnés dans les exercices[127] page
237 et[128] page 238
3.4.4 Contraintes inégalités

Soit f € C(R",R) etg; € C(R",R) i = 1,...,p, on considere maintenant un ensemble K de la forme :
K ={xeR", gi(x) <0 Vi=1...p}, eton cherche a résoudre le probleme de minimisation (3.48) qui sécrit :

{ re K
/(@) < f(x), VzeK.

Remarque 3.37. Soit T une solution de B.A4R) et supposons que g;(T) < 0, pour tout i € {1,...,p}. Il existe
alors € > 0 tel que si x € B(Z,¢€) alors g;(x) < 0 pourtouti=1,...,p.

Onadonc f(Z) < f(x) Vx € B(Z,¢e). On est alors ramené a un probléme de minimisation sans contrainte, et si
f est différentiable en x, on a donc V f (z) = 0.

On donne maintenant sans démonstration le théoréme de Kuhn-Tiicker qui donne une caractérisation de la solution
du probleme (3.48).
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Théoréme 3.38 (Kuhn-Tucker). Soit f € C(IR",IR), soit g; € C*(IR",R), pouri = 1,...,p, et soit K =
{z € R", gi(x) < 0 Vi = 1...p}. On suppose qu’il existe T solution de (3.48), et on pose I(z) = {i €
{1,...,p};|g:(&) = 0}. On suppose que f est différentiable en & et que la famille (de R") {Vg;(x),i € I(z)}
est libre. Alors il existe une famille (\;);crz) C IR telle que

V@) + Y AiVai(@) =0.

icl(z)

Remarque 3.39.

1. Le théoréme de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensembles de contrainte de type inégalité. Si on a une
contraite de type égalité, on peut évidemment se ramener a deux contraintes de type inégalité en remarquant
que {h(z) = 0} = {h(xz) < 0)} N {—h(zx) < 0}. Cependant, si on pose g; = h et g = —h, on remarque
que la famille {V¢1(Z),Vg2(Z)} = {Vh(Z),—Vh(Z)} n’est pas libre. On ne peut donc pas appliquer
le théoreme de Kuhn-Tucker sous la forme donnée précédemment dans ce cas (mais on peut il existe des
versions du théoreme de Kuhn-Tucker permettant de traiter ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoréme de Kuhn-Tucker (i.e. I’existence de la famille
(Xi)ier(z)) sous la forme du systeme de n + p équations et 2p inéquations a résoudre suivant :

p
V@) + Y NiVei(x) =0,
i=1
Algz(j):()a Vizlw"apa
9i() <0, Vi=1,...,p,
>0, Vi=1,....p.

3.4.5 Exercices (optimisation avec contraintes)

Exercice 126 (Sur I’existence et 'unicité). Corrigé en page[239
Etudier I’existence et 1’unicité des solutions du probleme (3.48)), avec les données suivantes: F =R, f : R — IR
est définie par f(z) = x2, et pour les quatre différents ensembles K suivants :

(1)  K=A{lz|<1}; (i) K={[z[=1}

(ii7) K ={]z| >1}; (v) K={z|>1}. (3.55)

Exercice 127 (Aire maximale d’un rectangle a périmétre donné). Corrigé en page[259

1. On cherche a maximiser ’aire d’un rectangle de périmetre donné égal a 2. Montrer que ce probleme peut se
formuler comme un probléme de minimisation de la forme (3.48), ot K est de la forme K = {z € R?; g(x) =
0}. On donnera f et g de maniére explicite.

2. Montrer que le probleme de minimisation ainsi obtenu est équivalent au probleme

{ T = (Q_Tl,Q_TQ)t S K

f(@1,22) < flz1,m2), Y (z1,22) € K, (3.56)

on K = KN [0,1]2, K et f étant obtenus a la question 1. En déduire que le probleme de minimisation de 1’aire
admet au moins une solution.

3. Calculer Dg(z) pour zz € K et en déduire que si z est solution de (3.36) alors x = (1/2,1/2). En déduire que
le probléme (3.36) admet une unique solution donnée par z = (1/2,1/2).
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Exercice 128 (Fonctionnelle quadratique). Suggestions en page236 corrigé en page[260

Soit f une fonction quadratique, i.e. f(z) = §A:v cx—b-xz, 00 A € M,(IR) est une matrice symétrique
définie positive et b € IR"™. On suppose que la contrainte g est une fonction linéaire de IR" dans IR, c’est-a-dire
glz)=d-x—couiceRetd € R",etqued # 0.Onpose K = {x € R", g(z) = 0} et on cherche & résoudre
le probleme de minimisation (3.48).

1. Montrer que I’ensemble K est non vide, fermé et convexe. En déduire que le probleme (3.48) admet une unique
solution.

2. Montrer que si T est solution de (3.48), alors il existe A € IR tel que y = (Z, \)! soit I'unique solution du
systeme :
A d z b
= (3.57)
dt 0 A c

Exercice 129 (Minimisation sans dérivabilité).

Soient A € M, (IR) une matrice s.d.p., b € R", 7 : R™ — IR une fonction continue et convexe, & valeurs
positives ou nulles (mais non nécessairement dérivable, par exemple j(v) = Z?:l a;|v;|, avec o; > 0 pour tout
i €{1,...,n}).Soit U une partie non vide, fermée convexe de IR". Pour v € IR", on pose J(v) = (1/2)Av-v —
b-v+j(v).

1. Montrer qu’il existe un et un seul « tel que :
welU, Ju) <Jw), YveU. (3.58)

2. Soit u € U, montrer que u est solution de (3.38) si et seulement si (Au — b) - (v — u) + j(v) — j(u) > 0, pour
toutv € U.

Exercice 130 (Utilisation du théoreme de Lagrange).

1. Pour (z,y) € IR?, on pose : f(z,y) = —y, g(x,y) = 22 + 3> — 1. Chercher le(s) point(s) ot f atteint son
maximum ou son minimum sous la contrainte g = 0.

2.Soita = (ay,...,an,) € R™, a # 0. Pour x = (z1,...,2,) € R", onpose : f(z) = >0, |z — a;l?,
g(z) = >, |z;|*. Chercher le(s) point(s) ou f atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte
g=1.

3. Soient A € M,,(IR) symétrique, B € M, (IR) s.d.p.etb € IR". Pourv € IR", onpose f(v) = (1/2)Av-v—b-v
et g(v) = Bv - v. Peut-on appliquer le théoréme de Lagrange et quelle condition donne-t-il sur u si f(u) =
min{f(v),v € K} avec K = {v e R"; g(v) =1}?

Exercice 131 (Contre exemple aux multiplicateurs de Lagrange).

Soient f et g : IR? — IR, définies par : f(z,y) = y, et g(z,y) = y* — 2. Onpose K = {(x,y) € R?; g(x,y) =
0}.

1. Calculer le minimum de f sur K et le point (Z,7) ol ce minimum est atteint.

2. Existe-t-il A tel que Df(z,y) = ADg(Z,7) ?

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoreme des multiplicateurs de Lagrange ?

4. Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “de Lagrange" pour trouver (Z,y) ?

Exercice 132 (Application simple du théoréme de Kuhn-Tucker). Corrigé en page

Soit f la fonction définie de £ = R? dans R par f(z) = 22 +y? et K = {(z,9) € R*z +y > 1}.
Justifier I’existence et I’unicité de la solution du probléeme et appliquer le théoreme de Kuhn-Tucker pour la
détermination de cette solution.

Exercice 133 (Exemple d’opérateur de projection). Correction en page 261
1.Soit K =Ct ={z eR", 2= (x1,...,2)%, 2; >0, Vi=1,...,N}.
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(a) Montrer que K est un convexe fermé non vide.
(b) Montrer que pour touty € R", ona: (px(y)); = max(y;,0).
2. Soit (e;)i=1,... € R" et (B;)i=1,..n C IR" tels que ; < J; pour tout i = 1,...,n. Soit K = {z =
(1, xn)0; < Biyi=1,...,n}.
(a) Montrer que K est un convexe fermé non vide.

(b) Soit px 1’opérateur de projection définie a la proposition 3.40 page 2611 Montrer que pour tout y € IR", on
a:
(pK(y))Z = Hla:X(O[Z', min(yiv BZ))? Vi = 17 sy T

Corrigés
Exercice page 257] (Sur Pexistence et ’unicit¢)

La fonction f : IR — IR définie par f(z) = 22 est continue, strictement convexe, et croissante a I’infini. Etudions
maintenant les propriétés de K dans les quatre cas proposés :

(i) Lensemble K = {|z| < 1} est fermé borné et convexe. On peut donc appliquer le théoréme d’existence et
d’unicité 330 page 253} En remarquant que f(x) > 0 pour tout z € IR et que £(0) = 0, on en déduit que I’'unique
solution du probléeme est donc T = 0.

(i1) L'ensemble K = {|z| = 1} est fermé borné mais non convexe. Le théoréme d’existence page 2521
s’applique donc, mais pas le théoréme d’unicité [3.29] page De fait, on peut remarquer que K = {—1,1}, et
donc {f(x),z € K} = {1}. Il existe donc deux solutions du probleme (T =1letz; = —1.

(791) L'ensemble K = {]z| > 1} est fermé, non borné et non convexe. Cependant, on peut écrire K = K; U Ko
ol K7 = [1,4o00[ et K3 =] — 0o, —1] sont des ensembles convexes fermés. On peut donc appliquer le théoréme
page[233]: il existe un unique Z; € IR et un unique Z2 € IR solution de 3.48) pour K = K; et K = K»
respectivement. Il suffit ensuite de comparer z; et 2. Comme 27 = —1 et £ = 1, on a existence mais pas unicité.

(iv) Lensemble K = {|z| > 1} n’est pas fermé, donc le théoreme 3.28] page 252 ne s’applique pas. De fait, il
n’existe pas de solution dans ce cas, car on a lim,_,1+ f(x) = 1, et donc inf i f = 1, mais cet infimum n’est pas
atteint.

Exercice 127 page (Maximisation de I’aire d’un rectangle a périmetre donné)

1. On peut se ramener sans perte de généralité au cas du rectangle [0, 21] X [0, 2], dont I"aire est égale & z1x5 et
de périmetre 2(x1 + x3). On veut donc maximiser 2122, ou encore minimiser —z1xs. Pourx = (z1, l’g)t e R?,
posons f(x1,x2) = —x122 et g(x1,x2) = x1 + x2. Définissons

K={z=(z,22)" € (Ry)*telque zy + 25 = 1}.
Le probleme de minimisation de 1’aire du rectangle de périmetre donné et égal a 2 s’écrit alors :

Z1
[ s } €K (3.59)
f(Z1,22) < fz1,22) V(r1,22) € K

2. Comme x; et zo sont tous deux positifs, puisque leur somme doit étre égale a 1, ils sont forcément tous deux
inférieurs 2 1. 1l est donc équivalent de résoudre (3.39) ou (3.36). L’ensemble K est un convexe ferme borné, la
fonction f est continue, et donc par le théoreme[3.28| page232] il existe au moins une solution du probléme (3.36)

(ou (3.59)).
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3. Calculons Vg : Vg(z) = (1,1)!, donc rang Dg(z,y) = 1. Par le théoreme de Lagrange, si x = (x1,z2)" est
solution de (3.59), il existe A € IR tel que

{ Vi@, y)+AVg(z,y) =0,
z4+y=1

OrVf(z,y) = (—z,—y)", et Vg(z,7) = (1,1)*. Le systtme précédent s’écrit donc :

—y+A=0
—Z+A=0
T+y=1.
On a donc .

Exercice page (Fonctionnelle quadratique)

1. Comme d # 0, il existe & € IR" tel que d - & = a # 0. Soit x = £ alors d - = c. Donc I’ensemble K est
non vide. Uensemble K est fermé car noyau d’une forme linéaire continue de IR" dans IR, et K est évidemment
convexe. La fonction f est strictement convexe et f(x) — +oc quand || — 400, et donc par les théoremes[3.28]
et[3.29il existe un unique  solution de (3.43).

2. On veut calculer 7. On a : Dg(z)z = d - z, et donc Dg(x) = dt. Comme d # 0 on a rang(Dg(z)) = 1, ou
encore Im(Dg(z)) = IR pour tout z. Donc le théoreme de Lagrange s’applique. Il existe donc A € IR tel que
Vf(Z)+ AVg(z) =0, c’est-a-dire Az — b+ Ad = 0. Le couple (Z, A) est donc solution du probléme suivant* :

Arx — b+ Ad =0,
{ d 7 —c , (3.60)
A d _
qui s’écrit sous forme matricielle : By = e, avec B = € Myp1(R), y = [ i } € R" et
dt 0
b
e = € IR™™!. Montrons maintenant que B est inversible. En effet, soit z [ z } IS ]R”H, avecx € R" et
c

u € IR tel que Bz = 0. Alors
A d

MR
a | o H '

Ceci entraine Az —dy = Oetd’'z =d-z = 0.Onadonc Az - x — (d - x)p = 0. On en déduit que z = 0, et
comme d # 0, que x4 = 0. On a donc finalement z = 0.
On en conclut que B est inversible, et qu’il existe un unique (z, \)* € IR" ™ solution de (3.60) et et & est solution

de (3.43).

Exercice[132] page[258] (Application simple du théoréme de Kuhn-Tucker

La fonction f définie de E = IR? dans IR par f(z) = 2% + y? est continue, strictement convexe et croissante a
I'infini. Lensemble K qui peut aussi étre défini par : K = {(x,y) € R?; g(x,y) < 0},avec g(z,y) =1—z —y
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est convexe et fermé. Par le théoreme [3.30 page 233] il y a donc existence et unicité de la solution du probleéme
(3.48). Appliquons le théoréme de Kuhn-Tucker pour la détermination de cette solution. On a :

Vy(z,y) = < j > et Vf(z,y) = ( Z )

Il existe donc A € IR tel que :

20 — A =0,
2y — A =0,
l—2—-y<0,
A>0.

Par la troisieme équation de ce systeme, on déduitque A =0oul—z—y =0.0rsi A = 0,onaz =y = 0 parles
premiere et deuxieme équations, ce qui est impossible en raison de la quatrieme. On en déduitque 1 —x —y =0,
et donc, par les premiere et deuxieéme équations, x = y = %

Exercice[133 page (Exemple d’opérateur de projection)
2. Soit px 1’opérateur de projection définie 2 la proposition 3.40] page 2611 il est facile de montrer que, pour tout
t=1,...,n,:

()i =wi siyi € o, B,
(pr(W)i =i siy <ay, ce qui entraine

(rx(y)i =06i siyi>Bi,
(pk (y))i = max(a;, min(y;, 5;)) pourtouti = 1,...,n.

3.5 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.5.1 Méthodes de gradient avec projection

On rappelle le résultat suivant de projection sur un convexe fermé :

Proposition 3.40 (Projection sur un convexe fermé). Soit E un espace de Hilbert, muni d’une norme ||.|| induite
par un produit scalaire (.,.), et soit K un convexe fermé non vide de E. Alors, tout x € E, il existe un unique
xo € K tel que |z — xo|| < ||z — yl|| pour touty € K. On note o = px () la projection orthogonale de x sur K.
Soient x € E et vy € K. On a également :

2o = pr(x) si et seulement si (x — xg,x0 —y) >0, Yy € K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons développer maintenant, nous
consideérerons £ = R", f € C(IR",IR) une fonction convexe, et K fermé convexe non vide. On cherche a
calculer une solution approchée de x, solution du probleme (3.48).

Algorithme du gradient a pas fixe avec projection sur X (GPFK) Soit p > 0 donné, on consideére I’algorithme
suivant :
Algorithme (GPFK)
Initialisation : xo € K
Itération :
Ty connu Tp1 = px(zk — pV [ (1))
oll px est la projection sur K définie par la proposition [3.40
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Lemme 3.41. Soit (x1)y construite par ’algorithme (GPFK). On suppose que xj, — x quand n + oo. Alors x est

solution de (3.48).

DEMONSTRATION —  Soit px : IR” — K C IR"™ la projection sur K définie par la proposition 340l Alors px est
continue. Donc si

zr — z quand n — +oo alors = pr (z — pV f(z)) etz € K (car z1 € K et K est fermé).

La caractérisation de px (xz — pV f(z)) donnée dans la proposition 3.40 donne alors :

(x — pVf(z) —x/z —y) > 0 pour tout y € K, et comme p > 0, ceci entraine (V f(z)/z —y) < 0 pour tout y € K.
Or f est convexe donc f(y) > f(z) + Vf(x)(y — =) pour tout y € K, et donc f(y) > f(x) pour tout y € K, ce qui
termine la démonstration.

Théoreme 3.42 (Convergence de 1’algorithme GPFK).
Soit f € CL(R",R), et K convexe fermé non vide. On suppose que :

1. il existe a > 0 tel que (V f(z) — Vf(y)|z — y) > alz — y|?, pour tout (z,y) € R" x R",
2. il existe M > 0 tel que |V f(x) — Vf(y)| < M|z — y| pour tout (z,y) € R"™ x R",
alors :

1. il existe un unique élément T € K solution de (3.43)),
2«

Yk la suite (xy,) définie par 'algorithme (GPF K) converge vers T lorsque n — +oo.

2.5i0< p<

DEMONSTRATION —

1. La condition 1. donne que f est strictement convexe et que f(z) — +oo quand |z| — +o00. Comme K est convexe
fermé non vide, il existe donc un unique Z solution de (3.48).
2. On pose, pour z € R", h(z) = px(z — pV f(x)). On a donc 41 = h(zx). Pour montrer que la suite (k) ren
converge, il suffit donc de montrer que h est strictement contractante des que
2«
Grace au lemme [3.43]démontré plus loin, on sait que px est contractante. Or  est définie par :
h(z) = px(h(z)) ol h(x) =& — pV [ (x).
On a déja vu que h est strictement contractante si la condition (3.61) est vérifiée (voir théoréme [3.19] page 2I8), et plus
précisément : ~
h(x) = h(y)| < (1 = 2ap + M?p?)|z — y/*.
On en déduit que :
[h(z) = h(y)|* < Ipx (h(x)) = pxc (h(y))]* < h(z) = h(y)]* < (1= 2ap + p* M)z —y[*.

L’application h est donc strictement contractante des que 0 < % La suite (zx)remn converge donc bien vers ¢ = &
(]

Lemme 3.43 (Propriété de contraction de la projection orthogonale). Soit E un espace de Hilbert, || - || la norme
et (-, ) le produit scalaire, K un convexe fermé non vide de E et py la projection orthogonale sur K définie par
la proposition3.40) alors ||px (z) — px (y)|| < ||z — y|| pour tout (z,y) € E>
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DEMONSTRATION — Comme FE est un espace de Hilbert,

Ipx (z) = px (W) = (px (z) — prc () IpK () — prc(y))-
On a donc

Ipx(x) —pxW? = (px(x) =2+ —y+y— pr(Y)lpx(z) — pr(y))
= (pr(z) —z|px(z) —px (¥)E + (* — ylpK () — P (y))+
(v — pr(y)|px (z) — pr (v))-
Or (px (z) — z|pk (z) — pr (y)) < 0et (y — pr (y)Ipx (x) — pr(y)) < 0,d’ol:
Ipx () — pre ()1 < (z — ylpx (x) — px(y)),

et donc, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

lpx () = pr@)II*<llz =y lIpx (z) = px (W),
ce qui permet de conclure. ]

Algorithme du gradient a pas optimal avec projection sur K (GPOK)
L’algorithme du gradient a pas optimal avec projection sur K s’écrit :
Initialisation zo € K
Itération ), connu
wy = —V f(x); calculer oy optimal dans la direction wy,

Thy1 = pi (z + opw®)
La démonstration de convergence de cet algorithme se déduit de celle de 1’algorithme a pas fixe.

Remarque 3.44. On pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi—Newton avec projection sur K.

Les algorithmes de projection sont simples a décrire, mais ils soulevent deux questions :
1. Comment calcule-t-on pg ?

2. Que faire si K n’est pas convexe ?

On peut donner une réponse a la premiere question dans les cas simples :

Cas 1. Onsupposeicique K = Ct = {x e R", = = (z1,...,2%)" z; >0 Vi}.
Siy € R" y = (y1...yn)", on peut montrer (exercice[133| page 238) que

(px(y))i =y = max(y;,0), Vie{l,...,n}
Cas 2. Soit (a;)i=1,...n» CIR" et (8;)i=1,...n C R" tels que a; < ; pourtouti =1,...,n.Si
K= H [aiaﬁiL
i=1,n

alors
(rx (y))i = max(a;, min(y;, 8;)), Vi=1,...,n

Dans le cas d’un convexe K plus “compliqué”, ou dans le cas ot ' n’est pas convexe, on peut utiliser des méthodes
de dualité introduites dans le paragraphe suivant.
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3.5.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

feCH{R",R),
gi € C'(R™,R), (3.62)
K={zeR", ¢gi(x) <0i=1,...,p}, et K estnon vide.

On définit un probléme “primal" comme étant le probleme de minimisation d’origine, ¢’est—a—dire

7c K,
{ f(z) < f(x), pour tout z € K, (3.63)

On définit le “lagrangien” comme étant la fonction L définie de IR"™ x IR? dans IR par :
L(z,\) = f(z) + X-g(z )+ Z Nigi(x (3.64)

avec g(z) = (g1(x), ..., gp(x)) et A = (A1,..., Ap)"
On note C* I’ensemble défini par

T={AeRP, A= (A1,...,\)",\; >0pourtouti=1,...,p}.

Remarque 3.45. Le théoréme de Kuhn-Tucker entraine que si T est solution du probléme primal (3.63) alors il
existe \ € C" tel que D1L(Z,\) = 0 (c’est—a~dire Df(z) + X - Dg(z) = 0) et X - g(z) = 0.

On définit alors I’application M de IR dans IR par :

M) = gﬁ)fL L(z, \), pour tout A € R?. (3.65)

On peut donc remarquer que M () réalise le minimum (en x) du probléme sans contrainte, qui s’écrit, pour
A€ RP fixé:

{ v € R” (3.66)

L(xz,\) < L(y, A) pour tout z € R",

Lemme 3.46. L’application M de R? dans R définie par (3.63) est concave (ou encore I’application -M est
convexe), ¢’est—a—dire que pour tous \, i € R? et pour tout t €]0,1[ on a M(t\ + (1 — t)pu) > tM(\) + (1 —
H)M(w)

DEMONSTRATION —  Soit A, o € IRP et ¢ €]0, 1[; on veut montrer que M (tA + (1 — ¢)p) > tM(X) + (1 — t) M (p).
Soit x € IR", alors :
Lz, th+ (1 =t)p) = f(z) + (A + (1 —t)p)g(z)
=tf(x)+ (1 -t)f(z) + A+ (1 - t)u)g(z).
Onadonc L(z,tA + (1 —t)p) = tL(z, \) + (1 — t)L(x, ). Par définition de M, on en déduit que pour tout z € IR",
L, tA+ (1= D)) > M) + (1 — )M ()
Or, toujours par définition de M,
M(A+ (1= t)p) = inf Lz, th+ (1= t)u) = tM(A) + (1= )M (p).
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On considere maintenant le probleme d’optimisation dit “dual” suivant :

pecT,
{ M(p) > M(X) YAeCT. (3.67)

Définition 3.47. Soit L : R" x R? — R et (z,u) € R™ x CTF. On dit que (z, j1) est un point selle de L sur
R" x CT" si
L(z,\) < L(z, 1) < L(y, p) pour tout y € IR et pour tout \ € C™.

Proposition 3.48. Sous les hypotheses (3.62), soit L définie par L(x,\) = f(x) + Ag(x) et (Z,u) € R" x CT
un point selle de L sur R™ x C™.
alors

1. T est solution du probléme (3.63)),

2. u est solution de (3.67),

3. T est solution du probleme (3.66) avec A = pu.

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothéses convenables sur f et g), si p est solution de (3.67), et
si Z solution de (3.66) avec A\ = p, alors (Z, ) est un point selle de L, et donc T est solution de (3.63).

De ces résultats découle ’idée de base des méthodes de dualité : on cherche p solution de (3.67). On obtient ensuite
une solution Z du probléme (3.63), en cherchant Z comme solution du probleme (3.66) avec A = p (qui est un
probléme de minimisation sans contraintes). La recherche de la solution z du probleme dual (3.67) peut se faire
par exemple par I’algorithme treés classique d’Uzawa, que nous décrivons maintenant.

Algorithme d’Uzawa L’ algorithme d’Uzawa consiste a utiliser I’algorithme du gradient a pas fixe avec pro-
jection (qu’on a appelé “GPFK”, voir page pour résoudre de maniére itérative le probleme dual (3.67). On
cherche donc y1 € C tel que M (p) > M ()) pour tout A € C*. On se donne p > 0, et on note pc+ la projection
sur le convexe CF (voir proposition 3.40 page 261). I’ algorithme (GPFK) pour la recherche de p s’écrit donc :
Initialisation : o € Cy
Itération : pk41 = pe (i + pV M ()
Pour définir completement I’algorithme d’Uzawa, il reste a préciser les points suivants :
1. Calcul de VM (1),
2. calcul de pc+(A) pour A dans R™.

On peut également s’intéresser aux propriétés de convergence de 1’algorithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice page :pour A € IRP, on calcule pc, (A\) = v avec
¥ =(71,--.,7)" enposant y; = max (0, \;) pouri =1,...,p, 00 A = (A1,..., \p)".
La réponse au point 1. est une conséquence de la proposition suivante (qu’on admettra ici) :

Proposition 3.49. Sous les hypothéses (3.62), on suppose que pour tout X € R", le probleme (3.66) admet une
solution unique, notée x et on suppose que l’application définie de R? dans R" par A — x est différentiable.
Alors M(X\) = L(xx, \), M est différentiable en X\ pour tout A, et VM (N\) = g(z).

En conséquence, pour calculer VM (), on est ramené a chercher x solution du probléme de minimisation sans
contrainte (3.66). On peut dont maintenant donner le détail de I’itération générale de 1’algorithme d’Uzawa :

Itération de I’algorithme d’Uzawa. Soit i, € CT connu;
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TE € IRn,

1. On cherche x; € IR" solution de { L(w, i) < L(x, up), Vo € R"

(Onadonc xy = x,,)

2. On calcule VM (ug) = g(zx)
3. fpy1 = ik + PV M (i) = px + pg (1) = ((Ti1) s - - (Frg1)p)'
k+1 k+1)1 k+1)p

4. prr1 = po+ (Fpyq ), cest=a-dire g1 = ((r1)1,-- - (Brt1)p)" avee (prt1)i = max(0, (fi,1)i) pour
toutz =1,...,p.

On a alors le résultat suivant de convergence de I’algorithme :

Proposition 3.50 (Convergence de ’algorithme d’Uzawa). Sous les hypothéses (3.62), on suppose de plus que :
1. il existe a > 0 tel que (Vf(z) — Vf(y)) - (x — y) > a|z — y|? pour tout (z,y) € (R™)?,
2. il existe My > 0 |V f(z) — Vf(y)| < M¢|x — y| pour tout (z,y) € (R"™)?,
3. pourtout X € Ct, il existe un unique x) € R" tel que L(xx, \) < L(x, \) pour tout x € R".
2
Alors si0 < p < M—az’ la suite ((xk, i), € R™ x CT donnée par I’algorithme d’Uzawa vérifie :

I
1. zx, — T quand k — +00, o T est la solution du probléme (3.63),

2. (pk)kew est bornée.

Remarque 3.51 (Sur I’algorithme d’Uzawa).

1. L’algorithme est tres efficace si les contraintes sont affines : (i.e. si g;(x) = o;-x+ 0; pourtouti = 1,...,p,
avec o; € IR" et 3; € IR).

2. Pour avoir I’hypothése 3 du théoreme, il suffit que les fonctions g; soient convexes. (On a dans ce cas
existence et unicité de la solution x du probléme (3.60)) et existence et unicité de la solution T du probléeme

G.63).)

3.5.3 Exercices (algorithmes pour I’optimisation avec contraintes)

Exercice 134 (Méthode de pénalisation).
Soit f une fonction continue et strictement convexe de IR™ dans IR, satisfaisant de plus :

lim f(x) = 4oc0.

|z|—+o0

Soit K un sous ensemble non vide, convexe (c’est-a—dire tel que V(z,y) € K2, tx + (1 — t)y € K, Vt €)0,1]),
et fermé de IR"™. Soit 1) une fonction continue de IR"™ dans [0, +o0] telle que ¢ () = O si et seulement si x € K.
Pour n € IN, on définit la fonction f, par fr(z) = f(x) + ny(z).

1. Montrer qu’il existe au moins un élément z; € IR" tel que f(Zx) = infer» fr(2), et qu’il existe un
unique élément T € K tel que f(Tx) = infze i f(2).

2. Montrer que pour tout n € IN,

(@) < fu(@n) < f(ZK).
3. En déduire qu’il existe une sous-suite (Z,, )rew ety € K tels que z,,, — y lorsque k — +o0.
4. Montrer que y = Z k. En déduire que toute la suite (Zj,)neN converge vers Z k.

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pénalisation") de résolution du probleme de minimisation
suivant :

Trouver rx € K;
f(Zr) < f(x), Ve € K,

en donnant un exemple de fonction ).
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Exercice 135 (Convergence de I’algorithme d’Uzawa). Corrigé en page269
Soientn > 1 p € IN*. Soit f € C'(IR", IR ) une fonction telle que

Ja >0, (Vf(z) = VFy) - (x—y) > alz —y|? Yo,y € R".

Soit C € My, ,,(IR) (C est donc une matrice, a éléments réels, ayant p lignes et n colonnes) et d € IR”. On note
D={zeR",Cx<d}etCt ={uecRP u>0}
On suppose D # () et on s’intéresse au probleme suivant :

zeD, f(x)< f(y), Yy e D. (3.68)

1. Montrer que f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — x) + $|z — y|? pour tout z,y € R".

2. Montrer que f est strictement convexe et que f(z) — oo quand |z| — co. En déduire qu’il existe une et une
seule solution au probleme (3.68).

Dans la suite, on note T cette solution.

Pouru € RP etz € R™, onpose L(z,u) = f(z) +u- (Cz —d).

3. Soit u € TR? (dans cette question, u est fixé). Montrer que I’application x — L(x,u) est strictement convexe
(de R" dans R) et que L(z,u) — oo quand |x| — oo [Utiliser la question 1]. En déduire qu’il existe une et
une seule solution au probléme suivant :

xe€R", L(z,u) < L(y,u), Yy € R"™. (3.69)
Dans la suite, on note z,, cette solution. Montrer que ., est aussi I'unique élément de R" t.q. V f(x,) + Ctu =
0.

4. On admet que le théoréme de Kuhn-Tucker s’ applique ici (cf. cours). Il existe doncu € CT t.q. V.f(Z)+C'u = 0
etu - (CT — d) = 0. Montrer que (T, u) est un point selle de L sur IR™ x CT, ¢’est-a-dire :

L(Z,v) < L(Z,7%) < L(y,7), Y(y,v) € R" x €. (3.70)

Pour u € R?, on pose M (u) = L(x,,u) (de sorte que M (u) = inf{L(z,u), x € IR™}). On considere alors le
probléme suivant :

uw€CT, M(u)> M), YveCt. (3.71)
5. Soit (x,u) € R"™ x € un point selle de L sur R" x €t (c’est-a-dire L(z,v) < L(z,u) < L(y,u), pour

tout (y,v) € IR™ x €*). Montrer que z = T = x,, (on rappelle que T est I’'unique solution de (3.68) et x,, est
I’unique solution de (3.69)) et que u est solution de (3.71). [On pourra commencer par montrer, en utilisant la
premiere inégalité, que x € Detwu - (Cz —d) = 0.]
Montrer que V f (Z) + Ctu = 0 et que u = Pe+ (u+ p(CT —d)), pour tout p > 0, ot Pe+ désigne 1’opérateur de
projection orthogonale sur C*. [on rappelle que siv € RP etw € CT,onaw = Pe+v < (v—w)-(w—2z) >
0,Vz € Ch).]

6. Déduire des questions 2, 4 et 5 que le probleme admet au moins une solution.

7. On admet que I’application u — x,, est dérivable. Montrer que I’algorithme du gradient a pas fixe avec projection
pour trouver la solution de (3. 71)) s’écrit (on désigne par p > 0 le pas de I’algorithme) :

Initialisation. vy € Ct.

Itérations. Pour u;, € €T connu (k > 0). On calcule z;, € R" t.q. V f(zx) + Ctuy = 0 (montrer qu’un tel z,
existe et est unique) et on pose uy+1 = Pe+ (ug + p(Cxy — d)).

Dans la suite, on s’intéresse a la convergence de la suite (zy, ug)gew donnée par cet algorithme.
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8. Soitpt.q. 0 < p < 2a/||C||? avec ||C|| = sup{|Cz|, z € R" t.q. |z| = 1}. Soit (Z,u) € R" x C* un point
selle de L sur IR™ x CT (c’est-a-dire vérifiant (3.70)) et (xy, ur)keN la suite donnée par I’algorithme de la
question précédente. Montrer que

g — @ < Ju — @l = p(2a - p|C|1?) | — 7%, Vk € R™.

En déduire que x;, — T quand k — oo.

Montrer que la suite (ux)rew est bornée et que, si @ est une valeur d’adhérence de la suite (ug)ren, on a
Vf(Z) + C'a = 0. En déduire que, si rang(C)=p, on a uj, — U quand k — oo et que U est ['unique élément de
et tq. Vf(T)+ C'u = 0.

Exercice 136 (Méthode de relaxation avec Newton problémes sous contrainte).
On considere le probleme :
{ T € K, (3.72)

f(@) < f(z), Ve € K,
ot K ¢ R™

(a) Onprendici K =], , , [ai, b;], ol (a;,b;) € IR? est tel que a; < b;. On considere I’algorithme suivant :

Initialisation : z(© € E,
Itérationn :  z(*) connu, (n > 0)
Calculer a:( T ¢ € [a1,b1] tel que :

f(z gkﬂ),xé ,a:gk),...,x%k)) < f(g, :zrgk),...,x%k)), pour tout £ € [a1, b1],

Calculer :vékﬂ) € [az, be] tel que :

f(‘rngrl)a xékJrl)u:E:(;k)a s 71,5116)) S f(x§k+1)7 57 x:(;k)a s 71,5116))

pour tout £ € [ag, ba],

)

Calculer a:,(f—H) € [ak, b, tel que :

k+1 k+1 k+1 k k
F@D LoD gD 50 )

< f(acgkﬂ),... ](€k+11)7 , E:ll),...,x%k)), pour tout £ € [ag, by,

Calculer 257V € [an, by] tel que :

pour tout £ € [ay, bn].

(3.73)
Montrer que la suite 2(¥) construite par 1’algorithme (3.73)) est bien définie et converge vers T lorsque n tend
vers +00, ou T € K est tel que f(T) < f(x) pour tout z € K.
(b) On prend maintenant n = 2, f la fonction de IR? dans IR définie par f(z) = 22 + 23, et K = {(z1,22)" €
IR?; 2, +x5 > 2}. Montrer qu’il existe un unique élément T = (T, T2 )" de K tel que f(T) = inf,cp> f(x).
Déterminer 7.
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On considere I’algorithme suivant pour la recherche de 7 :

Initialisation : z(© € E,
Itérationn :  2® connu, (n > 0)
Calculer :vgkﬂ) >2— xgk) tel que :
f(:vgkﬂ),xék)) < f({“,:cék)), pour tout § > 2 — :vgk),
Calculer xé’”l) >2— ng) tel que :
f(acgkﬂ),xékﬂ)) < f(acgkﬂ),g), pour tout £ > 2 — :vgk).

(3.74)

Montrer (éventuellement graphiquement) que la suite construite par 1’algorithme ci-dessus ne converge vers
T que si 1’'une des composantes de 2(?) vaut 1.

3.5.4 Corrigés

Exercice 135 page (Convergence de I’algorithme d’Uzawa)

1. Cette question a déja été corrigée. Soit x,y € R"™. En posant o(t) = f(ty + (1 — ¢)x), on remarque que

F() — F(2) = o(1) — (0) = / o (t)dt = / Vi 4ty — 2)) - (y — 2)dt,

et donc
1 1
)= 10) =V F(a) (=) = [ (Vfattly—a)=Vf@) tly—a)gde > o [ dy=aldt = Gly—af

2. Montrer que f est strictement convexe et que f(z) — oo quand |z| — co. En déduire qu’il existe une et une
seule solution au probleme (3.68).

Cette question a aussi déja été corrigée. La question précédente donne f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — x) pour tout
x,y € R™. Ce qui montre que f est strictement convexe. Elle donne aussi, pour tout z € IR",

F(x) > F(0)+ VF0) -z + %W — oo quand |z| — +0c.

De ces deux propriétés de f on déduit I’existence et ’unicité de la solution au probléme (3.68).

3. L'application z — u - (Cx — d) est affine et donc convexe. Comme f est strictement convexe, on en déduit que
x +— L(z,u) est aussi strictement convexe.
La question précédente donne L(x, u) > f(0)+V f(0)-z+u-(Cz—d)+$|x|?. Onen déduit que L(z, u) — 400
quand |z| — +oo0.
De ces deux propriétés de L(-, u) on déduit ’existence et I’unicité de la solution au probleme (3.69).

Comme L(-, u) est strictement convexe, x,, est aussi I’unique point qui annule VL(-, u) (c’est-a-dire le gradient
de I’application © — L(z,u)). Ceci donne bien que z,, est I’unique point de IR" tel que V f(x,,) + Ctu = 0.

4. La question précédente nous dit que x5 est I’'unique point de IR" tel que V f(xz) + Ctu = 0. Comme V f(T) +
C'% = 0, on a donc T = zy et donc

L(z,u) < L(y,u) pour touty € IR"™.
Soit maintenant v € €. On a, comme CT < d (carT € D) etu - (CT — d) = 0,
LEv)=f@) +v-(CT—d) < f(T)=f(T)+u- (CT —d) = L(T,q).
5.0na L(z,v) < L(x,u) pour tout v € €T et donc

(v —u) - (Cx —d) < 0pourtoutv € .
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On note u = (ug,...,up). Soiti € {1,...,p}. en prenant v = (vy,...,v,)" avec v; = u; si j # i et
v; = u; + 1 (on a bien v € €T), la formule précédente nous montre que la i-ieme composante de (Cx — d) est
négative. On adonc xz € D.

Soit maintenant i € {1,...,p} tel que u; > 0. En prenantv = (v1,...,v,)  avecv; = u;sij #ietv; =0,la
formule précédente nous montre que la i-ieme composante de (C'z — d) est positive. Elle donc nécessairement
nulle. Ceci nous donne bien que u - (Cx — d) = 0.

On utilise maintenant le fait que L(x,u) < L(y,u) pour tout y € IR™. Ceci donne, bien siir, que = x,,. Cela
donne aussi que

f@)+u- (Cz—d) < f(y)+u-(Cy—d).

Comme on sait que u - (Cz —d) = 0 etcomme u - (Cy —d) < 0siy € D, onen déduit que f(x) < f(y) pour
touty € D, etdoncx =7=.

Enfin, L(z,u) = L(xy,u) = M(u) et L(z,v) > L(zy,v) = M(v). Comme L(x,v) < L(z,u) pour tout
v € €F, onadonc M(v) < M (u) pour toutv € CT.

On passe maintenant a la seconde partie de cette question. On a vu a la question 3 que V f(z,) + C'u = 0.
Comme T = x,,, on adonc Vf(Z) + Ctu = 0.

Puis pour montrer que u = Pe+(u + p(CT — d)), on utilise le rappel. Pour tout z € C* on a, en utilisant
u-(CT—d)=0etT €D,

(u+p(CT—d)—u) - (u—2)=p(CT—d) - (u—2)=—p(CT—d)-z>0.

Ceci donne bien que u = Pe+(u + p(CT — d)).

6. La question 2 donne Iexistence de T solution de (3.68). Puis la question 4 donne I’existence de @ tel que (7, )
est solution de (3.70). Enfin, la question 5 donne alors que T est solution de (3.71).

7. Les itérations de 1’algorithme du gradient a pas fixe avec projection pour trouver la solution de (3.71) s’écrivent
Uk+1 = Pe+ (uk + pVM(uk))

Comme M (u) = L(zy,u) et x, annule le gradient de 1’application  — L(x,u), la dérivation de fonctions
composées (que I’on peut appliquer car I’application u +— 1z, est supposée dérivable) nous donne VM (u) =
Cx, — d. Comme x,, = xj, on en déduit que

ugt+1 = Pe+ (ug + p(Cxy — d)).
8. Comme (T, @) est un point selle de L sur IR™ x €T, la question 5 nous donne
T = Pe+(T+ p(CT — d)).
L’opérateur Pe+ étant contractant, on obtient, avec la question précédente, pour tout k,
s = < Jug + p(Cary — d) — (@ + p(CT — )2
= |up —@|® + 2p(up, — @) - Clzp — T) + p*|C (a1 — )|
Comme C'uy, = —V f(zx) et C'u = —V f(T), on obtient (avec I’hypothése sur V f)
fu =T < u =T = 2p(Vf (k) = V(@) - (21— 7) + 2| — D)
< fuk —T* = 2palay — T + p*|Clax — 2)|* < fur —T|* = p(20 = p||C|*) |2y, — 7.

Comme 2a — p||C/||? > 0, ceci montre que la suite (uy — ) e est décroissante (positive) et donc convergente.
11 suffit alors de remarquer que
1

< e (g — T2 — fupgr —T?)
p(2a — p[|C]?) -

|z — |
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pour en déduire que z;, — T quand k — +o0.

La suite (ur, — T)re est convergente. La suite (uy)ren est donc bornée. Si @ est une valeur d’adhérence de la
suite (uy)ken, en passant a la limite sur I’équation V f (x)) + Cuy, = 0 on obtient V f(T) + C*a = 0.

Si rang(C)=p, on a aussi rang(C*)=p. L’application u — C*u est de IR? dans IR", on a donc dim(KerC?) =
p—rang(C?) = 0. Ceci prouve qu’il existe un unique @ tel que C*a = —V f(Z). La suite (uy)xen n’a alors
qu’une seule valeur d’adhérence et elle est donc convergente vers U et 7 est ’'unique élément de C t.q. V f(Z) +
C'u =0.
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Chapitre 4

Equations différentielles

4.1 Introduction

On s’intéresse ici a la résolution numérique d’équations différentielles avec conditions initiales (ou probleme de

Cauchy) :
2/ (t) = f(z(t),t) t >0, 41
2(0) = %o, @1

ou f est une fonction de IR"™ x IR a valeurs dans IR", avec n > 1. L’inconnue est la fonction z de IR dans IR".
Souvent, ¢ représente le temps, et on cherche donc x fonction de IR ; a valeurs dans IR". On a donc affaire a
un systeme différentiel d’ordre 1. De nombreux exemples de problémes s’écrivent sous cette forme. Citons entre
autres les lois qui régissent la cinétique d’un ensemble de réactions chimiques, ou encore les équations régissant
la dynamique des populations. Notons qu’un systeme différentiel faisant intervenir des différentielles d’ordre su-
périeur peut toujours s’écrire sous la forme (4.I). Prenons par exemple 1’équation du second ordre décrivant le
comportement de I’amortisseur d’une voiture :

my"” +cy' +ky =0,
y(0) = Zo, 4.2)
y'(0) = 0.

ou m est la masse de la voiture, c le coefficient d’amortissement et k la force de rappel. L’inconnue y est le
déplacement de 1I’amortisseur par rapport a sa position d’équilibre. Pour se ramener & un systeme d’ordre 1, on
pose 1 =y, x2 = Y, et le systéme amortisseur s’écrit alors, avec comme inconnue x = (21, IQ)t :

{ i/((t)):({i((f((;f))g,t)’ avec f(x,t) = < 1 > ) ) 4.3)

—E(cxg + kxq)

On rappelle que par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, si f € C'(IR" x IR,IR"™) alors il existe Tpy > 0 et
x € C?([0, Ta[,IR™) solution maximale de (4.1)), c’est-a—dire que z est solution de sur [0, Ths|, et que s’il
existe a > 0 ety € C?([0, [, IR™) solution de sur [0, af alors o < Ty et y = x sur [0, «f. De plus, par le
théoréme d’explosion en temps fini, si Th; < +oo alors |z(t)| — 400 quand t — T)y.

Remarque 4.1 (Hypothese sur f). On rappelle d’abord qu’une fonction ¢ de IR dans IR est dite lipschitzienne si
VA >0,3Ma € R tel que ,V(z,y) € R, |p(x) —o(y)| < Mal|z —y|. 4.4

Par exemple, toute fonction linéaire est lipschitzienne, et la fonction valeur absolue I’est aussi. Mais la fonction
x — 22 ne lest pas. Il est donc utile d’introduire la notion plus faible suivante : on dit qu’une fonction ¢ de IR
dans R est dite lipschitzienne sur les bornés si

VA > 0,3Ma € R tel que ¥(x,y) € BA|p(z) — o(y)| < Malx —y|. 4.5)
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Par exemple la fonction x — 2 est lipschitzienne sur les bornés, mais la fonction x — \/T ne ’est pas (sa dérivée
explose en 0).

On peut se servir de cette notion pour affaiblir I’hypothese sur | pour avoir existence et unicité d’une solution
maximale de @) ; on remplace I’hypothese f € C1(IR"x R, IR") par f € C(R™ x R,IR"™) “lipschitzienne

sur les bornés", c’est—a—dire qui vérifie :

VA > 0,3M4 € Ry tel queVt € [0,T], V(x,y) € Ba X Ba,

ol |.| désigne une norme sur R"™ et B4 la boule de centre 0 et de rayon A. Il est clair que si f € CH(IR"™x
R,IR"™) alors f vérifie (4.0), alors qu’elle n’est évidemment pas forcément globalement lipschitzienne (prendre
f(x) = 22 pour s’en convaincre). De méme la propriété Q) est encore vérifiée si f est “C' par morceaux”,
propriété toutefois délicate a démontrer dans le cas général.

Exemple 4.2. On suppose n = 1; soit la fonction f définie par f(z,t) = z%. On consideére le probleme de
Cauchy :

dx

—(t) = 23(t

(1) = (1)

z(0)=1

La fonction f est de classe C', donc lipschitzienne sur les bornés (mais pas globalement lipschitzienne). On peut
donc appliquer le théoréeme de Cauchy-Lipschitz qui nous donne existence et unicité d’une solution maximale. On

cherche alors a calculer une solution locale. Un calcul simple donne x(t) = ﬁ , et cette fonction tend vers 00
lorsque t tend vers 1~. On en déduit que le temps maximal de la solution est Ty = 1, et on a donc comme solution
maximale z(t) = 11 t € [0,1].

Exemple 4.3. Supposons que f € C1(R"™ x R,IR"), et soit x la solution maximale de @) sur [0, Ths|. On
suppose que pour tout 0 < T' < 400, il existe ap > 0 et by > 0 tels que

lf(z, )| <ar|z|+br VzeR"™, Vte[0,T]

On a donc : 2 (t) < ar|x(t)| + by pour tout t, en intégrant entre 0 et t, on obtient :

t
x(t) < aT/ |z(s)|ds + +brt + o,
0

et donc :

t
() gaT/ ((s)|ds + [br|T + o], V¢ € [0,T].
0

On peut alors appliquer le lemme de Gronwalll] & la fonction t s |x(t)|. On obtient que : |x(t)| < (|bp|T +
|Zo])e?™t pour tout t € [0, T[. On en déduit que x reste bornée sur tout intervalle [0,T], T € IR. Le temps
d’existence Ty est donc égal a +oo.

Dans de nombreux cas, il n’est pas possible d’obtenir une expression analytique de la solution de (4.1). L’objet
de ce chapitre est de présenter des méthodes pour obtenir des solutions (numériques) approchées de la solution de
@.I). Plus précisément, on adopte les notations et hypoth&ses suivantes :

1. On rappelle que le lemme de Gronwall permet de dire que si ¢ € C'([0,T],IR 4 ) est telle que p(t) < « fot p(s)ds + B, avec a > 0,
B > 0alors p(t) < Bet pour t € [0,T].
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Notations et hypotheses :

Soit f vérifiant I’hypothese (4.6))

et soit x solution maximale de (@) (définie sur [0, Ths]),
on se donne T' €]0, T/, on cherche a calculer x sur [0, 77,
ouz € C1([0,T],IR™) est solution de #T).

On se donne une discrétisation de [0, T, i.e. n € IN et

(to,t1,...,tk) € R" M telsque 0 < tg < t; <...<tp="T. @.7)
Onpose hy =tp+1 —tg, Vk=0,...,n — 1,
et h = max{hg,...,hgx—1}. Pourk = 1,...n, oncherche xy
valeur approchée de x () = Ty,
et on appelle e, = ), — xj, I’erreur de discrétisation.
On cherche alors une méthode qui permette le calcul de x, pour k = 1,...,n, et telle que la solution approchée

ainsi calculée converge, en un sens a définir, vers la solution exacte. On cherchera de plus a évaluer I’erreur de
discrétisation ey, et plus précisément, & obtenir des estimations d’erreur de la forme |e;| < Ch®, out C ne dépend
que de la solution exacte (et pas de h) ; o donne alors 1’ordre de la convergence.

On étudiera ici les méthodes de discrétisation des équations différentielles dits “schéma a un pas" qui s’écrivent
sous la forme suivante :

Définition 4.4 (Schéma a un pas). Avec les hypotheses et notations [@.1), on appelle schéma a un pas pour la
résolution numérique de (1), un algorithme de construction des valeurs (k) k=1,n qui s’écrit sous la forme

suivante :
xo donné (approximation de Z)

res (4.8)

hi

out ¢ est une fonction de R™ x IR x IR a valeurs dans TR.

:Qs(xk,tk,hk), kZO,TL—l,

Dans la définition du schéma (4.8), il est clair que le terme W est obtenu en cherchant une approximation
de 2/ (tx) et que ¢(xk, tx, hi) est obtenu en cherchant une approximation de f(zy, ¢ ). Le schéma numérique est

défini par cette fonction ¢.

Exemples :

1. Schéma d’Euler explicite Le schéma d’Euler explicite est défini par (@.8) avec la fonction ¢ trés simple
suivante :

Ok, tr, hi) = f(zk, tr). 4.9

2. Schéma Euler implicite

xo donné

Thrl — Ti (4.10)

o = [(@kt1,tpt1). k=0,...n—1,
k

On remarque que dans le schéma d’Euler implicite, le calcul de x4 n’est pas explicite, il est donné de

maniére implicite par .8) (d’ou le nom du schéma). La premiére question 2 se poser pour ce type de
schéma est I’existence de x;1. On montrera au théor¢me que si I’hypothéese suivante est vérifiée :

Dif(y,t)z-2<0 Vy e R", Vze R", Vt>0, 4.11)
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alors x4 calculé par (4.10) est bien défini en fonction de xy, ti, et hj. On peut donc bien écrire le schéma
(@.10) sous la forme avec

Te+1 — Tk
Iy

bien que la fonction ¢ ne soit définie ici qu’implicitement et non explicitement. Sous I’hypothése {.11)), ce
schéma entre donc bien dans le cadre des schémas ([4.8) étudiés ici ; néanmoins, une propriété supplémentaire
dite de “stabilité inconditionnelle", est vérifiée par ce schéma. Cette propriété peut s’avérer trés importante
en pratique et justifie une étude séparée (voir section [4.6).

= ¢(wr, e, he),

4.2 Consistance, stabilité et convergence

Définition 4.5 (Consistance). On se place sous les hypotheéses et notations (&) et on étudie le schéma @.3)).

1. Pourk =0,...,n, ondéfinit ’erreur de consistance du schéma [@.8)) en t;, par :
Tht1l — Tk -
Ry = 7+;lk — &(Tk, t, ). (4.12)

2. Le schéma est consistant si

max{|Rx|,k=0...n—1} — 0 lorsque h — 0. (4.13)

3. Soit p € IN¥, le schéma est consistant d’ordre p s’il existe C € R4 ne dépendant que de f,T, T¢ (et pas de
h) tel que |R| < ChP,Vk=1,...,n— 1.

Donnons maintenant une condition nécessaire sur ¢ pour que le schéma soit consistant.

Proposition 4.6 (Caractérisation de la consistance). Sous les hypothéses et notations @), si $ € C(IR™ x R4 x
R4, IR") et si ¢(z,t,0) = f(z,t) pour tout z € R™ et pour tout t € [0,T), alors le schéma est consistant.

DEMONSTRATION —  Comme x € C*([0, T, IR™) est la solution exacte de ), on peut écrire que

tht tht1
2(tps1) — z(ty) = z'(s)ds = / f(z(s),s)ds.
On en déduit que ' '
_ th41
R = %}f(tk) — @, tr, hie) = h_lk/ (f(x(s5),8) = ¢(Tk, t, b)) ds.

Soit & > 0, comme f est continue et ¢(Ty, tx,0) = f(Tk,tx), il existe n1 tel que si hy < my alors : |¢(Tk, tw, hr) —
f (@, tx)| < e. On a donc par inégalité triangulaire,

R <c+ hi/ T F@s),s) — F(@h te)ds.

La fonction s — f(z(s), s) est continue et donc uniformément continue sur [tx, tx+1]. Il existe donc 72 tel que si h < 7g,
alors

1 tet1
o |f(2(s),8) = f(@k, tr)lds < e.
kS,
On a ainsi montré que si h < min(n1,72), alors | Rx| < 2e, ce qui termine la preuve de la proposition. -

Notons que pour obtenir une consistance d’ordre p > 1, il est nécessaire de supposer que la solution z de (@.1)) est
dans CP(R4,R™).
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Définition 4.7 (Stabilit€). Sous les hypothéses (@), on dit que le schéma (&.8) est stable s’il existe h* > 0 et
R € R tels que xy, € B pour toutk =0, ..., n et pour tout h € [0, h*[, ou Br désigne la boule de centre 0 et
de rayon R. On dit que le schéma est inconditionnellement stable si de plus, h* = +o0.

Définition 4.8 (Convergence). On se place sous les hypotheéses et notations (@.7).

1. Le schéma @.8)) est convergent si, lorsqu’on suppose |eg| = 0, on a

| nax lex| — 0 lorsque h — 0.

n

2. Soit p € IN*, le schéma est convergent d’ordre p s’il existe C € IR 1 ne dépendant que de f,T, T (et pas de
h) tel que si on suppose |eg| = 0, alors

max |ex| < ChP.
k=0,...,n

Nous donnons a présent une notion de stabiité souvent utilisée dans les ouvrages classiques, mais qui ne semble
pas étre la plus efficace en termes d’analyse d’erreur (voir remarque

Définition 4.9 (Stabilité par rapport aux erreurs). Sous les hypothéses et notations (&.1), on dit que le schéma (4.8))
est stable par rapport aux erreurs s’il existe h* € R’ et K € IR dépendant de %, f et ¢ (mais pas de h) tels
que si h < h* et si

Tpt1 = Tk + hied(th, Thy hi),

ourk =0,...,n—1, 4.14
Ykt = Yk + ot yi i) + ex, © S
ot (ex)kewn C Ry est donnée, alors
k—1
|2k — yi| < K(|zo — ol + Z leil), pour toutk =0,...,n— 1.
i=0

On peut alors énoncer le théoréeme de convergence suivant, dont la démonstration, trés simple, fait partie de 1’exer-

cice[142 page

Théoréme 4.10 (Convergence). Sous les hypothéses et notations (A1), on suppose que le schéma (&.8)) est stable
par rapport aux erreurs au sens de la définition 4.9 et qu’il est consistant d’ordre p au sens de la définitiond 12|
Alors il existe K € R ne dépendant que de Ty, | et ¢ (mais pas de h) tel que |ex| < KhP + |eg|, pour tout
k=0,...,n.

Comme on I’a dit dans la remarque[4.14] ce théoreme est d’une portée moins générale que le théoreme caril
n’est pas toujours facile de montrer la stabilité par rapport aux erreurs, en dehors de la condition suffisante donnée
dans la proposition qui suit, et qui est rarement vérifiée en pratique.
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Proposition 4.11 (Condition suffisante de stabilité). Sous les hypotheéses et notations (4. 1), une condition suffisante
pour que le schéma soit stable par rapport aux erreurs est que

It > 0,IM > 0;¥(z,y) € R™ x R™,Vh < h*, V¢ € 0, T,

Y
bz, t.h) — dy, t,h)| < Mz — y|. (4.15)

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice (exercice[[42] page 284).

4.3 Théoreme général de convergence

Théoréme 4.12. On se place sous les hypotheéses et notations (&.1).

1. On suppose que le schéma [&.8) est consistant d’ordre p (i.e. il existe p € IN* et C' € IR 1 ne dépendant que
deT, f, T tel que |Ri| < ChP.)

2. On suppose qu’il existe h* > 0 tel que pour tout A € R, il existe My > 0 tel que

V(y,z) € Ba x Ba, YVt €[0,T], Vh € [0,h"],

ot By désigne la boule de rayon A. (Noter que cette hypothése sur ¢ est semblable & I’hypothése (4.6)
“Lipschitz sur les bornés" faite sur f dans la remarqued_Ilpage272).

Alors il existe h** > 0 (h** < h*), e > 0, et K > 0 (ne dépendant que de f,%o,T,h*,M4) tels que si
0<h<h"™etl|e| <e,

alors

1. le schéma est “stable", au sens ot x, € Baa pour toutk = 0,...n, avec A = max{|z(t)|,t € [0,T]} <

+00.
2. le schéma converge, et plus précisément, on a I’estimation d’erreur suivante : |eg| < K(h? + |eg|), pour
toutk = 0, ..., n. (En particulier si eo = 0 on a |ei| < KhP donc eptend vers 0 au moins comme hP.)

DEMONSTRATION —  Soit z € C* ([0, T, IR™) solution de @), et soit A = max{|z(¢)|,t € [0,T]} < +o0 (car = est
continue et [0, T'] est compact). On adonc Z, € Ba = {y € R", |y| < A}.

On va “parachuter” ici un choix de € et A** qui permettront de montrer le théoréme par récurrence sur k, on montrera dans
la suite de la démonstration pourquoi ce choix convient. On choisit :

1. h** > 0 tel que CeTPM2atb) (pr )P < é, ol M2 4 est la constante de Lipschitz de ¢ sur B24 dans I’hypothese
4.16),

A
2. € > 0tel que e?™M24¢ < Ok

On va maintenant montrer par récurrence sur k que si h < h** et |eg| < ¢, alors :

lex| < awh? + Brleol,
{ e : 4.17)
avec ay, = Ce'*M24 (14 ho)...(1+ hi—1) et Br, = etk Mza (4.18)

Si on suppose (£.17) vraie, on peut terminer la démonstration du théoréme : en effet pour x > 0,onal+x < €%, et donc :
(I+ho)A+h1)...(1+hk—1) < ehothithr_1 _ jtx < el

On en déduit que
ap < CeTMacT — C’eT(M“H), et que Br < eTM2a,
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On déduit alors de (@.17) et (Z.18) que
lex] < CeT(M2a+1) pp + eTM2a ||
< K(hP + |eo|) avec K = max(CeT(M2ath) oT(Mz24)
et que z € Boa. Il ne reste donc plus qu’a démontrer (.17) par récurrence sur k.

— Pour k = 0, les formules .18) donnent cvy = C et By = 1. Or on a bien |eg| < aph® + |eg| car C' > 0. De plus,

par définition de eg, on a g = To — eo, et donc : |zo| < |To| + |eo] < A+e < A+ % < 2A car, par hypothése

geTM24 < % etdonc e < %. On en déduit que zg € B2a.

— Supposons maintenant que les relations (@17) et (ZI8) sont vraies jusqu’au rang k et démontrons qu’elles le sont
encore au rang k + 1.

Par définition du schéma (@38} et de I’erreur de consistance @.12), on a :

Tryr = Tk + hed(Tr, tr, hi)
Te41 = Tk + hwd (T, te, hi) + hiRe.

On adonc ext+1 = ex + hi(d(Tk, ti, h) — ¢(xk, tk, hi)) + hi R, ce qui entraine que
lewt1] < lex| + held(Zk, tr, i) — ¢k, th, hi )| + hie| R |- (4.19)
Comme z, € Baa et T, € Ba, en utilisant la propriété de ¢, on a
|(Zk, try i) — d(@k, tr, hi)| < Maa|Zy — k).

De plus, comme le schéma (.8)) est supposé consistant d’ordre p, on a |Rx| < Ch?. On peut donc déduire de (19)
que

lexr1] < lew|(1 + Maahy) + hiCh?,

et, en utilisant ’hypothése de récurrence (£.17) :

lex+1] < (1 + hiMaa)(arh® + Brleol) + hiChP.
Comme 1 + u < e* pour tout u > 0, ceci entraine

lex+1| < ar1h? + Br1leol,
ol Ok+1 = are™M24 4 Oh, et Br+1 = ,BkehkM?A = etv+1M2a Qp
ap = Ce™™M24(1 4 ho) 4+ (14 hy_1) > C,

et donc

a1 < (e M2 4 hy) < age M4 (14 hy),
ce qui entraine

CetM2agheM2a (1 L poy oo (14 hy_1)(1 + he) = gy car b, 4+ hi = trr.
Donc
lex+1| < ak1h? + Bileol.
1l reste a montrer que zx41 € B2a.Ona
|Zks1] < [Zrta| + lent1]| < A+ |exqr| car Ty, € Ba.
Or on vient de montrer que |ex+1| < ag+1h? + Br+1leol, et
app1 < CeTM2at) o g, < TM24,

Donc

lex+1] < CeTMzatD e 4 (TMaag < 2 4

2| s

A
2

car on a choisi A** et € pour !...On a donc finalement |xp41| < A+ A, c’est-a—dire x5 +1 € Baa.

On a donc bien montré (#.17) pour tout k = 0, ... n. Ce qui donne la conclusion du théoreéme. n

Remarque 4.13. Dans le théoréme précédent, on a montré que x € Baa pour tout k = 1,...n. Ceci est un
résultat de stabilité (¢’ est—a—dire une estimation sur la solution approchée ne dépendant que des données T, T, f
et ¢ (ne dépend pas du pas de discrétisation h)) conditionnelle, car on a supposé pour le démontrer que h < h**,
o h** ne dépend que de T, xy, f et ¢.
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Remarque 4.14 (Sur la démonstration du théoréeme de convergence).

Dans la plupart des ouvrages d’analyse numérique, la convergence des schémas de discrétisation des équations
différentielles est obtenue a partir de la notion de consistance et de la notion de stabilité par rapport aux erreurs
(vue au paragraphe précédent, voir définitionl 4.9 et souvent appelée stabilité tout court). 1l est en effet assez facile
de voir (cf exercice page284) que si le schéma (@.8) est consistant d’ordre p et stable par rapport aux erreurs
comme défini dans la définition alors il est convergent, et plus précisément, |e;| < K(hP + |eg|), pour tout
k=0,...,n.

11y a deux avantages a utiliser plutdt le théoreme précédent. D une part, ce théoréeme est d’une portée trés générale
et s’applique facilement a de nombreux schémas, comme on le verra sur des exemples (voir sectiond.4).

D’autre part la preuve de convergence par la notion de stabilité par rapport aux erreurs présente un défaut
majeur : la seule condition suffisante qu’on connaisse en général pour montrer qu’un schéma est stable par rapport
aux erreurs est que la fonction ¢(.,t, h) soit globalement lipschitzienne pour tout t € [0,T] et pour tout h €
[0, h*] (voir proposition H11). Ceci revient a dire, dans le cas du schéma d’Euler explicite par exemple, que f
est globalement lipschitizienne. Cette hypothése est tres forte et rarement vérifiée en pratique. Bien siir, comme la
solution x de est bornée sur [0, T, x vit dans un compact et on peut toujours modifier | sur le complémentaire
de ce compact pour la rendre globalement lipschitzienne. Cependant, cette manipulation nécessite la connaissance
des bornes de la solution exacte, ce qui est souvent loin d’étre facile a obtenir dans les applications pratiques.

4.4 Exemples

On se place sous les hypotheses (7)) et on étudie le schéma ([@.8). On donne quatre exemples de schémas de la

forme @.8) :

Exemple 1 Euler explicite On rappelle que le schéma s’écrit (voir (£.9)) :

Te41 — Tk

» = f(xr, tr),

On a donc ¢(xy, tg, hi) = flak, tr).
On peut montrer (voir exercice T41] page 284) que :
— si f € CYR" x R4, IR"™), le schéma est consistant d’ordre 1,

— le théoréme s’applique |e;| < K (h + |eg|) pour i < h**. (La convergence est assez lente, et le
schéma n’est stable que conditionnellement.)

Exemple 2 Euler amélioré Le schéma s’écrit :

Te4+1 — Tk

h h
h =f (Ik-i-?kf(f%tk),tk-i-?k) = ¢(xp, th, hi) (4.20)
k

— siz € C?(IR4,IR"™),le schéma est consistant d’ordre 2,
— le théoreme 12 s’ applique et |ex| < K (h? + |eo|) pour b < h**.
La convergence est plus rapide.
Exemple 3 Heun
Tk+1 — Tk 1

he §f(~’0k, ti) + %[f(xk + e f (@, ), trra)]- @.21)

— siz € C?(R4,IR™), le schéma est consistant d’ordre 2,
— Le théoreme 125’ applique et |ex| < K (h? + |eo]), pour h < h**.

Exemple 4 RK4 (Runge et Kutta, 1902) Les schémas de type Runge Kutta peuvent étre obtenus en écrivant I’équa-

trt1
tion différentielle sous la forme zy41 — T = / f(z(t),t)dt, et en construisant un schéma numérique a
ty
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partir des formules d’intégration numérique pour le calcul approché des intégrales. Le schéma RK4 s’ obtient
a partir de la formule d’intégration numérique de Simpson :

A x;, connu,
Tk,0 =Tk
hy
k1 =z, + Tf(xk.,mtk)
h h
Tp,2 =$k+7kf($k,1,tk+ 716)
h
Tk,3 =ar + hif(age, ty + 7k)
T —x 1 1 h
L TR ko, tr) + = f (e, th + =)
hy 16 h3 ) 2
+§f($k,27tk + f) + gf(xk,Sathrl)

= ¢(xk, th, hi)

On peut montrer (avec pas mal de calculs...) que si * € C*(]0, T') alors le schéma est consistant d’ordre 4.
Le théoremed.12s’applique et |ex| < K (h* + |eg|), pour h < h**.

4.5 Explicite ou implicite ?

On lit souvent que “les schémas implicites sont plus stables". Il est vrai que lorsque la condition (Z.11)) donnée
plus haut est vérifiée, le schéma d’Euler implicite est inconditionnellement stable, comme nous le verrons
dans la section suivante. Il est donc naturel de le préférer au schéma explicite pour lequel on n’a qu’un résultat de
stabilité conditionnelle. Cependant, dans le cas général, le choix n’est pas si évident, comme nous allons le voir
sur des exemples, en étudiant le comportement respectif des schémas d’Euler explicite et implicite.

4.5.1 DPimplicite gagne...

Prenons d’abord f(z,t) = —x,n = 1 et xg = 1. L’équation différentielle est donc :
dz
= = _(t
dt I( )?
z(0) =1,

dont la solution est clairement donnée par z(t) = e~ ‘. On suppose que le pas est constant, ¢’ est-a—dire hy, = h Vk.
Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce cas :

Tpt1 = Tk — hxp = (1 — h):ck et donc

k (4.22)
g =(1—-h)% Vk=0,...,n, avecnh="T.
(On a donc n points de discrétisation.) La valeur zy, est censée étre une approximation de z(tx) = e~ t*, et de fait,
on remarque que pour n = % ona

zr = (1—-h)T" = e T quand h — 0.

Lorsqu’on cherche par exemple a obtenir le comportement de la solution d’une équation différentielle “dans les
grands temps", on peut étre amené a utiliser des pas de discrétisation relativement grands. Ceci peut étre aussi le
cas dans des problémes de couplage avec d’autres équations, les “échelles de temps" des équations pouvant €tre
tres différentes pour les différentes équations. Que se passe-t-il dans ce cas ? Dans le cas de notre exemple, si on
prend h = 2, on obtient alors x;, = (—1)¥, ce qui n’est clairement pas une bonne approximation de la solution. Un
des problemes majeurs est la perte de la positivité de la solution. Dans un probleme d’origine physique ol x serait
une concentration ou une densité, il est indispensable que le schéma respecte cette positivité. On peut noter que
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ceci n’est pas en contradiction avec le théoreme [£.12] qui donne un résultat de convergence (i.e. de comportement
lorsque A tend vers 0). Dans I’exemple présent, le schéma d’Euler explicite ne donne pas une solution
approchée raisonnable pour A grand.

Si on essaye maintenant de calculer une solution approchée a I’aide du schéma d’Euler implicite (£.10), on obtient

1
Tk41 = T — hagy, cad o = H—hxk et donc
1
= (1+h)k” Vk=0,...n, avecnh =1T.

Dans ce cas, la solution approchée reste “proche” de la solution exacte, et positive, méme pour des pas de discré-
tisation grands. On pourrait en conclure un peu héitivement que le schéma implicite est “meilleur” que le schéma
explicite. On va voir dans 1’exemple qui suit qu’une telle conclusion est peu rapide.

4.5.2 DP’implicite perd...

On considere maintenant le probleme de Cauchy (£.1) avec f(y,t) = +y, Zp = 1. La solution est maintenant
x(t) = et. Si on prend un pas de discrétisation constant égal 2 h, le schéma d’Euler explicite s’ écrit :

Tpe1 = g + hay = (1+ h)xy, cad z, = (1+ h)F.
On a donc
xp = (14+h)" = e c.ad. lorsque n — +oo.

Contrairement a I’exemple précédent, la solution approchée donnée par le schéma d’Euler explicite reste “raison-
nable" méme pour les grands pas de temps.
Si on essaye maintenant de calculer une solution approchée a I’aide du schéma d’Euler implicite (4.10), on obtient

1
1—h

Th+1 = Tk + hap41, c.ad. x4 = T.

On remarque d’une part que le schéma implicite n’est pas défini pour h = 1, et que d’autre part si h est proche de 1
(par valeurs supérieures ou inférieures), la solution approchée “explose". De plus pour les valeurs de h supérieures
a 1, on perd la positivité de la solution (pour h = 2 par exemple la solution approchée oscille entre les valeurs +1
et-1).

Dans le cadre de cet exemple, le choix explicite semble donc plus approprié.

4.5.3 Match nul

En conclusion de ces deux exemples, il semble que le “meilleur” schéma n’existe pas dans 1’absolu. Le schéma de
discrétisation doit €tre choisi en fonction du probleme ; ceci nécessite une bonne compréhension du comportement
des schémas en fonction des problemes donnés, donc une certaine expérience. . .

4.6 Etude du schéma d’Euler implicite

On peut écrire le schéma d’Euler implicite sous la forme d’un schéma (8], si pourtoutk = 0...n — 1, zy, étant
donné, il existe x1 qui satisfait :

LTr+1 — Lk
i
On va montrer dans le théoréme suivant que ceci est le cas si la condition (4.11)) qu’on rappelle ici est vérifiée :

= f(@k41, k1), k=0,..., n—1

Dif(y,t)z-2 <0, Vy,z€ R", Vte[0,T].

On montrera aussi que sous cette hypothese, on obtient un résultat de stabilité inconditionnelle pour le schéma
d’Euler implicite.
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Théoréme 4.15. On se place sous les hypotheses (@) et @.11). Alors
1. (zk)k=0...n est bien définie par EI0),

tk
2. |ek|§|eo|+h/ " (s)|ds, Vk=0,..., n.
0

DEMONSTRATION — 1. Soit ¢ la fonction définie de [0, 1] a valeurs dans IR™ par ¢(t) = f((1 — t)y + tz); en
écrivant que (1) — p(0) = fol ' (s)ds, et en utilisant I’hypothese (£1T), on déduit que :

(f(y,t) — f(z,t),(y—2)) <0, Vy,z e R", Vt € [0, T]. (4.23)

. P —x
On veut alors montrer que si zx, hg, ti sont donnés, il existe un et un seul y tel que yh—k = f(y,tx + hg). A zi

k
et ¢y, fixés, soit F' la fonction de IR+ x IR™ a valeurs dans IR™ définie par F'(h,y) =y — xr — hf(y,tx + h). On
considere alors 1’équation

F(h,y) = 0. (4.24)

Pour h = 0, cette équation admet évidemment une unique solution y = x. Soit [ = {h € R% t.q. @24) admette
une solution pour tout h < h}. On va montrer par 1’absurde que sup I = +oo, ce qui démontre I’existence et
I’unicité de y solution de (@.24).

Supposons que supl = H < +oo. Montrons d’abord que H est atteint. Soit (hr)renw C I telle que hy — H
lorsque n — 400, alors la suite (yx ) ke~ définie par yr, = xx + hi f(yk, tx + hi) est bornée : en effet,

Yk = ok + hie(f(Yx, te + hi) = (0, tx + h)) + h f(0, tx + h),
en prenant le produit scalaire des deux membres de cette égalité avec y et en utilisant (4.23) et 1’inégalité de

Cauchy-Schwarz, on obtient que :
lyk| < [zx| + H[f(0, tk + h)].

11 existe donc une sous-suite (yn, )ke qui converge vers un certain Y lorsque n — +oo. Par continuité de f, on a
Y =xr+ Hf(Y,tx + H),etdonc H = max I.

Montrons maintenant que H ne peut pas étre égal a sup I. On applique pour cela le théoreme des fonctions implicites
a F' définie en (424). On a bien F(H,Y) = 0, et Do F(H,Y) = Id — HD:1f(Y,tr + H) est inversible grace a
I’hypothese @IT). Donc il existe un voisinage de (H,Y") sur lequel (£24) admet une solution, ce qui contredit le
fait que H = sup /.

2. La démonstration de 2 se fait alors par récurrence sur k. Pour £k = 0 la relation est immédiate. L’hypothese de
récurrence s’ écrit

tr
el <leal #1019l
0

Par définition du schéma (4.10) et de I’erreur de consistance, on a :

Thr1 =Tk + hef(Trt1, tes1),
Zpt1 = Tk + M f (T, tet1) + heRi.
avec (par intégration par parties)

te41
|Re| < / |z" (s)|ds.
ty

On a donc :
€k+1 = Tht1 — Thp1 = Tk — Th + M (f(Zrvt1, tot1) — f(Trt1,th+1)) + A Ri,
et donc
€k+1 - €ht1 = €k - €pt1 + ReRE - ept1 + Ak (f(Zrt1, tht1) — F(Tht1, tot1)) - €rt1
Grace a I’hypothese ceci entraine (par (£.23)) que
lext+1] < lex| + h|Rgl,
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et donc

ty tri1 tet1
vl < Jeol 0 [l @las+ [ s = ol + [ 0l
0 th 0

Ce qui démontre le point 2.

Remarque 4.16 (Stabilité inconditionnelle du schéma Euler implicite). Le schéma d’Euler implicite (4.10) est
inconditionnellement stable, au sens ou la suite (xy,)i=o,... n est majorée indépendamment de h. En effet :

T
el <leol +7 [ 1o (s)]ds = 5,

(o] < |86| + B< max{|a(s)], s € [0,T]}+ 8 = 1.

4.7 Exercices

Exercice 137 (Condition de Lipschitz et unicité). Corrigé en page291]

Pour a > 0, on définit la fonction ¢, : IRy — IR par : ¢, (x) = x®. Pour quelles valeurs de a la fonction ¢,
est-elle lipschitzienne sur les bornés ?

On considere le probleme de Cauchy suivant :

y'(t)
y(0) =

Montrer que si ¢, est lipschitzienne sur les bornés alors le probleme de Cauchy @.23) admet une solution unique,
et que si ¢, n’est pas lipschitzienne sur les bornés alors le probleme de Cauchy #.25) admet au moins deux
solutions.

Pa(y(t)), t € [0, 400 (4.25)

Exercice 138 (Fonctions lipschitziennes sur les bornés).

Les fonctions suivantes sont elles lipschitziennes sur les bornés ?

1.
©1 : R - R
x — min(z?, /(22 + 1))
2.
wr: R?—R?
(z,y) = (2* — 2y, |y + 22y])
3.

p3: RI—-R2E
(z,y) = (Vo F+y,2% +y?)
Exercice 139 (Loi de Malthus). Corrigé en page291]

On considere une espece dont la population (i.e. le nombre d’individus) a doublé en 100 ans et triplé en 200 ans.
Montrer que cette population ne peut pas satisfaire la loi de Malthus (on rappelle que la loi de Malthus s’écrit
p'(t) = ap(t) avec a > 0 indépendant de t).

Exercice 140 (Histoire de sardines). Corrigé en page29]]
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Une famille de sardines tranquillement installées dans les eaux du Frioul a une population qui croit selon la loi de
Malthus, p’(t) = 4p(t) ol ¢ est exprimé en jours. A I’instant ¢ = 0, un groupe de bonites voraces vient s’installer
dans ces eaux claires, et se met a attaquer les pauvres sardines. Le taux de perte chez ces dernieres s’éleve a
10~*p?(t) par jour, ol p(t) est la population des sardines au temps ¢. De plus, au bout d’un mois de ce traitement,
suite au dégazement intempestif d’un super tanker au large du phare du Planier, les sardines décident d’émigrer
vers des eaux plus claires au rythme de 10 pour cent de la population par jour (on supposera que les bonites sont
insensibles au gas oil, et donc que le nombre de bonites reste constant...).

1. Modifier la loi de Malthus pour prendre en compte les deux phénomenes.
2. En supposant qu’a ¢ = 0 le nombre de sardines est de 1 million, calculer le nombre de sardines pour ¢ > 0. Quel
est le comportement de p(t) a I'infini ?

Exercice 141 (Consistance et ordre des schémas). Corrigé en page[292]

On reprend les hypothéses et notations (7).

1. On suppose que f € C1(IR" x R4, IR"™). Montrer que le schéma d’Euler explicite s’écrit (£.9)) est consis-
tant et convergent d’ordre 1.

2. Onsuppose que f € C*(IR" x IR, IR"™). Montrer que les schémas d’Euler amélioré (.4)), et de Heun (4.4)
sont consistants et convergents d’ordre 2.

3. On suppose que f € C4(IR™ x IR, IR™).Montrer que le schéma RK4 est consistant et convergent d’ordre
4 (pour les braves. .. )

4. On suppose que f € C1(IR™ x IR, IR™).Montrer que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre 1.
Exercice 142 (Stabilité par rapport aux erreurs et convergence). Corrigé donné en page 293

On se place sous les hypothéses et notations (7)) page et on considere le schéma page pour la
résolution numérique de 1’équation différentielle ({.1) page 272

1. Montrer que si le schéma (@.8) est stable par rapport aux erreurs au sens de la définition [£.9] page et
qu’il est consistant d’ordre p au sens de la définition .3 page273] alors il existe K € IR ne dépendant que
de o, f et ¢ (mais pas de h) tel que |ex| < KhP + |eg|, pour tout k = 0. ..n. En déduire que si eg = 0 le
schéma converge.

2. Montrer que si ¢ est globalement lipschitzienne, c.a.d. si

I >0,IM > 0; V(z,y) € R x R™,Vh < h*, Vt € [0, T,
(. t,h) — d(y, t,h)| < Mz —y],

alors le schéma est stable par rapport aux erreurs.
Exercice 143 (Schéma d’ordre 2).

Soit f € C2(IR" x R, R"), n > 1, % € IR", et soit x solution maximale de (E) (définie sur [0, T/]) :

dx
—(t) = t),t), t>0
1) = F@.0), 10 -
.I'(O) = f'o.
On se donne T' €]0, T[, et une discrétisation de [0, T, définie par n € IN et (tg,t1,...,tx) € R™ tels que

O=to<t1 <... <tk:T.Onposehk:tkH—tk,Vk:O,...,n—l.
On considere le schéma de discrétisation

xo donné (approximation de Z ),
P = S[f(wk te) + f (o + hif (@, tr), tirn)], B=0,...n =1,

pour la résolution numérique de 1’équation différentielle (E). Montrer que ce schéma est convergent d’ordre 2.
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Exercice 144 (Algorithme du gradient a pas fixe et schéma d’Euler).

Soit f € C*(IR",IR) strictement convexe et t.q. f(x) — oo quand |z| — oo. Soit 7y € IR™. On considere les 2
problémes :

TeR",

f(@) < f(z), Yz e R", (4.26)
dx
0 =—V/@(), te R, ws
z(0) = 0.

1. Montrer que I’algorithme du gradient a pas fixe (de pas noté p) pour trouver la solution de (.26)) (avec point de
départ x¢) est le schéma d’Euler explicite pour la résolution approchée de (£.27) (avec pas de temps p).

2. Montrer qu’il existe un unique Z solution de (4.26).

3. Montrer que (4.27) admet une et une seule solution sur IR | et que cette solution converge vers Z (solution de
#26)) quand t — oo.

4. Expliciter le cas f(z) = (1/2)Az - x — b - z avec A symétrique définie positiveet b € IR".

Exercice 145 (Méthode de Taylor). Corrigé en page[293

Soit f € C*(IR x R,IR), et Ty € IR, on considere le probleéme de Cauchy (@I) dont on cherche a calculer la

solution sur [0, 7], ot T' > 0 est donné. On se donne un pas de discrétisation h = -, avec n > 1.

Dans toute la suite, on note z(*) la dérivée d’ordre k de z, OF f 1a dérivée partlelle d’ordre k de f par rapport a la
i-eme variable, 9F 8f f la dérivée partielle de f d’ordre k par rapport a la ;-eéme variable et d’ordre ¢ par rapport a
la j-eme variable (on omettra les symboles k et £ lorsque £ = 1 ou ¢ = 1).

On définit (™) € C°(R x R, R) par

FO =7,

FFD = (9, ™) f + 05 ™), pour m > 0. (4.28)
1. Montrer que pour tout m € IN, la solution x du probleme de Cauchy (4.1) satisfait :
() = fO (a(8), 1),
2. Calculer f() et £(?) en fonction des dérivées partielles 9, f, Do f,0102f, O3 f, 03 f, et de f.
On définit pour p > 1 la fonction 1, de IR x IR a valeurs dans IR par
p—1
Up(y, t,h) = Z f(” (y,1).
jZO
Pour k = 1,...,n, onnote t; = kh. On définit alors la suite (zx)k=0,n+1 C IR par
Zo = o,
{ Tht1 = Tk + hp(xg, te, h), pourk =1,...,n. (4.29)

3. Montrer que dans le cas p = 1, le systeme (4.29) définit un schéma de discrétisation vu en cours, dont on
précisera le nom exact.

4. On suppose, dans cette question uniquement, que f(y,t) = y pour tout (y,t) € R x IR, et que Ty = 1.
4.a/ Calculer v, (y, t, h) en fonction de y et h.
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k
P hj
4.b/ Montrer que zj, = Z— ,pourk=1,....n
— j!
4.c/ Montrer que | (ty)| < et
. ue |xr — & —tre
q k k =0 +1)!k

5. On revient au cas général f € C°(IR x IR, IR). Montrer que le schéma (£.29) est consistant d’ordre p. Montrer
qu’il existe A > 0, et C > 0 ne dépendant que de 7o, T et f, tels que si 0 < h < h, alors |), — x(tx)| < ChP,
pourtoutk =0,...,n+ 1.

Exercice 146 (Schéma d’Euler implicite).

Soit f € C1(IR,R) telle que f(y) < 0 pour touty €]0,1[ et f(0) = f(1) = 0. Soit yo €]0, 1[. On considere le
probléme suivant :

y'(t) = flyt)),t€ Ry, (4.30)
y(0) = wo. (4.31)

Question 1.
1.1 Soit T € R4 ; on suppose que y € C'([0, T[,IR) est solution de (@30)-(@3T). Montrer que 0 < y(t) < 1
pour tout ¢ € [0, T (On pourra raisonner par 1’absurde et utiliser le théoréme d’unicité).

1.2 Montrer qu’il existe une unique fonction y € C([0,+oo[,IR) solution de (30)-@31) et que y est une
fonction strictement positive et strictement décroissante.

Dans les questions suivantes on désigne par y cette unique solution définie sur [0, +00[.

Question 2.
2.1 Montrer que y admet une limite ¢ € IR lorsque ¢ — +00.

2.2 Montrer que ¢ = 0 . (On pourra remarquer que, pour tout ¢ > 0, ona y(t + 1) = y(¢) + ft+1 s))ds).

Question 3. Soit yy €]0, 1[, on cherche a approcher la solution exacte de (4£.30)-(.31) par le schéma d’Euler
implicite de pas h € IR, qui s’écrit :

Ynt1 = Yk + hf(Yns1),n € IN. (4.32)

3.1 Soit a €]0, 1[. Montrer qu’il existe b €]0, 1] t.q.

En déduire que pour yo €]0,1[ fixé, il existe (yx)nen solution du schéma d’Euler implicite (4.32) telle que
yr €]0, 1 pour tout n € IN.

3.2 Soit (yx)nen une suite construite a la question 3.1. Montrer que cette suite est décroissante et qu’elle tend
vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Question 4. On suppose dans cette question que

f(0)=-a<0
Soit 8 €]0, af.
4.1 Montrer que pour ¢ suffisamment grand,
W)
y(t)
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4.2 En déduire qu’il existe C' € IR t.q.

y(t) < Ce Pt vt > 0.

4.3 Montrer qu’il existe C' € IR’ t.q. la solution du schéma d’Euler implicite construite a la question 3 vérifie :

ykSC(

1 n
—_— IN.
1+hﬂ) , Vn €

Exercice 147 (Méthodes semi-implicite et explicite). Corrigé en page[296]

On s’intéresse dans cet exercice au systeme différentiel :

T

T

avec les conditions initiales

= —xl((tt)) — T (t)IQ (t), 0 (4 33)
_ 22 t >0, X
x1(0) = a, x2(0) = b, (4.34)

ol a et b appartiennent a I’intervalle |0, 1].
1. Onpose x = (21, x2)!. Montrer que le systeme (£33)-@.34) s’ écrit

avec f € C*((IR})?, IR?).

2. Les questions suivantes sont facultatives :
solution maximale z € C*([0, +oo[, (IR

passer a la question 3.

*

+

{ i’(t) = f(z(t), t >0, (4.35)

(0) = (a,b)",

elles permettent de montrer que le systeme (4.35) admet une
)2). Le lecteur pressé par le temps pourra admettre ce résultat et

(a) Montrer qu’il existe a > 0 et z € C*([0, [, (IR)?) solution de (£33) (on pourra utiliser, ainsi que
dans la question suivante, le fait que f est lipschitzienne sur tout pavé [, A]? avec 0 < ¢ < A < +00).

(b) Soit 8> 0, montrer qu’il existe au plus une solution de @33) appartenant a C'* ([0, 5[, (R?)?).

(¢) Montrer que le syst¢me (&.33) admet une solution maximale z € C"* ([0, +ocl, (IR} )?). (Cette question
est difficile : il faut raisonner par I’absurde, supposer que 7' < 4-co, montrer que dans ce cas x n’est

pas solution maximale. . .)

(d) Montrer que la solution maximale z vérifie z € C>°([0, +ool, (IR} )?).

3. On considere le schéma suivant de discrétisation du systeme (4.33)-(@.34) : soit k le pas de discrétisation,

choisi tel que 0 < k < %

(k+1) (k)
z - T k k k+1
e = ) P,
) - _xék-i-l) 436)
k 3
0 ‘ 0 xg )
xg ) = a, xé )=

(k)

(a) Montrer par récurrence sur n que les suites (2]~ )nemn et (:cé ))ne]N données par (#.36) sont bien
définies, décroissantes et strictement positives.

(b) Montrer que le schéma numérique s’écrit sous la forme

L) _ (k)

—— =0, k), 437)

avec 2 = (21", 2§")t, ¢ € C=((IRY)? x Ry, R?) et §(x, 0) = f(x).
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(c) (Consistance)
Soit T' > 0. Pour n € IN, on note ¢;, = nk. Montrer qu’il existe C(T') € R ; tel que

x(thrl) - x(tn)

. = ¢(x(tn), k) + R](Ck), pour tout n tel que nk < T, (4.38)

avec |R,(f)| < C(T)k.
(d) (Stabilité)
Soit T > 0.
(i) Montrer que ng) > (1—k—kb)

(ii)) Montrer que

* pour tout entier n tel que nk < T

(1—k—kb)* — e 7T Jorsque k — 0,
et en déduire que inf0<k<% (1-—k-— kb)% > 0.

(iil) En déduire qu’il existe a(T") > 0 et b(T") > 0 tels que

{ a(T) < ng) <a,

our tout n tel que nk < T. 4.39
Ty <ald <b, P et = 439

(e) (Convergence)
Soit T' > 0. Montrer qu’il existe D(T") € IR 4 tel que

|z — z(t,)| < D(T)k, pour tout n tel que nk < 7. (4.40)

En déduire la convergence du schéma (4.36).

(f) On remplace maintenant le schéma par le schéma d’Euler explicite pour le systeme (4.33)).

Ecrire ce schéma. Montrer que pour tout pas de discrétisation & > 0, il existe des valeurs de n telles

que :Cgk) < Oou xgk) < 0. (On pourra montrer que si :Cgk) > 0et xgk) > 0 pour tout n € IN, alors

xgk) tend vers O lorsque n tend vers +o0, et donc qu’il existe n tel que xék) < 0, ce qui contredit

I’hypothese). Commenter.
Exercice 148.

Soit f € C2(R™ x R4, IR™), T > 0, et y(® € IR™. On désigne par (., .) le produit scalaire euclidien sur IR" et
|||l la norme associée. On suppose que :

V(y,2) € R")%, (f(y.t) = f(z,1),y —2) < 0. (4.41)
On considere le systeme différentiel :

y'(t) = fy(t),t)vt € [0,T7, (4.42)
y(0) =y (4.43)

1. Montrer que pour touty € IR" et¢ € [0,7[, ona:

(. 1),9) < 5ULFO, )] + [ly]1*)- (4.44)

1
2
En déduire qu’il existe une unique solution y € C*([0, T'[, IR"™) vérifiant (#.42)-@.43).
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On se propose de calculer une solution approchée de y sur [0, T]. Pour cela, on considere une discrétisation de
I'intervalle [0, T] de pas constant, noté h, avec h = %, oun € IN*.Pour k = 0,...,n, onnote ty = kh, et on se
propose d’étudier 1’algorithme suivant,ou 0 < 6 < 1.

yo € IR™ est donné (4.45)
Yk1 =Yk + Ohf(yg1,tx + 0h), pourk =0,...,n—1, (4.46)
Yk+1 = Yk + hf Yk, tk + 0h) pourk =0,...,n—1, (4.47)

» C IR" de (4.43)-@.46)-@.47D).

Pour k =0,...,n — 1, on pose y(tx) = 7, ou y est la solution exacte de (£.42)-@.43), tx,1 = t + 0h, on définit
Yk,1 par :

2. Montrer qu’il existe une unique solution (yx)r=o

.....

Uk =Yg, + Ohf (Jr1, 1), (4.48)
et on définit I’erreur de consistance Ry, du schéma (4.43)-(&.46)-(@.47) au point ¢, par :

Ypy1 — Y _
Ry = % — f(Ur,1,ten) (4.49)

3. Pourk =0,...,n,0onposeqy 1 = y(ty1), et,pourk =0,...,n — 1on pose:

Ry, = Uk —Ur) = O0f Wraote)- (4.50)

| =

Montrer que pour toutk =0,...,n—1:

Gren — Tpa = Oh(f (k1o ten) — F@prs ten) + hRx, 4.51)
En déduire qu’il existe C; ne dépendant que de y et de T't.q. : [|Gk,1 — Ty 1 || < C1h%.
4. Montrer qu’il existe C'y ne dépendant que de f,y et T t.q.

1Tes1 — T — hf @ps tin) — hRy|| < Coh®, Yk =0,...,n — 1. (4.52)

5. Déduire des questions précédentes qu’il existe C's ne dépendant que de y, f et T't.q. :

R4l < Co((6— )+ 1) (453
et en déduire I’ordre du schéma (4.43)-(@.46)-@.47).
6. Montrer que pour toutk = 1,...,n,ona:
T — vk f 1 ten) = F(Grasten)) < —0R[f (e ten) — (e, ten) | (4.54)
7. Montrer que pour toutk = 0,...,n,ona:

lexs1 — hRi||> = llexl® + 2h(f (.1, tra) — f (Fr1s trn)s ex) + B2 f (We1s ten) — f (k1. ten)||*. (4.55)

8. Montrer que si § > %, ona:

1
lexll < lleoll + Cs(h* + (6 = 5)h), Vk (4.56)

I
“}—‘
K
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9. Soient (e )kew € IR"™ donnée et (z;)renw C IR™ définie par :

zp € IR™ donné 4.57)
Zk1 =2k + Ohf(zk1,tk1), pourk=0,...,n—1, (4.58)
21 = 2 + +ex + hf(2r1,tp1) pourk =0,...,n—1, (4.59)
En s’inspirant des questions 6 et 7, montrer que si 6 > %, ona:
1 = 21 +exll® < llye — 2%, (4.60)
et en déduire que
k—1
lys = 2l < llyo — 20ll + D lleill. (4.61)
i=0

Exercice 149 (Le pendule). Corrigé en page

On considere I’équation différentielle suivante, qui décrit le mouvement d’un pendule.
z'"(t) +sinz(t) =0, t>0,
2(0) =&, (4.62)
2/(0) = 0,

ol £ € [0, 27| est la position initiale du pendule.

1. Ecrire le probleme sous la forme d’un systeme différentiel d’ordre 1.

2. Ecrire la méthode d’Euler implicite pour la résolution du systeme différentiel d’ordre 1 obtenu a la question 1,
donnant les approximations x,,41 et y,+; de x et y au temps ¢,,41 en fonction des approximations x, et yi de x et
y au temps ¢,,. En déduire qu’a chaque pas de temps, on doit résoudre un systeme non linvaire de la forme

r —ay = «,

asinz +y = 5. (4.63)

On exprimera a, v et § en fonction du pas de temps 0t et des approximations xy, et yy, de x et y au temps ¢, = ndt.

3. Mettre le systéme (&.63) sous la forme F(X) = 0 ot F est une fonction de IR? dans IR?, et écrire la méthode de
Newton pour la résolution F'(X) = 0. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la méthode de Newton permet
de construire une suite qui est toujours bien définie (quelque soit le choix initial).

4. Soit (T,7) une solution du probleme (@.63). En supposant que a est tel que la méthode de Newton est bien
définie, montrer qu’il existe € > 0 tel que si (g, yo) est dans la boule B, de centre (Z,7) et de rayon ¢, alors la
suite (2, Yk )nen construite par la méthode de Newton converge vers (T, 7) lorsque n tends vers +oc.

5. a Montrer que le systeme (4.63)) est équivalent au systeme
rT—ay =«
flz) =0

ol f est une fonction de IR dans IR dont on donnera I’expression.

5.b Ecrire la méthode de Newton pour la résolution de ’équation f(x) = 0, et donner les valeurs de a pour
lesquelles la méthode de Newton permet de construire une suite qui est toujours bien définie (quelque soit le choix
initial). Comparer les itérés obtenus avec cette méthode avec les itérés obtenus par la méthode de la question 3.

6. En s’inspirant des question précédentes, étudier la méthode de Newton pour le schéma d’Euler implicite pour le
probleéme suivant qui modélise le pendule avec amortissement :

2" (t) + pa’ (t) + sinz(t) = 0, t>0,
z(0) =&, (4.64)
2/(0) =0,

ol £ € [0, 27| est la position initiale du pendule et ¢ € IR ;. le coefficient d’amortissement.
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4.8 Corrigés

Corrigé de ’exercice 137 page 283 (Condition de Lipschitz et unicité)

Pour a > 1, 1a fonction ¢, : R — IR 4 définie par : p,(z) = x® est continiment différentiable, et sa dérivée est

¢! (r) = ax®~ 1. Elle est donc lipschitzienne sur les bornés. Si a = 0, la fonction ¢, est constante et égale a 1, et

donc encore lipschitzienne sur les bornés.

Soit maintenant a €]0, 1], supposons que soit lipschitzienne sur les bornés. Alors, pour tout A > 0, il existe

My > 0 tel que |pq(x)] < Ma|z|. Ceci entraine que la fonction a2 +— |“’“T(1)| est bornée sur B(0, A). Mais

[£,2)] =
x

a €]0,1[.

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, si ¢, est lipschitzienne sur les bornés, alors le probleme (4.25) admet une

unique solution qui est la solution constante et égalea zéro.

Si @, n’est pas lipschitzienne sur les bornés, i.e. si a €]0, 1], la fonction nulle est encore solution du probleme

(#.23), mais on peut obtenir une autre solution définie par (calcul élémentaire de séparation de variable) :

|22~ 1| — 400 lorsque x — 0. Ceci montre que la fonction (, n’est pas lipachitzienne sur les bornés si

yalt) = [(1 - a)t] 77 .

(Notons que cette fonction n’est définie que pour a €]0, 1[.)

Corrigé de ’exercice page (Loi de Malthus)

Soit pg le nombre d’individus au temps ¢ = 0. On a donc p(100) = 2py, et p(200) = 3py. Or la loi de Malthus
s’écrit p/(t) = ap(t) avec a > 0, et donc p(t) = ppe®*. On a donc

p(100) = poe'®® @ = 2p,
p(200) = ppe??? ¢ = 3p,

mais on a aussi p(200) = p(100)e'%° @ et donc p(200) = 3pe’®® @. On obtient donc que p(200) = 3ppe' ¢ =
poe?Y0 @ = 3py, ce qui est vrai si
el00a _ 3
2
{ (200a _ 3

Ceci est impossible car In % #* % In 3. Donc la population ne peut pas satisfaire la loi de Malthus.

Corrigé de ’exercice page (Histoire de sardines)

1. Pendant le premier mois, le taux d’accroissement de la population est celui de la loi de Malthus (4p(t)) auquel
il faut retrancher les pertes dues auxbonites, soit 10*4p2(t). Doncpour0 <t <T =30,0ona:

Pi(t) = 4p1(t) — 4107 *pi(t)
{ p1(0) = po.
A partir de T' = 30, le taux diminue en raison de I’émigration, soit 10_1p(t). On a donc :
py(t) = 4pa(t) — 107"p3(t) — 107 pa(t), > 30
{ p2(30) = p1(30).

c’est—a—dire :
{ Ph(t) = 3.9pa(t) — 107*p3(t), ¢ > 30

P2 (30) =pP1 (30)
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2. Les équations a résoudre sont de la forme :
qui sont du type "Bernoulli". En supposant que x ne s’annule pas (ce qu’on vérifiera a posteriori) on divise par x2,
on pose z = %, et on obtient

Notons qu’on suppose zg # 0. Si g = 0, la solution unique est z(t) <= 0 V¢ € R, par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz. On cherche une solution sous la forme : 2(t) = C(t)e~ . On a donc 2'(t) = C’(t)e~*
aC(t)e=* = C'(t)e~* — az(t). Pour que z soit solution, il faut donc que :

—C'(t)e™* = b, soitencore C’(t) = —be™.

détermine K 2 1’aide de la condition initiale z(0) = -

On en déduit que C(t) = —2e® + K ot K € IR. La fonction z est donc de la forme z(t) = (—2e* + K). On
déduit que la solution de s’écrit -

ce qui entraine —& + K = L soit K = 2 + L Onen
a a o

Ea
1 b b
z(t) = (— + —) e ,
Zo a

apres avoir vérifié que cette fonction ne s’annule pas (ce qu’on avait supposé pour pouvoir la calculer). On a donc :

1 b)) p—at _ b
wo+a)e a

En reportant les données de notre probleme dans cette expression, on a donc :

z(t) = )

(o m )y 0 t<30

z(t) = ( !

T30 — I(30),
— 1
x(t) = () t > 30.

On en conclut que limy_, 4 o 2(t) = 3.9 10%.

Corrigé de I’exercice[141] page 284 (Consistance et ordre des schémas)

1. Un développement de Taylor a I’ordre 1 donne que

2] Z 20 o), 1) < sup |
. [0.7]

L erreur de consistance est donc d’ordre 1, et le schéma est convergent par le théoréme [4.12] page 2771

2. Pour les schémas d’Euler amélioré et de Heun, le théoreme [4.12] page s’applique encore, a condition de
montrer qu’ils sont consistants. Calculons I’erreur de consistance pour ces deux schémas :

1. Le schéma d’Euler amélioré s’écrit :

Tht1 — T, hy, hy,
T f<56k+2f(517k, k)7k+2)

Soit Zj, = x(tx) la solution exacte de 1’équation différentielle ()
x(0) = o) en t;. En remarquant que f(Zy,t;) = 2'(t;), ona:

f(x(t),t) (avec condition initiale

B - ~ h h 1
T + égf(ack,tk) = T+ f:v’(tk) =z (tk + 7’“) — ghia" (&),
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avec &, € [t, tp + %], En posant X = f(Zy + % f(Z, k), tr + %), on remarque que X = f(z(ty +

ey — sh2a” (&), th + ) et done qu’il existe ¢, € IR tel que :

h h 1 h
X = flalts+ 50t + 5) = ghie" (60 (Gt + ).
On en déduit que
h 1 h
X =a'(te + 71@) - ghixll(ﬁk)alf(€k7tk + 7]“)

De plus, par développement de Taylor d’ordre 2, on a :

Thty1 — T h

TRl 78k (g + 5| < OR2 (4.65)

hi 2

ou C' ne dépend que de f. On en déduit que I’erreur de consistance Ry, vérifie :

R, = ‘%ﬁ—f(mjt’g—kf(m,tk),tk#g—k)

k

< gh?a7(€r)00f (Gt + 55) + CB2

ot C' ne dépend que de f. On en déduit que le schéma est bien d’ordre 2.

2. Le schéma de Heun s’écrit :

T —x 1 1
H;Likk = o f(@n.te) + §[f(wk + b f (T, )y tig1)]-

Ecrivons d’abord qu’il existe donc 8y, € [txtr+1] tel que
_ _ . hi "
Tr + hkf(a:k,tk) = x(tk+1) + 717 (Hk)
De plus, il existe (;, € IR tel que :
2

J@r + hif (Tr, te), thrr) = f(@rt1, ter) + 01 f (G, tk+1)%w”(9k)-

Or 2(f(Zk,tr) + f(Zps1 tog1)) = (@' (te1) + 2/ (i) et par développement de Taylor, il existe C' € IR
ne dépendant que de x tel que

1 h
|5 (bra) + 2/ () — /(1 + )| < CB2.

En utilisant & nouveau (.63), on en déduit que I’erreur de consistance est d’ordre 2 (2 condition que x soit
trois fois dérivable . . .).

Corrigé de ’exercice[142] page (Stabilité par rapport aux erreurs et convergence)

1. Par définition du schéma (4.8) et de I’erreur de consistance (4.12), on a :

Thy1 = Tk + hed(xk, te, hi)
Tkl =Tk + hk(b(:fk, tr, hk) + hiRy,.

Comme le schéma (&) est supposé stable par rapport aux données, on a en prenant yx = Ty, et £, = hy Ry dans

(.14) page 276 :

k—1
er+1 < K(|lzo — Zo| + Z |h;R;|) pourtoutk =0,...,n — 1.
i=0
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Comme le schéma est consistant d’ordre p, on a R; < C'h? et donc par I’inégalité précédente
ert1 < Kleg| + ChP,

ot C' € Ry ne dépend que de f,T, Zo (et pas de h). On en déduit que le schéma est convergent d’ordre p.
2. Soient (xk )k=0,...n—1 €t (Yk)k=0,... n—1 vérifiant @.14), c’est-a—dire :

Trt1 = Tk + hiod(Tr, te, hi),

ourk=0,...,n—1,
Yk+1 = Yk + hd Yk, trs i) + ks p

alors griace a I’hypothese sur le caractere lipschitzien de ¢, on a :
i1 — Yrra| < (U4 heM)|zk — yel + lex| < €™M |zp — yi| + lexl-

On en déduit par récurrence sur k que

k—1 k
|2k — il < e Meo| + ) el IM gy < K(leo| + Y Jesl),
0 i=0

avec K = ™ On a donc ainsi montré que le schéma (4.8)) est stable par rapport aux erreurs.

Exercice[144] page 283] (Algorithme du gradient a pas fixe et schéma d’Euler)

1. L’algorithme du gradient a pas fixe s’écrit :

pour z donné, et & x;, connu, n > 0, w, = —V f(zk) et X1 = 2k + pw®),

L algorithme d’Euler explicite pour la résolution de 1’équation =’ (t) = —V f(z(t)) avec 2(0) = xo, et pour le pas
de discrétisation p s’écrit :

Zo = ZC(O),

Tp+1 — Tk o

==V f(x(t))

Il est donc clair que les deux algorithmes sont équivalents.
2. Ceci est une conséquence directe du théoreme d’existence et unicité 312l page 208]

3. Comme f est de classe C, par le théoréme de Cauchy-Lipschitz il existe une unique solution maximale. On
sait de plus que si le temps maximal d’existence Ty est fini, alors 2:(t) — o0 lorsque t — +oc0. Montrons que
x(t) est borné, ce qui entraine donc existence d’une solution globale.

On pose ¢(t) = f(z(t)). On a donc ¢'(t) = —|V f(x(t))|> < 0. La fonction ¢ est donc décroissante et bornée
inférieurement (car f est bornée inférieurement, puisque f est continue et tend vers +o0c en £00). Il existe donc
¢ € IR tel que ¢ tend en décroissant vers £ quand ¢ tend vers I’infini. Ceci prouve en particulier que 1I’ensemble
{z(t);t € IR} est borné. On obtient donc ainsi existence et unicité d’une solution globale.

Montrons maintenant que que ¢ = ming f, et que z(t) — & ot £ = Argminf. On raisonne par 1’absurde ;
$Si £ > ming f,on pose ¢ = £ —ming f > 0.l existe n > Otel que |z — Z| < n = ||f(z) — f(@)] =
I f(z) — ming f|| <e.

Comme f(x(t)) > ¢ = ¢ + ming f, on a donc |x(t) — Z| > n pour tout ¢ € IR. Donc |V f(z(t))| > § =
min{|Vf ()|, ly — | > n,|y| < M}, ou M est une borne de {x(t),t € R}.

Comme ¢ > 0, on obtient une contradiction avec le fait que ¢ tend en décroissant vers ¢ quand ¢ tend vers 1’infini,
puisque : fot ¢'(s)ds < — fg §2ds < —td?, avec fg ¢'(s)ds — € — ¢(0) et —t§% — +oc lorque t — +00.

4. Dans le cas f(z) = %Aa: -z —b-x, ou A ests.d.p., il est facile de voir que la fonctionnelle f vérifie les

hypothéses de ’exercice. On a V f(z) = Az — b, et donc z(t) tend vers A~1b. L algorithme s’écrit dans ce cas :

Tnt1 = xk — p(Az — b).
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Corrigé de ’exercice[145 page (Méthode de Taylor)
1. Soit z solution du probléme de Cauchy (.I). Montrons par récurrence que
2D (1) = 00 (2(0), 1)
Pour m = 0, ona x(M () = f(x(t),t) = f©(x(t),t). Supposons que
2PV (1) = @) (x(t),t) pourp = 0,...,m,
et calculons z(™*+2)(t). On a

() = o fU (a(t), )’ () + 0o f ) ((t), 1)
= Of(a(t), ) f(x(t),t) + 0o f ™ (a(t), 1)
FED (a(t), ).

2.0na fM =0y f + (01f)f, et £ = (01 fD)f + (92 M), soit encore
FO = (2102 + (B2)f + (01)%) + 05 + (2102£) [ + (DLf)(D2f).
3.Danslecas p =1, onav,(y,t,h) = f(y,t) et donc le schéma s’écrit :
{ Zo = To,
Tp+1 = Tk + hf(xg, tg), pourk =1,...,n.

On reconnait le schéma d’Euler explicite.

4.a/ Puisque f(y,t) = y,ona f*) = f pour tout k, et donc

1/}P(y7 ta h) =

4.b/ Par définition,

hf(Z0,0 hpfl: U . - -
= Zo + hf(Z0,0) = To + Y ydo =1+ T S . :
x1 = Zo + hf(Zo,0) = Zo = (j+1)!$o JZ:O (7 +1)! JZ:O (7 +1)!

Supposons que
b
hi
T = E 7 pourk =1,... ¢
J=0

et montrons que cette relation est encore vérifiée au rang ¢ + 1. On a bien :

p—1 D i
h? h?
j=0 j=0

ce qui termine la récurrence.

4.c/ Comme 1 est la solution de (&.1)) pour f(y,t) = y et To = 1, 0on aévidemment z(t) = e, et donc z(t3) = e"*.

Le résultat de la question 4.b/ permet de déduire que

o= (S k)
)
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pPt1

avec 0 < R(h) < ehm. On a donc

avec a = Re(f) €]0, 1[. On en déduit que

Oga_:k—xkgekh(l—(l—a)k).

Comme k > 1 et a €0, 1], on en déduit (par récurrence sur k) que (1 — a)* > 1 — ka. On a donc

p+1 hP
0<z —ar < kaek" < kel* < tpetr .
(p+1)! (p+1)!
5. Un développement de Taylor montre que
p 7 )
Tp+1 = Z ,—':C(J)(tk) + Cpph?P™t
— 41
7=0
P opi-1
= Tkt 7 FU™D &k, ti) + Crnh? T,
Jj=1 '
avec Cp, < C € R4.Onadonc
T4l — Tk Popimt
— 5 = > Tf(J_l)(CEk, tk) + Cr,nh?
Jj=1 '
p—1 i
hJ N
-2 (+ 1)|f(”(fck,tk) + Ci nh?
J=0 '

= wp(jkutkah) +Ck,hhp'

Le schéma est donc consistant d’ordre p. II suffit alors d’appliquer le théoremed.12] page 277 (car 1), est de classe
C*®° donc lipschitzienne sur les bornés) pour obtenir I’existence de h > 0 et C' > 0 ne dépendant que de T, 1" et
frtelsquesi 0 < h < h, alors |z, — x(tg)| < ChP pourtoutk =0,...,n+ 1.

Corrigé de ’exercice[147 page (Méthodes semi-implicite et explicite)

L.
(kt1) _ (k)
T k— €q _ —xgk) . ng)xgk-rl),
xék-i—l) - xék) - _xék-i-l) 4.66)
K RON
xgo) =a, xéo) =b.
Onaa:go) =a> Oet:céo) =b>0.Deplus,ona
w__1
T e

donc :cél) est bien défini, et 0 < a:él) < xéo) =b.0r :cgl) = a — k(a + ab) et comme a et b appartiennent a

10,1, ona a + ab €]0, 2], et comme 0 < k < 1/2, on en déduit que 0 < argl) < xgo) =a.
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Supposons que les suites soient bien définies, décroissantes et strictement positives jusqu’au rang n, et
vérifions-le au rangn 4+ 1. On a

(k+1) 1w
T = Ty, 4.67)
2 1 1<_kk> 2
1
et donc en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient que xékﬂ) < xék) et0 < a:ékﬂ) < b.
De plus
ng—kl) = xgk) — kxgk) — kxgk)xng) = xgk)(l —k— kxé’””), (4.68)
A . (k+1) (k+1) s 1 N
et donc grace au fait que 0 < z, < b(etdonc 1 —k — kz, > 1 — k — kb, et a I’hypothese de
récurrence, on déduit que :cgkﬂ) < ng) et0 < argk—H) < a.
2. Apres calcul, on obtient que le schéma numérique (£.36) s’écrit sous la forme
(k+1) _ .(k)
———— =™, k), (4.69)
avec z(F) = (:cgk),xék))t, etolt ¢ € C®((R%)? x IR, IR?) est définie par
—$1(1+ xlIQk)
(e k) = z TR (4.70)
B T+ k

et on vérifie bien que ¢ € C°((R})? x R, R?) (en fait ¢ est de classe C sur RT x Ry \ {0} x

R, x {0}.) et que ¢(x,0) = f(z). Ceci montre que pour (:vgk),:vék)) € (R})? etk > 0, le couple
(xngrl) xngrl))

3. Comme z € C*([0, +oc[, (IR} )?), ona

est bien défini par (£.36) de maniére unique.

tn - tn
) Z20) (1, < ko,

et

|o(z(tn), k) — d(x(tn),0)] < kr[gaﬁ [ D2¢p(x(t), 1)].

Or la solution exacte  sur [0, 7] vit dans un borné [cv, 5]? de R, et ses dérivées atteignent ses bornes sur
le compact [0, 77, donc il existe C(T") € IR tel que maxpo 7y [2”| < C(T) et maxpo, 1y [D2¢(x(t), )] <

C(T). Comme de plus ¢(z(ty),0) = f(x(ty), on en déduit par inégalité triangulaire que |R,(€k)| < C(T)k.
4. (Stabilité)

(i) Soit T > 0. De (@58) et du fait que 0 < z8¥) < b on déduit que
2 > W1~k — k),

et donc par récurrence sur n que

29 > 200 — k= kb)n,
Donc pour tout entier n tel que nk < 7T,onan < %, etcomme 1l —k — kb >0 (cark < 1/2),ona
2 > (1 -k —kb)F.
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(i) Ona (1 — k — kb)* = exp(LIn(1 — k — kb)), et In(1 — k — kb) est équivalent 2 k — kb dans un
voisinage de k = 0. On en déduit que (1 — k — kb)* — e~ (7T Jorsque k — 0.
La fonction ¢ définie par ¢(k) = (1 — k — kb)¥ est continue, strictement positive sur [0,1/2], et
sa limite lorsque k tend vers O est minorée par un nombre strictement positif. Donc la fonction est
elle-méme minorée par un nombre strictement positif. On en déduit que infyj 1 (1—k—kb)T >0.

(iii) D’apres les résultats des questions 3 (a) et 3 (d) (i), ona a(T') < :Cgk) < a, pourtoutn tel que nk < 7T,
avec a(T) = infopca (1 -k — kb) T .
En utilisant ce résultat (et la question 3 (a)), on déduit alors de (£.67) que

k+1 1 k
75 )Zﬁx5)=
a(T)
et donc que
T
(k) L % 0
Ty 2> 719) Ty ',
1+m

Une étude similaire a celle de la question précédente montre que la fonction

1 e
l<:»—>(7,C )k

est continue et strictement positive sur [0, 1/2] et sa limite lorsque k& tend vers 0 est strictement positive.
On en déduit que b(T') < xgk) < b, pour tout n tel que nk < T', avec

T

k

b(T) =b > 0.

A ——
kel0,1/2]\1 + ()
5. (Convergence) Soit 7' > 0. On ne peut pas appliquer directement le théoréme du cours car ¢ n’est pas
lipschitzienne sur les bornés, mais il suffit de remarquer que :
— la solution exacte sur [0, 7] vit dans un borné [«, 5]* de R

— le schéma est inconditionnellement stable : (%) € [a(T"),a] x [b(T),b].

Or la fonction ¢ est de classe C! sur [4, B]? x R%, ot A = min(cv, a(T'), b(T)) et B = max(/3, a,b). Donc
elle est lipschitzienne par rapport a la premiére variable sur le pavé [A, B]2. La démonstration par récurrence
faite en cours dans le cas ¢ globalement lipschitzienne s’adapte donc tres facilement. (elle est méme plus
facile car eg = 0 et le pas de discrétisation est constant. . . )

6. On remplace maintenant le schéma (4.36) par le schéma d’Euler explicite. Celui s’écrit :

L FFD ()
1 N ORN O O
(k+1)k (k) (k)
T4 —xy  my “4.71)
k xgk) ’
xgo) =a, xéo) =0b.

Supposons :cgk) > 0et xék) > 0 pour tout n. La premiere équation de (#.36) donne alors que

k+1 k
A
k 1

)

Analyse numérique 1, télé-enseignement, L3 298 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 13 octobre 2016



4.8. CORRIGES CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

et donc :cgkﬂ) <(1- k)xgk) On en déduit par récurrence que xgk) < (1 —=k)"a — 0lorsque n — 0 (on

supposera que k < 1 pour que le schéma soit bien défini. Donc pour un pas de temps k donné, il existe n tel
que :cgk) < k. Or pour cette valeur de n,
2y = (1- —55) <0,

Rl

ce qui contredit I’hypothese :Cgk) > 0 pour tout n.
Ceci montre que le schéma d’Euler explicite n’est franchement pas bon dans ce cas. (Etudier si le coeur vous
en dit le schéma totalement implicite...)

Corrigé de ’exercice page (Le pendule)

1. On pose y = 2’ et on obtient

2/(t) = y(t) = 0
y'(t) +sinz(t) = 0, t>0,
2(0) =&,
y(0) = 0.
2. Le schéma d’Euler implicite s’écrit :
Tn4+1 — Tn
— Ynt1 =0,n>0,
615_ Yn+1 n
yn+15t In +sinzpy1 =0,n >0,
Zo = 55

Le systéme non linéaire a résoudre a chaque pas de temps s’écrit donc sous la forme (£.63) avec a = 0t, a = x,,

et 8 = yn.

3. On peut mettre le systeme sous la forme F(X) = 0 avec F' : IR? dans IR? définie par F(z,y) = (z — ay —
. —a L . .

a,asine +y— 3.)Ona DF(z,y) = [a cosz 1 ] , qui est inversible si a

tout = des que a < 1 (on rappelle que a est le pas de temps, donc positif). Dans ce cas, I’itération de Newton est
toujours bien définie, et elle s’écrit :

2cosx # —1, ce qui est vérifié pour

Te41 — Tk
DF(xy, — —F(ap, i), k>0,
(w2 7] =~ Faa)

c’est-a-dire :

LTh+1 — AYp4+1 — &

a(cos Tk )Trt1 + Yp+1 = —asinxyg + a(cosxg)zk + 0
ce qui donne finalement :

a — a?sinzy + a®(cos xx )z + af

Tk4+1 =
+ a?cosxy + 1

—asinzy + a(cos zy)xy, — acosxy +

k+1 =
Yht a?cosxy + 1

4. 11 est facile de voir que la fonction F' est deux fois continiiment différentiable. Il suffit alors d’appliquer le
théoréme de convergence.

5.a Comme a = 0t, on a a # 0. On peut donc remplacer y par % dans la deuxiéme équation de (4.63), on
obtient le systtme (7)) avec f(x) = asinz + £=2 — 3.

a
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5.bOna f'(z) = acosz + < qui est non nulle pour a < 1. La méthode de Newton pour résoudre f(z) = 0 s’écrit

alors
asinzy + *#-% — f3 a — a?sinzy + a®(cos wx )k + aff

Th4+1 = Tk — =
acosxk—i—é a?cosxy + 1

On retrouve les memes itérés qu’a la question 3.
6. Pour le probleme (@.64), le schéma d’Euler implicite s’écrit :

XT — X

%_n —Ynt1 =0,n >0,

W + HYni1 —|—sinxn+1 = Oan > 07
x0:§7

Yo =10

la fonction F devient : F'(z,y) = (x — ay — a, asinx + y(1 + pa) — ). La condition pour que DF’ soit toujours
inversible est que 1 + pua — a?cosx # 0 pour tout x € IR, ce qui est vérifié si a — % < . La encore, il suffit
d’invoquer le théoreme[2.19] pour conclure 2 la convergence.
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