2.2. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

2.2.5 Exercices (méthodes de point fixe)
Exercice 76 (Calcul différentiel). Suggestions en page 163, corrigé détaillé en page 163

Soit f € C?(IR",R).
1. Montrer que pour tout z € IR", il existe un unique vecteur a(z) € IR" tel que D f(x)(h) = a(x) - h pour tout
heR"™.
Montrer que (a(x)); = 0; f(z).
x

2.On pose Vf(z) = (01 f(z),...,01f(x))". Soit ¢ I’application définie de R" dans IR" par o(z) = Vf(z).
Montrer que ¢ € C'(R",IR") et que Dy (x)(y) = A(x)y, o (A(x))i; = 07, f ().

Exercice 77 (Calcul différentiel, suite). Corrigé en page 164

1. Soit f € C? (IR2, IR) la fonction définie par f(z1,x2) = axy + bxa + cr122, 0l a, b, et ¢ sont trois réels fixés.
Donner la définition et I'expression de D f (), V f(z),D f, D? f(x), Hy(x).
2. Méme question pour la fonction f € C?(IR?,TR) définie par f(xy, o, x3) = 27 + 2319 + o sin(x3).

Exercice 78 (Point fixe dans IR). Corrigé en page 164

1
1. Etudier la convergence de la suite ((*)) o, définie par (%) € [0, 1] et z*+1) = cos (m> .
x

2. Soit I = [0,1], et f : @ — 2. Montrer que la suite des itérés de point fixe converge pour tout 2 € [0, 1] et
donner la limite de la suite en fonction du choix initial (%),

Exercice 79 (Point fixe et Newton). Corrigé détaillé en page 165.

1. On veut résoudre 1’équation 2xe” = 1.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : x = %e‘w.

(b) Ecrire I’algorithme de point fixe, et calculer les itérés xg, x1, T2 et 3 en partant depuis xg = 1.
(c) Justifier la convergence de 1’algorithme donné en (b).

2. On veut résoudre ’équation 22 — 2 = 0, 2 > 0.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : © = %

(b) Ecrire I’algorithme de point fixe, et tracer sur un graphique les itérés xg, r1, x2 et x3 en partant de
o = letxyg = 2.

. . 2 N . N .
(c) Essayer ensuite le point fixe sur x = ’”2:;2. Pas tres facile a deviner, n’est ce pas ?

(d) Pour suivre les traces de Newton (ou plutdt Simpson, semble-t-il) : a x,, connu, écrire le développement
limité de g(x) = 22 — 2 entre (") et ("1, remplacer I’équation g(Z) = 0 par g(z(**t1)) = 0, et
g(z(™*1) par le développement limité en 2"*! , et en déduire I’approximation z("+1) = 2(m) —
g(z™)
g’ (z™)

Exercice 80 (Méthode de monotonie). Suggestions en page 163, corrigé détaillé en page 166.

. Retrouver ainsi I’itération de la question précédente (pour g(x) = x? — 2).

On suppose que f € C1(IR,IR), f(0) = 0 et que f est croissante. On s’intéresse, pour A > 0, au systéme non

linéaire suivant de n équations a n inconnues (notées uy, . .., Uy) :
(Au); = aif(ui) + Ab; Vi € {1,...,n},
u=(uy,...,u,) € R", (2.11)
ol o; > Opourtouti € {1,...,n},b; > 0pourtouti € {1,...,n}et A€ M,(IR) est une matrice vérifiant
ueR" Au>0=u>0. (2.12)

On suppose qu’il existe iz > 0 t.q. (2.11) ait une solution, notée ("), pour A\ = p1. On suppose aussi que u(*) > 0.
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Soit 0 < A < . On définit la suite (U(k))nEIN C IR"™ par v = et, pourn > 0,

(Av® D), = a; f (™)) + \b; Vi € {1, n}. (2.13)

Montrer que la suite (v(k))nelN est bien définie, convergente (dans IR"™) et que sa limite, notée u()‘), est solution
de (2.11) (et vérifie 0 < u® < (W),

Exercice 81 (Point fixe amélioré). Suggestions en page 163, Corrigé en page 166

Soit g € C3(IR,IR) et T € R tels que g(T) = O et ¢'(T) # 0.
On se donne p € C1(IR,R) telle que (Z) = 7.
On considere I’algorithme suivant :
o € IR,
(2.14)
ZTnt1 = h(xy),n > 0.

g()
g'((z))
1) Montrer qu’il existe o > 0 tel que si zg € [T — o, T + o] = I,, alors la suite donnée par I’algorithme (2.14) est
bien définie ; montrer que x,, — T lorsque n — +-00.

avec h(z) =z —

On prend maintenant zy € I, ou « est donné par la question 1.
2) Montrer que la convergence de la suite (x,, ),en définie par I’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) On suppose que ¢’ est lipschitzienne et que ¢’ (T) = —. Montrer que la convergence de la suite (71 )xen définie

par (2.14) est au moins cubique, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € IR tel que
|zks1 — T| < clog — T, VEk > 1.
4) Soit § € R, tel que g’(x) #0 Va € Ig =]T — 3,7 + ([; montrer que si on prend ¢ telle que :

() g()

x :x_2g’(x) siz € Ig,

alors la suite définie par I’algorithme (2.14) converge de maniere cubique.
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