
Chapitre 2

Systèmes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de systèmes linéaires en dimension finie.
L’objectif est maintenant de développer des méthodes de résolution de systèmes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donneg ∈ C(IRn, IRn) et on cherchex dansIRn solution de :

{
x ∈ IRn

g(x) = 0.
(2.1)

Au Chapitre I on a étudié des méthodes de résolution du système (2.1) dans le cas particulierg(x) = Ax − b,
A ∈ Mn(IR), b ∈ IRn. On va maintenant étendre le champ d’étude au cas oùg n’est pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée du système (2.1) :

– les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et pointfixe de monotonie

– les méthodes de type Newton1.

2.1 Rappels et notations de calcul différentiel

Le premier chapitre faisait appel à vos connaissances en algèbre linéaire. Ce chapitre-ci, ainsi que le suivant
(optimisation) s’appuieront sur vos connaissances en calcul différentiel, et nous allons donc réviser les quelques
notions qui nous seront utiles.

Définition 2.1 (Application différentiable). SoientE etF des espaces vectoriels normés,f une application deE
dansF etx ∈ E. On rappelle quef est différentiable enx s’il existeTx ∈ L(E,F ) (oùL(E,F ) est l’ensemble
des applications linéaires deE dansF ) telle que

f(x+ h) = f(x) + Tx(h) + ‖h‖Eε(h) avecε(h)→ 0 quandh→ 0. (2.2)

L’applicationTx est alors unique2 et on noteDf(x) = Tx ∈ L(E,F ) la différentielle def au pointx. Si f est
différentiable en tout point deE, alors on appelle différentielle def l’application Df = E → L(E,F ) qui à
x ∈ E associe l’application linéaireDf(x) deE dansF .

Remarquons tout de suite que sif est une application linéaire deE dansF , alorsf est différentiable, etDf = f .
En effet, sif est linéaire,f(x+ h)− f(x) = f(h), et donc l’égalité (2.2) est vérifiée avecTx = f etε = 0.
Voyons maintenant quelques cas particuliers d’espacesE etF :

1. Isaac Newton (1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste et astronome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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Cas oùE = IR et F = IR Si f est une fonction deIR dansIR, dire quef est différentiable enx revient à dire
quef est dérivable enx. En effet, dire quef est dérivable enx revient à dire que

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

existe, et lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x),

ce qui s’écrit encore

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x) + ε(h), avecε(h)→ 0 lorsqueh→ 0,

c’est-à-dire
f(x+ h)− f(x) = Tx(h) + hε(h), avecTx(h) = f ′(x)h,

ce qui revient à dire quef est différentiable enx, et que sa différentielle enx est l’application linéaireTx : IR → IR,
qui àh associef ′(x)h. On a ainsi vérifié que pour une fonction deIR dansIR, la notion de différentielle coïncide
avec celle de dérivée.

Exemple 2.2. Prenonsf : IR → IR définie parf(x) = sinx. Alors f est dérivable en tout point et sa dérivée
vautf ′(x) = cosx. La fonctionf est donc aussi différentiable en tout point. La différentielle def au pointx est
l’application linéaireDf(x) qui àh ∈ IR associeDf(x)(h) = cosx h. La différentielle def est l’application de
IR dansL(IR, IR), qui àx associeDf(x) (qui est donc elle même une application linéaire).

Cas oùE = IRn et F = IRp Soit f : IRn → IRp, x ∈ IRn et supposons quef est différentiable enx ; alors
Df(x) ∈ L(IRn, IRp) ; par caractérisation d’une application linéaire deIRp dansIRn, il existe une unique matrice
Jf (x) ∈Mp,n(IR) telle que

Df(x)(y)︸ ︷︷ ︸
∈IRp

= Jf (x)y︸ ︷︷ ︸
∈IRp

, ∀y ∈ IRn.

On confond alors souvent l’application linéaireDf(x) ∈ L(IRn, IRp) avec la matriceJf (x) ∈ Mp,n(IR) qui la
représente, qu’on appellematrice jacobiennedef au pointx et qu’on noteJf . On écrit donc :

Jf (x) = Df(x) = (ai,j)1≤i≤p,1≤j≤n oùai,j = ∂jfi(x),

∂j désignant la dérivée partielle par rapport à laj-ème variable.
Notons que sin = p = 1, la fonctionf est deIR dansIR et la matrice jacobienne enx n’est autre que la dérivée
enx : Jf (x) = f ′(x). On confond dans cette écriture la matriceJf (x) qui est de taille1× 1 avec le scalairef ′(x).

Exemple 2.3. Prenonsn = 3 etp = 2 ; soit f : IR3 → IR2 définie par :

f(x) =




x21 + x32 + x43

2x1 − x2


 , ∀x =



x1
x2
x3




Soith ∈ IR3 de composantes(h1, h2, h3). Pour calculer la différentielle def (enx appliquée àh), on peut calculer
f(x+ h)− f(x) :

f(x+ h)− f(x) =



(x1 + h1)

2 − x21 + (x2 + h2)
3 − x32 + (x3 + h3)

4 − x43

2(x1 + h1)− 2x1 − 2(x2 + h2) + 2x2




=



2x1h1 + h21 +

′ 3x22h2 + 3x2h
2
2 + h32 +−4x33h3 +−4x23h23 + h43

2h1 − 2 + h2




et on peut ainsi vérifier l’égalité(2.2)avec :

Df(x)h =

[
2x1h1 + 3x22h2 + 4x33h3

2h1 − h2

]
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et donc, avec les notations précédentes,

Jf (x) =

[
2x1 3x22 4x33
2 −1 0

]

Bien sûr, dans la pratique, on n’a pas besoin de calculer la différentielle en effectuant la différencef(x+h)−f(x).
On peut directement calculer les dériées partielles pour calculer la matrice jacobienneJf .

Cas oùE = IRn, F = IR C’est en fait un sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’on est ici dans le casp = 1.
Soit x ∈ IRn et f une fonction deE dansF différentiable enx ; on a doncJf (x) ∈ M1,n(IR) : Jf est une
matrice ligne. On définit legradient def enx comme le vecteur deIRn dont les composantes sont les coefficients
de la matrice colonne(Jf (x))t, ce qu’on écrit, avec un abus de notation,∇f(x) = (Jf (x))

t ∈ IRn. (L’abus de
notation est dû au fait qu’à gauche, il s’agit d’un vecteur deIRn, et à droite, une matricen× 1, qui sont des objets
mathématiques différents, mais qu’on identifie pour alléger les notations). Pour(x, y) ∈ (IRn)2, on a donc

Df(x)(y) = Jf (x)y =

n∑

j=i

∂jf(x)yj = ∇f(x) · y où∇f(x) =



∂1f(x)

...
∂nf(x)


 ∈ IRn.

Attention, lorsque l’on écritJf (x)y il s’agit d’un produit matrice vecteur, alors que lorsqu’on écrit∇f(x) · y, il
s’agit duproduit scalaire entre les vecteurs∇f(x) ety, qu’on peut aussi écrire∇(f(x))ty.

Cas oùE est un espace de Hilbert etF = IR. On généralise ici le cas présenté au paragraphe précédent. Soit
f : E → IR différentiable enx ∈ E. Alors Df(x) ∈ L(E, IR) = E′, oùE′ désigne le dual topologique de
E, c.à.d. l’ensemble des formes linéaires continues surE. Par le théorème de représentation de Riesz, il existe un
uniqueu ∈ E tel queDf(x)(y) = (u|y)E pour touty ∈ E, où(.|.)E désigne le produit scalaire surE. On appelle
encore gradient def enx ce vecteuru. On a doncu = ∇f(x) ∈ E et poury ∈ E,Df(x)(y) = (∇f(x)|y)E .

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne.

Revenons maintenant au cas général de deux espaces vectoriels normésE et F , et supposons maintenant que
f ∈ C2(E,F ). Le fait quef ∈ C2(E,F ) signifie queDf ∈ C1(E,L(E,F )). Par définition, on aD2f(x) ∈
L(E,L(E,F )) et donc poury ∈ E, D2f(x)(y) ∈ L(E,F ), et pourz ∈ E, D2f(x)(y)(z) ∈ F.
Considérons maintenant le cas particulierE = IRn etF = IR. On a :

f ∈ C2(IRn, IR)⇔
[
f ∈ C1(IRn, IR) et∇f ∈ C1(IRn, IRn)

]
.

et
D2f(x) ∈ L(IRn,L(IRn, IR))

Mais à toute application linéaireϕ ∈ L(IRn,L(IRn, IR)), on peut associer de manière unique une forme bilinéaire
φ surIRn de la manière suivante :

φ :IRn × IRn → IR (2.3)

(u, v) 7→ φ(u, v) = (ϕ(u))︸ ︷︷ ︸
∈L(IRn,IR)

(v)︸︷︷︸
∈IRn

. (2.4)

On dit qu’il existe une isométrie canonique (un isomorphisme qui conserve la norme) entre l’espace vectoriel
norméL(IRn,L(IRn, IR)) et l’espace des formes bilinéaires surIRn.
On appelle matrice hessienne def et on noteHf (x) la matrice de la forme bilinéaire ainsi assocíée à l’application
linéaireD2f(x) ∈ L(IRn,L(IRn, IR)).
On a doncD2f(x)(y)(z) = ytHf (x)z. La matrice hessienneHf (x) peut se calculer à l’aide des dérivées par-
tielles :Hf (x) = (bi,j)i,j=1...N ∈ Mn(IR) où bi,j = ∂2i,jf(x) et ∂2i,j désigne la dérivée partielle par rapport
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à la variablei de la dérivée partielle par rapport à la variablej. Notons que par définition (toujours avec l’abus
de notation qui consiste à identifier les applications linéaires avec les matrices qui les représentent),Dg(x) est la
matrice jacobienne deg = ∇f enx.

Remarque 2.4(Sur les différentielles, gradient et Hessienne). Pour définir la différentielle d’une fonctionf d’un
expace vectoriel de dimension finieE dansIR, on a besoin d’une norme surE.
Si f est différentiable enx ∈ E, pour définir le gradient def enx, on a besoin d’un produit scalaire surE pour
pouvoir utiliser le théorème de representation de Riesz mentionné plus haut. Le gradient est défini de manière
unique par le produit scalaire, mais ses composantes dépendent de la base choisie.
Enfin, sif est deux fois différentiable enx ∈ E, on a besoin d’une base deE pour définir la matrice hessienne en
x, et cette matrice hessienne dépend de la base choisie.

2.2 Les méthodes de point fixe

2.2.1 Point fixe de contraction

Soitg ∈ C(IRn, IRn), on définit la fonctionf ∈ C(IRn, IRn) parf(x) = x− g(x). On peut alors remarquer que
g(x) = 0 si et seulement sif(x) = x. Résoudre le système non linéaire (2.1) revient donc à trouver un point fixe
def . Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. . . On rappelle lethéorème de point fixe bien connu :

Théorème 2.5(Point fixe). SoitE un espace métrique complet,d la distance surE, etf : E → E une fonction
strictement contractante, c’est–à–dire telle qu’il existe κ ∈]0, 1[ tel qued(f(x), f(y)) ≤ κd(x, y) pour tout
x, y ∈ E. Alors il existe un unique point fixēx ∈ E qui vérifief(x̄) = x̄. De plus six(0) ∈ E, etx(k+1) = f(x(k)),
∀k ≥ 0, alorsx(k) → x̄ quandn+∞.

DÉMONSTRATION– Etape 1 : Existence dēx et convergence de la suite
Soitx(0) ∈ E et (x(k))k∈IN la suite définie parx(k+1) = f(x(k)) pourk ≥ 0. On va montrer que :

1. la suite(x(k))n∈IN est de Cauchy (donc convergente carE est complet),

2. lim
n→+∞

x(k) = x̄ est point fixe def .

Par hypothèse, on sait que pour toutk ≥ 1,

d(x(k+1), x(k)) = d(f(x(k)), f(x(k−1))) ≤ κd(x(k), x(k−1)).

Par récurrence surk, on obtient que

d(x(k+1), x(k)) ≤ κkd(x(1), x(0)), ∀k ≥ 0.

Soitk ≥ 0 etp ≥ 1, on a donc :

d(x(k+p), x(k)) ≤ d(x(k+p), x(k+p−1)) + · · ·+ d(x(k+1), x(k))

≤
p∑

q=1

d(x(k+q), x(k+q−1))

≤
p∑

q=1

κk+q−1d(x(1), x(0))

≤ d(x(1), x(0))κk(1 + κ+ . . .+ κp−1)

≤ d(x(1), x(0))
κk

1− κ
−→ 0 quandk → +∞ carκ < 1.

La suite(x(k))k∈IN est donc de Cauchy,i.e. :

∀ε > 0, ∃kε ∈ IN ; ∀k ≥ kε, ∀ p ≥ 1 d(x(k+p), x(k)) ≤ ε.
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CommeE est complet, on a doncx(k) −→ x̄ dansE quandk → +∞. Comme la fonctionf est strictement
contractante, elle est continue, donc on a aussif(x(k)) −→ f(x̄) dansE quandk → +∞. En passant à la limite
dans l’égalitéx(k+1) = f(x(k)), on en déduit quēx = f(x̄).

Etape 2 : Unicité
Soit x̄ et ȳ des points fixes def , qui satisfont donc̄x = f(x̄) et ȳ = f(ȳ). Alors d(f(x̄), f(ȳ)) = d(x̄, ȳ) ≤
κd(x̄, ȳ) ; commeκ < 1, ceci est impossible sauf six̄ = ȳ.

La méthode du point fixe s’appelle aussi méthode des itérations successives. Dans le cadre de ce cours, nous
prendronsE = IRn, et la distance associée à la norme euclidienne, que nous noterons| · |.

∀(x,y) ∈ IRn × IRn avecx = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn), d(x,y) = |x− y| =
(

n∑

i=1

(xi − yi)2
) 1

2

.

A titre d’illustration, essayons de la mettre en oeuvre pourtrouver les points fixes de la fonctionx 7→ x2.

1

1

1 1

f(x(0))

y = x

y = x2

x(2)x(3) x(1) x(0)

y = x2y = x

yy

x(2) xx x(0)x(1)

f(x(0))

f(x(1))

f(x(2))

f(x(2))

f(x(1))

FIGURE 2.1: Comportement des itérés successifs du point fixe pourx 7→ x2– A gauche :x(0) < 1, à droite :
x(0) > 1.

Pour la fonctionx 7→ x2, on voit sur la figure 2.1, côté gauche, que si l’on part dex = x(0) < 1, la méthode
converge rapidement vers 0 ; or la fonctionx 7→ x2 n’est strictement contractante que sur l’intervalle] − 1

2 ,
1
2 [.

Donc six = x(0) ∈]− 1
2 ,

1
2 [, on est dans les conditions d’application du théorème du point fixe. Mais en fait, la suite

(x(k))n∈IN définie par le point fixe converge pour toutx(0) ∈]− 1, 1[ ; ceci est très facile à voir carx(k) = (x(k))2

et on a donc convergence vers 0 si|x| < 1.
Par contre si l’on part dex(0) > 1 (à droite sur la figure 2.1), on diverge rapidement : mais riende surprenant à
cela, puisque la fonctionx 7→ x2 n’est pas contractante sur[1,+∞[
Dans le cas de la fonctionx 7→ √x, on voit sur la figure 2.2 que les itérés convergent vers 1 que l’on parte à
droite ou à gauche dex = 1 ; on peut même démontrer (exercice) que six(0) > 0, la suite(x)n∈IN converge vers
1 lorsquek → +∞. Pourtant la fonctionx 7→ √x n’est contractante que pourx > 1

4 ; mais on n’atteint jamais
le point fixe 0, ce qui est moral, puisque la fonction n’est pascontractante en 0. On se rend compte encore sur cet
exemple que le théorème du point fixe donne une condition suffisante de convergence, mais que cette condition
n’est pas nécessaire.
Remarquons que l’hypothèse quef envoieE dansE est cruciale. Par exemple la fonctionf : x 7→ 1

x est lipschit-
zienne de rapportk < 1 sur[1 + ε,+∞[ pour toutε > 0 mais elle n’envoie pas[1 + ε,+∞[ dans[1 + ε,+∞[. La
méthode du point fixe à partir du choix initialx 6= 1 donne la suitex, 1

x , x,
1
x , . . . , x,

1
x qui ne converge pas.

Remarque 2.6(Vitesse de convergence). Sous les hypothèses du théorème 2.5,d(x(k+1), x̄) = d(f(x(k)), f(x̄)) ≤
kd(x(k), x̄); donc six(k) 6= x̄ alors d(x(k+1),x̄)

d(x(k),x̄)
≤ k (< 1), voir à ce sujet la définition 2.14. La convergence est

donc au moins linéaire (même si de fait, cette méthode converge en général assez lentement).
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f(x̃(2))

x̃(1)x(1)x(0)
y = x

y =
√
x

x̃(2)

f(x(2))
f(x(1))

f(x(0))

x̃(0)

f(x̃(0))

f(x̃(1))

FIGURE 2.2: Comportement des itérés successifs du point fixe pourx 7→ √x

Remarque 2.7(Généralisation). Le théorème 2.5 se généralise en remplaçant l’hypothèse “f strictement contrac-
tante" par “ il existek > 0 tel quef (k) = f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

est strictement contractante ” (reprendre la démonstra-

tion du théorème pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire pour résoudreg(x) = 0 si la méthode du point fixe
appliquée à la fonctionx 7→ x − g(x) ne converge pas ? Dans ce cas,f n’est pas strictement contractante ; une
idée possible est de pondérer la fonctiong par un paramètreω 6= 0 et d’appliquer les itérations de point fixe à la
fonctionfω(x) = x− ωg(x) ; on remarque là encore quex est encore solution du système (2.1) si et seulement si
x est point fixe defω(x). On aimerait dans ce cas trouverω pour quefω soit strictement contractante, c.à.d. pour
que

|fω(x) − fω(y)| = |x− y − ω(g(x)− g(y))| ≤ κ|x− y| pour(x, y) ∈ IRn × IRn, avecκ < 1.

Or

|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 =
(
x− y − ω(g(x)− g(y))

)
·
(
x− y − ω(g(x)− g(y))

)

= |x− y|2 − 2(x− y) · (ω(g(x) − g(y))) + ω2|g(x)− g(y)|2.

Supposons queg soit lipschitzienne, et soitM > 0 sa constante de Lipschitz :

|g(x)− g(y)| ≤M |x− y|, ∀x, y ∈ IRn. (2.5)

On a donc

|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 ≤ (1 + ω2M2)|x − y|2 − 2(x− y) · (ω(g(x)− g(y)))

Or on veut|x− y − ω(g(x) − g(y))|2 ≤ κ|x − y|2, avecκ < 1. On a donc intérêt à ce que le terme−2(x− y) ·
(ω(g(x)− g(y))) soit de la forme−a|x− y|2 aveca strictement positif. Pour obtenir ceci, on va supposer de plus
que :

∃α > 0 tel que(g(x)− g(y)) · (x− y) ≥ α|x− y|2, ∀x, y ∈ IRn, (2.6)

On obtient alors :
|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 ≤ (1 + ω2M2 − 2ωα)|x− y|2.

Et donc siω ∈]0, 2α
M2 [, le polynômeω2M2 − 2ωα est strictement négatif : soit−µ (noter queµ ∈]0, 1[) et on

obtient que
|x− y − ω(g(x)− g(y))|2 ≤ (1− µ)|x− y|2.

On peut donc énoncer le théorème suivant :
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Théorème 2.8(Point fixe de contraction avec relaxation). On désigne par| · | la norme euclidienne surIRn. Soit
g ∈ C(IRn, IRn) lipschitzienne de constante de LipschitzM > 0, et telle que(2.6) est vérifiée : alors la fonction

fω : x 7→ x − ωg(x) est strictement contractante si0 < ω <
2α

M2
. Il existe donc un et un seul̄x ∈ IRn tel que

g(x̄) = 0 etx(k) → x̄ quandn→ +∞ avecx(k+1) = fω(x
(k)) = x(k) − ωg(x(k)).

Remarque 2.9.Le théorème 2.8 permet de montrer que sous les hypothèses(2.6)et (2.5), et pourω ∈]0, 2α
M2 [, on

peut obtenir la solution de(2.1)en construisant la suite :

{
x(k+1) = x(k) − ωg(x(k)) n ≥ 0,
x(0) ∈ IRn.

(2.7)

Or on peut aussi écrire cette suite de la manière suivante :

{
x̃(k+1) = f(x(k)), ∀n ≥ 0
x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1 − ω)x(k), x(0) ∈ IRn.

(2.8)

En effet six(k+1) est donné par la suite(2.8), alors

x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1 − ω)x(k) = ωf(x(k)) + (1− ω)x(k) = −ωg(x(k)) + x(k).

Le procédé de construction de la suite(2.8)est l’algorithme de relaxation surf .

La proposition suivante donne une condition suffisante pourqu’une fonction vérifie les hypothèses (2.6) et (2.5).

Proposition 2.10. Soith ∈ C2(IRn, IR), et(λi)i=1,n les valeurs propres de la matrice hessienne deh. On suppose
qu’il existe des réels strictement positifsα etM tels que

α ≤ λi(x) ≤M, ∀i ∈ {1 . . . n}, ∀x ∈ IRn.

(Notons que cette hypothèse est plausible puisque les valeurs propres de la matrice hessienne sont réelles). Alors
la fonctiong = ∇h (gradient deh) vérifie les hypothèses(2.6)et (2.5)du théorème 2.8.

DÉMONSTRATION– Montrons d’abord que l’hypothèse (2.6) est vérifiée. Soit(x, y) ∈ (IRn)2, on veut montrer que
(g(x)− g(y)) · (x− y) ≥ α|x− y|2. On introduit pour cela la fonctionϕ ∈ C1(IR, IRn) définie par :

ϕ(t) = g(x+ t(y − x)).

On a donc

ϕ(1)− ϕ(0) = g(y)− g(x) =

∫ 1

0

ϕ′(t)dt.

Orϕ′(t) = Dg(x+ t(y − x))(y − x). Donc

g(y)− g(x) =

∫ 1

0

Dg(x+ t(y − x))(y − x)dt.

On en déduit que :

(g(y)− g(x)) · (y − x) =

∫ 1

0

(Dg(x+ t(y − x))(y − x) · (y − x)) dt.

Commeλi(x) ∈ [α,M ] ∀i ∈ {1, . . . , n}, on a

α|w|2 ≤ Dg(z)w · w ≤M |w|2 pour toutw, z ∈ IRn

On a donc :

(g(y)− g(x)) · (y − x) ≥
∫ 1

0

α|y − x|2dt = α|y − x|2

ce qui montre que l’hypothèse (2.6) est bien vérifiée.
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Montrons maintenant que l’hypothèse (2.5) est vérifiée. On veut montrer que|g(y)− g(x)| ≤M |y − x|. Comme

g(y)− g(x) =

∫ 1

0

Dg(x+ t(y − x))(y − x)dt,

on a

|g(y)− g(x)| ≤
∫ 1

0

|Dg(x+ t(y − x))(y − x)|dt

≤
∫ 1

0

|Dg(x+ t(y − x))||y − x|dt,

où |.| est la norme surMn(IR) induite par la norme euclidienne surIRn.

Or, commeλi(x) ∈ [α,M ] pour touti = 1, . . . , n, la matriceDg(x+ t(y − x)) est symétrique définie positive et donc,
d’après la proposition 1.30 page 62, son rayon spectral est égal à sa norme, pour la norme induite par la norme euclidienne.
On a donc :

|Dg(x+ t(y − x)| = ρ(Dg(x+ t(y − x)) ≤M.

On a donc ainsi montré que :|g(y)− g(x)| ≤M |y − x|, ce qui termine la démonstration.

2.2.2 Point fixe de monotonie

Dans de nombreux cas issus de la discrétisation d’équationsaux dérivées partielles, le problème de résolution d’un
problème non linéaire apparaît sous la formeAx = R(x) où A est une matrice carrée d’ordren inversible, et
R ∈ C(IRn, IRn). On peut le réécrire sous la formex = A−1R(x) et appliquer l’algorithme de point fixe sur la
fonctionf : x 7→ A−1Rx, ce qui donne comme itération :x(k+1) = A−1R(x(k)). Si on pratique un point fixe
avec relaxation, dont le paramètre de relaxationω > 0, alors l’itération s’écrit :

x̃(k+1) = A−1R(x(k)), x(k+1) = ωx̃(k+1) + (1− ω)x(k).

Si la matriceA possède une propriété dite “de monotonie”, on peut montrer la convergence de l’algorithme du
point fixe ; c’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 2.11(Point fixe de monotonie).
SoientA ∈Mn(IR) etR ∈ C(IRn, IRn). On suppose que :

1. la matriceA est une matrice d’inverse positive, ou IP–matrice voir exercice 8), c.à.d. queA est inversible et
tous les coefficients deA−1 sont positifs ou nuls, ce qui est équivalent à dire que :

Ax ≥ 0⇒ x ≥ 0,

au sens composante par composante, c’est-à-dire

(
(Ax)i ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n

)
⇒
(
xi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n

)
.

2. R est monotone, c.à.d. que six ≥ y (composante par composante) alorsR(x) ≥ R(y) (composante par
composante).

3. 0 est une sous-solution du problème, c’est-à-dire que0 ≤ R(0) et il existex̃ ∈ IRn ; x̃ ≥ 0 tel quex̃ est une
sur-solution du problème, c’est-à-dire queAx̃ ≥ R(x̃).

On posex(0) = 0 etAx(k+1) = R(x(k)). On a alors :

1. 0 ≤ x(k) ≤ x̃, ∀k ∈ IN,

2. x(k+1) ≥ x(k), ∀k ∈ IN,

3. x(k) → x̄ quandk → +∞ etAx̄ = R(x̄).
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DÉMONSTRATION– CommeA est inversible la suite(x(k))n∈IN vérifiant
{
x(0) = 0,

Ax(k+1) = R(x(k)), k ≥ 0

est bien définie. On va montrer par récurrence surk que0 ≤ x(k) ≤ x̃ pour toutk ≥ 0 et quex(k) ≤ x(k+1) pour tout
k ≥ 0.

1. Pourk = 0, on ax(0) = 0 et donc0 ≤ x(0) ≤ x̃ etAx(1) = R(0) ≥ 0. On en déduit quex(1) ≥ 0 grâce aux
hypothèses 1 et 3 et doncx(1) ≥ x(0) = 0.

2. On suppose maintenant (hypothèse de récurrence) que0 ≤ x(p) ≤ x̃ etx(p) ≤ x(p+1) pour toutp ∈ {0, . . . , n−1}.

On veut montrer que0 ≤ x(k) ≤ x̃ et quex(k) ≤ x(k+1). Par hypothèse de récurrence pourp = k − 1, on sait que
x(k) ≥ x(k−1) et quex(k−1) ≥ 0. On a doncx(k) ≥ 0. Par hypothèse de récurrence, on a également quex(k−1) ≤ x̃
et grâce à l’hypothèse 2, on a doncR(x(k−1)) ≤ R(x̃). Par définition de la suite(x(k))n∈IN, on aAx(k) =
R(x(k−1)) et grâce à l’hypothèse 3, on sait queAx̃ ≥ R(x̃). On a donc :A(x̃− x(k)) ≥ R(x̃) −R(x(k−1)) ≥ 0.
On en déduit alors (grâce à l’hypothèse 1) quex(k) ≤ x̃.

De plus, commeAx(k) = R(x(k−1)) etAx(k+1) = R(x(k)), on aA(x(k+1) − x(k)) = R(x(k))−R(x(k−1)) ≥ 0
par l’hypothèse 2, et donc grâce à l’hypothèse 1,x(k+1) ≥ x(k).

On a donc ainsi montré (par récurrence) que

0 ≤ x(k) ≤ x̃, ∀k ≥ 0

x(k) ≤ x(k+1), ∀k ≥ 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composante, c.à.d. que six(k) = (x
(k)
1 . . . x

(k)
n )t ∈ IRn et x̃ = (x̃1 . . . x̃n)

t ∈
IRn, alors0 ≤ x

(k)
i ≤ x̃i etx(k)

i ≤ x
(k+1)
i , ∀i ∈ {1, . . . , n}, et∀k ≥ 0.

Soit i ∈ {1, . . . , n} ; la suite(x(k)
i )n∈IN ⊂ IR est croissante et majorée parx̃i donc il existex̄i ∈ IR tel que x̄i =

lim
k→+∞

x
(k)
i . Si on posēx = (x̄1 . . . x̄n)

t ∈ IRn, on a doncx(k) −→ x̄ quandk → +∞.

Enfin, commeAx(k+1) = R(x(k)) et commeR est continue, on obtient par passage à la limite lorsquek → +∞ que
Ax̄ = R(x̄) et que0 ≤ x̄ ≤ x̃.

L’hypothèse 1 du théorème 2.11 est vérifiée par exemple par les matricesA qu’on a obtenues par discrétisation par
différences finies des opérateurs−u′′ sur l’intervalle]0, 1[ (voir page 11 et l’exercice 47) et∆u sur ]0, 1[×]0, 1[
(voir page 14).

Théorème 2.12(Généralisation du précédent).
SoitA ∈Mn(IR), R ∈ C1(IRn, IRn), R = (R1, . . . , Rn)

t tels que

1. Pour toutβ ≥ 0 et pour toutx ∈ IRn,Ax+ βx ≥ 0⇒ x ≥ 0

2.
∂Ri

∂xj
≥ 0, ∀i, j t.q. i 6= j (Ri est monotone croissante par rapport à la variablexj si j 6= i) et ∃γ > 0,

−γ ≤ ∂Ri

∂xi
≤ 0, ∀x ∈ IRn, ∀i ∈ {1, . . . , n} (Ri est monotone décroissante par rapport à la variablexi).

3. 0 ≤ R(0) (0 est sous-solution) et∃x̃ ≥ 0 tel queA(x̃) ≥ R(x̃) (x̃ est sur-solution).

Soientx(0) = 0, β ≥ γ, et (x(k))n∈IN la suite définie parAx(k+1) + βx(k+1) = R(x(k)) + βx(k). Cette suite
converge vers̄x ∈ IRn etAx̄ = R(x̄). De plus,0 ≤ x(k) ≤ x̃ ∀n ∈ IN etx(k) ≤ x(k+1), ∀n ∈ IN.

DÉMONSTRATION– On se ramène au théorème précédent avecA+βId au lieu deA etR+β au lieu deR.

Remarque 2.13(Point fixe de Brouwer). On s’est intéressé ici uniquement à des théorèmes de point fixe “construc-
tifs", i.e. qui donnent un algorithme pour le déterminer. Ilexiste aussi un théorème de point fixe dansIRn avec des
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hypothèses beaucoup plus générales (mais le théorème est non constructif), c’est le théorème de Brouwer3 : si f
est une fonction continue de la boule unité deIRn dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la boule
unité.

2.2.3 Vitesse de convergence

Définition 2.14 (Vitesse de convergence). Soit(x(k))n∈IN ∈ IRn et x̄ ∈ IRn. On suppose quex(k) → x̄ lorsque
k → +∞, que la suite est non stationnaire, c.à.d. quex(k) 6= x̄ pour toutk ∈ IN, et que

lim
k→+∞

‖x(k+1) − x̄‖
‖x(k) − x̄‖ = β ∈ [0, 1]. (2.9)

On s’intéresse à la “vitesse de convergence" de la suite(x(k))n∈IN . On dit que :

1. La convergence estsous–linéairesi β = 1.

2. La convergence estau moins linéairesi β ∈ [0, 1[.

3. La convergenceest linéairesi β ∈]0, 1[.
4. La convergence estsuper linéairesi β = 0. Dans ce cas, on dit également que :

(a) La convergence estau moins quadratiques’il existeγ ∈ IR+ et il existen0 ∈ IN tels que sik ≥ n0

alors‖x(k+1) − x̄‖ ≤ γ‖x(k) − x̄‖2.
(b) La convergence estquadratique si

lim
k→+∞

‖x(k+1) − x̄‖
‖x(k) − x̄‖2 = γ > 0.

Plus généralement, on dit que :

(a) La convergence estau moins d’ordre p s’il existeγ ∈ IR+ et il existek0 ∈ IN tels que sik ≥ k0
alors‖x(k+1) − x̄‖ ≤ γ‖x(k) − x̄‖p.

(b) La convergence estd’ordre p si

lim
n→+∞

‖x(k+1) − x̄‖
‖x(k) − x̄‖p = γ > 0.

Remarque 2.15(Sur la vitesse de convergence des suites).

– Remarquons d’abord que si une suite(x(k))n∈IN ∈ IRn converge vers̄x ∈ IRn lorsquen tend vers l’infini,
alors on a forcémentβ ≤ 1 dans(2.9). En effet, si la suite vérifie(2.9) avecβ > 1, alors il existek0 ∈ IN
tel que sik ≥ k0, |xn − x̄| ≥ |xk0 − x̄| pour toutk ≥ k0, ce qui contredit la convergence.

– Quelques exemples de suites qui convergent sous-linéairement :xk = 1√
k

, xk = 1
k , mais aussi, de manière

moins intuitive :xk = 1
k2 . Toutes ces suites vérifient l’égalité(2.9)avecβ = 1.

– Attention donc, contrairement à ce que pourrait suggérer son nom, la convergence linéaire (au sens donné
ci-dessus), est déjà une convergence très rapide. Les suites géométriques définies parxk = βk avecβ ∈]0, 1[
sont des suites qui convergent linéairement (vers 0), car elles verifient évidemment bien(2.9)avecβ ∈]0, 1[.

– la convergence quadratique est encore plus rapide ! Par exemple la suite définie parxk+1 = x2k converge de
manière quadratique pour un choix initialx0 ∈]−1, 1[. Mais si par malheur le choix initial est en dehors de
cet intervalle, la suite diverge alors très vite... de manière exponentielle, en fait, puisquexk = exp(k lnx0).

3. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien néerlandais.
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C’est le cas de la méthode de Newton, que nous allons introduire maintenant. Lorsqu’elle converge, elle
converge très vite (nous démontrerons que la vitesse de convergence est quadratique). Mais lorsqu’elle
diverge, elle diverge aussi très vite...

Pour construire des méthodes itératives qui convergent “super vite", nous allons donc essayer d’obtenir des vitesses
de convergence super linéaires. C’est dans cet esprit que nous étudions dans la proposition suivante des conditions
suffisantes de convergence de vitesse quadratique pour une méthode de type point fixe, dans le cas d’une fonction
f deIR dansIR.

Proposition 2.16(Vitesse de convergence d’une méthode de point fixe). Soitf ∈ C1(IR, IR) ; on suppose qu’il
existex̄ ∈ IR tel quef(x̄) = x̄. On construit la suite

x(0) ∈ IR

x(k+1) = f(x(k)).

1. Si on suppose quef ′(x̄) 6= 0 et |f ′(x̄)| < 1, alors il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα = [x̄− α, x̄+ α] on a
x(k) → x̄ lorsquek → +∞. De plus six(k) 6= x̄ pour toutn ∈ IN, alors

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄| → |f

′(x̄)| = β avecβ ∈]0, 1[.

La convergence est donc linéaire.

2. Si on suppose maintenant quef ′(x̄) = 0 et f ∈ C2(IR, IR), alors il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα =
[x̄− α, x̄+ α], alorsx(k) → x̄ quandk → +∞, et six(k) 6= x̄, ∀n ∈ IN alors

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄|2 → β =

1

2
|f ′′(x̄)|.

Dans ce cas, la convergence est donc au moins quadratique.

DÉMONSTRATION–
1. Supposons que|f ′(x̄)| < 1, et montrons qu’il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα alorsx(k) → x̄. Commef ∈
C1(IR, IR) il existeα > 0 tel queγ = maxx∈Iα |f ′(x)| < 1 ( par continuité def ′).
On va maintenant montrer quef : Iα → Iα est strictement contractante, on pourra alors appliquer lethéorème du
point fixe àf|Iα , (Iα étant fermé), pour obtenir quex(k) → x̄ où x̄ est l’unique point fixe def|Iα.
Soitx ∈ Iα ; montrons d’abord quef(x) ∈ Iα : commef ∈ C1(IR, IR), il existeξ ∈]x, x̄[ tel que|f(x) − x̄| =
|f(x) − f(x̄)| = |f ′(ξ)||x − x̄| ≤ γ|x − x̄| < α, ce qui prouve quef(x) ∈ Iα. On vérifie alors quef|Iα
est strictement contractante en remarquant que pour tousx, y ∈ Iα, x < y, il existe ξ ∈]x, y[(⊂ Iα) tel que
|f(x)− f(y)| = |f ′(ξ)||x− y| ≤ γ|x− y| avecγ < 1. On a ainsi montré quex(k) → x̄ si x(0) ∈ Iα.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite.Supposons quef ′(x̄) 6= 0 etx(k) 6= x̄ pour toutn ∈ IN.
Commex(k+1) = f(x(k)) et x̄ = f(x̄), on a|x(k+1) − x̄| = |f(x(k)) − f(x̄)|. Commef ∈ C1(IR, IR), il existe
ξn ∈]x(k), x̄[ ou ]x̄, x(k)[, tel quef(x(k))− f(x̄) = f ′(ξk)(x

(k) − x̄). On a donc

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄| = |f ′(ξk)| −→ |f ′(x̄)| carx(k) → x̄ etf ′ est continue.

On a donc une convergence linéaire.

2. Supposons maintenant quef ∈ C2(IR, IR) et f ′(x̄) = 0. On sait déjà par ce qui précède qu’il existeα > 0 tel que
si x(0) ∈ Iα alorsx(k) → x̄ lorsquek → +∞. On veut estimer la vitesse de convergence ; on suppose pour cela
quex(k) 6= x̄ pour toutn ∈ IN. Commef ∈ C2(IR, IR), il existeξk ∈]x(k), x̄[ tel que

f(x(k))− f(x̄) = f ′(x̄)(x(k) − x̄) +
1

2
f ′′(ξk)(x

(k) − x̄)2.

On a donc :x(k+1) − x̄ = 1
2
f ′′(ξk)(x

(k) − x̄)2 ce qui entraîne, par continuité def ′′, que

|x(k+1) − x̄|
|x(k) − x̄|2 =

1

2
|f ′′(ξk)| −→ 1

2
|f ′′(x̄)| quandk → +∞.

La convergence est donc quadratique.
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2.2.4 Méthode de Newton dansIR

On va étudier dans le paragraphe suivant la méthode de Newtonpour la résolution d’un système non linéaire. (En
fait, il semble que l’idée de cette méthode revienne plutôt àSimpson4 Donnons l’idée de la méthode de Newton
dans le casn = 1 à partir des résultats de la proposition précédente. Soitg ∈ C3(IR, IR) et x̄ ∈ IR tel que
g(x̄) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite(x(k))n∈IN ⊂ IRn qui converge vers̄x de manière
quadratique. On pose

f(x) = x− h(x)g(x) avech ∈ C2(IR, IR) tel queh(x) 6= 0 ∀x ∈ IR,

et on a donc
f(x) = x⇔ g(x) = 0.

Si par miraclef ′(x̄) = 0, la méthode de point fixe surf va donner (pourx(0) ∈ Iα donné par la proposition 2.16)
(x(k))n∈IN tel quex(k) → x̄ de manière au moins quadratique. Or on af ′(x) = 1 − h′(x)g(x) − g′(x)h(x) et

doncf ′(x̄) = 1− g′(x̄)h(x̄). Il suffit donc de prendreh tel queh (x̄) =
1

g′(x̄)
. Ceci est possible sig′(x̄) 6= 0.

En résumé, sig ∈ C3(IR, IR) est telle queg′(x) 6= 0 ∀x ∈ IR etg(x̄) = 0, on peut construire, pourx assez proche
dex̄, la fonctionf ∈ C2(IR, IR) définie par

f(x) = x− g(x)

g′(x)
.

Grâce à la proposition 2.16, il existeα > 0 tel que six(0) ∈ Iα alors la suite définie par

x(k+1) = f(x(k)) = x(k) − g(x(k))

g′(x(k))

converge vers̄x de manière au moins quadratique.

Remarquons que dans le casn = 1, la suite de Newton peut s’obtenir naturellement en remplaçant l’équation
g(x) = 0 parg(x(k+1)) = 0, etg(x(k+1)) par le développement limité enxk :

g(x(k+1)) = g(x(k))g′(x(k))(x(k+1) − x(k)) + |x(k+1) − x(k)|ǫ(x(k+1) − x(k)).

C’est le plus sûr moyen mnémotechnique pour retrouver l’itération de Newton :

g(x(k)) + g′(x(k))(x(k+1) − x(k)) = 0 ou encoreg′(x(k))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)). (2.10)

Comparons sur un exemple les méthodes de point fixe et de Newton. On cherche le zéro de la fonctiong : x 7→ x2−
3 surIR+. Notons en passant que la construction de la suitex(k) par point fixe ou Newton permet l’approximation
effective de

√
3. Si on applique le point fixe standard, la suitex(k) s’écrit

x(0) donné,

x(k+1) = x(k) − (x(k))2 + 3.

Si on applique le point fixe avec paramètre de relaxationω, la suitex(k) s’écrit

x(0) donné,

x(k+1) = −x(k) + ω(−x(k))2 + 3)

4. Voir Nick Kollerstrom (1992).Thomas Simpson and “Newton’s method of approximation” : an enduring myth, The British Journal for
the History of Science, 25, pp 347-354 doi :10.1017/S0007087400029150 – Thomas Simpson est un mathématicien anglais du18-ème siècle
à qui on attribue généralement la méthode du même nom pour le calcul approché des intégrales, probablement à tort car celle-ci apparaît déjà
dans les travaux de Kepler deux siècles plus tôt !
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Si maintenant on applique la méthode de Newton, la suitex(k) s’écrit

x(0) donné,

x(k+1) = − (x(k))2 − 3

2x(k)
.

Comparons les suites produites par scilab à partir dex(0) = 1 par le point fixe standard, le point fixe avec relaxation
(ω = .1) et la méthode de Newton.

– point fixe standard :
1 3 - 3 - 9 - 87 - 7653 - 58576059 - 3.431D+15 - 1.177D+31

– point fixe avec relaxation :
1. 1.2 1.356 1.4721264 1.5554108 1.6134805 1.6531486 1.6798586 1.6976661 1.7094591
1.717234 1.7223448 1.7256976 1.7278944 1.7293325 1.7302734 1.7308888 1.7312912
1.7315543 1.7317263 1.7318387 1.7319122 1.7319602 1.7319916 1.7320121 1.73204
1.7320437 1.7320462 1.7320478 1.7320488 1.7320495 1.73205 1.7320503 1.7320504
1.7320506 1.7320507 1.7320507 1.7320507 1.7320508

– Newton :
1. 2. 1.75 1.7321429 1.7320508 1.7320508

Remarque 2.17(Attention à l’utilisation du théorème des accroissementsfinis. . . ). On a fait grand usage du
théorème des accroissements finis dans ce qui précède. Rappelons que sous la forme qu’on a utilisée, ce théorème
n’est valide que pour les fonctions deIR dansIR. On pourra s’en convaincre en considérant la fonction deIR dans
IR2 définie par :

ϕ(x) =

[
sinx
cosx

]
.

On peut vérifier facilement qu’il n’existe pas deξ ∈ IR tel queϕ(2π)− ϕ(0) = 2πϕ′(ξ).

2.2.5 Exercices

Enoncés

Exercice 69(Calcul différentiel). Suggestions en page 156, corrigé détaillé en page 156

Soitf ∈ C2(IRn, IR).
1. Montrer que pour toutx ∈ IRn, il existe un unique vecteura(x) ∈ IRn tel queDf(x)(h) = a(x) · h pour tout
h ∈ IRn.
Montrer que(a(x))i = ∂if(x).

2. On pose∇f(x) = (∂1f(x), . . . , ∂1f(x))
t. Soit ϕ l’application définie deIRn dansIRn parϕ(x) = ∇f(x).

Montrer queϕ ∈ C1(IRn, IRn) et queDϕ(x)(y) = A(x)y, oùA(x))i,j = ∂2i,jf(x).

Exercice 70(Calcul différentiel, suite). Corrigé en page 157

1. Soitf ∈ C2(IR2, IR) la fonction définie parf(x1, x2) = ax1 + bx2 + cx1x2, oùa, b, etc sont trois réels fixés.
Donner la définition et l’expression deDf(x),∇f(x),Df ,D2f(x),Hf (x).
2. Même question pour la fonctionf ∈ C2(IR3, IR) définie parf(x1, x2, x3) = x21 + x21x2 + x2 sin(x3).

Exercice 71(Point fixe dansIR). Corrigé en page 158

1. Etudier la convergence de la suite(x(k))n∈IN, définie parx(0) ∈ [0, 1] etx(k+1) = cos

(
1

1 + x(k)

)
.

2. SoitI = [0, 1], etf : x 7→ x4. Montrer que la suite des itérés de point fixe converge pour tout x ∈ [0, 1] et
donner la limite de la suite en fonction du choix initialx(0).
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Exercice 72(Point fixe et Newton). Corrigé détaillé en page 158.

1. On veut résoudre l’équation2xex = 1.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : x = 1
2e
−x.

(b) Ecrire l’algorithme de point fixe, et calculer les itérésx0, x1, x2 etx3 en partant depuisx0 = 1.

(c) Justifier la convergence de la méthode.

2. On veut résoudre l’équationx2 − 2 = 0.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : x = 2
x .

(b) Ecrire l’algorithme de point fixe, et tracer sur un graphique les itérésx0, x1, x2 et x3 en partant de
x0 = 1 etx0 = 2.

(c) Essayer ensuite le point fixe surx = x2+2
2x . Pas très facile à deviner, n’est ce pas ?

(d) Pour suivre les traces de Newton (ou plutôt Simpson, semble-t-il) : àxn connu, écrire le développement
limité deg(x) = x2 − 2 entrex(n) et x(n+1), remplacer l’équationg(x) = 0 parg(x(n+1)) = 0, et
g(x(n+1)) par le développement limité enxn+1 , et en déduire l’approximationx(n+1) = x(n) −
g(x(n))
g′(x(n))

. Retrouver ainsi l’itération de la question précédente (pour g(x) = x2 − 2).

Exercice 73(Méthode de monotonie). Suggestions en page 156, corrigé détaillé en page 159.

On suppose quef ∈ C1(IR, IR), f(0) = 0 et quef est croissante. On s’intéresse, pourλ > 0, au système non
linéaire suivant den équations àn inconnues (notéesu1, . . . , un) :

(Au)i = αif(ui) + λbi ∀i ∈ {1, . . . , n},
u = (u1, . . . , un)

t ∈ IRn,
(2.11)

oùαi > 0 pour touti ∈ {1, . . . , n}, bi ≥ 0 pour touti ∈ {1, . . . , n} etA ∈Mn(IR) est une matrice vérifiant

u ∈ IRn, Au ≥ 0⇒ u ≥ 0. (2.12)

On suppose qu’il existeµ > 0 t.q. (2.11) ait une solution, notéeu(µ), pourλ = µ. On suppose aussi queu(µ) ≥ 0.

Soit0 < λ < µ. On définit la suite(v(k))n∈IN ⊂ IRn parv(0) = 0 et, pourn ≥ 0,

(Av(k+1))i = αif(v
(k)
i ) + λbi ∀i ∈ {1, . . . , n}. (2.13)

Montrer que la suite(v(k))n∈IN est bien définie, convergente (dansIRn) et que sa limite, notéeu(λ), est solution
de (2.11) (et vérifie0 ≤ u(λ) ≤ u(µ)).

Exercice 74(Point fixe amélioré). Suggestions en page 156, Corrigé en page 159

Soitg ∈ C3(IR, IR) etx ∈ IR tels queg(x) = 0 etg′(x) 6= 0.
On se donneϕ ∈ C1(IR, IR) telle queϕ(x) = x.
On considère l’algorithme suivant : 




x0 ∈ IR,

xn+1 = h(xn), n ≥ 0.
(2.14)

avech(x) = x− g(x)

g′(ϕ(x))

1) Montrer qu’il existeα > 0 tel que six0 ∈ [x−α, x+ α] = Iα, alors la suite donnée par l’algorithme (2.14) est
bien définie ; montrer quexn → x lorsquen→ +∞.

On prend maintenantx0 ∈ Iα oùα est donné par la question 1.
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2) Montrer que la convergence de la suite(xn)n∈IN définie par l’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) On suppose queϕ′ est lipschitzienne et queϕ′(x) =
1

2
. Montrer que la convergence de la suite(xk)k∈IN définie

par (2.14) est au moins cubique, c’est-à-dire qu’il existec ∈ IR+ tel que

|xk+1 − x| ≤ c|xk − x|3, ∀k ≥ 1.

4) Soitβ ∈ IR∗+ tel queg′(x) 6= 0 ∀x ∈ Iβ =]x− β, x+ β[ ; montrer que si on prendϕ telle que :

ϕ(x) = x− g(x)

2g′(x)
si x ∈ Iβ ,

alors la suite définie par l’algorithme (2.14) converge de manière cubique.
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2.3 Méthode de Newton dansIRn

2.3.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton à partir du point fixe de monotonie en dimension
n = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans le casn quelconque. Soientg ∈ C1(IRn, IRn) et x̄ ∈ IRn

tels queg(x̄) = 0.
On généralise la méthode vue en 1D en remplaçant dans (2.10) la dérivéeg′(x(k)) par la matrice jacobienne deg
au pointx(k), qu’on noteDg(x(k)). La méthode s’écrit :

{
x(0) ∈ IRn

Dg(x(k))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)), ∀k ≥ 0.
(2.20)

Pour chaquek ∈ IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :

1. Calcul deDg(x(k)),

2. Résolution du système linéaireDg(x(k))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)).

Remarque 2.18.Si la fonctiong dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. sig est définie parg(x) = Ax− b avec
A ∈ Mn(IR) et b ∈ IRn, alors la méthode de Newton revient à résoudre le système linéaireAx = b. En effet
Dg(x(k)) = A et donc(2.20)s’écritAx(k+1) = b.

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on vachercher maintenant à répondre aux questions
suivantes :

1. la suite(x(k))n est–elle bien définie ? A–t–onDg(x(k)) inversible?

2. A–t–on convergencex(k) → x̄ quandk → +∞ ?

3. La convergence est-elle au moins quadratique?

Théorème 2.19(Convergence de la méthode de Newton,g ∈ C2). Soientg ∈ C2(IRn, IRn) et x̄ ∈ IRn tels que
g(x̄) = 0. On munitIRn d’une norme‖ · ‖. On suppose queDg(x̄) est inversible. Alors la méthode de Newton
converge localement, et la convergence est au moins quadratique. Plus précisément, il existeb > 0, etβ > 0 tels
que

1. si x(0) ∈ B(x̄, b) = {x ∈ IRn, ‖x − x̄‖ < b} alors la suite(x(k))n∈IN est bien définie par(2.20) et
x(k) ∈ B(x̄, b) pour toutn ∈ IN,

2. six(0) ∈ B(x̄, b) et si la suite(x(k))n∈IN est définie par(2.20)alorsx(k) → x̄ quandn→ +∞,

3. si x(0) ∈ B(x̄, b) et si la suite(x(k))n∈IN est définie par(2.20) alors ‖x(k+1) − x̄‖ ≤ β‖x(k) − x̄‖2
∀n ∈ IN.

DÉMONSTRATION– Montrons d’abord que la suite converge six(0) est suffisamment proche dēx. Pour cela on va
utiliser le théorème du point fixe : soitf la fonction deIRn dansIRn définie parx 7→ x− (Dg(x))−1g(x). On a

Df(x̄) = Id− (Dg(x̄))−1(Dg(x̄)) = 0.

Commeg ∈ C2(IR, IR), la fonctionf est de classeC1 et donc par continuité deDf , il existeb > 0 tel que|Df(x)| ≤ 1
2

pour toutx ∈ B = B(x̄, b). Si on montre quef(B) ⊂ B, alors la fonctionf est strictement contractante deB dansB, et
donc par le théorème du point fixe, la suite définie par (2.20) converge. Soitx = x(k) ∈ B, et soity = x(k+1) = f(x(k)).
Grâce au théorème des acroissements finis dans des espaces vectoriels normés5, on a :

‖y − x̄‖ = ‖f(x)− f(x̄)‖ ≤ sup
z∈B

‖Df(z)‖‖x − x̄‖, (2.21)

5. Théorème des accroissements finis :Soient(E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) des espaces vectoriels normés, soienth ∈ C1(E,F ) et
(x, y) ∈ E2. On définit]x, y[= {tx+ (1 − t)y, t ∈]0, 1[}. Alors : ‖h(y) − h(x)‖ ≤ ‖y − x‖ supz∈]x,y[ ‖Dh(z)‖L(E,F ).

(On rappelle que siT ∈ L(E,F ) alors‖T‖[L(E,F ) = supx∈E,‖x‖E=1 ‖Tx‖F |.)
Attention piège ! ! : SidimF > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :∃ξ ∈]x,y[ t.q.h(y)−h(x) = Dh(ξ)(y−x).
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et donc

‖y − x̄‖ ≤ 1

2
‖x− x̄‖.

On en déduit quey ∈ B. La suite(x(k))n∈IN définie par (2.20) est donc bien convergente. Pour montrer lecaractère
quadratique de la convergence, on applique à nouveau l’inégalité des accroissements finis, cette fois-ci àDf(z) dans
(2.21). En effet, comme par hypothèse,Df ∈ C1(IRn, IRn), on a

‖Df(z)‖ = ‖Df(z) −Df(x̄)‖
≤ sup

ξ∈B
‖Df(ξ)‖‖z − x̄‖ (2.22)

≤ β‖x− x̄‖. (2.23)

En reportant cette majoration de‖Df(z)‖ dans (2.21), on obtient alors :

‖y − x̄‖ ≤ β‖x− x̄‖2

ce qui donne la convergence locale au moins quadratique.

La conditiong ∈ C2(IRn, IRn) est une condition suffisante mais non nécessaire. Sig ∈ C2(IRn, IRn), on peut
encore démontrer la convergence, mais sous des hypothèses pas très faciles à vérifier en pratique :

Théorème 2.20(Convergence de la méthode de Newton,g ∈ C1).
Soientg ∈ C1(IRn, IRn) et x̄ ∈ IRn tels queg(x̄) = 0. On munitIRn d’une norme‖ · ‖ etMn(IR) de la norme
induite. On suppose queDg(x̄) est inversible. On suppose de plus qu’il existea, a1, a2 ∈ IR∗+ tels que :

1. six ∈ B(x̄, a) alorsDg(x) est inversible et‖Dg(x))−1‖ ≤ a1 ;

2. six,y ∈ B(x̄, a) alors‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.

Alors, si on pose :b = min

(
a,

1

a1a2

)
> 0, β = a1a2 et six(0) ∈ B(x̄, b), on a :

1. (x(k))n∈IN est bien définie par(2.20),

2. x(k) → x̄ lorsquen→ +∞,

3. ‖x(k+1) − x̄‖ ≤ β‖x(k) − x̄‖2 ∀n ∈ IN.

DÉMONSTRATION– Soitx(0) ∈ B(x̄, b) ⊂ B(x̄, a) oùb ≤ a. On va montrer par récurrence surn quex(k) ∈ B(x̄, b)
∀n ∈ IN (et que(x(k))n∈IN est bien définie). L’hypothèse de récurrence est quex(k) est bien défini, et quex(k) ∈ B(x̄, b).
On veut montrer quex(k+1) est bien défini etx(k+1) ∈ B(x̄, b). Commeb ≤ a, la matriceDg(x(k)) est inversible et
x(k+1) est donc bien défini ; on a :

x(k+1) − x(k) = Dg(x(k))−1(−g(x(k)))

Pour montrer quex(k+1) ∈ B(x̄, b) on va utiliser le fait queb ≤ 1

a1a2
. Par hypothèse, on sait que six,y ∈ B(x̄, a), on

a
‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.

Prenonsy = x̄ etx = x(k) ∈ B(x̄, a) dans l’inégalité ci-dessus. On obtient alors :

‖g(x̄)− g(x(k))−Dg(x(k))(x̄− x(k))‖ ≤ a2‖x̄− x(k)‖2.
Commeg(x̄) = 0 et par définition dex(k+1), on a donc :

‖Dg(x(k))(x(k+1) − x(k))−Dg(x(k))(x̄− x(k))‖ ≤ a2‖x̄− x(k)‖2,
et donc

‖Dg(x(k))(x(k+1) − x̄)‖ ≤ a2‖x̄− x(k)‖2. (2.24)

Or x(k+1) − x̄ = [Dg(x(k))]−1(Dg(x(k)))(x(k+1) − x̄), et donc

‖x(k+1) − x̄‖ ≤ ‖Dg(x(k))−1‖ ‖Dg(x(k))(x(k+1) − x̄)‖.
En utilisant (2.24), les hypothèses 1 et 2 et le fait quex(k) ∈ B(x̄, b), on a donc

‖x(k+1) − x̄‖ ≤ a1a2‖x(k) − x̄‖2 < a1a2b
2. (2.25)
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Or a1a2b2 < b carb ≤ 1

a1a2
. Doncx(k+1) ∈ B(x̄, b).

On a ainsi montré par récurrence que la suite(x(k))n∈IN est bien définie et quex(k) ∈ B(x̄, b) pour toutn ≥ 0.
Pour montrer la convergence de la suite(x(k))n∈IN versx̄, on repart de l’inégalité (2.25) :

a1a2‖x(k+1) − x̄‖ ≤ (a1a2)
2‖x̄− x(k)‖2 = (a1a2‖x(k) − x̄‖)2, ∀n ∈ IN,

et donc par récurrence

a1a2‖x(k) − x̄‖ ≤ (a1a2‖x(0) − x̄‖)2
n

, ∀n ∈ IN

Commex(0) ∈ B(x̄, b) etb ≤ 1
a1a2

,

(a1a2‖x(0) − x̄‖) < 1

et donc‖x(k) − x̄‖ → 0 quandn→ +∞.

La convergence est au moins quadratique car l’inégalité (2.25) s’écrit :

‖x(k+1) − x̄‖ ≤ β‖x(k) − x‖2 avecβ = a1a2.

Le théorème 2.19 peut aussi se démontrer comme corollaire duthéorème 2.20. En effet, sous les hypothèses du
théorème 2.19, on peut démontrer qu’il existea, a1, a2 ∈ IR∗+ tels que

1. six ∈ B(x̄, a) alorsDg(x) est inversible et‖(Dg(x))−1‖ ≤ a1,

2. six,y ∈ B(x̄, a) alors‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.
et donc appliquer le théorème 2.20, voir exercice 87 page 171.

Remarque 2.21(Choix de l’itéré initial). On ne sait pas bien estimerb dans le théorème 2.19, et ceci peut poser
problème lors de l’implantation numérique : il faut choisirl’itéré initial x(0) “suffisamment proche" dex pour
avoir convergence.

2.3.2 Variantes de la méthode de Newton

L’avantage majeur de la méthode de Newton par rapport à une méthode de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d’ordre 2. On peut d’ailleurs remarquer que lorsque la méthode ne converge pas, par exemple si
l’itéré initial x(0) n’a pas été choisi “suffisamment proche" dex, alors la méthode diverge très vite. . .

L’inconvénient majeur de la méthode de Newton est son coût : on doit d’une part calculer la matrice jacobienne
Dg(x(k)) à chaque itération, et d’autre part la factoriser pour résoudre le système linéaireDg(x(k))(x(k+1) −
x(k)) = −g(x(k)). (On rappelle que pour résoudre un système linéaire, il ne faut pas calculer l’inverse de la
matrice, mais plutôt la factoriser sous la formeLU par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systèmes
avec matrice triangulaires faciles à inverser, voir Chapitre 1.) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce coût.

“Faux quasi Newton”

Soientg ∈ C1(IRn, IRn) et x̄ ∈ IR tels queg(x̄) = 0. On cherche à calculer̄x. Si on le fait par la méthode de
Newton, l’algorithme s’écrit :

{
x(0) ∈ IRn,

Dg(x(k))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)), n ≥ 0.

La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasi-Newton) consiste à remplacer le calcul de la matrice
jacobienneDg(x(k)) à chaque itération par un calcul toutes les “quelques" itérations. On se donne une suite
(ni)i∈IN , avecn0 = 0 etni+1 > ni ∀i ∈ IN, et on calcule la suite(x(k))n∈IN de la manière suivante :

{
x(0) ∈ IRn

Dg(x(ni))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)) si ni ≤ n < ni+1.
(2.26)
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Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisations de la matrice jacobienneDg(x) à effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cette méthode n’est donc pas très utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose queg s’écrit sous la forme :

g(x) = Ax+ F1(x) + F2(x), avecA ∈Mn(IR) avecF1, F2 ∈ C1(IRn, IRn).

L’algorithme de Newton (2.20) s’écrit alors :





x(0) ∈ IRn

(
A+DF1(x

(k)) +DF2(x
(k))
)
(x(k+1) − x(k)) =

−Ax(k) − F1(x
(k))− F2(x

(k)).

La méthode de Newton incomplet consiste à ne pas tenir comptede la jacobienne deF2.

{
x(0) ∈ IRn

(A+DF1(x
(k)))(x(k+1) − x(k)) = −Ax(k) − F1(x

(k))− F2(x
(k)).

(2.27)

On dit qu’on fait du “Newton surF1” et du “point fixe surF2”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :

– La méthode ne nécessite pas le calcul deDF2(x), donc on peut l’employer siF2 ∈ C(IRn, IRn)) n’est pas
dérivable.

– On peut choisirF1 etF2 de manière à ce que la structure de la matriceA+DF1(x
(k)) soit “meilleure” que

celle de la matriceA+DF1(x
(k))+DF2(x

(k)) ; si par exempleA est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir conserver cette structure et choisirF1 etF2 de manière
à ce que la matriceA+DF1(x

(k)) ait la même structure queA.

– Dans certains problèmes, on connaît a priori les couplagesplus ou moins forts dans les non-linéarités :
un couplage est dit fort si la variation d’une variable entraîne une variation forte du terme qui en dépend.
Donnons un exemple : Soitf de IR2 dansIR2 définie parf(x, y) = (x + sin(10−5y), exp(x) + y), et
considérons le système non linéairef(x, y) = (a, b)t où (a, b)t ∈ IR2 est donné. Il est naturel de penser
que pour ce système, le terme de couplage de la première équation en la variabley sera faible, alors que le
couplage de deuxième équation en la variablex sera fort.
On a alors intérêt à mettre en oeuvre la méthode de Newton sur la partie “couplage fort" et une méthode de
point fixe sur la partie “couplage faible".

L’inconvénient majeur est la perte de la convergence quadratique. La méthode de Newton incomplet est cependant
assez souvent employée en pratique en raison des avantages énumérés ci-dessus.

Remarque 2.22. Si F2 = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement la méthode de Newton. Si
F1 = 0, la méthode de Newton incomplet s’écrit

A(x(k+1) − x(k)) = −Ax(k) − F2(x
(k)),

En supposantA inversible, on a alorsx(k+1) = −A−1F2(x
(k)). C’est donc dans ce cas la méthode du point fixe

sur la fonction−A−1F2.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de Newton dans le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose icin = 1 etg ∈ C1(IR, IR). La méthode de Newton pour calculerx ∈ IR tel queg(x) = 0 s’écrit :

{
x(0) ∈ IR

g′(x(k))(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)), ∀n ≥ 0.
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On aimerait simplifier le calcul deg′(x(k)), c’est–à–dire remplacerg′(x(k)) par une quantité “proche” sans calculer
g′. Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient différentiel. On obtient la méthode de la sécante :





x(0), x(1) ∈ IR

g(x(k))− g(x(k−1))
x(k) − x(k−1) (x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)) n ≥ 1.

(2.28)

Remarquons que dans la méthode de la sécante,x(k+1) dépend dex(k) et dex(k−1) : on a une méthode à deux
pas ; on a d’ailleurs besoin de deux itérés initiauxx(0) etx(1). L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite
pas le calcul deg′. L’inconvénient est qu’on perd la convergence quadratique. On peut toutefois montrer (voir
exercice 96 page 175) que sig(x̄) = 0 et g′(x̄) 6= 0, il existeα > 0 tel que six(0), x(1) ∈ [x̄ − α.x̄ + α] = Iα,
la suite(x(k))n∈IN construite par la méthode de la sécante (2.28) est bien définie, que(x(k))n∈IN ⊂ Iα et que
x(k) → x̄ quandn → +∞. De plus, la convergence est super linéaire,i.e. si x(k) 6= x̄ pour toutn ∈ IN, alors
x(k+1) − x̄
x(k) − x̄ → 0 quandn → +∞. On peut même montrer (voir exercice 96 page 175) que la méthode de la

sécante est convergente d’ordred, oùd est le nombre d’or.

Méthodes de type “Quasi Newton"

On veut généraliser la méthode de la sécante au casn > 1. Soient doncg ∈ C1(IRn, IRn). Pour éviter de
calculerDg(x(k)) dans la méthode de Newton (2.20), on va remplacerDg(x(k)) parB(k) ∈ Mn(IR) “proche de
Dg(x(k))”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension 1, on cherche une matriceB(k) qui, x(k) et
x(k−1) étant connus, vérifie la condition :

B(k)(x(k) − x(k−1)) = g(x(k))− g(x(k−1)) (2.29)

Dans le cas oùn = 1, cette condition détermine entièrementB(k) ;car on peut écrire :B(k) =
g(x(k))− g(x(k−1)
x(k) − x(k−1) .

Si n > 1, la condition (2.29) ne permet pas de déterminer complètementB(k). Il y a plusieurs façons possibles
de choisirB(k), nous en verrons en particulier dans le cadre des méthodes d’optimisation (voir chapitre 4, dans ce
cas la fonctiong est un gradient), nous donnons ici la méthode de Broyden6. Celle-ci consiste à choisirB(k) de
la manière suivante : àx(k) et x(k−1) connus, on poseδ(k) = x(k) − x(k−1) et y(k) = g(x(k)) − g(x(k−1)) ; on
supposeB(k−1) ∈Mn(IR) connue, et on chercheB(k) ∈Mn(IR) telle que

B(k)δ(k) = y(k) (2.30)

(c’est la condition (2.29), qui ne suffit pas à déterminerB(k) de manière unique) et qui vérifie également :

B(k)ξ = B(k−1)ξ, ∀ξ ∈ IRn tel queξ ⊥ δ(k). (2.31)

Proposition 2.23(Existence et unicité de la matrice de Broyden).
Soienty(k) ∈ IRn, δ(k) ∈ IRn etB(k−1) ∈ Mn(IR). Il existe une unique matriceB(k) ∈ Mn(IR) vérifiant(2.30)
et (2.31); la matriceB(k) s’exprime en fonction dey(k), δ(k) etB(k−1) de la manière suivante :

B(k) =
1

|δ(k)|2 y
(k)(δ(k))t +

1

|δ(k)|2B
(k−1)

(
Id− δ(k)(δ(k))t

)
. (2.32)

DÉMONSTRATION– L’espace des vecteurs orthogonaux àδ(k) est de dimensionn − 1. Soit (γ1, . . . , γn−1) une base
de cet espace, alors(γ1, . . . , γn−1, δ

(k)) est une base deIRn et siB(k) vérifie (2.30) et (2.31), les valeurs prises par
l’application linéaire associée àB(k) sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui détermine l’application linéaire et
donc la matriceB(k) de manière unique. SoitB(k) définie par (2.32), on a :

B(k)δ(k) = B(k−1)δ(k) +
y(k) −B(k−1)δ(k)

δ(k) · δ(k) (δ(k))tδ(k) = y(k),

6. C. G. Broyden, ”A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations."Math. Comput.19, 577-593, 1965.
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et doncB(k) vérifie (2.30). Soitξ ∈ IRn tel queξ ⊥ δ(k), alorsξ · δ(k) = (δ(k))tξ = 0 et donc

B(k)ξ = B(k−1)ξ +
(y(k) −B(k−1)δ(k))

δ(k) · δ(k) (δ(k))tξ = B(k−1)ξ, ∀ξ ⊥ δ(k).

L’algorithme de Broyden s’écrit donc :





Initialisation :x(0), x(1) ∈ IRn B0 ∈Mn(IR)
A x(k), x(k−1) etB(k−1) connus, on pose

δ(k) = x(k) − x(k−1) ety(k) = g(x(k))− g(x(k−1));
Calcul deB(k) = B(k−1) + y(k)−B(k−1)δ(k)

δ(k)·δ(k) (δ(k))t,

Itérationn : résolution de :B(k)(x(k+1) − x(k)) = −g(x(k)).

Une fois de plus, l’avantage de cette méthode est de ne pas nécessiter le calcul deDg(x), mais l’inconvénient est
la perte du caractère quadratique de la convergence .

2.3.3 Exercices

Enoncés des exercices

Exercice 75(Newton et logarithme). Suggestions en page 176 Corrigé en page 177

Soitf la fonction deIR∗+ dansIR définie parf(x) = ln(x). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche
dex tel quef(x) = 0 converge si et seulement si le choix initialx(0) est tel quex(0) ∈]0, e[.

Exercice 76(Newton pour un système linéaire). Corrigé en page 177 Soitf l’application définie surIRn par
f(x) = Ax − b oùA est une matrice inversible etb ∈ IRn. Ecrire l’algorithme de Newton pour la résolution de
l’équationf(x) = 0 et montrer qu’il converge pour toute condition initialex0 ∈ IRn.

Exercice 77 (Condition initiale et Newton). Corrigé en page 177 L’algorithme de Newton pourF (x, y) =
(sin(x) + y, xy)t est-il bien défini pour la condition initiale(π2 , 0)?

Exercice 78(Newton dansIR et IR2). Corrigé en page 178 Soita ∈ IR tel que|a| < 1 et (x0, y0) ∈ IR2. On
définit l’application

F : IR 2 → IR2

[
x
y

]
7→
[
x− x0 − ay

y − y0 − a sinx

]

.

1. Montrer qu’il existe une fonctionf : IR → IR, que l’on déterminera, telle queF (x, y) = (0, 0) si et
seulement six = x0 + ay etf(y) = 0.

2. Montrer que pour tout triplet(a, x0, y0), il existe un unique couple(x̄, ȳ) ∈ IR2 tel queF (x̄, ȳ) = (0, 0).

3. Ecrire l’algorithme de Newton pourf et montrer que l’algorithme de Newton converge au voisinagede ȳ.

4. Ecrire l’algorithme de Newton pour la fonctionF . Montrer que l’algorithme converge au voisinage de
(x̄, ȳ).

Exercice 79(Méthode de Newton pour un système2× 2). Corrigé en page 178

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du système suivant :

−5x+ 2 sinx+ 2 cos y = 0, (2.33)

2 cosx+ 2 sin y − 5y = 0. (2.34)
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et montrer que la suite définie par cet algorithme est toujours bien définie.

2. Soit (x, y) une solution du problème (2.33)-(2.34). Montrer qu’il existe ε > 0 tel que si(x0, y0) est dans la
bouleBε de centre(x, y) et de rayonε, alors la suite(xn, yn)n∈IN construite par la méthode de Newton converge
vers(x, y) lorsquen tends vers+∞.

3. Montrer qu’il existe au moins une solution(x, y) au problème (2.33)-(2.34).

Exercice 80(Méthode de Newton pour un autre système2× 2).

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du système suivant :

x2 + 2xy = 0, (2.35)

xy + 1 = 0. (2.36)

2. Calculer les solutions de ce système.

3. Soit (x, y) une solution du problème (2.35)-(2.36). Montrer qu’il existe ε > 0 tel que si(x0, y0) est dans la
bouleBε de centre(x, y) et de rayonε, alors la suite(xn, yn)n∈IN construite par la méthode de Newton converge
vers(x, y) lorsquen tends vers+∞.

Exercice 81(Newton et les échelles. . . ). Corrigé en page 2.3.3 page 179

Soient deux échelles de longueurs respec-
tives 3 et 4 m, posées contre deux murs ver-
ticaux selon la figure ci-contre. On sait que
les échelles se croisent à 1m du sol, et on
cherche à connaître la distanced entre les
deux murs.

4m

1m

3m

β

d

A M B

α

1. Montrer que le problème revient à déterminerx ety tels que

16x2 = (x2 + 1)(x+ y)2 (2.37)

9y2 = (y2 + 1)(x+ y)2. (2.38)

2. Ecrire l’algorithme de Newton pour la résolution du système (2.37)-(2.38).

3. Calculer les premiers itérésx(1) ety(1) construits par la méthode de Newton en partant dex(0) = 1 ety(0) = 1.

Exercice 82(Newton dansM2,2(IR)). Corrigé en page 179

On considère l’applicationf : M2(IR)→M2(IR) définie par

f(X) = X2 −
[
1 0
0 1

]
.

L’objectif de cet exercice est de trouver les solutions def(X) =

[
0 0
0 0

]
.
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1. Réécrire l’applicationf comme une applicationF deIR4 dansIR4. NotonsX =

[
x y
z t

]
, on a alors

f(X) =

[
x2 + yz y(x+ t)
(x+ t)z yz + t2

]
−
[
1 0
0 1

]

=

[
x2 + yz − 1 y(x+ t)
z(x+ t) yz + t2 − 1

]

On a doncF (x, y, z, t) =




x2 + yz − 1
y(x+ t)
z(x+ t)

yz + t2 − 1


.

2. Trouver l’ensemble des solutions def(X) = 0.
On voit que soity = z = 0 etx2 = t2 = 1 soitx = −t etyz = 1− t2. L’ensemble des solutions est donc

.S = {(1, 0, 0, 1), (1, 0, 0,−1), (−1, 0, 0, 1), (−1, 0, 0,−1)} ∪ {(t, y, 1− t2

y
,−t)r ∈ IR, y ∈ IR∗}

3. Ecrire le premier itéréX1 de l’algorithme de Newton pour l’applicationf partant de la donnée initiale

X0 =

[
4 0
0 4

]
(On pourra passer par l’applicationF ). Montrer que la suite(Xk)k définie par cet algorithme

est définie par toutk et que l’on peut écrire sous la formeXk = λkId où (λk)k est une suite réelle dont on
étudiera la convergence.
On a

DF (x, y, z, t) =




2x z y 0
y x+ t 0 y
z 0 x+ t z
0 z y 2t


 .

Par conséquent,

DF (4, 0, 0, 4) =




8 0 0 0
0 8 0 0
0 0 8 0
0 0 0 8


 .

On en déduit



x1

y1
z1
t1


 =




4
0
0
4


−




8 0 0 0
0 8 0 0
0 0 8 0
0 0 0 8




−1 


15
0
0
15




=




4
0
0
4


−




15
8

0
0
15
8


 =




17
8

0
0
17
8




On voit queX1 = 17
8
Id. Par récurrence on vérifie que

λk+1 = λk − 1

2λk
(λ2

k − 1) =
λ2
k + 1

2λk
= φ(λk).

On vérifie queφ′(λ) = 1
2

(
1− 1

λ2

)
et doncφ′ ≥ 0 sur [1,+∞[ avecφ(1) = 1 doncφ : [1,+∞[→ [1,+∞[ et

|φ′
|[1,∞[| ≤ 1

2
. On en déduit la convergence de la suiteλk vers1, qui est l’unique point fixe deφ dans cet intervalle.

4. L’algorithme de Newton converge-t-il au voisinage deX∗ =

[
−1 0
0 −1

]
?

On vérifie que

DF (−1, 0, 0,−1) =




−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 −2


 .
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est inversible. Le théorème de Newton Raphson assure la convergence locale de l’algorithme.

Exercice 83(Nombre d’itérations fini pour Newton). Corrigé détaillé en page 180

1. Soitf la fonction deIR dansIR définie par :f(x) = ex − 1. Pourx(0) ∈ IR, on note(x(k))n∈IN la suite des
itérés construits par la méthode de Newton pour la recherched’un point oùf s’annule.

1.1 Montrer que pour toutx(0) ∈ IR, la suite(x(k))n∈IN est bien définie.

1.2 Montrer que six(0) 6= 0, alorsx(k+1) 6= x(k) pour toutn ∈ IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulement sif(x(0)) = 0.

1.3 Montrer que :
1.3 (a) six(0) < 0 alorsx(1) > 0.
1.3 (b) six(0) > 0 alors0 < x(1) < x(0).

1.4 Montrer que la suite(x(k))n∈IN converge lorsquen tend vers l’infini et donner sa limite.

2. SoitF : IRn → IR une fonction continûment différentiable et strictement convexe(n ≥ 1) et dont la différen-
tielle ne s’annule pas. Soitx(0) ∈ IRn le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fini d’opérations si et seulement siF (x(0)) = 0.

Exercice 84(Méthode de Newton pour un système2× 2). Corrigé en page 181

1. On considère l’applicationf : IR → IR définie parf(x) = x2. Ecrire la méthode de Newton pour calculer
la solution def(x) = 0 et montrer qu’elle converge quel que soit le choix initialx0 ∈ IR.

2. On considère maintenant l’applicationF : IR2 → IR2 définie par

F (x, y) =

[
x2 − y
y2

]

(a) Déterminer l’ensemble des solutions deF (x, y) = (0, 0).

(b) Ecrire l’algorithme de Newton pour la résolution, et montrer que l’algorithme est bien défini pour tous
les couples(x0, y0) tels quex0 6= 0 ety0 > 0.

(c) Soit(x0, y0) = (1, 1). On note(xk, yk), k ∈ IN les itérés de Newton.

i. Expliciter yk et en déduire que la suite(yk)k∈IN converge.

ii. Montrer quexk ≥ 2−
k
2 pour toutk ∈ IN et en déduire quexk+1 ≤ xk pour toutk ∈ IN.

iii. En déduire que la méthode de Newton converge vers une solution deF (x, y) = (0, 0).

Exercice 85(Méthode de Newton pour le calcul de l’inverse). Corrigé en page 182

1. Soita > 0. On cherche à calculer
1

a
par l’algorithme de Newton.

(a) Montrer que l’algorithme de Newton appliqué à une fonctiong (dont 1a est un zéro) bien choisie s’écrit :

{
x(0) donné,
x(k+1) = x(k)(2− ax(k)). (2.39)

(b) Montrer que la suite(x(k))n∈IN définie par (2.39) vérifie

lim
n→+∞

x(k) =





1

a
si x(0) ∈]0, 2

a
[,

−∞ si x(0) ∈]−∞, 0[∪] 2
a
,+∞[

2. On cherche maintenant à calculer l’inverse d’une matricepar la méthode de Newton. Soit doncA une matrice
carrée d’ordren inversible, dont on cherche à calculer l’inverse.
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(a) Montrer que l’ensembleGLn(IR) des matrices carrées inversibles d’ordren (oùn ≥ 1) est un ouvert
de l’ensembleMn(IR) des matrices carrées d’ordren.

(b) SoitT l’application définie deGLn(IR) dansGLn(IR) parT (B) = B−1.Montrer queT est dérivable,
et queDT (B)H = −B−1HB−1.

(c) Ecrire la méthode de Newton pour calculerA−1 en cherchant le zéro de la fonctiong deMn(IR) dans
Mn(IR) définie parg(B) = B−1 −A. SoitB(k) la suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suiteB(k) définie dans la question précédente vérifie :

Id−AB(k+1) = (Id−AB(k))2.

En déduire que la suite(B(k))n∈IN converge versA−1 si et seulement siρ(Id−AB(0)) < 1.

Exercice 86(Méthode de Newton pour le calcul de la racine). Suggestions en page 176, corrigé en page 183

1. Soitλ ∈ IR+ etfλ la fonction deIR dansIR définie parfλ(x) = x2 − λ.

1.1 Soitx(0) ∈ IR fixé. Donner l’algorithme de Newton pour la résolution de l’équationfλ(x) = 0.

1.2 On supposex(0) > 0.

(i) Montrer que la suite(x(k))k≥1 est minorée par
√
λ.

(ii) Montrer que la suite(x(k))k≥0 converge et donner sa limite.

Soitn ∈ IN∗ et soitA ∈Mn(IR) une matrice diagonalisable dansIR ; on noteλi, i = 1, . . . , n les valeurs propres
deA. On suppose queλi > 0 pour touti = 1, . . . , n.

2. Montrer qu’il existe au moins une matriceB ∈ Mn(IR) telle queB2 = A. Calculer une telle matriceB

dans le cas oùn = 2 etA =

(
1 1
0 2

)
.

3. On suppose de plus queA est symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une unique matrice symé-
trique définie positiveB telle queB2 = A. Montrer par un contre exemple que l’unicité n’est pas vérifiée si
on ne demande pas queB soit symétrique définie positive.

SoitF l’application deMn(IR) dansMn(IR) définie parF (X) = X2 −A.

4. Montrer queF est différentiable en toutX ∈Mn(IR), et déterminerDF (X)H pour toutH ∈Mn(IR).

Dans la suite de l’exercice, on considère la méthode de Newton pour déterminerB.

5. On suppose maintenantn ≥ 1. On note(X(k))k∈IN la suite (si elle existe) donnée par l’algorithme de
Newton à partir d’un choix initialX(0) = I, oùI est la matrice identité deMn(IR).

5.1 Donner le procédé de construction deX(k+1) en fonction deX(k), pourk ≥ 0.

5.2 On noteλ1 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres deA (dont certaines peuvent être égales) etP la matrice
orthogonale telle queA = Pdiag(λ1, · · · , λn)P−1.

(i) Montrer que pour toutk ∈ IN,X(k) est bien définie et est donné par

X(k) = Pdiag(µ(k)
1 , · · · , µ(k)

n )P−1,

où µ(k)
i est lekième terme de la suite de Newton pour la résolution defλi(x) = (x − λi)2 = 0

avec comme choix initialµ(0)
i = 1.

(ii) En déduire que la suiteX(k) converge versB quandk → +∞.

Exercice 87(Autre démonstration de la convergence locale de Newton). Suggestions en page 176. Corrigé en
page 186

On se place sous les sous les hypothèses du théorème 2.19. Montrer qu’il existea, a1, a2 ∈ IR∗+ tels que

1. six ∈ B(x̄, a) alorsDg(x) est inversible et‖(Dg(x))−1‖ ≤ a1,
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2. six, y ∈ B(x̄, a) alors‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ ≤ a2‖y − x‖2.
et qu’on peut donc appliquer le théorème 2.20 pour obtenir lerésultat de convergence locale du théorème 2.19.

Exercice 88(Valeurs propres et méthode de Newton).
Suggestions en page 176, corrigé détaillé en page 187

SoitA ∈ Mn(IR) une matrice symétrique. Soientλ une valeur propre simple deA etx ∈ IRn un vecteur propre
associé t.q.x · x = 1. Pour calculer(λ, x) on applique la méthode de Newton au système non linéaire (deIRn+1

dansIRn+1) suivant :

Ax− λx = 0,

x · x = 1.

Montrer que la méthode est localement convergente.

Exercice 89(Modification de la méthode de Newton). Suggestions en page 176. Corrigé en page 188

Soientf ∈ C1(IRn, IRn) etx ∈ IRn t.q.f(x) = 0. On considère, pourλ > 0 donné, la méthode itérative suivante :

– Initialisation :x(0) ∈ IRn.

– Iterations : pourn ≥ 0,

x(k+1) = x(k) − [Df(x(k))tDf(x(k)) + λId]−1Df(x(k))tf(x(k)).

[Noter que, pourλ = 0, on retrouve la méthode de Newton.]

1. Montrer que la suite(x(k))n∈IN est bien définie.

2. On suppose, dans cette question, quen = 1 et quef ′(x) 6= 0. Montrer que la méthode est localement
convergente enx.

3. On suppose que le rang deDf(x) est égal àn. Montrer que la méthode est localement convergente enx.
[Noter que cette question redonne la question précédente sin = 1.]

Exercice 90(Convergence de la méthode de Newton sif ′(x) = 0). Suggestions en page 176, corrigé détaillé en
page 189

Soientf ∈ C2(IR, IR) etx ∈ IR t.q.f(x) = 0.

1. Rappel du cours. Sif ′(x) 6= 0, la méthode de Newton est localement convergente enx et la convergence est
au moins d’ordre2.

2. On suppose maintenant quef ′(x) = 0 et f ′′(x) 6= 0. Montrer que la méthode de Newton est localement
convergente (en excluant le casx0 = x. . . ) et que la convergence est d’ordre1. Si on supposef de classe
C3, donner une modification de la méthode de Newton donnant une convergence au moins d’ordre2.

Exercice 91(Point fixe et Newton). Corrigé en page 190

Soitg ∈ C3(IR, IR) etx ∈ IR tels queg(x) = 0 etg′(x) 6= 0 et soitf ∈ C1(IR, IR) telle quef(x) = x.
On considère l’algorithme suivant : 




x0 ∈ IR,

xn+1 = h(xn), n ≥ 0.
(2.40)

avech(x) = x− g(x)

g′ ◦ f(x)) .

1. Montrer qu’il existeα > 0 tel que six0 ∈ [x−α, x+α] = Iα, alors la suite donnée par l’algorithme (2.40)
est bien définie ; montrer quexn → x lorsquen→ +∞ (on pourra montrer qu’on peut choisirα de manière
à ce que|h′(x)| < 1 si x ∈ Iα).
On prend maintenantx0 ∈ Iα oùα est donné par la question 1.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 172 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 1er octobre 2015



2.3. MÉTHODE DE NEWTON DANSIR N CHAPITRE 2. SYSTÈMES NON LINÉAIRES

2. Montrer que la convergence de la suite(xn)n∈IN définie par l’algorithme (2.40) est au moins quadratique.

3. On suppose de plus quef est deux fois dérivable et quef ′(x) =
1

2
. Montrer que la convergence de la suite

(xn)n∈IN définie par (1) est au moins cubique, c’est-à-dire qu’il existe c ∈ IR+ tel que

|xn+1 − x| ≤ c|xn − x|3, ∀n ≥ 1.

4. Soitβ ∈ IR∗+ tel queg′(x) 6= 0 ∀x ∈ Iβ =]x − β, x + β[ ; montrer que si on prendf ∈ C1(IR, IR) telle
que :

f(x) = x− g(x)

2g′(x)
si x ∈ Iβ ,

alors la suite définie par l’algorithme (1) converge de manière cubique.

Exercice 92(Variante de la méthode de Newton).
Corrigé détaillé en page 192

Soit f ∈ C1(IR, IR) et x̄ ∈ IR tel quef(x̄) = 0. Soientx0 ∈ IR, c ∈ IR∗+, λ ∈ IR∗+. On suppose que les
hypothèses suivantes sont vérifiées :

(i) x̄ ∈ I = [x0 − c, x0 + c],

(ii) |f(x0)| ≤ c
2λ ,

(iii) |f ′(x) − f ′(y)| ≤ 1
2λ , ∀(x, y) ∈ I2

(iv) |f ′(x)| ≥ 1
λ ∀x ∈ I.

On définit la suite(x(k))n∈IN par :

x(0) = x0,

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f ′(y)
,

(2.41)

oùy ∈ I est choisi arbitrairement.

1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.41) satisfaitx(k) ∈ I pour toutn ∈ IN.

(On pourra remarquer que six(k+1) est donné par(2.41)alorsx(k+1) − x0 = x(k) − x0 − f(x(k))−f(x0)
f ′(y) −

f(x0)
f ′(y) .)

2. Montrer que la suite(x(k))n∈IN définie par (2.41) vérifie|x(k) − x̄| ≤ c
2n et qu’elle converge vers̄x de

manière au moins linéaire.

3. On remplace l’algorithme (2.41) par

x(0) = x0,

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f ′(y(k))
,

(2.42)

où la suite(y(k))n∈IN est une suite donnée d’éléments deI. Montrer que la suite(x(k))n∈IN converge vers
x̄ de manière au moins linéaire, et que cette convergence devient super-linéaire sif ′(yn) → f ′(x̄) lorsque
n→ +∞.

4. On suppose maintenant quen ≥ 1 et quef ∈ C1(IRn, IRn). La méthode définie par (2.41) ou (2.42)
peut-elle se généraliser, avec d’éventuelles modifications des hypothèses, à la dimensionn?

Exercice 93(Méthode de Newton pour un système semi-linéaire). Suggestions en page 176. Corrigé en page 192
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On suppose quef ∈ C2(IR, IR) et quef est croissante. On s’intéresse au système non linéaire suivant den
équations àn inconnues (notéesu1, . . . , un) :

(Au)i + αif(ui) = bi ∀i ∈ {1, . . . , n},
u = (u1, . . . , un)

t ∈ IRn,
(2.43)

oùA ∈ Mn(IR) est une matrice symétrique définie positive,αi > 0 pour touti ∈ {1, . . . , n} et bi ∈ IR pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.
On admet que (2.43) admet au moins une solution (ceci peut être démontré mais est difficile).

1. Montrer que (2.43) admet une unique solution.

2. Soitu la solution de (2.43). Montrer qu’il existea > 0 t.q. la méthode de Newton pour approcher la solution
de (2.43) converge lorsque le point de départ de la méthode, notéu(0), vérifie |u− u(0)| < a.

Exercice 94(Méthode de Steffensen).
Suggestions en page 177, corrigé détaillé en page 194

Soientf ∈ C2(IR, IR) etx ∈ IR t.q.f(x) = 0 etf ′(x) 6= 0. On considère la méthode itérative suivante :

– Initialisation :x(0) ∈ IRn.

– Itérations : pourn ≥ 0, si f(x(k) + f(x(k))) 6= f(x(k)),

x(k+1) = x(k) − (f(x(k)))2

f(x(k) + f(x(k)))− f(x(k)) , (2.44)

et sif(x(k) + f(x(k))) = f(x(k)), x(k+1) = x(k).

1. Montrer qu’il existeα > 0 tel que six(k) ∈ B(x, α), alorsf(x(k) + f(x(k))) 6= f(x(k)) si x(k) 6= x. En
déduire que six0 ∈ B(x, α), alors toute la suite(x(k))n∈IN vérifie (2.44) pourvu quex(k) 6= x pour tout
n ∈ IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec reste intégral qu’ il existe une fonctiona continue sur un
voisinage dex telle que six0 ∈ B(x, α), alors

x(k+1) − x = a(x(k))(x(k) − x), pour toutn ∈ IN tel quex(k) 6= x. (2.45)

3. Montrer que la méthode est localement convergente enx et la convergence est au moins d’ordre2.

Exercice 95(Méthode de Newton-Tchebycheff). Corrigé en page 2.3.3 page 198

1. Soitf ∈ C3(IR, IR) et soitx̄ ∈ IR tel quex̄ = f(x̄) etf ′(x̄) = f ′′(x̄) = 0. Soit(xn)n∈IN la suite définie par :
{
x0 ∈ IR,
xn+1 = f(xn).

(PF )

(a) Justifier l’appellation “(PF )” de l’algorithme.

(b) Montrer qu’il existea > 0 tel que si|y − x| ≤ a alors|f ′(y)| ≤ 1
2 .

(c) Montrer par récurrence surn que six0 ∈ B(x̄, a) alorsxn ∈ B(x̄, a
2n ).

(d) En déduire que la suite construite par(PF ) converge localement, c’est–à–dire qu’il existe un voisinageV
dex̄ tel que six0 ∈ V alorsxn → x̄ lorsquen→ +∞. .

(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite construite par(PF ) est au moins cubique (c’est-à-dire
qu’ il existeβ ∈ IR+ tel que|xn+1 − x̄| ≤ β|xn − x̄|3) si la donnée initialex0 est choisie dans un certain
voisinage dēx. (On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange.)
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2. Soit g ∈ C3(IR, IR), et soit x̄ ∈ IR tel queg(x̄) = 0 et g′(x̄) 6= 0. Pour une fonctionh ∈ C3(IR, IR) à
déterminer, on définitf ∈ C3(IR, IR) par f(x) = x + h(x)g(x). Donner une expression deh(x̄) et h′(x̄) en
fonction deg′(x̄) et deg′′(x̄) telle que la méthode(PF ) appliquée à la recherche d’un point fixe def converge
localement vers̄x avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3. Soitg ∈ C5(IR, IR), et soitx̄ ∈ IR tel queg(x̄) = 0 etg′(x̄) 6= 0. On considère la modification suivante (dûe à
Tchebychev) de la méthode de Newton :

xn+1 = xn −
g(xn)

g′(xn)
− g′′(xn)[g(xn)]2

2[g′(xn)]3
. (2.46)

Montrer que la méthode (2.46) converge localement et que la vitesse de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas oùg′ ne s’annule pas].

Exercice 96(Méthode de la sécante). Corrigé en page 2.3.3 page 199

Soientf ∈ C2(IR, IR) et x ∈ IR t.q. f(x) = 0 et f ′(x) 6= 0. Pour calculerx, on considère la méthode itérative
suivante (appelée “méthode de la sécante") :

– Initialisation :x0, x1 ∈ IR.

– Itérations : pourn ≥ 1, xn+1 = xn −
f(xn)(xn − xn−1)
f(xn)− f(xn−1)

si f(xn) 6= 0 etxn+1 = xn si f(xn) = 0.

Si la suite(xn)n∈IN est bien définie par cette méthode, on poseen = |xn − x| pour toutn ∈ IN.

1. Montrer qu’il existeε > 0 t.q. pourx0, x1 ∈]x − ε, x + ε[, x0 6= x1, la méthode de la sécante définit bien
une suite(xn)n∈IN et l’on a en+1 ≤ (1/2)en pour toutn ≥ 1. [Raisonner par récurrence : on suppose
xn, xn−1 ∈]x − ε, x + ε[, xn 6= xn−1 etxn 6= x. Montrer, grâce à un choix convenable deε, quef(xn) 6=
f(xn−1) et quef(xn) 6= 0. En déduire quexn+1 est bien défini etxn 6= xn+1. Puis, toujours grâce à un
choix convenable deε, queen+1 ≤ (1/2)en. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on suppose quex0, x1 ∈]x − ε, x + ε[, x0 6= x1 (ε trouvé à la première
question) et que la suite(xn)n∈IN donnée par la méthode de la sécante vérifiexn 6= x pour toutn ∈ IN. On
posed = (1 +

√
5)/2 et on démontre que la convergence est en général d’ordred.

2. Pourx 6= x, on définitµ(x) comme la moyenne def ′ sur l’intervalle dont les extrémités sontx etx.

(a) Montrer queen+1 = enen−1Mn, pour toutn ≥ 1, avecMn = |µ(xn)−µ(xn−1)
f(xn)−f(xn−1)

|.
(b) Montrer que la fonctionµ est dérivable surIR \ {x}. Calculerlimx→x µ

′(x).

(c) Calculer la limite de la suite(Mn)n≥1 lorsquen→∞. En déduire que la suite(Mn)n≥1 est bornée.

3. SoitM > 0, M ≥ Mn pour toutn ≥ 1 (Mn donné à la question précédente). On posea0 = Me0,
a1 =Me1 etan+1 = anan−1 pourn ≥ 1.

(a) Montrer queMen ≤ an pour toutn ∈ IN.

(b) Montrer qu’il existeε1 ∈]0, ε] t.q. la suite(an)n≥1 tend en décroissant vers 0 lorsquen → +∞, si
x0, x1 ∈]x− ε1, x+ ε1[.

(c) Dans cette question, on prendx0, x1 ∈]x − ε1, x + ε1[. Montrer qu’il existeα > 0 et β ∈]0, 1[ t.q
Men ≤ an ≤ α(β)d

n

pour toutn ∈ IN (ceci correspond à une convergence d’ordre au moinsd). [On
pourra utiliser la relation de récurrenceln an+1 = ln an + ln an−1 pourn ≥ 1].

(d) (Question plus difficile) Sif”(x) 6= 0, en+1 = enen−1Mn, montrer queMn → M , quandn → ∞,
avecM > 0. En déduire qu’il existeγ > 0 t.q. en+1

(en)d → γ quandn → ∞ (ceci signifie que la
convergence est exactement d’ordred). [Considérer, par exemple,βn = ln en+1 − d ln en et montrer
queβn converge dansIR quandn→∞.]

(e) Comparer l’ordre de convergence de la méthode de la sécante à celui de la méthode de Newton.
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