Chapitre 2

Systemes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodessdritién de systémes linéaires en dimension finie.
L'objectif est maintenant de développer des méthodes adutéen de systémes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donng e C(IR™,IR") et on cherche dansIR"™ solution de :

(e

Au Chapitre | on a étudié des méthodes de résolution du sgs(@rih) dans le cas particuligfz) = Az — b,
A € M,(R), b € R". On va maintenant étendre le champ d’étude au cagmest pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution ajyg®du systéme (2.1) :

(2.1)

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et foiatde monotonie
— les méthodes de type Newtbn

2.1 Rappels et notations de calcul différentiel

Le premier chapitre faisait appel a vos connaissances @bradinéaire. Ce chapitre-ci, ainsi que le suivant
(optimisation) s’appuieront sur vos connaissances enkdifférentiel, et nous allons donc réviser les quelques
notions qui nous seront utiles.

Définition 2.1 (Application différentiable) SoientE et F' des espaces vectoriels normgsjne application dev
dansF etz € E. On rappelle quef est différentiable er s'il existeT, € L(E, F') (ouL(E, F) est I'ensemble
des applications linéaires d& dansF) telle que

flx+h) = f(z) + Ty(h) + ||| ge(h) avece(h) — 0 quandh — 0. (2.2)

L’application T}, est alors uniqué et on noteD f(x) = T, € L(FE, F) la différentielle def au pointz. Si f est
différentiable en tout point d&’, alors on appelle différentielle d¢ I'application Df = E — L(E,F) qui a
x € E associe I'application linéaire) f (z) de E dansF.

Remarquons tout de suite quefsest une application linéaire de dansF’, alorsf est différentiable, eD f = f.
En effet, sif estlinéairef(xz + h) — f(z) = f(h), etdonc I'égalité (2.2) est vérifiée avég = f ete = 0.
Voyons maintenant quelques cas particuliers d’espaceisF' :

1. Isaac Newton (1643 - 1727, né d’'une famille de fermiersyuephilosophe, mathématicien, physicien, alchimistesebaome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconmusadhéorie de la gravitation universelle et la créatiorgancurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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2.1. RAPPELS ET NOTATIONS DE CALCUL DIFFERENTIEL CHAPITRE ZYSTEMES NON LINEAIRES

CasouFE =R etF =R Sif estune fonction d&R danslR, dire quef est différentiable en revient a dire
quef est dérivable en. En effet, dire que’ est dérivable en revient a dire que

lim M existe, etlim M
h—0 h h—0 h

= f'(z),
ce qui s’écrit encore

fle+h) - fz)

> = f'(x) +e(h), avece(h) — 0 lorsqueh — 0,

c'est-a-dire
f(z+h)— f(z) = Ty(h) + he(h), avecT,(h) = f'(z)h,

ce quirevienta dire qugest différentiable em, et que sa différentielle enest I'application linéair€’, : IR — IR,
qui ah associef’(x)h. On a ainsi vérifié que pour une fonctionedanslR, la notion de différentielle coincide
avec celle de dérivée.

Exemple 2.2. Prenonsf : IR — IR définie parf(z) = sinz. Alors f est dérivable en tout point et sa dérivée
vaut f'(z) = cosx. La fonctionf est donc aussi différentiable en tout point. La différdigide f au pointz est
I'application linéaire D f () qui &k € IR associeD f(x)(h) = cosz h. La différentielle def est I'application de
R dans{ (IR, IR), qui ax associeD f(z) (qui est donc elle méme une application linéaire).

CasouE =R"etF = R? Soitf: R" — R?, z € IR" et supposons qug est différentiable en: ; alors
Df(xz) € L(R",IRP) ; par caractérisation d’une application linéaireld@ danslR", il existe une unique matrice
J¢(z) € M, »(IR) telle que
Df(z)(y) = Jr(x)y, Vy € R"™.
eRP €R?

On confond alors souvent I'application linéaifef (x) € £L(IR",IR?) avec la matrice/,(x) € M, ,(IR) qui la
représente, qu'on appelhatrice jacobiennede f au pointz et qu’on noteJ;. On écrit donc :

0; désignant la dérivée partielle par rapport g4ame variable.
Notons que sh = p = 1, la fonctionf est delR danslR et la matrice jacobienne enn’est autre que la dérivée
enz: Jy(z) = f'(x). On confond dans cette écriture la matritex) qui est de tailld x 1 avec le scalairg’(x).

Exemple 2.3. Prenonsn = 3 etp = 2; soit f : R®> — IR? définie par :

x% + a:% + x§ T
f(x) = ) Vo = Z2
2.231 — T2 I3

Soith € IR® de composantés, , hy, h3). Pour calculer la différentielle d¢ (enz appliquée &), on peut calculer

fle+h)—f(z):

[(z1+ h1)? — 22 + (w2 + h2)® — 23 + (3 + h3)* — 23

fle+h)—fz)=
2(1‘1 + hl) —2x1 — 2(1’2 + h2) + 2x9

[221h1 + h? + 322ho + 3x9h3 + b3 + —4x3hg + —4x3hZ + hi

2h1 — 2+ ho

et on peut ainsi vérifier I'égalit€2.2) avec :

2x1hy + 3%%/12 + 4x§h3

Df(ah = 2hy — ho
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et donc, avec les notations précédentes,

2¢1 3x2 43
Jf(m):[zl 1 03]

Bien s0r, dans la pratique, on n’a pas besoin de calculer fdintielle en effectuant la différen¢éx+h) — f (z).
On peut directement calculer les dériées partielles polewar la matrice jacobiennd ;.

CasouF =IR", F =R C'esten fait un sous-cas du paragraphe précédent, puisgsataci dans le cas = 1.
Soitz € IR™ et f une fonction def’ dansF différentiable enr; on a doncJs(z) € My ,(IR) : Jf est une
matrice ligne. On définit legradient de f enxz comme le vecteur d&™ dont les composantes sont les coefficients
de la matrice colonnéJ;(x))*, ce qu’on écrit, avec un abus de notati®f (z) = (J¢(x))"! € R". (Labus de
notation est di au fait qu'a gauche, il s'agit d'un vecteuiiRfe, et a droite, une matrice x 1, qui sont des objets
mathématiques différents, mais qu’on identifie pour allége notations). Pouir, y) € (IR")?2, on a donc

n O1f(x)
Df(z)(y) = Jp(x)y =Y 9;f(z)y; = Vf(x) -y ouVf(x) = ; cR"
j=i Onf ()

Attention, lorsque I'on écrit/ s (x)y il s’agit d'un produit matrice vecteyralors que lorsqu’on écri f(z) - y, il
s'agit duproduit scalaire entre les vecteu¥sf (z) ety, qu'on peut aussi écrire (f(z))'y.

Cas ouFE est un espace de Hilbert ef" = IR. On généralise ici le cas présenté au paragraphe précéadént. S
f : E — IR différentiable enz € E. Alors Df(z) € L(E,R) = E’, ou E’ désigne le dual topologique de
FE, c.a.d. 'ensemble des formes linéaires continuessRar le théoreme de représentation de Riesz, il existe un
uniqueu € E tel queD f(x)(y) = (uly)r pour touty € E, ou(.|.)r désigne le produit scalaire sir On appelle
encore gradient d¢ enz ce vecteur.. Onadona, = Vf(z) € Eetpoury € E, Df(z)(y) = (Vf(x)|y)E.

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne.

Revenons maintenant au cas général de deux espaces \satorimésE et F', et supposons maintenant que
f € C*(E,F). Le fait quef € C?(E, F) signifie queDf € C'(E,L(E, F)). Par définition, on aD?f(x) €
L(E,L(E,F))etdonc pouy € E, D?f(z)(y) € L(E, F), etpourz € E, D?f(z)(y)(z) € F.

Considérons maintenant le cas particuliee= IR" et F = IR. On a:

feC*R"R) & [fe C'(R",R)etVf e C'(R",R")].

et
D?f(z) € L(R™, L(R",R))

Mais a toute application linéaire € L(IR", L(IR",IR)), on peut associer de maniere unique une forme bilinéaire
¢ surlR™ de la maniére suivante :

o R"xR" > R (2.3)
(u,0) = P(u,v) = (p(u)) (v) . (2.4)
——

€L(R",R) ER™

On dit qu’il existe une isométrie canonique (un isomorplasmui conserve la norme) entre I'espace vectoriel
norméL(IR™, L(IR™,IR)) et I'espace des formes bilinéaires &if.

On appelle matrice hessienne flet on noteH ;(x) la matrice de la forme bilinéaire ainsi associée a I'apfibca
linéaire D2 f(x) € L(R™, L(IR™, TR)).

On a doncD?f(x)(y)(z) = y'H(x)z. La matrice hessienn8 ;(x) peut se calculer a l'aide des dérivées par-

tielles : Hy(xz) = (bi ;)i j=1..8 € My(IR) 0Ub;; = 8§jf(x) et agj désigne la dérivée partielle par rapport
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a la variablel de la dérivée partielle par rapport a la variapléNotons que par définition (toujours avec I'abus
de notation qui consiste a identifier les applications liresaavec les matrices qui les représenteBg)(x) est la
matrice jacobienne dg= V f enz.

Remarque 2.4(Sur les différentielles, gradient et Hessienneépur définir la différentielle d’'une fonctiofi d'un
expace vectoriel de dimension fidiedansIR, on a besoin d’une norme sif.

Si f est différentiable em € F, pour définir le gradient dg enx, on a besoin d’'un produit scalaire st pour
pouvoir utiliser le théoréme de representation de Riesztioremé plus haut. Le gradient est défini de maniere
unique par le produit scalaire, mais ses composantes dépenmid la base choisie.

Enfin, sif est deux fois différentiable ene E, on a besoin d’'une base de pour définir la matrice hessienne en
x, et cette matrice hessienne dépend de la base choisie.

2.2 Les méthodes de point fixe

2.2.1 Point fixe de contraction

Soitg € C(IR",IR™), on définit la fonctionf € C(IR",IR™) par f(x) = = — g(z). On peut alors remarquer que
g(x) = 0 si et seulement sf(z) = z. Résoudre le systéeme non linéaire (2.1) revient donc a émouv point fixe
de f. Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. .. On rappellehéoréme de point fixe bien connu :

Théoreme 2.5(Point fixe) Soit £ un espace métrique compldtja distance sut¥, et f : E — E une fonction
strictement contractante, c’est-a—dire telle qu'il egist €]0, 1] tel qued(f(z), f(y)) < xd(z,y) pour tout
x,y € E. Alors il existe un unique point fixec F qui vérifief(z) = z. De plus sit(®) € E, etz = f(2(®),
Vk > 0, alorsz®*) — z quandn + cc.

DEMONSTRATION—  Etape 1 : Existence de et convergence de la suite
Soitz(? € E et(z™),cw la suite définie pax*+V = f(z*) pourk > 0. On va montrer que :

1. la suite(z(®),,cv est de Cauchy (donc convergente Baest complet),
2. lim z™ = z est point fixe def.

n—+oo
Par hypothese, on sait que pour téut 1,
Az, 2®) = d(f(@™), fz*Y)) < rd(@™, 207V,
Par récurrence sur, on obtient que
d(@® Y 2™y < Fd@® ), vk > 0.
Soitk > 0etp > 1,onadonc:

d(x(k+p),x(k>) <d m(k+p)’m(k+p71)) ot d(:c<k+1>,x<k))

—~

d(x(kﬂ) x(kﬂrl))

NE

1

IN
£~}
<l

‘,‘ilﬁLq{*Id(I(l)7 x(0>)

=

s
< d(m(1)7x(0))nk(1 + 4.+

k
< d(l‘(l),l‘(o))lﬁ—n — 0 quandk — +oo cark < 1.

La suite(z™®) e est donc de Cauchie. :
Ve >0, Fke € IN; Vk>ke, ¥V p>1 da®™P 20y <e
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CommeE est complet, on a done®) — z dansE quandk — +oo. Comme la fonctionf est strictement
contractante, elle est continue, donc on a ayiési”)) — f(z) dansE quandk — +oo. En passant a la limite
dans I'égalitéc** = f(2*)), on en déduit que = f(z).
Etape 2 : Unicité
Soit z et § des points fixes d¢f, qui satisfont don@ = f(z) ety = f(y). Alors d(f(Z), f(7)) = d(z,7) <
kd(Z,y); commer < 1, ceci est impossible sauf 8i= .
]

La méthode du point fixe s’appelle aussi méthode des it@imtniccessives. Dans le cadre de ce cours, nous
prendronl = IR", et la distance associée & la norme euclidienne, que noeonst- |.

V(z,y) € R" x R" avecx = (v1,...,2n),y = (Y1,---,¥n), d(x,y) = |z —y| = (Z(% - yi)2> .

=1

A titre d'illustration, essayons de la mettre en oeuvre pgoauver les points fixes de la fonctian— x2.

Y Y
F®) o
|
b= a?
[ |
! 0 A y=u
y= y = a2 1 ()] Y A
' ™V f
Fa®y v ;
S o I :
o
fa®)y d ! | - : :
| |
I | | | I
) i | i P I
F@Py s i ! ! o
! \ Lo
2® 2@ L0 L0 1 YT g

FIGURE 2.1: Comportement des itérés successifs du point fixe pour z°— A gauche (¥ < 1, & droite :
(0
%) > 1.

Pour la fonctionz — 22, on voit sur la figure 2.1, c6té gauche, que si I'on partzde z(©) < 1, la méthode
converge rapidement vers 0; or la fonction— 22 n’est strictement contractante que sur l'intervalie %, %[.
Donc siz = (9 €] - %, %[, on est dans les conditions d’application du théoréme dut fige. Mais en fait, la suite
(z™™)),.en définie par le point fixe converge pour tatit) €] — 1, 1[; ceci est trés facile a voir cat®) = (z(*))?

et on a donc convergence vers Qugi< 1.

Par contre si I'on part de(® > 1 (a droite sur la figure 2.1), on diverge rapidement : mais dersurprenant a
cela, puisque la fonction — 22 n’est pas contractante sir, +oo

Dans le cas de la fonction — +/z, on voit sur la figure 2.2 que les itérés convergent vers 1 gueparte a
droite ou & gauche de = 1; on peut méme démontrer (exercice) que8i > 0, la suite(z),cn converge vers

1 lorsquek — +oo. Pourtant la fonction — +/z n’est contractante que pour> i; mais on n’atteint jamais

le point fixe 0, ce qui est moral, puisque la fonction n’est ga#ractante en 0. On se rend compte encore sur cet
exemple que le théoréme du point fixe donne une conditiorsantft de convergence, mais que cette condition
n’est pas nécessaire.

Remarquons que I'hypothése gfienvoieE dansFE est cruciale. Par exemple la fonctign x — % est lipschit-
zienne de rappo# < 1 sur[l + e, +oo] pour touts > 0 mais elle n’envoie pafd + ¢, +oo[ dans[1 + ¢, +o0o[. La

méthode du point fixe a partir du choix initialz= 1 donne la suiter, %, x, %, co, % qui ne converge pas.
Remarque 2.§(Vitesse de convergence§ous les hypothéses du théoreme@ 5+ z) = d(f(=®)), f(z)) <
kd(z™®  z); donc siz(*) +# z alors % < k (< 1), voir a ce sujet la définition 2.14. La convergence est

donc au moins linéaire (méme si de fait, cette méthode cgear général assez lentement).
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y=Vz
JEO) e (o ‘
f(j(‘)) 77777777777777777 |
@@y L ‘ |
Fa®) - | |
flzM) o | |
) S |
=z ;(O)T(U — ;(2) ‘%(1) 70

FIGURE 2.2: Comportement des itérés successifs du point fixe peur,/z

Remarque 2.7(Généralisation)Le théoréme 2.5 se généralise en remplacant I'hypothgsdrictement contrac-
tante" par “ il existek > 0 tel quef*) = fo fo...o f est strictement contractante ” (reprendre la démonstra-
N————

r fois
tion du théoréme pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que fairerpésoudreg(z) = 0 si la méthode du point fixe
appliguée a la fonctiom — 2 — g(x) ne converge pas ? Dans ce cfis)'est pas strictement contractante ; une
idée possible est de pondérer la fonctippar un paramétre # 0 et d’appliquer les itérations de point fixe a la
fonction f,, () =  — wg(x) ; on remarque la encore queest encore solution du systéme (2.1) si et seulement si
x est point fixe def,, (). On aimerait dans ce cas trouvepour quef,, soit strictement contractante, c.a.d. pour
que

|ful(@) = fu(y)] = |z —y —w(g(z) — g())| < K|z —y| pour(z,y) € R™ x IR", aveck < 1.

lz—y—wlglx) —gW)I* = (z—y—w(g(z) —g())) - (z —y —w(g(z) — 9(y)))
=z —y[* —2(z —y) - (w(g(x) — 9(v))) +w’lg(x) — g(y)*.

Supposons que soit lipschitzienne, et soit/ > 0 sa constante de Lipschitz :
l9(z) —g(W)| < M|z —yl, Yo,y € R". (2.5)
On adonc
v —y —wlg(@) — g < (L +w*M)|e —y* —2(z —y) - (w(g(z) - 9(y)))

Oronveutjz —y — w(g(z) — g(y))|* < |z — y|?, aveck < 1. On a donc intérét a ce que le termé(z — y) -
(w(g(z) — g(y))) soit de la forme-a|z — y|?* aveca strictement positif. Pour obtenir ceci, on va supposer ds pl
que:

Ja > 0tel que(g(z) — g(y)) - (x —y) > alz —y| Yo,y € R, (2.6)
On obtient alors :

l —y —w(g(z) = gW)* < (1 +w’M? - 2wa)|z — y*.

Et donc siw €]0, 2%[, le polyndmew?M? — 2wa est strictement négatif : soit, (noter quen €0, 1[) et on
obtient que
<

|z —y —w(g(z) — g)]> < (1 —p)lz—y|*

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Analyse numérique |, télé-enseignement, L3 146 Université d'Aix-Marseille, R. Herbin,¢loctobre 2015



2.2. LES METHODES DE POINT FIXE CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LIKERES

Théoreme 2.8(Point fixe de contraction avec relaxationOn désigne paf- | la norme euclidienne suR™. Soit

g € C(R",IR") lipschitzienne de constante de Lipschitz> 0, et telle qug2.6) est vérifiée : alors la fonction

20

fu it @ = x —wg(z) est strictement contractante i< w < ——. Il existe donc un et un seal € IR" tel que

g(z) = 0 etz®) — z quandn — +oo avecz*+t1) = £, (2F)) = z(}) — g(2x(R).

Remarque 2.9. Le théoréme 2.8 permet de montrer que sous les hypot{26gst (2.5), et pourw €]0, % [, on

peut obtenir la solution d€2.1) en construisant la suite :

(k4+1) — (k) _ (k)

x =z wg(z\™) n >0,

Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante :
gD = £z yn >0 8
2HD = FH) (12 w)a®), 20 e R 28)

En effet sic(*+1) est donné par la suit€2.8), alors
) = z* D L (1 — 0)z® = wfE®) + (1 - w)z® = —wg(x®) + 2*),
Le procédé de construction de la su{8)est I'algorithme de relaxation suf.

La proposition suivante donne une condition suffisante patune fonction vérifie les hypothéses (2.6) et (2.5).

Proposition 2.10. Soith € C?(R", R), et()\;)i=1,» les valeurs propres de la matrice hessiennéd®n suppose
qu'il existe des réels strictement positifet M tels que

a< X (z)<M,Vie{l...n}, Ve € R".

(Notons que cette hypothése est plausible puisque lesrsgdepres de la matrice hessienne sont réelles). Alors
la fonctiong = Vh (gradient deh) vérifie les hypothésg2.6) et (2.5)du théoreme 2.8.

DEMONSTRATION— Montrons d’abord que I'hypothése (2.6) est vérifice. Seity) € (IR™)?, on veut montrer que
(g(x) — g(v)) - (x — y) > alz — y|*. On introduit pour cela la fonctiop € C* (IR, IR™) définie par :

o(t) =gz +ty — x)).
On adonc

Or¢'(t) = Dg(z + t(y — x))(y — ). Donc
9)9() = [ Dyte+tly - D)y -~ ).
On en déduit que :
(9(y) —g(@)  (y—=2) = /O1 (Dg(@ +t(y — =))(y — 2) - (y — x)) dt.

Comme\;(z) € [a, M| Vi€ {1,...,n},0ona
alw* < Dg(z)w - w < M|w|* pour toutw, z € R™
Onadonc: )
(9(y) —g(x)) - (y —2) > /0 aly —z’dt = aly — ?

ce qui montre que I'hypothese (2.6) est bien vérifiée.
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Montrons maintenant que I'’hypothése (2.5) est vérifiée. @rt montrer queég(y) — g(x)| < M|y — z|. Comme

gly) —g(x) = /0 Dg(z +t(y — z))(y — z)dt,
ona )

l9(y) —9(@)] < ; |Dg(x +t(y — =))(y — x)|dt

< / Dg(z + t(y — 2))ly — zldt,

ou|.| est la norme suM, (IR) induite par la norme euclidienne siR™.
Or, comme\;(z) € [o, M] pour touti = 1, ..., n, lamatriceDg(x + t(y — z)) est symétrique définie positive et donc,
d’'apres la proposition 1.30 page 62, son rayon spectragestésa norme, pour la norme induite par la norme euclidienne
Onadonc:

|Dg(z +t(y — x)| = p(Dg(z + t(y — z)) < M.
On a donc ainsi montré quég(y) — g(z)| < M|y — z|, ce qui termine la démonstration. L]

2.2.2 Point fixe de monotonie

Dans de nombreux cas issus de la discrétisation d’équationdérivées partielles, le probleme de résolution d’'un
probléme non linéaire apparait sous la forshe = R(x) ou A est une matrice carrée d’ordreinversible, et

R € C(IR",IR"™). On peut le réécrire sous la forme= A~!R(z) et appliquer I'algorithme de point fixe sur la
fonction f : = — A~!'Rx, ce qui donne comme itération:{*+1) = A1 R(x(*)). Si on pratique un point fixe
avec relaxation, dont le paramétre de relaxation 0, alors I'itération s’écrit :

gD = ATTR(z™), D = D) 4 (1 — W)™,

Si la matriceA posséde une propriété dite “de monotonie”, on peut morgrenhvergence de l'algorithme du
point fixe ; c’est I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 2.11(Point fixe de monotonie)
Soientd € M,,(IR) etR € C(IR",IR™). On suppose que :

1. la matriceA est une matrice d’inverse positive, ou IP—-matrice voir eker 8), c.a.d. quel est inversible et
tous les coefficients dé—! sont positifs ou nuls, ce qui est équivalent a dire que :

Ar > 0= 2 >0,
au sens composante par composante, c'est-a-dire
(Az); > 0,Vi=1,...,n)=(z; >0,Vi=1,...,n).
2. R est monotone, c.a.d. quesi> y (composante par composante) aldi$z) > R(y) (composante par

composante).

3. 0 est une sous-solution du probleme, c’est-a-dire @ue R(0) et il existez € R"; Z > 0 tel quez est une
sur-solution du probleme, c'est-a-dire qu& > R(Z).

On poser®) = 0 et Az(*+1) = R(x(®)). On a alors :
1.0<z® <z VkeN,
2. 2t > 2(k) vk e N,
3. z(® — 7 quandk — 400 et Az = R(%).
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DEMONSTRATION— CommeA est inversible la suitéz ), vérifiant

0) — 0,
{ Az**Y = R(z™®), k>0
est bien définie. On va montrer par récurrenceksque0 < z*) < z pour toutk > 0 et quez™ < z*+Y pour tout
k> 0.
1. Pourk = 0, on az® = 0 etdoncd < z(¥ < 7 et Az = R(0) > 0. On en déduit que”) > 0 grace aux
hypothéses 1 et 3 et dont? > z(© = 0.
2. On suppose maintenant (hypothése de récurrence) gue” < i etz® < 2+ pourtoutp € {0,...,n—1}.
On veut montrer qué < z® < 7 et quez™ < z**+1_ Par hypothése de récurrence pput k — 1, on sait que
z® > (=D et quer*V > 0. Onadone:® > 0. Par hypothése de récurrence, on a également§imé’ < i
et grace a I'hypothése 2, on a dof{z*~Y) < R(Z). Par définition de la suitéz®),cn, on adz® =
R(z*~Y) et grace a I'hypothése 3, on sait qgdé¢ > R(i). On adonc A(z — z*) > R(&) — R(z*~V) > 0.
On en déduit alors (grace a I'hypothése 1) gife <
De plus, commedz®) = R(z*~V) et Az 1) = R(x Re ),onaA(z™ ) — 2y = R(z®) — R(z*~Y) >0
par I'hypothése 2, et donc grace & I'hypothése & > (0,
On a donc ainsi montré (par récurrence) que
0<z™ <z VE>0
(k><m( +) Vk > 0.

Ces inégalités s’entendent composante par composantb,qué sic®™ = (" .. a) e R™ eti = (1...4n)" €
R", alors0 < z{*) < 7 etz™ <2V vie {1,...,n}, etvk > 0.

Soiti € {1,...,n}; la suite(z “‘))nem C IR est croissante et majorée par donc il existez; € IR tel quez; =
Jim z®, Sl on poset = (71 ...%»)" € R™, onadonct® — & quandk — +oc.
—+oo

Enfin, commedz**Y = R(z®)) et commeR est continue, on obtient par passage a la limite lordgue +oco que
Az = R(z)etqued <z < Z. n

L'hypothése 1 du théoréme 2.11 est vérifiée par exemple panddricesd qu’on a obtenues par discrétisation par
différences finies des opérateurs” sur l'intervalle]0, 1 (voir page 11 et I'exercice 47) eXu sur]0, 1[x]0, 1]
(voir page 14).

Théoreme 2.1 Généralisation du précédent)
SoitA € M,,(R), R € CY(R",R"), R = (Ry,...,R,)" tels que
1. PourtoutB > 0 et pourtoutr € R", Az + Bz >0=2 >0
OR;
Ly

2. 1) et3y > 0,

, Vie{l,...,n} (R; est monotone décroissante par rapport a la variabje

3. 0 < R(0) (0 est sous-solution) &tz > 0 tel queA(z) > R(Z) (Z est sur-solution).

Soientz(®) = 0, 8 > v, et (™), la suite définie pardz*+t1) + gz(k+D = R(2(®) 4 pz(*). Cette suite
converge vers € R" et Az = R(z). De plus0 < z*) <z Vn € N etz®) < z( D vp c IN.

DEMONSTRATION— On se raméne au théoréme précédent ave@Id au lieu ded et R+ 5 au lieu deR. [

Remarque 2.13Point fixe de Brouwer)On s’est intéressé ici uniguement a des théorémes de patitéirstruc-
tifs", i.e. qui donnent un algorithme pour le détermineetiste aussi un théoréme de point fixe diRisavec des
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hypothéses beaucoup plus générales (mais le théorémeresbnstructif), c’est le théoréme de Brouwersi f
est une fonction continue de la boule unitélidé dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la®@oul
unité.

2.2.3 Vitesse de convergence

Définition 2.14 (Vitesse de convergence$oit(z(¥)),cn € IR™ etz € IR". On suppose que”) — 7 lorsque
k — o0, que la suite est non stationnaire, c.a.d. qu® +# z pour toutk € IN, et que

(h+1) _ 5
o™ — 2l _ B eo,1]. (2.9)

B T =g
On s'intéresse a la “vitesse de convergence" de la Suit&) ),,c . On dit que :
La convergence esbus—linéairesi 5 = 1.
La convergence eatt moins linéairesi s € [0, 1].
La convergencest linéairesi 5 €]0, 1[.
La convergence estiper linéaire si 5 = 0. Dans ce cas, on dit également que :

(a) La convergence esiu moins quadratiques’il existey € IR, et il existeny € IN tels que sk > ng
alors ||z — z|| < ~]|z® — z||2.

(b) La convergence eguadratique si

>N =

Plus généralement, on dit que :
a) La convergence esitu moins d'ordre p S'il existey € IR, et il existeky € IN tels que sk > ko
v 4
alors ||z — z|| < ~||z™®) — z||P.
(b) La convergence edfordre p si
lz*+Y — z

n——+00 ||x(k) = j‘HP =7>0.

Remarque 2.15Sur la vitesse de convergence des suites)

— Remarquons d’abord que si une suiié”)),, v € IR"™ converge vers: € IR" lorsquen tend vers I'infini,
alors on a forcément < 1 dans(2.9). En effet, si la suite vérifi€2.9) avecs > 1, alors il existeky € IN
tel que sik > ko, |z, — Z| > |z, — Z| pour toutk > kg, ce qui contredit la convergence.

. . L 1 1 : . .
— Quelques exemples de suites qui convergent sous-lingsite ;, = 5 Tk = 3, Mais aussi, de maniéere
moins intuitive ), = 7. Toutes ces suites vérifient I'égal{®9)avecs = 1.

— Attention donc, contrairement a ce que pourrait suggéoer 1som, la convergence linéaire (au sens donné
ci-dessus), est déja une convergence trés rapide. Les giéitenétriques définies par = 3* avecs €0, 1]
sont des suites qui convergent linéairement (vers 0), das gkrifient évidemment bi¢p.9) avecs €]0, 1.

— la convergence quadratique est encore plus rapide ! Pamgke la suite définie par;1 = =7 converge de

maniére quadratique pour un choix initiah €] — 1, 1[. Mais si par malheur le choix initial est en dehors de
cetintervalle, la suite diverge alors trés vite... de mamigxponentielle, en fait, puisqug = exp(klnxg).

3. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicéerlandais.
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C'est le cas de la méthode de Newton, que nous allons int@do@intenant. Lorsqu’elle converge, elle
converge tres vite (nous démontrerons que la vitesse deegmnce est quadratique). Mais lorsqu’elle
diverge, elle diverge aussi trés vite...

Pour construire des méthodes itératives qui convergepefstite”, nous allons donc essayer d’obtenir des vitesses
de convergence super linéaires. C'est dans cet esprit queedtodions dans la proposition suivante des conditions
suffisantes de convergence de vitesse quadratique pouréthede de type point fixe, dans le cas d’une fonction
f deIR dansIR.

Proposition 2.16(Vitesse de convergence d’'une méthode de point.figejit f € C*'(IR,IR); on suppose qu'il
existez € IR tel quef(z) = . On construit la suite

29 eR
LR+ — f(a:(k)).
1. Sion suppose qué(z) # 0 et|f'(z)| < 1, alors il existen > 0 tel que siz(®) € I, = [z — @, Z + o] Oona
+(®) — 7 lorsquek — +o0. De plus siz(®) + z pour toutn € IN, alors
|x(k+1) _ j|
o) — 7|
La convergence est donc linéaire.

2. Sion suppose maintenant qfigz) = 0 et f € C?(IR,TR), alors il existea > 0 tel que siz(?) € I, =
[ — a,7 + al, alorsz®) — 7 quandk — +o0, et siz*) # z, ¥n € IN alors

— |f'(z)| = B avecs €]0, 1].

|x(k+1) _i’| _ 1 "=
m - B = §|f (@)l

Dans ce cas, la convergence est donc au moins quadratique.

DEMONSTRATION—

1. Supposons quif’ (Z)| < 1, et montrons qu'il existex > 0 tel que siz® € I, alorsz™® — z. Commef ¢
C'(IR,IR) il existea > 0 tel quey = max,cr, |f'(x)] < 1 (par continuité def”).
On va maintenant montrer qye: I, — I, est strictement contractante, on pourra alors appliquérdlereme du
point fixe af|;,., (I étant fermé), pour obtenir qué® — z ouz est I'unique point fixe def| ..
Soitz € I, ; montrons d’abord qug(z) € I, : commef € C*(IR,R), il existe¢ €]z, z[ tel que|f(z) — | =
If(z) = f(@)] = |F(©)|lz — 7| < 7|z — | < « ce qui prouve quef(z) € I,. On vérifie alors quef|s,
est strictement contractante en remarquant que pouratoyse I, x < y, il existe ¢ €]z, y[(C I.) tel que
|f(x) = ()| = |f'(€)]|z — y| < ~|z — y| avecy < 1. On a ainsi montré que'® — z siz® € I,.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de laSujiposons qué’(z) # 0 etz® = z pour toutn € IN.

Commez "™V = f(z®) etz = f(z), on alz* Y — z| = |f(«®) — f(Z)|. Commef € C*(IR,IR), il existe

& €)™ z[ou)z, 2|, tel quef(z¥)) — f(Z) = f' (&) (=™ — ). Ona donc

\x(k'H) _ a‘:|

|z — z|

On a donc une convergence linéaire.

2. Supposons maintenant giec C*(IR,R) et f/(Z) = 0. On sait déja par ce qui précéde qu'il existe> 0 tel que
siz® e I, alorsz® — 7 lorsquek — +o0. On veut estimer la vitesse de convergence ; on suppose plaur ¢
quez® £ z pour toutn € IN. Commef € C?(IR,IR), il existe¢, €]z, z[ tel que

! — - 1 11 —
f@™) = f@) = f @ @" - z)+ 3/ (&) (™ —2)°.
Onadonc z**Y —z = 1 (&) (2™ — z)? ce qui entraine, par continuité gé, que
‘m(kJrl)
|z (k) — z|2

La convergence est donc quadratique.

= |f' (&) — |f'(®)| carz™ — z et f’ est continue.

-7 _

= %If”(ékn — %lf"(a‘s)\ quandk — +oo.
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2.2.4 Méthode de Newton danik

On va étudier dans le paragraphe suivant la méthode de N@wtorla résolution d’'un systéme non linéaire. (En
fait, il semble que 'idée de cette méthode revienne plutBirapsorf Donnons l'idée de la méthode de Newton
dans le cas: = 1 a partir des résultats de la proposition précédente. Sait C*(IR,IR) etz € IR tel que
g(Z) = 0. On cherche une méthode de construction d’une $uite),,cv C IR™ qui converge verg de maniére
quadratique. On pose

f(z) = 2 — h(z)g(x) avech € C*(IR,R) tel queh(z) # 0 Vz € IR,
et on a donc
f(z) =2 g(z)=0.

Si par miraclef’(z) = 0, la méthode de point fixe syfrva donner (pouz®) € I, donné par la proposition 2.16)
(), e tel quez® — z de maniére au moins quadratique. Or off &) = 1 — h/(x)g(x) — ¢'(x)h(z) et

doncf’(z) = 1 — ¢'(z)h(Z). Il suffit donc de prendré tel queh (z) = . Ceci est possible gf(z) # 0.

9'(z)
Enrésumé, sj € C3(IR, IR) est telle qug/(Z) # 0 Vx € IR etg(z) = 0, on peut construire, pourassez proche
dez, la fonctionf € C?(IR, IR) définie par

Grace a la proposition 2.16, il existe> 0 tel que siz(?) € I, alors la suite définie par

(k)
(1) _ o)y — (k) _ 9&)
) = Gm)

converge verg de maniére au moins quadratique.

Remarquons que dans le cas= 1, la suite de Newton peut s’obtenir naturellement en rengolatéquation
g(T) = 0 parg(z#+1)) = 0, etg(z**+1)) par le développement limité erf :

g(x(kﬂ)) - g(x(k))g/(x(k))(m(kﬂ) — x(k)) + |x(k+1) — x(k)‘e(x(kﬂ) _ x(k)).
C’est le plus sir moyen mnémotechnique pour retrouverditén de Newton :
g(z®) + ¢ (*) (2*+D — 2y = 0 ou encorgy’ (M) (xF T — 2By = —g (). (2.10)

Comparons sur un exemple les méthodes de point fixe et de Ne@ocherche le zéro de la fonctign z — 22—
3 surlR ;. Notons en passant que la construction de la stiftepar point fixe ou Newton permet I'approximation
effective dey/3. Si on applique le point fixe standard, la suité) s’écrit

z(© donné,
204D Z () _ (500y2 4 3.

Si on applique le point fixe avec paramétre de relaxatipka suitez*) s’écrit

29 donné,
a® ) = —g®) 4y (—2®))? 4+ 3)

4. Voir Nick Kollerstrom (1992)Thomas Simpson and “Newton’s method of approximation” : aduging myth The British Journal for
the History of Science, 25, pp 347-354 doi :10.1017/S000408029150 — Thomas Simpson est un mathématicien angldi8-éme siécle
a qui on attribue généralement la méthode du méme nom poatdel @approché des intégrales, probablement a tort ca-celipparait déja
dans les travaux de Kepler deux siécles plus tot!
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Si maintenant on applique la méthode de Newton, la stiftes’écrit

2 donné,

(k+1) — _ (xM)? —3

v 22:(F)

Comparons les suites produites par scilab & partite= 1 par le point fixe standard, le point fixe avec relaxation
(w = .1) et la méthode de Newton.

— point fixe standard :
13 -3 -9 -87 -7653 -58576059 -3.431D+15 -1.177D+31

— point fixe avec relaxation :

1. 12 1356 1.4721264 1.5554108 1.6134805 1.6531486 858 1.6976661 1.7094591
1.717234 1.7223448 1.7256976 1.7278944 1.7293325 1.330271.7308888 1.7312912
1.7315543 1.7317263 1.7318387 1.7319122 1.7319602 1971819 1.7320121 1.73204
1.7320437 1.7320462 1.7320478 1.7320488 1.7320495 1573207320503 1.7320504
1.7320506 1.7320507 1.7320507 1.7320507 1.7320508

— Newton:
1. 2. 1.75 1.7321429 1.7320508 1.7320508

Remarque 2.17(Attention a l'utilisation du théoréme des accroissemdinis...). On a fait grand usage du
théoréme des accroissements finis dans ce qui précéde. lBappee sous la forme qu’on a utilisée, ce théoreme
n’est valide que pour les fonctions fRedansiR.. On pourra s’en convaincre en considérant la fonctioriRlelans

IR? définie par :

cosx| "’

oo = |

On peut vérifier facilement qu’il n’existe pas fes IR tel quep(27) — ¢(0) = 27y’ (€).

sin x]

2.2.5 Exercices
Enoncés
Exercice 69(Calcul différentiel) Suggestions en page 156, corrigé détaillé en page 156

Soit f € C*(IR™, IR).
1. Montrer que pour tout € IR", il existe un unique vecteur(x) € IR"™ tel queD f(z)(h) = a(x) - h pour tout
heR™
Montrer que(a(z)); = 0; f(x).
2.0n poseV f(z) = (01 f(z),...,01f(x))t. Soity I'application définie ddR™ dansIR" parp(x) = Vf(x).
Montrer quep € C*(IR",R") et queDy(z)(y) = A(z)y, oUA(x)): ; = 07, f(x).

Exercice 70(Calcul différentiel, suite) Corrigé en page 157

1. Soitf e 02(]}{2, IR) la fonction définie palf (z1, z2) = ax1 + bxs + cx1242, OUa, b, €tc sont trois réels fixés.
Donner la définition et I'expression def (z), V f(z),Df, D*f(x), H¢ ().
2. Méme question pour la fonctighe C2(IR*, IR) définie parf (x1, 2, 3) = 23 + 2322 + x9 sin(23).

Exercice 71(Point fixe dandR). Corrigé en page 158

. s 1
1. Etudier la convergence de la suité®)),, i, définie pare(®) € [0, 1] etz = cos (m)
x

2. Soitl = [0,1], etf : z — 2*. Montrer que la suite des itérés de point fixe converge pauntee [0, 1] et
donner la limite de la suite en fonction du choix initigf).
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Exercice 72(Point fixe et Newton) Corrigé détaillé en page 158.

1. On veut résoudre I'équati@re” = 1.
(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme diet fige : 2 = %e_””.
(b) Ecrire I'algorithme de point fixe, et calculer les iténgs x1, 2 etxs en partant depuisy = 1.
(c) Justifier la convergence de la méthode.
2. On veut résoudre I'équatiarf — 2 = 0.
(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme diet fige : x = %
(b) Ecrire I'algorithme de point fixe, et tracer sur un graple les itérés, x1, o etx3 en partant de
g =1etxy = 2.
(c) Essayer ensuite le point fixe sue= % Pas trés facile a deviner, n'est ce pas ?

(d) Pour suivre les traces de Newton (ou plutét Simpson, el : a x,, connu, écrire le développement
limité de g(x) = 2 — 2 entrez™ etz(™*Y), remplacer I'équatiog(7) = 0 parg(z"*t1)) = 0, et
g(z(™*t1) par le développement limité eri**! , et en déduire 'approximation(*+1) = 2() —

-(n) e el . . s 2
% Retrouver ainsi I'itération de la question précédentei(gdr) = 22 — 2).

Exercice 73(Méthode de monotonie)Suggestions en page 156, corrigé détaillé en page 159.

On suppose qu¢ € CH(IR,IR), f(0) = 0 et quef est croissante. On s'intéresse, pour- 0, au systéme non

linéaire suivant des équations & inconnues (notées;, . .., u,) :
(Au)l = alf(ul) + A\b; Vi € {1, .. .,n},
w=(u1,...,u,)" € R", (2.11)
oUa; > 0 pourtouti € {1,...,n}, b; > 0pourtouti € {1,...,n} etA € M, (IR) est une matrice vérifiant
ueR", Au>0=u>0. (2.12)

On suppose qu'il existe > 0t.q. (2.11) ait une solution, notéé*), pour\ = . On suppose aussi qué”) > 0.
Soit0 < A < p. On définit la suitgv®)),,ey C IR™ parv(® = 0 et, poum > 0,

(Ao = f(™) + b Vi € {1, n}. (2.13)

Montrer que la suitév*)),,cx est bien définie, convergente (ddR$) et que sa limite, notée®), est solution
de (2.11) (et vérifi® < u® < u1),

Exercice 74(Point fixe amélioré) Suggestions en page 156, Corrigé en page 159

Soitg € C3(IR,R) etZ € IR tels quey(z) = 0 etg'(T) # 0.
On se donne € C' (IR, R) telle quep(T) = 7.
On considére I'algorithme suivant :
z9 € R,
(2.14)
Tpt1 = h(xy),n > 0.

g(z)
g'(p(x))

1) Montrer qu'il existen: > 0 tel que sixg € [T — o, T + «] = I, alors la suite donnée par I'algorithme (2.14) est
bien définie ; montrer que,, — T lorsquen — +oo.

avech(z) =x —

On prend maintenant, € I, ou« est donné par la question 1.
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2) Montrer que la convergence de la suitg ) e définie par I'algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) On suppose qug’ est lipschitzienne et qug (7) = 3 Montrer que la convergence de la suii¢ ) ,e v définie
par (2.14) est au moins cubique, c’est-a-dire qu'il existelR . tel que

|Tpr1 — Z| < c|lzy — T3, vk > 1.
4) Soitg € R, tel queg’(z) # 0 Vo € Ig =]T — §,T + ([; montrer que si on prend telle que :

o(z) = g()

=r— =" six € Ig,
T 2 (w) e

alors la suite définie par I'algorithme (2.14) converge daid@ cubique.
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2.3 Meéthode de Newton dandR"

2.3.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newtartiagu point fixe de monotonie en dimension
n = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans lexagselconque. Soient € C*(IR",IR") etz € R"
tels queyg(z) = 0.

On généralise la méthode vue en 1D en remplagant dans (.#6)ivéey’ (z(*)) par la matrice jacobienne de
au pointz(*), qu'on noteDg(x*)). La méthode s’écrit :

(0) n
V) e R
| Dola(olh# — 510) — —gfalb), 5 >0 (2:20)
Pour chaqué € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :

1. Calcul deDg(z®)),

2. Résolution du systéme linéaifty(x ™)) (x*+1) — 2(*k)) = —g(2(*)),
Remarque 2.18.Si la fonctiong dont on cherche un zéro est linéaire, i.eggst définie pag(x) = Ax — b avec
A € M,(IR) etb € R", alors la méthode de Newton revient a résoudre le systérdaittAx = b. En effet
Dg(x®)) = A et dong(2.20)s’écrit Ax*+1) = b,
Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, aheraher maintenant & répondre aux questions
suivantes :

1. la suite(z®)),, est—elle bien définie ? A—t—aRg(x¥)) inversible ?

2. A-t-on convergence*) — z quandk — +oc ?

3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoreme 2.19Convergence de la méthode de Newtgpr; C?). Soientg € C?(IR",IR") etz € IR" tels que
g(Z) = 0. On munitlR™ d'une norme| - ||. On suppose qu®gq(z) est inversible. Alors la méthode de Newton
converge localement, et la convergence est au moins qugdeatPlus précisément, il exiskte> 0, et3 > 0 tels
que
1. siz® ¢ B(z,b) = {x € R", ||z — z| < b} alors la suite(z*),,c est bien définie paf2.20) et
x*) € B(z,b) pour toutn € IN,
2. siz(® € B(z,b) et si la suite(z®)),,c v est définie paf2.20)alorsz*) — 2 quandn — +oo,
3. siz(® ¢ B(z,b) et si la suite(z®),cn est définie pa2.20) alors ||zt — z|| < Bl|lz*) — z||?
Vn € IN.

DEMONSTRATION— Montrons d’abord que la suite convergeasf’ est suffisamment proche de Pour cela on va
utiliser le théoréme du point fixe : softla fonction delR™ dansIR™ définie parx +— = — (Dg(z)) 'g(x). Ona

Df(z) =1d — (Dg(z))” ' (Dg(z)) = 0.
Commey € C*(IR, IR), la fonctionf est de class€'" et donc par continuité dB £, il existeb > 0 tel que|Df(x)| < 1
pour toute € B = B(&,b). Si on montre qugf(B) C B, alors la fonctionf est strictement contractante fiedansB, et
donc par le théoréme du point fixe, la suite définie par (2.80yerge. Soitc = *) € B, et soity = 2*+V = f(x®).
Grace au théoréme des acroissements finis dans des espetogielsenormés, on a :

ly —z| = f(=) - f(@)] < sup IDf ()l — 2|, (2.21)

5. Théoréme des accroissements finisSoient(E, || - ||g) et (F,| - ||r) des espaces vectoriels normés, sofent C(E, F) et
(z,y) € E?. On définitjz, y[= {tz + (1 — t)y, t €]0,1[}. Alors : ||h(y) — h(@)|| < |ly — @[l sup. )y IDR(2) ]l ¢ (5, F)-
(On rappelle que sT" € L(E, F) alors|| 7|z (g,F) = SUPze g, x| p=1 ITZllF].)
Attention piege ! : Sidim F' > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 13gue|x y[t.q. h(y) —h(z) = Dh(&)(y—x).
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et donc 1
ly -2l < 5 ll= - .
On en déduit qugy € B. La suite(z*),,cv définie par (2.20) est donc bien convergente. Pour montrearactére

quadratique de la convergence, on applique a nouveau dlitégles accroissements finis, cette fois-dDd(z) dans
(2.21). En effet, comme par hypothéggf € C*(IR™,IR™), on a

IDf() = [IDf(z) = Df(@)|l
< sup IDfEIlz — 2| (2.22)

< Blle — . (2.23)
En reportant cette majoration ¢& f(z)|| dans (2.21), on obtient alors :
ly — 2| < Blle — 2|
ce qui donne la convergence locale au moins quadratique. [

La conditiong € C?(IR",IR") est une condition suffisante mais non nécessairg. SiC?(IR",IR"), on peut
encore démontrer la convergence, mais sous des hypottastgépfaciles a vérifier en pratique :

Théoréme 2.20(Convergence de la méthode de Newtgig, C).
Soientg € CY(R",IR") etz € R" tels queg(z) = 0. On munitR"™ d’'une norme| - || et M,,(IR) de la norme
induite. On suppose qug(z) est inversible. On suppose de plus qu'il existe;, ap € IR tels que :

1. siz € B(z,a) alors Dg(z) estinversible ef Dg(x)) 7| < a;;
2. siz,y € B(z,a) alors||g(y) — g(x) — Dg(x)(y — @)|| < azlly — x|,

ai1as
1. (z®),en est bien définie paf2.20)

2. z¥) — z lorsquen — +oo,

3. |z — 2| < Bl|lz® — z||? Vn € IN.

Alors, si on pose b = min (a7 ) >0, 8 = ajay etsiz(®) € B(z,b),ona:

DEMONSTRATION—  Soite®) € B(&,b) C B(&,a) oub < a. On va montrer par récurrence suguex ™ ¢ B(z, b)
¥n € IN (et que(z™),.cx est bien définie). L’hypothése de récurrence esteflieest bien défini, et que™ ¢ B(z, b).
On veut montrer que:'* ™Y est bien défini etc**Y ¢ B(z,b). Commeb < a, la matriceDg(z*) est inversible et
2*t1 est donc bien défini;ona:

as(k'H) _ :c(k) — Dg(a:(k))_l(—g(m(k)))
- . 1 A . .
Pour montrer que:**) € B(z, b) on va utiliser le fait qué < — Par hypothése, on sait quessiy € B(&, a), on
142
a
lg(y) — g(=) — Dg(x)(y — @) < azlly — =|*.
Prenong = z etz = ) € B(&, a) dans I'inégalité ci-dessus. On obtient alors :
lg(@) — g(2")) — Dg(a™)(@ — 2| < azlj@ — ™.
Commeyg(z) = 0 et par définition de:**+), on a donc :
[Dg(x™)(@* ) — 2™) — Dg(@™)(@ — 2™)| < asllz — 2™|?,
et donc
[Dg(x™)(@**Y - 2)| < as]l@ — ™| (2.24)
orz®*+Y — z = [Dg(x™)] 7Y (Dg(x®))(x*+Y — z), et donc
l2* ) — z|| < |[Dg(x™) || ||Dg(x™) (@™ — 2)|.
En utilisant (2.24), les hypothéses 1 et 2 et le fait gf¢ € B(&,b), on a donc

[2®Y) — || < araz)|l2™ — 2| < arazb®. (2.25)

Analyse numérique |, télé-enseignement, L3 163 Université d'Aix-Marseille, R. Herbin,¢loctobre 2015



2.3. METHODE DE NEWTON DANSR, Y CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

Oraiazb® < bearb < .Doncz**Y ¢ B(z,b).

aijaz
On a ainsi montré par récurrence que la s(it€"),,c est bien définie et que'®) € B(z, b) pour toutn. > 0.
Pour montrer la convergence de la siité"”)),.cv versz, on repart de l'inégalité (2.25) :
araz||e®™ ™ — 2| < (a102)? |2 — 2P|* = (a1a2]2™ — &|)?, Vn € N,
et donc par récurrence
27L
araz)|z® — &|| < (arazllz® —2|))" , VneN

Commez”) € B(z,b) eth < —

ayay’

(aras|lz® — z||) < 1

etdonc|jz™ — Z|| — 0 quandn — +oo.

La convergence est au moins quadratique car I'inégalib{&'écrit :
l® D) — z|| < B|le® — x| avecB = aias.

Le théoréme 2.19 peut aussi se démontrer comme corollaiteéduéme 2.20. En effet, sous les hypotheses du
théoréme 2.19, on peut démontrer qu'il existe,, a; € R tels que

1. siz € B(z,a) alorsDg(z) estinversible eff(Dg(z)) | < a1,
2. siz,y € B(z,a) alors||g(y) — g(z) — Dg(x)(y — )|| < aslly — x|
et donc appliquer le théoréme 2.20, voir exercice 87 page 171

Remarque 2.21(Choix de I'itéré initial) On ne sait pas bien estimémdans le théoréme 2.19, et ceci peut poser
probléme lors de I'implantation numérique : il faut choigitéré initial =(©) “suffisamment proche" d& pour
avoir convergence.

2.3.2 Variantes de la méthode de Newton

L'avantage majeur de la méthode de Newton par rapport a utieonhe de point fixe par exemple est sa vitesse
de convergence d'ordre 2. On peut d’ailleurs remarquer grsgjlie la méthode ne converge pas, par exemple si
litéré initial (°) n’a pas été choisi “suffisamment proche"@galors la méthode diverge trés vite. . .

L'inconvénient majeur de la méthode de Newton est son coitdait d'une part calculer la matrice jacobienne
Dg(x™®)) a chaque itération, et d’autre part la factoriser pour rdsole systeme linéair®g(z®)(z*+1 —

x®)) = —g(x™). (On rappelle que pour résoudre un systéme linéaire, il negas calculer I'inverse de la
matrice, mais plutét la factoriser sous la forth® par exemple, et on calcule ensuite les solutions des systéme
avec matrice triangulaires faciles a inverser, voir Chrafit) Plusieurs variantes ont été proposées pour tenter de
réduire ce codt.

“Faux quasi Newton”

Soientg € C*(IR",R") etz € IR tels queg(z) = 0. On cherche a calculer. Si on le fait par la méthode de
Newton, I'algorithme s’écrit :

z(© e R",

Dg(a®)(@"+V) — 2®) = —g(2M), n > 0.
La méthode du “Faux quasi-Newton” (parfois appelée quasidin) consiste a remplacer le calcul de la matrice
jacobienneDg(z(*)) a chaque itération par un calcul toutes les “quelques"titérs. On se donne une suite
(ni)ien, avecng = 0 etn; 1 > n; Vi € IN, et on calcule la suitéz®)),,cn de la maniére suivante :

{ z© ¢ R"

Dg(z™))(z®+) — 20 = —g(z®)) sin; < n < nis. (2.26)
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Avec cette méthode, on a moins de calculs et de factorisatietta matrice jacobienreg(x) a effectuer, mais on
perd malheureusement la convergence quadratique : cetit@deén’est donc pas trés utilisée en pratique.

Newton incomplet

On suppose ques’écrit sous la forme :
g(x) = Az + Fy(x) + Fy(x), avecA € M, (IR) avecFy, F, € C*(IR™,R").
L'algorithme de Newton (2.20) s’écrit alors :

z® e R"
(A + DFl(:ch) + DFQ(m(’f))) (w(k+1) - Cc(k)) _
—Az® — By (x)) — ().

La méthode de Newton incomplet consiste a ne pas tenir cotedeejacobienne des.

{ iL'(O) e R"

(A + DF (2 (@®+) — 209) = — Ag® _ Fy(z®) — By(a®). (2:27)

On dit qu’on fait du “Newton suf;” et du “point fixe surFy”. Les avantages de cette procédure sont les suivants :

— La méthode ne nécessite pas le calculdg (), donc on peut 'employer g, € C(IR",IR™)) n’est pas
dérivable.

— On peut choisit} et F; de maniére a ce que la structure de la matrice DFl(:c(k)) soit “meilleure” que
celle de la matricet + D Fy (x*)) + DF» (x®)) ; si par exempled est la matrice issue de la discrétisation du
Laplacien, c’est une matrice creuse. On peut vouloir caes@ette structure et choisit; et £, de maniére
a ce que la matricel + DF; (™)) ait la méme structure qué.

— Dans certains problemes, on connait a priori les couplplygssou moins forts dans les non-linéarités :
un couplage est dit fort si la variation d’'une variable €imeaune variation forte du terme qui en dépend.
Donnons un exemple : Sojt de R? dansR? définie parf(z,y) = (z + sin(10~%y),exp(x) + y), et
considérons le systéme non linéajfer,y) = (a,b)* ot (a,b)! € R? est donné. Il est naturel de penser
que pour ce systeme, le terme de couplage de la premiéraaaatla variable, sera faible, alors que le
couplage de deuxiéme équation en la variabdera fort.

On a alors intérét a mettre en oeuvre la méthode de Newtom gartie “couplage fort" et une méthode de
point fixe sur la partie “couplage faible".
L'inconvénient majeur est la perte de la convergence qtigdie La méthode de Newton incomplet est cependant
assez souvent employée en pratique en raison des avantageérés ci-dessus.

Remarque 2.22.Si F;, = 0, alors la méthode de Newton incomplet est exactement laoaéttie Newton. Si
Fy = 0, la méthode de Newton incomplet s’écrit

A@®) — ™) = _4z® _ py(z®),

En supposant inversible, on a alorse(**1) = — A1, (2(¥), C’est donc dans ce cas la méthode du point fixe
sur la fonction— A~ Fy.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une variante de la méthode demMearts le cas de la dimension 1 d’espace. On
suppose ich = 1 etg € C'(IR,IR). La méthode de Newton pour calcuterc IR tel queg(®) = 0 s'écrit :

2@ e R
{ g/(m(k))(x(k+1) _ x(k)) _ _g(x(k))7 vn > 0.
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On aimerait simplifier le calcul d¢ (z(*)), c’est-a—dire remplacgf(z(*)) par une quantité “proche” sans calculer
g'. Pour cela, on remplace la dérivée par un quotient diffégei@n obtient la méthode de la sécante :

:1;(0) s :1;(1) = R

g9(@®) — g(z*"V)
20 — (1)

(@®+) — 20y = _g@®) 5> 1, (2.28)

Remarquons que dans la méthode de la sécaffteé!) dépend de:(*) et dez(*~1) : on a une méthode a deux
pas; on a d’ailleurs besoin de deux itérés initialfk etz(1). Lavantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite
pas le calcul dg’. Linconvénient est qu’on perd la convergence quadrati@ue peut toutefois montrer (voir
exercice 96 page 175) quegiz) = 0 etg’(z) # 0, il existea > 0 tel que siz(?, 2 € [z — . + o] = I,

la suite (z(*)),,cv construite par la méthode de la sécante (2.28) est bien eéfjoe(z(¥),cv C I, et que

+®) — z quandn — +oc. De plus, la convergence est super linéaiie,si 2(*) # z pour toutn € IN, alors
(k+1) _ -
xX X

o 0 quandn — +o0. On peut méme montrer (voir exercice 96 page 175) que la rdétte la
€z — X

sécante est convergente d’ordteud est le nombre d'or.

Méthodes de type “Quasi Newton"

On veut généraliser la méthode de la sécante awcas 1. Soient dongg € C*(IR",IR"™). Pour éviter de
calculerDg(z(®)) dans la méthode de Newton (2.20), on va rempldzeiz*)) par B(*) € M,,(IR) “proche de
Dg(2®))”. En s’inspirant de la méthode de la sécante en dimension therche une matricB*) qui, z(*) et

z(*=1) étant connus, vérifie la condition :

B®) (l‘(k) _ x(k_l)) = g(,T(k)) — g(;y(k_l)) (2.29)

(k) — g(a®) — g(a*=D
(k) — p(k=1)

Sin > 1, la condition (2.29) ne permet pas de déterminer compl&te®e). Il y a plusieurs fagons possibles

de choisirB*), nous en verrons en particulier dans le cadre des méthodpsrdisation (voir chapitre 4, dans ce

cas la fonctiory est un gradient), nous donnons ici la méthode de Bro§d€elle-ci consiste a choisiB(*) de

la maniére suivante : &) etz(*~1) connus, on posé®) = 2 — 2= ety*) = g(z*)) — g(z*=D); on

supposeB3*~1) € M,,(IR) connue, et on cherchig®) ¢ M, (IR) telle que

Dans le cas odt = 1, cette condition détermine entiereméht) ;car on peut écrire B

BRI §R) — (k) (2.30)
(c’est la condition (2.29), qui ne suffit pas a détermiB&¥) de maniére unique) et qui vérifie également :
BWe¢ = B¢ ve e R™ tel que¢ L 6. (2.31)
Proposition 2.23(Existence et unicité de la matrice de Broyden)

Soienty®® € R"™, 6*) ¢ R™ et B*~1) € M, (IR). Il existe une unique matricB*) € M, (IR) vérifiant (2.30)
et(2.31); la matrice B*) s’'exprime en fonction dg(®), 5() et B*~1) de la maniére suivante :

1 1
(k) — = (k) (sk)yt (k=1) (14 — 5 (5 t)
B = W) + B (1a - 50 @®)r) . (2.32)
DEMONSTRATION— L'espace des vecteurs orthogonau&d est de dimensiom — 1. Soit (¥1y+-+,Yn—1) une base
de cet espace, alofs, ..., vn—1,6*)) est une base dR" et si B®) vérifie (2.30) et (2.31), les valeurs prises par

I'application linéaire associée A®) sur chaque vecteur de base sont connues, ce qui déternppéidation linéaire et
donc la matriceB*) de maniére unique. Sal2*) définie par (2.32), ona:
y® _ =150

(k) (k) — glh=1) 5(k) ONF ORI
BT = BTG 4 Sy (07) 6 =y,

6. C. G. Broyden, "A Class of Methods for Solving NonlineamBitaneous EquationsMath. Comput19, 577-593, 1965.
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et doncB® vérifie (2.30). Soit € IR™ tel que¢ L 6%, alors¢ - 6% = (6)t¢ = 0 et donc
(b) _ =150
§(k) . §(k)

p®e — p-vg W (6®)te = BE e, we 1 5™,

L'algorithme de Broyden s’écrit donc :

Initialisation : (9, () € R™ By € M, (IR)
A z®) (=1 et B(*=1) connus, on pose

Calcul deB®*) = pk=1) 4 W((s(k))t,

Itérationn : résolution de BX*) (z(k+1) — (k) = _g(z(F)),

Une fois de plus, l'avantage de cette méthode est de ne passitée le calcul d®g(x), mais I'inconvénient est
la perte du caractére quadratique de la convergence..

2.3.3 Exercices
Enoncés des exercices
Exercice 75(Newton et logarithme)Suggestions en page 176 Corrigé en page 177

Soit f la fonction delR’, danslR définie parf(z) = In(z). Montrer que la méthode de Newton pour la recherche
deZ tel quef () = 0 converge si et seulement si le choix initiaP) est tel quer(®) €]0, e[.

Exercice 76(Newton pour un systéeme linéaireCorrigé en page 177 Soijt I'application définie sudR"™ par
f(xz) = Az — b ou A est une matrice inversible éte IR™. Ecrire I'algorithme de Newton pour la résolution de
I'équation f(x) = 0 et montrer qu'il converge pour toute condition initiald € IR".

Exercice 77 (Condition initiale et Newton) Corrigé en page 177 L'algorithme de Newton paBifz,y) =
(sin(x) 4 y, zy)" est-il bien défini pour la condition initialéZ , 0) ?

Exercice 78(Newton dandR etIR?). Corrigé en page 178 Soit € IR tel que|a| < 1 et (zg, yo) € IR%. On
définit I'application

o P
Y Yy —1yo—asinz

1. Montrer qu'il existe une fonctioff : IR — IR, que I'on déterminera, telle qué'(x,y) = (0,0) si et
seulement si = o + ay et f(y) = 0.

2. Montrer que pour tout tripleta, zo, yo0), il existe un unique couple, 7) € R? tel queF(z,7) = (0,0).
3. Ecrire I'algorithme de Newton pouf et montrer que I'algorithme de Newton converge au voisircgeg
4. Ecrire I'algorithme de Newton pour la fonctioA. Montrer que I'algorithme converge au voisinage de
(Z,7).
Exercice 79(Méthode de Newton pour un systéme 2). Corrigé en page 178

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systarnvaust :

—5x 4+ 2sinx 4+ 2cosy = 0, (2.33)
2cosx + 2siny — by = 0. (2.34)
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et montrer que la suite définie par cet algorithme est tosjbien définie.

2. Soit(Z,y) une solution du probléme (2.33)-(2.34). Montrer qu'il egis > 0 tel que si(xo,yo) est dans la
boule B, de centrgT, ) et de rayorx, alors la suit€x,,, y, )ncn CONstruite par la méthode de Newton converge
vers(z,7) lorsquen tends verstoco.

3. Montrer qu'’il existe au moins une solutiém, y) au probléme (2.33)-(2.34).
Exercice 80(Méthode de Newton pour un autre systéne 2).

1. Ecrire la méthode de Newton pour la résolution du systarnvaust :

22 4+ 2zy = 0, (2.35)
xy+1=0. (2.36)

2. Calculer les solutions de ce systeme.

3. Soit(z,7y) une solution du probléme (2.35)-(2.36). Montrer qu'il égis > 0 tel que si(zg, yo) est dans la
boule B. de centrgT, ) et de rayorx, alors la suit€x,,, y, )nen CONstruite par la méthode de Newton converge
vers(z,y) lorsquen tends verstoco.

Exercice 81(Newton et les échelles. ... Corrigé en page 2.3.3 page 179

4m
Soient deux échelles de longueurs respec-
tives 3 et 4 m, posées contre deux murs ver-
ticaux selon la figure ci-contre. On sait que
les échelles se croisent @ 1m du sol, et on 3am
cherche a connaitre la distanéentre les o |
deux murs. 1im
|
y
S Mo B
d
1. Montrer que le probléme revient a détermineaty tels que
1627 = (2 + 1)(z + y)? (2.37)
9* = (y* + 1)(z +y)*. (2.38)

2. Ecrire I'algorithme de Newton pour la résolution du systg2.37)-(2.38).

3. Calculer les premiers itérés") ety(!) construits par la méthode de Newton en partant@e= 1 ety(®) = 1.
Exercice 82(Newton danéVl; 2(IR)). Corrigé en page 179
On considére I'applicatiorfi : M3(IR) — Mo (IR) définie par

FX) = X2 — [(1) ﬂ :

L'objectif de cet exercice est de trouver les solutiong' (&) = {8 8} .
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1. Réécrire 'applicatiorf comme une applicatioff delR* dansIR*. Notonsx = [CZE ﬂ , on aalors
2
" +yz yl+t)| (1 0
1) {(w-}—t)z yz + 0 1
_ [#PHyz—1 ylz+o)
a z(x +t) yz +t2 —1
22 tyz—1
_ | ylz+t)
On adoncF(z,y,z,t) = Ao +1)
yz +t2 —1
2. Trouver I'ensemble des solutions fleX') = 0.
On voit que soity = z = 0 etz? = t? = 1 soitz = —t etyz = 1 — t>. Uensemble des solutions est donc

2

S = {(17 Oa Oa 1)’ (13 07 07 71)3 (713 03 07 1)7 (713 03 07 71)} ) {(tv Y, ’ 7t)71 [S IRay S ]R*}

3. Ecrire le premier itéréX; de l'algorithme de Newton pour I'applicatiofi partant de la donnée initiale
Xo = B Eﬂ (On pourra passer par I'applicatidf). Montrer que la suit¢ X}, ), définie par cet algorithme
est définie par tout et que I'on peut écrire sous la formdg, = A\;Id ou (\;); est une suite réelle dont on
étudiera la convergence.

Ona
2x z Y 0
|y T+t 0 Y
DF(%Z/JJ)- 2 0 $+t 2
0 z Y 2t
Par conséquent,
8 0 0 O
0 8 0 O
DF(4,0,0,4)= |/ o ¢
0 0 0 8
On en déduit
B 41 [8 0 0 0] '[15
yi| _ |0] [0 8 0 0 0
21 o 0 0 0 8 O 0
t1 4] |0 0 0 8 15
a (R q¥
_ |0 _{o]_1o
- 0 0] |0
4 ®F
On voit queX; = LI1d. Par récurrence on vérifie que
1 2 A2 +1
Mer1 =g — — (A — 1) = = o(Ak).
k1 = Ak 2/\k( k—1) " P(Ar)

On vérifie qued’(A) = % (1 — 57) et doncg’ > 0 sur[1,+ool avece(l) = 1donce : [1,+oo[— [1,+oof et

|¢][1,oo[\ < % On en déduit la convergence de la sWifevers1, qui est 'unique point fixe de dans cet intervalle.

4. Lalgorithme de Newton converge-t-il au voisinageXig = [_01 _OJ ?

On vérifie que

-2 0 0 0
DF(-1,0,0,—1) = 8 _02 _02 8
0 0 0 =2
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est inversible. Le théoreme de Newton Raphson assure laigence locale de I'algorithme.
Exercice 83(Nombre d'itérations fini pour Newton) Corrigé détaillé en page 180
1. Soit f la fonction delR dansIR définie par :f(z) = e* — 1. Pourz(®) € R, on note(z®)),.cy la suite des
itérés construits par la méthode de Newton pour la rechefcimepoint ouf s’annule.

1.1 Montrer que pour tout®) € TR, la suite(z*)),,cx est bien définie.

1.2 Montrer que si:(?) # 0, alorsz(*t1) =£ 2(*) pour toutn € IN. En déduire que la méthode de Newton converge
en un nombre fini d’opérations si et seulement(si(?)) = 0.

1.3 Montrer que :
1.3 (a) siz(¥ < 0 alorsz(™ > 0.
1.3 (b) siz(® > 0 alors0 < () < 2(0),

1.4 Montrer que la suitéz(®)),,cy converge lorsque tend vers l'infini et donner sa limite.

2. SoitF' : IR™ — IR une fonction continiment différentiable et strictememaxe(n > 1) et dont la différen-
tielle ne s’annule pas. Saif® € IR™ le choix initial (ou itéré 0) dans la méthode de Newton.
Montrer que la méthode de Newton converge en un nombre fipédiagions si et seulement&{z(?)) = 0.

Exercice 84(Méthode de Newton pour un systefe 2). Corrigé en page 181

1. On consideére I'applicatiofi : IR — IR définie parf(x) = 2. Ecrire la méthode de Newton pour calculer
la solution def (z) = 0 et montrer qu’elle converge quel que soit le choix initigle TR.
2. On considére maintenant I'applicatiéh: IR? — IR? définie par

e ="

(a) Déterminer 'ensemble des solutionsier, y) = (0, 0).

(b) Ecrire I'algorithme de Newton pour la résolution, et mrenque I'algorithme est bien défini pour tous
les coupleg o, yo) tels quexry # 0 etyy > 0.

(c) Soit(xzo,y0) = (1,1). On note(zx, yx ), k € IN les itérés de Newton.
i. Expliciter y; et en déduire que la suitgx ) ke CONverge.
ii. Montrer quex; > 2% pour toutk € IN et en déduire quei; < z pour toutk € IN.
iii. Endéduire que la méthode de Newton converge vers ungisnldeF'(x,y) = (0,0).

Exercice 85(Méthode de Newton pour le calcul de I'inverse)orrigé en page 182
. R 1 .
1. Soita > 0. On cherche a calculer par I'algorithme de Newton.
a

(@) Montrer que l'algorithme de Newton appliqué a une faneii (dont-- est un zéro) bien choisie s’écrit :

2B+ = 2(0) (2 — qz®)). (2.39)

{ z(© donné
(b) Montrer que la suitéz*)),,c définie par (2.39) vérifie

1 2
ow ) G siz® €)o, -l
—oo siz'? €] —oo,O[U]E,—i-oo[

2. On cherche maintenant a calculer I'inverse d’'une magracda méthode de Newton. Soit doAacine matrice
carrée d'ordre: inversible, dont on cherche a calculer I'inverse.

Analyse numérique |, télé-enseignement, L3 170 Université d'Aix-Marseille, R. Herbin,¢1octobre 2015



2.3. METHODE DE NEWTON DANSR, Y CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

(a) Montrer que I'ensembl€L,,(IR) des matrices carrées inversibles d’'ordr@un > 1) est un ouvert
de I'ensemblév(,,(IR) des matrices carrées d'ordie

(b) SoitT I'application définie d&7L,,(IR) dansG'L,,(IR ) parT(B) = B~'. Montrer queT” est dérivable,
etqueDT(B)H = —B~'HB™ L.

(c) Ecrire la méthode de Newton pour calcuker! en cherchant le zéro de la fonctigme M, (IR) dans
M, (IR) définie pay(B) = B! — A. Soit B®) la suite ainsi définie.

(d) Montrer que la suitd3*) définie dans la question précédente vérifie :
Id — AB*+Y) — (1d — ABW)2,
En déduire que la suitgB3®)),,c v converge versi—! si et seulement si(Id — AB(®) < 1.
Exercice 86(Méthode de Newton pour le calcul de la racin&uggestions en page 176, corrigé en page 183

1. SoitA € IR, et fy la fonction delR dansIR définie parfy(z) = 2% — .
1.1 Soitz(®) € IR fixé. Donner l'algorithme de Newton pour la résolution dejliétionfy () = 0.
1.2 On suppose®) > 0.
(i) Montrer que la suitéz(*)),~, est minorée pat/\.
(i) Montrer que la suitéz(*));, converge et donner sa limite.
Soitn € IN* et soitA € M,,(IR) une matrice diagonalisable daiis; on note);,7 = 1, ..., n les valeurs propres
de A. On suppose qug; > 0 pour tout; = 1,. .., n.
2. Montrer qu'’il existe au moins une matriée € M,,(IR) telle queB? = A. Calculer une telle matric&

danslecason =2etA = ( (1) ; )

3. On suppose de plus queest symétrique définie positive. Montrer qu'il existe unéque matrice symeé-
trique définie positived telle queB? = A. Montrer par un contre exemple que I'unicité n’est pas \é&gifi
on ne demande pas qiiEsoit symétrique définie positive.

Soit F 'application deM,, (IR ) dansM,, (IR ) définie parF'(X) = X2 — A.
4. Montrer queF’ est différentiable en touX € M, (IR), et détermineD F'(X)H pour toutd € M, (IR).
Dans la suite de I'exercice, on considére la méthode de Nepadar détermineB.

5. On suppose maintenant > 1. On note(X (¥)),v la suite (si elle existe) donnée par I'algorithme de
Newton & partir d’un choix initial () = T, ou T est la matrice identité dd(,, (R).

5.1 Donner le procédé de constructionXi€“t1) en fonction deX (¥), pourk > 0.

5.2 Onnote\; < --- < A\, les valeurs propres dé (dont certaines peuvent étre égalespda matrice
orthogonale telle quél = Pdiag(\1, - -+, \,) P~ L.
(i) Montrer que pour touk € IN, X (%) est bien définie et est donné par

X® = pdiagui”, -, u) P,

n

ou ,ul(.k) est lek*™e terme de la suite de Newton pour la résolutionfigz) = (z — \;)? = 0
avec comme choix initia;logo) =1
(i) En déduire que la suit& *) converge vers3 quandk — +oc.
Exercice 87 (Autre démonstration de la convergence locale de Newt8nggestions en page 176. Corrigé en
page 186
On se place sous les sous les hypothéses du théoréme 2. 1t8eMpril existea, a1, a2 € IR, tels que
1. six € B(z,a) alorsDg(z) estinversible eff(Dg(x)) | < a1,
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2. siz,y € B(z,a) alors|lg(y) — g(x) — Dg(@)(y — @)| < azlly — z|*
et qu’on peut donc appliquer le théoréme 2.20 pour obtemédeltat de convergence locale du théoréme 2.19.

Exercice 88(Valeurs propres et méthode de Newton)
Suggestions en page 176, corrigé détaillé en page 187

Soit A € M, (IR) une matrice symetrique. Soiektune valeur propre simple dé etZ € IR™ un vecteur propre
associé t.qz - T = 1. Pour calculef)\, T) on applique la méthode de Newton au systéme non linéairiR(te
danslR™ ") suivant :

Axr — Az =0,

z-x=1.
Montrer que la méthode est localement convergente.
Exercice 89(Modification de la méthode de Newton$uggestions en page 176. Corrigé en page 188

Soientf € C1(R",IR") etz € R" t.q. f(T) = 0. On considére, pour > 0 donné, la méthode itérative suivante :
— Initialisation :z(®) € IR".
— Iterations : poun > 0,

25 = ) _ D) D f(2®) 4 X D f (@) f(a®).

[Noter que, pout = 0, on retrouve la méthode de Newton.]

1. Montrer que la suit(ar(k))nem est bien définie.
2. On suppose, dans cette question, gque: 1 et quef’'(z) # 0. Montrer que la méthode est localement
convergente efm.

3. On suppose que le rang d¥f (7) est égal a. Montrer que la méthode est localement convergente.en
[Noter que cette question redonne la question précédente-si.]

Exercice 90(Convergence de la méthode de Newtorf’éir) = 0). Suggestions en page 176, corrigé détaillé en
page 189

Soientf € C*(R,R) etz € R t.q. f(T) = 0.
1. Rappel du cours. §7(Z) # 0, la méthode de Newton est localement convergenteatria convergence est
au moins d’ordre.
2. On suppose maintenant qi§z) = 0 et /() # 0. Montrer que la méthode de Newton est localement

convergente (en excluant le cags = ...) et que la convergence est d’ordreSi on supposég de classe
C3, donner une modification de la méthode de Newton donnantemescgence au moins d’ord?e

Exercice 91(Point fixe et Newton) Corrigé en page 190

Soitg € C3(IR,R) etT € IR tels quey(T) = 0 etg’(T) # 0 et soitf € C* (IR, R) telle quef (z) = .
On consideére I'algorithme suivant :
zo € IR,
(2.40)
Zpy1 = h(xy),n > 0.
9(x)
avech(x) =z 7o @)

1. Montrer qu'il exister > 0 tel que sizg € [T — a, T + o] = I,, alors la suite donnée par 'algorithme (2.40)
est bien définie ; montrer qug, — T lorsquen — +oo (On pourra montrer qu’on peut choisirde maniére
acequeh/(x)| <1siz € I,).

On prend maintenanty € I, ou« est donné par la question 1.
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2. Montrer que la convergence de la syitg )., définie par I'algorithme (2.40) est au moins quadratique.

o 1 .
3. On suppose de plus qyfesst deux fois dérivable et qué(z) = 3" Montrer que la convergence de la suite
(zn)new définie par (1) est au moins cubique, c’est-a-dire gu'ilexis= IR ;. tel que
_|3

|Tpt1 —F| < c|zp, — T Vn > 1.

?

4. Soitg € IR tel queg/’(z) # 0 Va € Iz =|T — 8,7 + B[; montrer que si on prenfl e C* (IR, R) telle
que:

flz)=a— 29952) siz € Ig,

alors la suite définie par I'algorithme (1) converge de man@bique.

Exercice 92(Variante de la méthode de Newton)
Corrigé détaillé en page 192
Soit f € C'(IR,IR) etz € IR tel quef(z) = 0. Soientzg € R, ¢ € R’, A € IR’.. On suppose que les
hypothéses suivantes sont vérifiées :

(I) e I = [1:() —C, X +CL

(i) |f(zo)| < 35

(i) [f'(z) = f'(W)l < 25, V(a,y) € I?

(iv) |f'(x)] > %Vaz el

On définit la suitgz®)),, e par :

iy _ oy F@®) (2.41)
T =z n ,
f'()
oluy € I est choisi arbitrairement.
1. Montrer par récurrence que la suite définie par (2.413fsétti:(*) € I pour toutn € IN.

(On pourra remarquer que si**1) est donné pa¢2.41)alors z++1) — g = z(*) — g, — W —
f(zo) ) (
)

2. Montrer que la suitéz®)), oy définie par (2.41) vérifigz®) — z| < £ et qu'elle converge vers de
maniére au moins linéaire.

3. Onremplace l'algorithme (2.41) par

2 = o,
f(z)) (2.42)

fry®)’
ou la suite(y®)),,cv est une suite donnée d’élémentsiddontrer que la suitéxz*)),,cn converge vers

Z de maniéere au moins linéaire, et que cette convergencerdestiper-linéaire sf’(y,) — f'(z) lorsque
n — +00.

4. On suppose maintenant que> 1 et quef € C'(IR",IR"). La méthode définie par (2.41) ou (2.42)
peut-elle se généraliser, avec d'éventuelles modificatites hypotheses, a la dimensioh

p(b1) — (k)

Exercice 93(Méthode de Newton pour un systeme semi-linéaiB)ggestions en page 176. Corrigé en page 192

Analyse numérique |, télé-enseignement, L3 173 Université d'Aix-Marseille, R. Herbin,¢loctobre 2015



2.3. METHODE DE NEWTON DANSR, Y CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

On suppose qu¢ € C?(IR,IR) et quef est croissante. On s'intéresse au systeme non linéairanguien
équations & inconnues (notées,, ..., uy,) :

(AU)Z + ozlf(ul) =b; Vie {1, .. .,’ﬂ},

u=(uy,...,u,)" € R, (2.43)

ou A € M, (IR) est une matrice symétrique définie positiwg,> 0 pour touti € {1,...,n} etb; € IR pour tout
ie{l,...,n}.
On admet que (2.43) admet au moins une solution (ceci pautlémontré mais est difficile).
1. Montrer que (2.43) admet une unique solution.
2. Soitu la solution de (2.43). Montrer qu'il existe> 0 t.g. la méthode de Newton pour approcher la solution
de (2.43) converge lorsque le point de départ de la méthadéyf), vérifie |u — u(?| < a.

Exercice 94(Méthode de Steffensen)

Suggestions en page 177, corrigé détaillé en page 194

Soientf € C%(IR,R) etz € R t.q. f(Z) = 0 et f'(T) # 0. On considére la méthode itérative suivante :
— Initialisation :2(®) € IR™.
— Itérations : poun > 0, si f(z® + f(z®))) #£ f(=*),

(f (™))
pEHD) () T e T (2.44)

etsif(z® + f(a®)) = f(x®)), 2D = z(*),

1. Montrer qu'il existen > 0 tel que siz®) € B(T, ), alorsf(z® + f(z®)) # f(z®)) siz®) #£ 7. En
déduire que siy € B(T, ), alors toute la suitéz(*)), . vérifie (2.44) pourvu que®) # T pour tout
n € IN.

2. Montrer par des développements de Taylor avec resteraltgq’ il existe une fonctiom continue sur un
voisinage de& telle que sizy € B(T, «), alors

20D 7 = o(a®)(2®) — ), pourtoutn € IN tel quez™ #£ z. (2.45)

3. Montrer que la méthode est localement convergenteetia convergence est au moins d’ordre
Exercice 95(Méthode de Newton-TchebycheffCorrigé en page 2.3.3 page 198
1. Soitf € C3(IR,R) et soitz € IR tel quez = f(z) et f(z) = f"(z) = 0. Soit(x,, ) e la suite définie par :

zo € IR,
PF
(o (PF)
(a) Justifier 'appellation (P F")" de I'algorithme.
) . . — 1
(b) Montrer qu'il existea > 0 tel que sijy — z| < a alors|f'(y)| < 5.
(c) Montrer par récurrence surque sizg € B(z,a) alorsz, € B(Z, 57).
(d) En déduire que la suite construite g&tF") converge localement, c’est—a—dire qu'il existe un voiga&
dez tel que sixy € V alorsz,, —  lorsquen — +oo. .
(e) Montrer que la vitesse de convergence de la suite catespar (PF') est au moins cubique (c’est-a-dire
qu’ il existe 8 € R tel que|x, 1 — z| < Blz, — Z|3) si la donnée initiale:, est choisie dans un certain
voisinage dex. (On pourra utiliser un développement de Taylor-Lagrange.
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2. Soitg € C3*(IR,R), et soitz € IR tel queg(z) = 0 etg’'(z) # 0. Pour une fonctioh € C3*(IR,IR) a
déterminer, on définif € C3(IR,IR) par f(z) = x + h(z)g(x). Donner une expression dez) et h/(z) en
fonction deg’(z) et deg”(z) telle que la méthodéP F') appliquée a la recherche d’un point fixe fleonverge
localement verg avec une vitesse de convergence au moins cubique.

3. Soitg € C°(IR, IR), et soitz € IR tel queg(z) = 0 etg’(Z) # 0. On considere la modification suivante (dle a
Tchebychev) de la méthode de Newton :

9(wn) 9" (@n)lg(@a)l” (2.46)

Tnt1 = In — g'(zn) 2[g' (x,)]?

Montrer que la méthode (2.46) converge localement et quédase de convergence est au moins cubique. [On
pourra commencer par le cas gtne s'annule pas].

Exercice 96(Méthode de la sécantelorrigé en page 2.3.3 page 199

Soientf € C?*(R,IR) etT € R t.q. f(Z) = 0 et f'(Z) # 0. Pour calculefr, on considére la méthode itérative
suivante (appelée “méthode de la sécante") :

— Initialisation :zg, z1 € IR.

f(xn)(xn - mn—l) . . ) N _
f(xn) - f(l'nfl) St f(xn) 7& 0 etanrl = Tn Sl f( n) 0.

Si la suite(z,, ) new €st bien définie par cette méthode, on pose- |z, — T| pour toutn € IN.

— Itérations : poun > 1, 2,11 = xp —

1. Montrer qu'il existes > 0 t.q. pourzg, z1 €]T — &, T + €[, 0 # 1, la méthode de la sécante définit bien
une suite(z, )nen €t l'on ae,1 < (1/2)e, pour toutn > 1. [Raisonner par récurrence : on suppose
Ty Tpn—1 EJT — &, T + €[, xp # xpn—1 €tax, # T. Montrer, grace a un choix convenabledejue f (z,,) #
f(zn—1) et quef(z,) # 0. En déduire que;,+, est bien défini et,, # x,1. Puis, toujours grace a un
choix convenable de, quee,,+1 < (1/2)e,. Conclure.]

Dans les questions suivantes, on supposeaque; €]T — ¢,T + €[, zo # z1 (¢ trouvé a la premiére
question) et que la suite:,, ). donnée par la méthode de la sécante vérifie T pour toutn € IN. On
posed = (1 + 1/5)/2 et on démontre que la convergence est en général d’'drdre

2. Pourz # T, on définitu(z) comme la moyenne d# sur l'intervalle dont les extrémités sanet .

() Montrer quez,, 11 = epe,—1 M, pour toutn > 1, avecM,, = \%|

(b) Montrer que la fonctiom est dérivable suR \ {Z}. Calculerlim,_z 1/ (z).
(c) Calculer la limite de la suitéM,,),,>1 lorsquen — oco. En déduire que la suitg\f,,),,>1 est bornée.

3. SoitM > 0, M > M, pour toutn > 1 (M, donné a la question précédente). On page= Mey,
a1 = Me; etap4+1 = apan—1 pourn > 1.

(&) Montrer queMe,, < a,, pour toutn € IN.

(b) Montrer qu'il existes; €]0,¢] t.q. la suite(a,),>1 tend en décroissant vers 0 lorsque— oo, Si
X0, L1 G]f*&‘l,fﬁ*{:‘l[.

(c) Dans cette question, on premg, 21 €]T — 1, T + £1[. Montrer qu'il existea > 0 et 3 €]0,1[ t.q
Me, < a, < a(B)?" pourtoutn € IN (ceci correspond a une convergence d’ordre au mé)in©n
pourra utiliser la relation de récurrenees,,+1 = Ina,, + Ina,_; pourn > 1].

(d) (Question plus difficile) Sf”(z) # 0, ent+1 = enen—1My, montrer queM,, — M, quandn — oo,
avecM > 0. En déduire qu'il existey > 0 t.q. (e;j); — v quandn — oo (ceci signifie que la
convergence est exactement d’'ordje[Considérer, par exemplg,, = Ine,, .1 — dIne, et montrer
qgueg, converge daniR quandn — oo.]

(e) Comparer I'ordre de convergence de la méthode de la®éaaelui de la méthode de Newton.
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