3.4. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES CHAPITRE 3. OPTIMISATION

3.4 Optimisation sous contraintes

3.4.1 Définitions

Soit E = IR", soit f € C(E,IR), et soit K un sous ensemble de E. On s’intéresse a la recherche de u € K tel
que :

ueK
f(@) = inf f (3.53)

Ce probleme est un probléme de minimisation avec contrainte (ou “sous contrainte") au sens ou 1’on cherche u qui
minimise f en astreignant u a étre dans K. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définies par I’ensemble
K), qu’on va expliciter a I’aide des p fonctions continues, g; € C(E,IR)i=1...p.

1. Contraintes égalités. On pose K = {x € E, g;(x) =04 = 1...p}. On verra plus loin que le probleme de
minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoréme des multiplicateurs de Lagrange (voir théoréme
3.35).

2. Contraintes inégalités. On pose K = {x € E, g;(z) <0¢=1...,p}. On verra plus loin que le probleme
de minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoréme de Kuhn—Tucker (voir théoreme 3.39).

— Programmation linéaire. Avec un tel ensemble de contraintes K, si de plus f est linéaire, c¢’est-a-dire
qu’ilexiste b € IR"™ tel que f(x) = b-x, et les fonctions g; sont affines, c’est-a-dire qu’il existe b; € IR"™
etc; € R tels que g;(x) = b; -  + C;, alors on dit qu’on a affaire Un probléme de “programmation
linéaire". Ces problemes sont souvent résolus numériquement a 1’aide de I’algorithme de Dantzig,
inventé vers 1950.

— Programmation quadratique. Avec le méme ensemble de contraintes K, si de plus f est quadratique,
L 1 . .
c’est-a-dire si f est de la forme f(z) = §A:v -x — b - x, et les fonctions g; sont affines, alors on dit

qu’on a affaire un probleme de “programmation quadratique".

3. Programmation convexe. Dans le cas ou f est convexe et K est convexe, on dit qu’on a affaire iin probleme
de “programmation convexe".

3.4.2 Existence — Unicité — Conditions d’optimalité simple

Théoreme 3.29 (Existence). Soit E =IR" et f € C(E,IR).

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de E, alors il existe & € K tel que f(x) = i}l{f I

2. Si K est un sous-ensemble fermé de E, et si f est croissante a Uinfini, ¢’est—a—dire que f(x) — +oo quand
|x| = +o0, alors 3z € K tel que f(x) = i%ff

DEMONSTRATION —

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de F/, comme f est continue, elle atteint ses bornes sur K, d’ou I’existence
de x.
2. Si f est croissante a I’infini, alors il existe R > 0 tel que si ||z|| > R alors f(z) > f(0);doncinff = inf f, ol
K KNBp

Br désigne la boule de centre 0 et de rayon R. L’ensemble K N Br est compact, car intersection d’un fermé et d’un
compact. Donc, par ce qui précede, il existe & € K tel que f(z) = inf f =inff.
KNBRr Br
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Théoréeme 3.30 (Unicité). Soit E = R" et f € C(E,IR). On suppose que | est strictement convexe et que K est
convexe. Alors il existe au plus un élément  de K tel que f(x) = i%f I

DEMONSTRATION —  Supposons que & et 5 soient deux solutions du probleme (3.53), avec & # 7

— 1 1.,
Alors f(32 4 35) < §f(§:) + §f(;) = inff . On aboutit donc & une contradiction. "

Des théoremes d’existence 3.29 et d’unicité 3.30 on déduit immédiatement le théoreme d’existence et d’unicité
suivant :

Théoreme 3.31 (Existence et unicité). Soient E = IR", f € C(E,IR") une fonction strictement convexe et K un
sous ensemble convexe fermé de E. Si K est borné ou si f est croissante a 'infini, ¢’est—a—dire si f(x) = 400
quand ||z|| — 400, alors il existe un unique élément & de K solution du probléme de minimisation (3.53), i.e. tel

que f(z) = inff

Remarque 3.32. On peut remplacer E = IR"™ par E espace de Hilbert de dimension infinie dans le dernier
théoreme, mais on a besoin dans ce cas de I’hypothese de convexité de f pour assurer [’existence de la solution
(voir cours de maitrise).

Proposition 3.33 (Condition simple d’optimalité). Soient E = R", f € C(E,IR) et € K tel que f(x) = i%ff.
On suppose que f est différentiable en T

1. Siz € K alorsVf(x)=0.
2. Si K est convexe, alors V f () - (x — &) > 0 pour tout x € K.

DEMONSTRATION — 1. Siz € K, alors il existe ¢ > 0 tel que B(z,e) C K et f
on a déja vu (voir preuve de la Proposition 3.8 page 209) que ceci implique V f(Z
2. Soitz € K. Comme & réalise le minimum de f sur K,ona: f(z + t(z — &)) = f(tz + (1 — t)x) > f(&) pour
tout ¢ €]0, 1], par convexité de K. On en déduit que
f@+tx—2) - f(@)
t
En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 0 dans cette derniére inégalité, on obtient : V f(Z) - (x —

(z) < f(z) Vo € B(x,¢). Alors
) =0.

> 0 pour tout ¢ €]0, 1].

8
\v4
o

3.4.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égalité

Dans tout ce paragraphe, on considerera les hypotheses et notations suivantes :

fe€CM™R), g€ C}R"R), i=1...p;
K={ueR", gi(u)=0 Vi=1...p}; (3.54)
g="(91,--,9p)" € C'(R",IRP)

Remarque 3.34 (Quelques rappels de calcul différentiel).

Comme g € C*(IR"™,IRP), si u € R"™, alors Dg(u) € L(IR™,IRP), ce qui revient a dire, en confondant I’appli-
cation linéaire Dg(u) avec sa matrice, que Dg(u) € M, (IR). Par définition, Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z €
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R"} C RP, et rang(Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p. On rappelle de plus que

0z’ " Oz,
Dgtw)=| ... . ... |
oxy’ " Oz,

et que rang (Dg(u)) < min(n, p). De plus, si rang (Dg(u)) = p, alors les vecteurs (Dg;(u));=1...p, sont linéaire-
ment indépendants dans R".

Théoréme 3.35 (Multiplicateurs de Lagrange). Soit u € K tel que f(u) = i%f f. On suppose que f est différen-
tiable en u et dim(Im(Dg(u)) = p (ou rang (Dg(u)) = p), alors :

P
il existe (\1,...,7\p)" € RP telsqueV f(u) + Z AiVgi(u) = 0.
i=1

(Cette derniere égalité a lieu dans IR™)

DEMONSTRATION —  Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrique" de la démonstration dans le cas n = 2
etp=1.Onadanscecas f € C'(R* R)et K = {(z,y) € R?g(x,y) = 0}, eton cherche u € K tel que f(u) = i%ff.

Tragons dans le repere (z, y) la courbe g(x,y) = 0, ainsi que les courbes de niveau de f. Si on se “promene" sur la courbe
g(z,y) = 0, en partant du point Py vers la droite (voir figure 3.1), on rencontre les courbes de niveau successives de f et
on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale que prend f sur la courbe g(x,y) = 0 est atteinte lorsque cette
courbe est tangente a la courbe de niveau de f : sur le dessin, ceci correspond au point P; ot la courbe g(z,y) = 0 est
tangente a la courbe f(x,y) = 3. Une fois qu’on a passé ce point de tangence, on peut remarquer que f augmente.

On utilise alors le fait que si ¢ est une fonction continiment différentiable de IR > dans IR, le gradient de ¢ est orthogonal a
toute courbe de niveau de ¢, ¢’est-a-dire toute courbe de la forme ¢(z,y) = ¢, ol ¢ € IR. (En effet, soit (x(t),y(t)), t €
IR un paramétrage de la courbe g(x,%) = c, en dérivant par rapport 4 , on obtient : Vg(z(t),y(t)) - (z'(t),y'(t))" = 0).
En appliquant ceci a f et g, on en déduit qu’au point de tangence entre une courbe de niveau de f et la courbe g(z,y) = 0,
les gradients de f et g sont colinéaires. Et donc si Vg(u) # 0, il existe A # 0 tel que V f(u) = AVg(u).

Passons maintenant a la démonstration rigoureuse du théoréme dans laquelle on utilise le théoreme des fonctions impli-
cites .

Par hypothese, Dg(u) € L(IR",IRP) et Im(Dg(u)) = IR”. Donc il existe un sous espace vectoriel F' de IR™ de
dimension p, tel que Dg(u) soit bijective de F' dans IR”. En effet, soit (e .. .ep) la base canonique de IR?, alors pour
tout¢ € {1,...p}, ilexiste y; € R" tel que Dg(Z)y; = e;. Soit F' le sous espace engendré par la famille {y1 ...y, }; on
remarque que cette famille est libre, car si Zle Aiy; = 0, alors Zle Aie; = 0, et donc A\; = 0 pour touts = 1,...p.
On a ainsi montré I’existence d’un sous espace F' de dimension p telle que Dg(Z) soit bijective (car surjective) de F' dans
RP.

11 existe un sous espace vectoriel G de IR™, tel que R" = FE@) G. Pourv € F etw € G; on pose g(w,v) = g(v + w)
et f(w,v) = f(v+w).Onadonc f € C(Gx F, R)etgc C'(G x F, R). De plus, D2g(w,v) € £(F, IRP), et pour
tout z € F,on a Dag(w,v)z = Dg(v + w)z.

Soit (0, w) € F x G tel que w = v + w. Alors D2g(w, v)z = Dg(u)z pour tout z € F. L’application D2 g(w, v) est une
bijection de F' sur IR?, car, par définition de F', Dg(u) est bijective de F' sur IR?.

On rappelle que K = {u € R™ : g(u) = 0} et on définit K = {(w,v) € G x F, gG(w,v) = 0}. Par définition de f et

de g,ona
{ (w,v) € K _ (3.55)

5. Théoréme des fonctions implicites Soient p et ¢ des entiers naturels, soit h € C*(IR4 x IRP,IRP), et soient (Z,5) € IRY x IRP et
¢ € IRP tels que h(Z,y) = c. On suppose que la matrice de la différentielle Dah(Z,y)(€ Mp(IR)) est inversible. Alors il existe £ > 0 et
v > 0 tels que pour tout z € B(Z, €), il existe un unique y € B(y, v) tel que h(x,y) = c. on peut ainsi définir une application ¢ de B(Z, €)
dans B(g,v) par ¢(z) = y. Ona ¢(z) = 7. ¢ € C'(RP, RP) et D§(x) = —[D2h(z, ¢(z))] " - Dih(z,¢(z)).
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f(z) =5

FIGURE 3.1: Interprétation géométrique des multiplicateurs de Lagrange

D’autre part, le théoreme des fonctions implicites (voir note de bas de page 260) entraine I’existence de ¢ > Oetv > 0
tels que pour tout w € Bg(w, €) il existe un unique v € Br (v, v) tel que g(w,v) = 0. On note v = ¢(w) et on définit

ainsi une application ¢ € C*(Bg(w, ¢), Br (7, v)).
On déduit alors de (3.55) que : ~ ~
f(w, p(w)) < f(w, p(w))), Vw € Ba(w,e),
et donc
fu) = f(w+ ¢(w)) < f(w+ d(w)), Yw € Ba(w, ).
= f(w, ¢(w)), on peut donc écrire
Y(w) = f(w, p(w))

On a donc, grice a la proposition 3.33,

En posant ¢ (w)
< P(w), Yw € Ba(w, €).

Dy(w) = 0.
Par définition de v, de f etde g, ona:

Di(w) = Dy f(@, p((@)) + D2f (@, $(0)) Dp(w).
D’apres le théoreme des fonctions 1mphcltes,
D(w) = ~[D23(w, ¢((@))] ™ D1g(w, &(()).

On déduit donc de (3 56) que
L (@, 6((w))w — [D2g(w, $(())] ™" D1g(w, $((w))w = 0, pour tout w € G.

De plus, comme Dgg(w &((0))] " Deg(w, ¢((w)) = Id,ona:

D2 f(w, ¢((@))z — D2 f(w, $((w)) [ g(w, p((w))]~
Soitz € R™, et (z,w) € F x G tel que x = z + w. En additionant (3.57) et (3.58), et en notant

A:—mﬂ@meW@wwmmrﬂ
on obtient :
Df(u)x + ADg(u)xz = 0,

ce qui donne, en transposant : D f (@) + Z AiVgi(u) =0,avec A = (A1,...,Ap).

! Dog(w, p((w))z =0, Vz € F.

Université d’Aix-Marseille,
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Remarque 3.36 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrange). Soit f € C'(R",R), g = (g1,...,9p)" avec
9 € C(R",R) pouri=1,...,p.,etsoit K ={ueR", ¢;(u)=0, i=1,...,p}
Le probleme qu’on cherche a résoudre est le probléme de minimisation (3.53) qu’on rappelle ici :

€K
f(u) = inff

D’apres le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, si u est solution de (3.53) et Im(Dg(u)) = R?, alors il
existe (A1,...,Ap) € RP tel que u est solution du probléme

Ox;j
gi(u)=0, i=1,...,p.

Le systeme (3.59) est un systéme non linéaire de de (n—+p) équations et a (n+p) inconnues (T, ..., Tn, Ai ... Ap).
Ce systeme sera résolu par une méthode de résolution de systeme non linéaire (Newton par exemple).

of . =, 0gqi .

Remarque 3.37. On vient de montrer que si T solution de (3.53) et Im(Dg(Z)) = R?, alors Z solution de (3.59).
Par contre, si T est solution de (3.59), ceci n’entraine pas que x est solution de (3.53).

Des exemples d’application du théoréme des multiplicateurs de Lagrange sont donnés dans les exercices 118 page
263 et 119 page 263.

3.4.4 Contraintes inégalités

Soit f € C(R™,IR) et g; € C*(R",R) i = 1,...,p, on considére maintenant un ensemble K de la forme :
K ={zeR", gi(x) <0 Vi=1...p},eton cherche a résoudre le probleme de minimisation (3.53) qui sécrit :

{xeK
f@) < f(z), Vxe K.

Remarque 3.38. Soit T une solution de (3.53) et supposons que g;(Z) < 0, pour touti € {1,...,p}. Il existe
alors € > 0 tel que si x € B(Z,¢) alors g;(x) < 0 pourtouti=1,...,p.

Onadonc f(z) < f(x) Va € B(Z,¢). On est alors ramené a un probléme de minimisation sans contrainte, et si
i f est différentiable en &, on a donc V f(z) = 0.

On donne maintenant sans démonstration le théoréeme de Kuhn-Tiicker qui donne une caractérisation de la solution
du probleme (3.53).

Théoréme 3.39 (Kuhn-Tucker). Soit f € C(IR",IR), soit g; € C*(IR",R), pouri = 1,...,p, et soit K =
{x € R", gi(x) < 0 Vi = 1...p}. On suppose qu’il existe T solution de (3.53), et on pose I(x) = {i €
{1,...,p};|g:(&) = 0}. On suppose que f est différentiable en & et que la famille (de R") {Vg;(x),i € I(z)}
est libre. Alors il existe une famille (\;);cr(z) C Ry telle que

V@) + Y AiVei(@) =0.

il (@)

Remarque 3.40. 1. Le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensembles de contrainte de type inéga-
lité. Si on a une contraite de type égalité, on peut évidemment se ramener a deux contraintes de type inégalité
en remarquant que {h(xz) = 0} = {h(z) <)} N {—h(z) < 0}. Cependant, si on pose g1 = h et go = —h,
on remarque que la famille {Vg1(Z),Vg2(z)} = {Vh(Z), —Vh(Z)} n’est pas libre. On ne peut donc pas
appliquer le théoreme de Kuhn-Tucker sous la forme donnée précédemment dans ce cas (mais on peut il
existe des versions du théoreme de Kuhn-Tucker permettant de traiter ce cas, voir Bonans-Saguez).
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2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoréeme de Kuhn-Tucker (i.e. [’existence de la
famille (\;);c1(z)) sous la forme du systéeme de n + p équations et 2p inéquations a résoudre suivant :

ViE) + D NiVgi(E) =0,
=1

Nigi(2) =0, Vi=1,...,p,
9i(z) <0, Vi=1,...,p,

i=1...p gi(x)<0 i=1...p
Ai>0

3.4.5 Exercices

Exercice 117 (Sur I’existence et I’unicité). Corrigé en page 265

Etudier I’existence et I’unicité des solutions du probleme (3.53), avec les données suivantes: £ =R, f : R — IR
est définie par f(z) = 22, et pour les quatre différents ensembles K suivants :

(1)  K={lz|<1}; (i) K=A{lz[=1}

(ii)) K ={jz| >1}; (iv) K=/{|z|>1}. (3.60)

Exercice 118 (Aire maximale d’un rectangle a périmetre donné).
Corrigé en page 265

1. On cherche a maximiser I’aire d’un rectangle de périmetre donné égal a 2. Montrer que ce probleme peut se
formuler comme un probléme de minimisation de la forme (3.53), ot K est de la forme K = {x € R*; g(z) = 0}.
On donnera f et g de maniere explicite.

2. Montrer que le probléme de minimisation ainsi obtenu est équivalent au probleme

{ T = (3_31,3_32)t S K

f(@1,%2) < flz1,22), V(1,20)" € K, 3.61)

ot K = KN [0,1]2, K et f étant obtenus a la question 1. En déduire que le probléme de minimisation de 1’aire
admet au moins une solution.

3. Calculer Dg(x) pour x € K et en déduire que si x est solution de (3.61) alors x = (1/2,1/2). En déduire que
le probléme (3.61) admet une unique solution donnée par z = (1/2,1/2).

Exercice 119 (Fonctionnelle quadratique). Suggestions en page 241, corrigé en page 266

Soit f une fonction quadratique, i.e. f(x) = 51433 cx—b-xz, ot A € M,(IR) est une matrice symétrique
définie positive et b € IR"™. On suppose que la contrainte ¢ est une fonction linéaire de IR™ dans IR, ¢’est-a-dire

glx)=d-x—couceRetd € R", etqued # 0. Onpose K = {x € R", g(z) = 0} et on cherche a résoudre
le probleme de minimisation (3.53).

1. Montrer que I’ensemble K est non vide, fermé et convexe. En déduire que le probleme (3.53) admet une unique
solution.

2. Montrer que si T est solution de (3.53), alors il existe A € IR tel que y = (Z,\)? soit I'unique solution du
systeme :
A d x b
= (3.62)
dt 0 A c
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Exercice 120 (Minimisation sans dérivabilité).

Soient A € M, (IR) une matrice s.d.p., b € R", j : R™ — IR une fonction continue et convexe, & valeurs
positives ou nulles (mais non nécessairement dérivable, par exemple j(v) = Z;;l a;|v;|, avec «; > 0 pour tout
i €{1,...,n}).Soit U une partie non vide, fermée convexe de IR". Pour v € IR", on pose J(v) = (1/2)Av-v —
b-v+j(v).

1. Montrer qu’il existe un et un seul u tel que :

uwel, Ju) < Jw), YveUl. (3.63)
2. Soit u € U, montrer que u est solution de (3.63) si et seulement si (Au — b) - (v —u) + j(v) — j(u) > 0,
pour toutv € U.
Exercice 121 (Utilisation du théoréeme de Lagrange).

1. Pour (x,y) € R?, on pose : f(x,y) = —v, g(x,y) = 2> + y* — 1. Chercher le(s) point(s) ot f atteint son
maximum ou son minimum sous la contrainte g = 0.

2. Soita = (ay,...,an) € R", a # 0. Pour z = (z1,...,2,) € R", onpose: f(z) = > |z; — a;|%
g(x) = 31, |xi|%. Chercher le(s) point(s) ot f atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte
g=1

3. Soient A € M, (IR) symétrique, B € M,,(IR) s.d.p.etb € IR". Pour v € IR", on pose f(v) = (1/2)Av -
v—>b-vetg(v) = Bv-v. Peut-on appliquer le théoreme de Lagrange et quelle condition donne-t-il sur w si
f(u) =min{f(v),ve K}avec K = {v € R"; g(v) = 1}?

Exercice 122 (Contre exemple aux multiplicateurs de Lagrange).

Soient f et g : IR? — IR, définies par : f(z,y) = y, et g(x,y) = y*> — 2°. Onpose K = {(z,y) € R*; g(z,y) =
0}.

1. Calculer le minimum de f sur K et le point (Z,¥) oll ce minimum est atteint.

2. Existe-t-il A tel que D f(Z,y) = ADg(Z,7y) ?

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme des multiplicateurs de Lagrange ?

4. Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “de Lagrange" pour trouver (Z,g) ?
Exercice 123 (Application simple du théoréme de Kuhn-Tucker). Corrigé en page 266

Soit f la fonction définie de £ = IR? dans R par f(z) = 2> +y? et K = {(x,y) € R*z +y > 1}.
Justifier I’existence et I’unicité de la solution du probleme (3.53) et appliquer le théoréme de Kuhn-Tucker pour la
détermination de cette solution.

Exercice 124 (Exemple d’opérateur de projection).

Correction en page 267
1.Soit K =Ct ={z e R", x=(21,...,2)%, 2, >0, Vi=1,...,N}.

(a) Montrer que K est un convexe fermé non vide.
(b) Montrer que pour tout y € IR™, ona: (px(y)); = max(y;,0).

2. Soit (@;)i=1,..n C R™ et (B;)i=1,..n C R" tels que o; < B; pourtouti = 1,...,n. Soit K = {z =
(1, o) 0 < Biyi=1,...,n}.

1. Montrer que K est un convexe fermé non vide.
2. Soit px 1’opérateur de projection définie & la proposition 3.41 page 267. Montrer que pour tout y € IR™, ona:

(pk(y))i = max(a;, min(y;, 5;)), Vi=1,...,n

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 263 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 10 novembre 2015



3.5. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES CHAPITRE 3. OPTIMISATION

3.5 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.5.1 Méthodes de gradient avec projection
On rappelle le résultat suivant de projection sur un convexe fermé :

Proposition 3.41 (Projection sur un convexe fermé). Soit E un espace de Hilbert, muni d’une norme ||.|| induite
par un produit scalaire (.,.), et soit K un convexe fermé non vide de E. Alors, tout x € E, il existe un unique
xo € K tel que ||x — x| < ||z — yl|| pour tout y € K. On note xo = px(x) la projection orthogonale de x sur
K. On a également :

xo = pr(x) si et seulement si (v — xo,x0 —y) >0, Yy € K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons développer maintenant, nous
considérerons £ = R", f € C'(IR",IR) une fonction convexe, et K fermé convexe non vide. On cherche a
calculer une solution approchée de z, solution du probleme (3.53).

Algorithme du gradient a pas fixe avec projection sur K (GPFK) Soit p > 0 donné, on considere I’algorithme
suivant :
Algorithme (GPFK)
Initialisation : ¢ € K
Itération :
Zk, connu Tr+1 = pi (zk — pV f(zk))
ol px est la projection sur K définie par la proposition 3.41.

Lemme 3.42. Soit (x1)y construite par I’algorithme (GPFK). On suppose que x, — x quand n + oc. Alors x est
solution de (3.53).

DEMONSTRATION — Soit px : R™ — K C IR" la projection sur K définie par la proposition 3.41. Alors px est
continue. Donc si

zr — z quand n — +oo alors = px (z — pV f(z)) etz € K (car x5 € K et K est fermé).

La caractérisation de px (z — pV f(x)) donnée dans la proposition 3.41 donne alors :

(z — pVf(xz) —x/x —y) > 0 pour tout y € K, et comme p > 0, ceci entraine (V f(z)/z — y) pour touty € K. Or f
est convexe donc f(y) > f(z) + Vf(z)(y — =) pour tout y € K, et donc f(y) > f(x) pour tout y € K, ce qui termine
la démonstration.

Théoreme 3.43 (Convergence de 1’algorithme GPFK).
Soit f € CY(IR",IR), et K convexe fermé non vide. On suppose que :

1. il existe o > O tel que (V f(x) — Vf(y)|x —y) > alz — y|?, pour tout (x,y) € R™ x R",
2. il existe M > 0 tel que |V f(x) — V f(y)| < M|x — y| pour tout (z,y) € R" x R",

alors :

1. il existe un unique élément x € K solution de (3.53),
2c

2. siO<p<M2,

la suite (x) définie par I’algorithme (GPFK) converge vers T lorsque n. — +o0.
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DEMONSTRATION —

1. La condition 1. donne que f est strictement convexe et que f(z) — +oo quand |z| — +oo. Comme K est convexe
fermé non vide, il existe donc un unique x solution de (3.53).

2. On pose, pour z € IR", h(z) = px(x — pV f(z)). On a donc xy41 = h(x). Pour montrer que la suite (zx)nen
converge, il suffit donc de montrer que h est strictement contractante des que
2a
Gréce au lemme 3.44 démontré plus loin, on sait que px est contractante. Or h est définie par :
h(z) = px(R(z)) ol h(z) =z — pV f(z).
On a déja vu que h est strictement contractante si la condition (3.66) est vérifiée (voir théordme 3.20 page 221), et plus
précisément :

(@) — hly)| < (1 — 2ap + M>p*)|z - y[*.
On en déduit que :
[h(x) = h(y)I* < Ipx (R(z)) = px (R(y))]* < [h(z) = h(Y)* < (1 = 2ap + p* M?)|x —y|*.

L’ application h est donc strictement contractante des que 0 < 1\24@2 La suite (zx)new converge donc bien vers x = &
(]
Lemme 3.44 (Propriété de contraction de la projection orthogonale). Soit E un espace de Hilbert, || - || la norme

et (-,-) le produit scalaire, K un convexe fermé non vide de E et py la projection orthogonale sur K définie par
la proposition 3.41, alors ||px (z) — px (v)|| < ||z — yl| pour tout (z,y) € E2.

DEMONSTRATION — Comme FE est un espace de Hilbert,
lpx (2) = preW)II* = (px () — P (y)Ipx () = Prc (1))

On a don
T k@ —p @ = ox(@) —z -yt y— pe)lpx (@) - ()
= (pre(a) — alpre(@) - pre))e + (@ — ylpre(@) - pre(y))+
(y — pr () |px (x) — pr (v))-

Or (px(z) — zlpx (z) — pr (y)) = 0 et (y — px(y)Ipx () — px(y)), dolr:
Ipx () —pr W)l < (z — ylpx (z) — pr (),
et donc, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ipx (z) = pr(y)I<llz = yll Ipx (=) — px W) < llz -yl

Algorithme du gradient a pas optimal avec projection sur X' (GPOK)
L’algorithme du gradient & pas optimal avec projection sur K s’écrit :
Initialisation xg € K
Itération T connu
wy, = —V f(xk); calculer «y optimal dans la direction wy,

Tri1 = pi (o + cpw®)
La démonstration de convergence de cet algorithme se déduit de celle de I’algorithme a pas fixe.

Remarque 3.45. On pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi—Newton avec projection sur K.

Les algorithmes de projection sont simples a décrire, mais ils souleévent deux questions :
1. Comment calcule-t-on pg ?

2. Que faire si K n’est pas convexe ?
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On peut donner une réponse a la premiere question dans les cas simples :

ler cas On supposeicique K =Ct ={z € R", = = (z1,...,2)" z; >0 Vi}.
Siy e R"™ y = (y,.1...y,), on peut montrer (exercice 3.4.5 page 264) que

(pK(Z/))i = yj_ = max(yia 0)7 Vi € {1’ s 7n}

2eme cas Soit (a;)i=1,..n» C IR™ et (8i)i=1,..n C IR" tels que c; < §; pourtouti =1,...,n.Si
K= H [aivﬂi]v
i=1,n
alors

(pK(y))Z = max(aiv min(yia 61))7 Vi=1,...,n
Dans le cas d’un convexe K plus “compliqué”, ou dans le cas ou K n’est pas convexe, on peut utiliser des méthodes
de dualité introduites dans le paragraphe suivant.
3.5.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

f e (R R),
gi € C'(R",R), (3.67)
K={xeR", ¢g;(x) <0i=1,...,p}, et K est non vide.

On définit un probléme “primal" comme étant le probleme de minimisation d’origine, ¢’est—a—dire

zeK,
{ f(x) < f(x), pourtout z € K, (3.68)

On définit le “lagrangien" comme étant la fonction L définie de IR™ x IR? dans IR par :
p
Lz, ) = f(z) + - g(x) = f(2) + Y \ig(2), (3.69)
i=1

avec g(z) = (g1(x), ..., gp(x)) et A = (A1 (), ..., \p(2))".
On note C* I’ensemble défini par

Ct={AeRP”, A= (A\,...,2\)",\; >0pourtouti=1,...,p}.

Remarque 3.46. Le théoréme de Kuhn-Tucker entraine que si x est solution du probleme primal (3.68) alors il
existe A € C7 tel que D1L(Z,\) = 0 (c’est—a—dire Df(Z) + A - Dg(z) = 0) et A - g(T) = 0.

On définit alors I’application M de IR? dans IR par :

M) = il}leL L(x,\), pour tout A € R?. (3.70)
zelR™

On peut donc remarquer que M () réalise le minimum (en x) du probléme sans contrainte, qui s’écrit, pour

A e RP fixé:

{ v €R” (3.71)

L(z,\) < L(y, A) pour tout x € IR",
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Lemme 3.47. L’application M de RP dans R définie par (3.70) est concave (ou encore I’application -M est
convexe), ¢’est—a—dire que pour tous \, i € R? et pour tout t €]0,1[ on a M(tA + (1 — t)pu) > tM(N\) + (1 —
£)M(w)

DEMONSTRATION —  Soit A\, u € IR? et ¢ €]0, 1[; on veut montrer que M (tA + (1 — t)p) > tM(N) + (1 — t) M (p).
Soit z € R", alors :
Lz, tA+ (1 —t)p) = f(z)+ @A+ (1 —t)u)g(z)
=tf(z) + (1= t)f(x) + A+ (1 — )u)g(x).
Onadonc L(z,tA + (1 —t)u) = tL(x, ) + (1 — t) L(x, ). Par définition de M, on en déduit que pour tout z € IR",
Lia, A+ (1— t)u) > tM(N) + (1 — )M()
Or, toujours par définition de M,
M@ X+ (1 =t)u) = ngn Lz, tA+ (1= t)u) > tMN\) + (1 —t)M ().

On considére maintenant le probleme d’optimisation dit “dual” suivant :

pwecCt,
{ M(p) > M(X) YheCT. (3.72)

Définition 3.48. Soit L : R™ x R? — R et (z,u) € R™ x CTF. On dit que (z, 1) est un point selle de L sur
R" x C7 si
L(z,)\) < L(z, p) < L(y, p) pour tout y € R et pour tout A € C.

Proposition 3.49. Sous les hypothéses (3.67), soit L définie par L(xz,\) = f(x) + Ag(z) et (x,pu) € R™ x CF
un point selle de L sur R"™ x C™.
alors

1. x est solution du probléme (3.68),

2. p est solution de (3.72),

3. x est solution du probléme (3.71) avec X = pu.

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothéses convenables sur f et g), si u est solution de (3.72), et
si Z solution de (3.71) avec A = p, alors (Z, 1) est un point selle de L, et donc Z est solution de (3.68).

De ces résultats découle 1’idée de base des méthodes de dualité : on cherche u solution de (3.72). On obtient ensuite
une solution & du probléme (3.68), en cherchant ¥ comme solution du probléme (3.71) avec A = g (qui est un
probléme de minimisation sans contraintes). La recherche de la solution p du probleme dual (3.72) peut se faire
par exemple par I’algorithme treés classique d’Uzawa, que nous décrivons maintenant.

Algorithme d’Uzawa L algorithme d’Uzawa consiste a utiliser I’algorithme du gradient a pas fixe avec pro-

jection (qu’on a appelé “GPFK”, voir page 267) pour résoudre de maniere itérative le probleme dual (3.72). On

cherche donc ;1 € C tel que M (p) > M ()) pour tout A € C*. On se donne p > 0, et on note pc+ la projection

sur le convexe C (voir proposition 3.41 page 267). L’algorithme (GPFK) pour la recherche de p s’écrit donc :
Initialisation : ;o € C

Itération : Hk+1 = pc+(uk + pV M (p1,))
Pour définir completement 1’algorithme d’Uzawa, il reste a préciser les points suivants :
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1. Calcul de VM (),
2. calcul de pe+ () pour A dans IR".
On peut également s’intéresser aux propriétés de convergence de 1’algorithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice 3.4.5 page 264) : pour A € IR", on calcule pc, (A) = 7 avec
v =(71,-..,7p)" en posant v; = max(0,\;) pouri =1,...,p, 00 A = (A1,..., \p)"

La réponse au point 1. est une conséquence de la proposition suivante (qu’on admettra ici) :

Proposition 3.50. Sous les hypothéses (3.67), on suppose que pour tout A € IR", le probleme (3.71) admet une
solution unique, notée x, et on suppose que l’application définie de RP dans R™ par \ — xy est différentiable.
Alors M (X\) = L(xx, \), M est différentiable en X\ pour tout A, et VM (X\) = g(z).

En conséquence, pour calculer VM ()), on est ramené a chercher ) solution du probléme de minimisation sans
contrainte (3.71). On peut dont maintenant donner le détail de I’itération générale de 1’algorithme d’Uzawa :

Itération de I’algorithme d’Uzawa. Soit 1, € CT connu;
Tk € IR”,

L(xg, px) < L(z, i), Yo € R" (Onadone 2y, = ,)

1. On cherche z; € IR" solution de {

2. On calcule VM (ug) = g(xk)
3. Apgr = bk + PV M () = pur; + pg ()

4. ppg1 = po+ (figy ), ¢’ est—a-dire piy41
touts =1,...,p.

= ((:ukJrl 100 (ﬁk+1)?)t
((r41)15 -+ (s1)p)" avee (pks1)i = max(0, (Fgyq)i) pour

On a alors le résultat suivant de convergence de 1’algorithme :
Proposition 3.51 (Convergence de 1’algorithme d’Uzawa). Sous les hypotheses (3.67), on suppose de plus que :

1. il existe o > 0 tel que (V f(z) — Vf(y)) - (x —y) > a|r — y|? pour tout (z,y) € (IR™)?,

2. il existe My > 0 |V f(z) — Vf(y)| < M¢|x — y| pour tout (z,y) € (R")?,

3. pourtout A\ € CT, il existe un unique x5 € R" tel que L(xx,\) < L(x, \) pour tout x € R".

2
Alors si0 < p < M—aQ’ la suite ((xk, i), € R™ x C donnée par I'algorithme d’Uzawa vérifie :
f

1. x, — & quand n — 400, out T est la solution du probléme (3.68),
2. (pk)nen est bornée.
Remarque 3.52 (Sur I’algorithme d’Uzawa).

1. L’algorithme est tres efficace si les contraintes sont affines : (i.e. si g;(x) = «;-x+ 0; pourtouti =1,...,p,
avec a; € R" et B; € IR).

2. Pour avoir I’hypotheése 3 du théoréme, il suffit que les fonctions g; soient convexes. (On a dans ce cas
existence et unicité de la solution x du probleme (3.71) et existence et unicité de la solution & du probleme

(3.68).)

3.5.3 Exercices

Exercice 125 (Méthode de pénalisation).

Soit f une fonction continue et strictement convexe de IR™ dans IR, satisfaisant de plus :

lim f(z) = 4o0.

|z|—+o00

Soit K un sous ensemble non vide, convexe (c’est-a—dire tel que V(z,y) € K?, tx + (1 — t)y € K, Vt €]0,1]),
et fermé de IR". Soit ) une fonction continue de IR™ dans [0, +o0] telle que 1 (z) = O si et seulement si z € K.
Pour n € IN, on définit la fonction f, par fi(z) = f(x) + ny(x).

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 27 1 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 10 novembre 2015



3.5. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES CHAPITRE 3. OPTIMISATION

1. Montrer qu’il existe au moins un élément z, € R" tel que fr(Zr) = infyern fr(x), et qu’il existe un
unique élément Zx € K tel que f(Tx) = infyex f(2).

2. Montrer que pour tout n € IN,

f(fn) < fk(jn) < f(fK)
3. En déduire qu’il existe une sous-suite (Z,,, )rew ety € K tels que z,,, — y lorsque k — +o0.
4. Montrer que y = T . En déduire que toute la suite (T )neN converge vers .

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pénalisation") de résolution du probleme de minimisation
suivant :

Trouver zx € K;
f(@k) < f(z), Vz € K,

en donnant un exemple de fonction .
Exercice 126 (Méthode de relaxation avec Newton problémes sous contrainte).

On considere le probleme :

TeK,
{ f@) < f(z),Vz € K, (3.73)

ot K C R".
(a) Onprendici K =[]

i=1.n1@i,bi], ou (a;,b;) € IR? est tel que a; < b;. On considere 1’algorithme suivant :

Initialisation : z(© € E,

Itérationn :  z(*) connu, (n > 0)
Calculer acng) € a1, b1] tel que :
f(mgkﬂ),xgk),xgk), . ,x%k)) < f(f,x;k),acgk), . ,x%k)), pour tout £ € [a1, bi],
Calculer xékﬂ) € [ag, bs] tel que :
f(a:gk+1)7xgk+1), xgk), e ,x;,k)) < f(xgkﬂ), &, :c:())k), e ,x%k)),

pour tout £ € [ag, ba),

Calculer x,(ckﬂ) € [ag, bk, tel que :
k+1 k1) (k+1) (k k
f(xg + ),...,x,(vjl ),a:i, + ),xEkll),...,x%))
< f(xgk+1)7 e 'al‘](gk;gl)a 7$§£Z’_1)7' . 'axgbk)% pourtoutg € [a’k7bk]7

Calculer zF 7Y € [an,by] tel que :

f(m(1k+1)7xék+1)a s azfmkjll)v 'rglk+1)) < f(xgk—i_l)a s axglkj_ll)7 )a

pour tout & € [ay, by].

(3.74)
Montrer que la suite #(*) construite par 1’algorithme (3.74) est bien définie et converge vers  lorsque 7 tend
vers 400, oU T € K est tel que f(T) < f(x) pour tout z € K.
(b) On prend maintenant n = 2, f la fonction de IR? dans IR définie par f(z) = 23 + 23, et K = {(x1, z2)"
IR?; 21 +x5 > 2}. Montrer qu’il existe un unique élément T = (T, T2 )" de K tel que f(Z) = inf,c > f(x).
Déterminer 7.
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On considere I’algorithme suivant pour la recherche de  :

Initialisation : z(© € E,
Itérationn: 2 connu, (n > 0)

Calculer :vng) >2— xgk) tel que :

f(a:§k+1)7xgk)) < f(g,:cék)), pour tout{ > 2 — xék),

Calculer a:gkﬂ) >2— xﬁk) tel que :

F@FD 2Dy < p@ B 6) pour tout € > 2 — 2.

(3.75)

Montrer (éventuellement graphiquement) que la suite construite par 1’algorithme ci-dessus ne converge vers
T que si 1’'une des composantes de 2(?) vaut 1.

Exercice 127 (Convergence de I’algorithme d’Uzawa).

Soientn > 1 p € IN*. Soit f € C1(IR", IR ) une fonction telle que
Ja > Oa (Vf(l') - Vf(y)) : (IE - y) Z Oé|£L' - y|27 vw,y € R™.

Soit C' € M, »(IR) (C est donc une matrice, a éléments réels, ayant p lignes et n colonnes) et d € IR?. On note
D={zeR",Czx<d}etCt ={ueRP u>0}
On suppose D = () et on s’intéresse au probléme suivant :

zeD, f(z)<fly), YyeD. (3.76)

1. Montrer que f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — ) + $|z — y|* pour tout z,y € R".
2. Montrer que f est strictement convexe et que f(x) — oo quand |z| — oo. En déduire qu’il existe une et une
seule solution au probleme (3.76).

Dans la suite, on note T cette solution.
Pouru € RP etz € R"™, on pose L(z,u) = f(z) + u- (Cz —d).
3. Soitu € IRP (dans cette question, u est fixé). Montrer que I"application  — L(z, u) est strictement convexe

(de R™ dans IR) et que L(z,u) — oo quand |x| — oo [Utiliser la question 1]. En déduire qu’il existe une
et une seule solution au probléme suivant :

ze€R", L(z,u) < L(y,u), Yy € R". 3.77)
Dans la suite, on note z,, cette solution. Montrer que z,, est aussi I’'unique élément de R" t.q. Vf(z,) +
Clu = 0.
4. On admet que le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique ici (cf. cours). Il existe donc @ € CT t.q. Vf(T) +
C'u=0etu- (CT — d) = 0. Montrer que (T, n) est un point selle de L sur R"™ x €T, ¢’est-a-dire :

L(z,v) < L(z,7u) < L(y,7), Y(y,v) € R" x €. (3.78)

Pour u € IR?, on pose M (u) = L(xy,u) (de sorte que M (u) = inf{L(x,u), z € R™}). On considere
alors le probleme suivant :

uwe€CT, M(u)> M), YveCt. (3.79)

5. Soit (z,u) € IR™ x €T un point selle de L sur IR"™ x CT (c’est-a-dire L(z,v) < L(z,u) < L(y,u), pour
tout (y,v) € R™ x C*). Montrer que * = T = z,, (on rappelle que T est I'unique solution de (3.76) et
x,, est 'unique solution de (3.77)) et que u est solution de (3.79). [On pourra commencer par montrer, en
utilisant la premiére inégalité, que z € D etu - (Cx — d) = 0.]

Montrer que Vf(Z) + C'u = 0 et que u = Pe+(u + p(CT — d)), pour tout p > 0, ol Pe+ désigne
I’opérateur de projection orthogonale sur €. [on rappelle que siv € R” etw € CT,onaw = Petrv <=
(v—w) - (w—2)>0,Vz€Ch)]
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6. Déduire des questions 2, 4 et 5 que le probleme (3.79) admet au moins une solution.

7. Montrer que I’algorithme du gradient a pas fixe avec projection pour trouver la solution de (3.79) s’écrit (on
désigne par p > 0 le pas de I’algorithme) :
Initialisation. vy € Ct.

Itérations. Pour uj; € C* connu (k > 0). On calcule 7, € R™ t.q. V f(xx) + Ctuy = 0 (montrer qu’un tel
xy existe et est unique) et on pose ui+1 = Pe+ (u, + p(Cxy — d)).

Dans la suite, on s’intéresse a la convergence de la suite (xy, ug)ren donnée par cet algorithme.

8. Soit p t.q. 0 < p < 2a/||C||? avec ||C|| = sup{|Cz|, * € R" tq. |z| = 1}. Soit (Z,u) € R"™ x C* un
point selle de L sur IR"™ x CT (c’est-a-dire vérifiant (3.78)) et (zx, ur ) ke la suite donnée par I’algorithme
de la question précédente. Montrer que

s — 7 < Jux — @ — p(2a — pl|C|P)[ex — F, Yk € R™.

En déduire que x, — T quand k — oo.

Montrer que la suite (ux)ken est bornée et que, si 4 est une valeur d’adhérence de la suite (uy)renN, on a
V f(Z) + C'a = 0. En déduire que, si rang(C)=p, on a uy, — w quand k — oo et que U est I'unique élément
de C* t.q. Vf(T) + C'u = 0.
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