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Cours 1. Equations linéaires du premier ordre

Ce premier cours a pour objet les équations différentielles ordinaires (EDO) linéaires du premier ordre.
Les premieres notions seront illustrées par des exemples issus de la biologie, de la physique nucléaire
ainsi que d’autres applications.

Définition 1 (Equation différentielle ordinaire du premier ordre). Une équation différentielle ordi-
naire (EDO) du premier ordre est une équation qui a pour inconnue une fonction y d’une variable
réelle t, a valeurs dans IR, qui s’écrit sous la forme suivante :

y'(t) = ft,y(t), tel (1.1)

ou I est un intervalle ouvert de R, (par exemple I = R), f est une fonction continue de I x IR dans
R qui est connue. On cherche alors les fonctions y de classe C* qui vérifient (TI1).

En pratique, on est souvent intéressé par une équation différentielle avec une condition initiale. Le pro-
bleme obtenu s’appelle alors “probleme de Cauchyﬂ’. Il s’écrit :

y'(t) = fty(t),  te,T=1, (1.2a)
y(to) = yo, (1.2b)
ol tg, T, f et yo sont donnés, tg < T < +oo, f est continue de [tg, T[xIR a valeurs dans IR, yp € RR.

On cherche alors y € C([to, T[,IR) et de classe C* sur Jto, T[ qui vérifie le probleéme @D
Se posent alors les questions naturelles suivantes.

1) Existence d’une solution : locale (c’est-a-dire sur |to,to + «f avec un nombre o > 0 tel que
to + a < T) ou globale (c’est-a-dire sur |tg, T'[)?

2) Unicité de la solution ?
3) Stabilité de la solution (en un ou plusieurs sens a déterminer) ?
4) Comportement de la solution globale quand t — 1" ?

5) Calcul de la solution ?

On s’intéresse ici au cas linéaire : on choisit f(t,y(t)) = a(t)y(t) + b(t) ou les fonctions a et b sont
des fonctions continues sur un intervalle / C IR dans IR ; a ¢ donné, la fonction y — f(¢,y) est donc

1. Augustin Louis, baron Cauchy, (1789-1857, mathématicien francais, membre de 1I’Académie des sciences et professeur a
I’Ecole polytechnique.
2. Une telle fonction est alors aussi dérivable a droite en tq, et vérifie I’équation en tg.



affine (mais on parle toutefois incorrectement d’équation linéaire). En se limitant, pour simplifier, au cas
I = IR, I’équation (II) devient :

y'(t) =alt)y(t) +b(t), telR (1.3)

En supposant qu’une solution a cette équation existe (ce qu’on démontrera un peu plus loin), on cherche
tout d’abord a trouver 1’expression de y en fonction de ¢.

On résout dans un premier temps I’équation homogene associée a 1’équation (I.3), c.a.d. I'équation (T:3)
avec b(t) = 0 pour tout ¢.

1.1 Equation linéaire homogéne
Soit I’équation homogene associée a (T.3)
y'(t) = a(t)y(t), t € R. (1.4)

La fonction a est continue de IR dans IR. On note A une primitive de a et C' un nombre réel. La fonction
y définie par, pour t € R,
y(t) = Cet®, (1.5)

est solution de (T-4). En effet, si y est de la forme (T.3)) alors
y'(t) = (CeW) = CA' (1)) = alt)y(t),

et donc y vérifie bien (T.4).
On peut maintenant remarquer que toutes les solutions de (T.4) sont de la forme (T.3). En effet, soit y une
solution de (T.4). On définit alors la fonction 2z € C*(IR, R) par

2(t) =y(t)e ) te R,
de sorte que, pour tout t € IR, y(t) = z(t)eA(t). On a donc, pour tout ¢ € IR,
Y (t) = 2/ ()eD + a(t)z(t)e?™ = 2/ (£)erD + a(t)y(t).

Comme y est solution de (T:4), on a donc 2’(¢) = 0 pour tout ¢ € IR. La fonction z est donc constante et
y est bien sous la forme (T.3).

On peut noter qu’une démonstation analogue donnerait toutes les solutions de (T.4) si on travaillait sur [
intervalle ouvert de IR au lieu de IR. Toutes les solutions seraient bien sous la forme (T.3)) (avec ¢ € I).

Le probleme de Cauchy associé a I’équation (I.4) sur I'intervalle [to, +oo[, avec a € C([to, +o0]),
s’écrit :

y'(t) = a(t)y(t),t €]to, +ool, (1.6a)
y(to) = Yo (1.6b)

La solution de ce probleme est obtenue en écrivant que la solution générale y de (T.6d), définie par (T.3)),

satisfait ( 1§E) :
_ A(to) _ —A(to)
y(to) = Ce = 1o etdonc C = ygpe

ce qui donne finalement

y(t) = yoe ) =Alto), 1.7)



Définition 2 (Equation autonome). On dit que I’équation (1) est autonome si la fonction f ne dépend
pas de t.

at

L’équation (T.4) est autonome si a ne dépend pas de t. La solution générale de (T4) est alors y(t) = Ce
Voyons maintenant quelques exemples :

Exemple 1 (Modeles de population). Le modéle de Malthusﬂ pour la croissance d’une populationﬂdont
le nombre initial est yo au temps to s’écrit :

y'(t) = ay(t) t€lto, +oof (1.8)
y(to) = o (1.9)

avec a > 0 donné. Le paramétre a est souvent appelé taux d’accroissement de la population, et son
unité est I'inverse de celle du temps (car y est un nombre, et yy' un nombre par unité de temps). L unité
de temps doit donc étre correctement spécifiée lors de la modélisation. La solution de ce probleme de
Cauchy est donnée par avec A(t) = at, elle s’écrit donc y(t) = yoe® '), Ce modele a été utilisé
pour modéliser I’évolution de la population américaine durant les années 1960-1970; il s’est avéré

2
réaliste jusqu’a I’année 2000. Le parametre utilisé est a = —— (ici l'unité de temps est I’année). Il est

intéressant de calculer le temps qu’il faut pour que la population ait doublé, i.e. le temps T5 tel tel que

In2 0,7
y(to + Tz) = yoe®™® = 2y soit encore 2 = 2. On obtient Ty = e 100 5
a

ans. Ce modele de croissance exponentielle n’est valide que si les ressources ne sont pas limitées, et en
l’absence d’épidémies, guerres etc... Si I’on veut prendre en compte la limitation des ressources, il faut
introduire un modele non linéaire. On peut utiliser par exemple le modeéle de VerhulstEl dit aussi “modele
logistique”, s’écrit, avec a > 0 et b > 0 donnés :

y'(t) = ay(t) — by (1),
y(to) = Yo-

c.a.d. a peu pres 35

(1.10)

a
On montrera en TD qu’en +occ la solution du probléme (T.10), pour yo > 0, tend vers 7

L’allure des solutions des deux modeles est illustrée sur la figure suivante :
Comme le suggere la figure[I.1] la solution du modele de Malthus tend vers 4+oc lorsque t tend vers 400,
alors que celle du modéle du Verhulst converge vers une asymptote.

Revenons a I’équation différentielle linéaire du premier ordre (T.3)) avec la fonctions a constante et la
fonction b nulle (c’est-a-dire une équation différentielle linéaire du premier ordre autonome et homogene).
On cherche donc les solutions de I’EDO suivante

y'(t) = ay(t), t € R. (1.11)

On a déja vu que la solution est y(t) = Ce” (avec C' € IR quelconque). Si on a oublié la forme de la
solution générale de (T.TT), on peut la retrouver en supposant, par exemple, que y(¢) > 0 pour tout ,

3. Thomas Robert Malthus est un économiste britannique qui a vécu entre 1761 et 1834, surtout connu pour ses travaux sur les
rapports entre les dynamiques de croissance de la population et la production. Son nom est associ€ a une doctrine, le malthusianisme,
qui inclut une politique active de contrdle de la natalité.

4. Dans ce type de modele, on modélise 1’évolution du nombre (entier) d’individus d’une population, par une équation diffé-
rentielle, dont la solution est une fonction continue (et méme dérivable) a valeurs réelles, ce qui peut paraitre surprenant. Toutefois
pour une population de grande taille, et avec une échelle de temps appropriée, les variations de la population pourront effectivement
étre considérées comme continues.

5. Pierre-Francois Verhulst, 1804-1849, mathématicien belge. Inspiré par I’ « Essai sur le principe de population » de Thomas
Malthus, il proposa en 1838 le modele de Verhulst, décrivant 1 1’évolution des populations animales griace a un modele qui ne soit
pas exponentiel. C’est dans la publication de 1845 qu’il nomme cette courbe « logistique » sans donner I’explication de ce terme.



Malthus en vert, Verhulst en rouge

solution

temps

Fig. 1.1: Solution des deux modeles avec yo = 0.2,a = letb=1/2

y'(t)
y(t)
donc y(t) = Ce® (pour tout t), avec C' = ¢“1. Remarquons que cette solution vérifie bien I’hypothese
de départ y(t) > 0si C > 0. Ce calcul permet de retrouver la forme générale la solution ; on peut vérifier
ensuite que toutes les solutions sont de cette forme : reprenons pour cela le raisonnement vu au paragraphe
[I.T]lorsque a n’est pas nécessairement une fonction constante. Soit y une solution de 1’équation (L.TT].
Posons z(t) = y(t)e”*"; on a alors

S = B — y(t)ae

= (1) — ay(t)e =0.
=0

on a alors

= q pour tout ¢, d‘olt I’on déduit qu’il existe C; € IR tel que In(y(t)) = at + C4, et

On en déduit que 2 est constante. Les solutions de (T.TT)) sont donc toutes de la forme y(t) = Ce®. On a
ainsi démontré le lemme suivant.

Lemme 1 (Solutions d’une EDO linéaire homogene autonome). L’ensemble des solutions de I’EDO
linéaire homogeéne autonome (I11)) est un espace vectoriel de dimension 1. C’est I’ensemble des fonctions
de la forme t — Ce™, C € IR. Cet espace vectoriel est engendré par la fonction t — e,

Le probleme de Cauchy associé a 1’équation (T.TT)) s*écrit
y'(t) = ay(t), t € [to, +o0l, (1.12a)
y(to) = yo- (1.12b)

La condition initiale permet de fixer la constante C' de la solution y(¢) = Ce®, qui s’écrit au temps
initial : y(¢p) = yo = Ce®. On obtient C' = yoe **. La solution du probléme de Cauchy (T.12) est
donc y(t) = yoe®t %) On a ainsi démontré le lemme suivant :

Lemme 2 (Solution d’une EDO linéaire homogene autonome avec condition initiale). La solution du
probléme de Cauchy (T12) existe, elle est unique, et donnée par y(t) = yoe® =10,

Exemple 2 (Datation au carbone 14.). Le carbone 14 est un isotope radioactif du carbonelﬂ noté lgC.
Son évolution suit une loi exponentielle, et le probléeme de Cauchy associé s’écrit :

y'(t) = =My(t), t>to, (1.13a)
y(to) = vo- (1.13b)

6. Le carbone (C) possede 15 isotopes connus, de nombre de masse variant de 8 a 22, dont deux stables, Roet B3 , le nombre
devant C' désignant le nombre de protons.




ou A > 0 est connu. Dans le cas de la datation d’un os préhistorique, par exemple, la valeur de yq est la
concentrationm en '4C de I'os au moment de la mort de son propriétaire. La solution du probléme (I.13)

t 4
est y(t) = yoe ) - on en déduit que et = yt) et —A\(t —tg) =1n (y()) et donc que
Yo Yo

1
t—tog=—=1In @ > 0.
A Yo

Dans le cas du modéle de Malthus de croissance d’une population, nous avons calculé plus haut le temps
de doublement de la population. Pour la mesure de la décroissance de la radioactivité, une mesure tres
utilisée en radioactivité est demi-vieﬂ qui est le temps au bout duquel la moitié des noyaux radioactifs

P - o —AT 1
d’une source se sont désintégrés|’| La demi-vie T% du carbone 14 est donc définie par e~ 3 = 3 ; on
n . .. . £ .
adonc Ty = N Connaissant la demi-vie de 1gC qui est de 5568 ans, on en déduit la valeur de ),

A = In2/5568 c’est-a-dire environ 1,26 - 1072,

Lemme 3 (Demi-vie). On considére I'équation (LIT1)) dont la solution est y(t) = Ce™, C € R.

1
Siia <0, cette solution est décroissante et on appelle demi-vie le temps T} tel que y(t + T%) = iy(t)

pour tout t > 0.

Si a > 0, cette solution est croissante et on appelle temps de doublement le temps Ts tel que y(t + Ty) =
2y(t) pour tout t > 0.

Plus généralement, pour o > 0, le temps T, tel que y(t + T,) = ay(t) est indépendant du temps 1, et il

donné par la formule
_Ina

T, - (1.14)
a

Démonstration. Soit o > 0,t > 0 etet T, tel que y(t + T,,) = ay(t). Comme y(t) = Ce™, on a donc

y(t +T,) = Ce®e®To = ay(t) = aCe.

aTy

On en déduit que e*"> = a, ce qui donne (T.14). Le temps T, est donc bien indépendant de ¢. O

7. Cette concentration est aussi la concentration en carbone 14 de 1’atmosphere a la méme époque, en raison des échanges
respiratoires des étres vivants. On admet en général que cette concentration a trés peu varié au cours des siecles, cette hypothese est
cruciale pour la datation au carbone 14. Cette hypothese est en fait contestable. Par exemple, la concentration en 1%0 atmospherique
a significativement varié apres les essais nucléaires entre les années 1950 et 1970.

8. La valeur de la demi-vie est trés utile pour estimation de la durée de vie de 1’é1ément radioactif et donc pour I’évaluation de sa
dangerosité. Par exemple, dans le cas d’un accident nucléaire, un grand nombre de radionucléides s’échappent dans 1’environnement,
parmi lesquels :

— l'uranium 238 2g§U a une demi-vie de 4, 5-10° années, mais qui n’est que faiblement radioactif. L activité d’un échantillon
radioactif (et donc sa dangerosité) est inversement proportionnel a sa demi-vie, voir par exemple https://courses.
lumenlearning.com/physics/chapter/31-5-half-1ife-and-activity/.

La mesure de la demi-vie d’un radionucléide faiblement radioactif tel que 1’uranium 238 n’est d’ailleurs pas chose aisée,
voir par exemple https://hps.org/publicinformation/ate/q8270.html,

— Tiode 131 12%1 qui a une demi-vie de 8 jours. L’iode 1%1 est dangereux car il se fixe sur la thyroide des personnes exposées.
Une protection consiste a administrer pendant quelques jours des comprimés d’iode 127 stable empéchant ainsi I’iode 1%1
de se fixer.

9. Attention, deux demi-vies ne correspondent pas a la vie compleéte !


https://courses.lumenlearning.com/physics/chapter/31-5-half-life-and-activity/
https://courses.lumenlearning.com/physics/chapter/31-5-half-life-and-activity/
https://hps.org/publicinformation/ate/q8270.html

1.2 Equation linéaire non homogene

Il s’agit ici de 1’équation y'(¢) = a(t)y(t) + b(t) avec une fonction b non nulle. Le probleme de Cauchy
associé s’écrit
y(t) = a(t)y(t) +0(t), ¢ €to, T1,

y(to) = yo. (115

Les fonctions a et b sont des fonctions continues de [to, T[ dans IR et on cherche y € C*(Jto, T[,IR) N
C([to, T[,R) solution de (T.T5).

Nous verrons dans la section [I.2.2] qu’il existe une unique solution au probleme (I.15) (c’est aussi une
conséquence du théoreme de Cauchy-LipschitzET] que nous verrons dans un cours ultérieur). Nous allons
décrire plusieurs méthodes pour trouver la solution générale de I’équation y(t) = a(t)y(t) + b(t). Cette
solution dépend d’un paramétre dont la valeur est choisie pour satisfaire la condition initiale y(to) = yo,
ce qui permet d’obtenir 1’unique solution de (T.13)).

1.2.1 Recherche d’une solution particuliere

Pour la résolution d’une EDO linéaire, la méthode a privilégier est la recherche d’une solution particuliere,
car elle nécessite le moins de calculs.
On suppose avoir trouvé une solution particuliere y,, de 1’équation y(t) = a(t)y(t) + b(¢). On a donc
y,(t) = a(t)y,(t) + b(t) pour tout ¢. Soit y une autre solution de 1’équation y(t) = a(t)y(t) + b(t), on
pose z = y — ¥, et on a donc, grice a la linéarité de I’équation,
- y/ _ y;
= ay+b—ay,—>

= az.

Onadonc 2’ = az, ce qui donne z(t) = Ce ™ ot A estune primitive de a et C est un réel arbitraire. On
en déduit que y = y, + C'e*®). Autrement dit, la solution générale de I’équation y(t) = a(t)y(t) + b(t)
s’écrit comme la somme d’une solution particuliere (notée ici y,) et de la solution générale de 1’équation
homogene associée (équation ' (t) = a(t)y(t)).

Si une solution particuliere y,, est facile a trouver, le probleme est alors résolu : la solution générale de
I’équation (T3) est y(t) = Ce*™ 1y, () ot A est une primitive de a. Sinon, il faut passer par une des
méthodes proposées ci-apres (section[1.2.2).

Exemple 3 (Solution particuliere évidente). Si les fonctions a et b sont constantes, a(t) = a € R” et

b

b(t) = b € IR pour tout t, alors y,(t) = —— est une solution particuliére car yl', =0etay, +b=0.La
a

b

at _ 7

o
Remarque 1 (Principe de superposition). Dans le cas ot le second membre est une somme de plusieurs
termes, grdce au caractere linéaire de I’équation, on peut calculer les solutions particuliéres pour chacun
des termes et les ajouter a la solution de 1’équation homogene. Etudions par exemple le cas b(t) =
b1(t) + ba(t), onr by et be sont des fonctions continues d’un intervalle de [to, T'| dans IR (le cas oi b est
la somme de n fonctions, n. > 2 s’en déduit facilement). Reprenons I’étude du probléeme (I.13)) avec cette
fonction b. Le probléme de Cauchy s’écrit donc

Y (1) = at)y(t) + b1 (1) + ba(1), T €]to, T}, (1.16)
y(to) = Yo- (1.17)
10. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), mathématicien allemand.

solution générale de I’équation y' = ay + b est donc y(t) = Ce




Montrons qu’en raison de la linéarité de I’équation, la solution de ce probleme s’écrity = yn+Yp1+yp,2
ol Yp1 (resp. yp2) est une solution particuiere de I"équation y'(t) = a(t)y(t) + bi(t) (resp. y'(t) =
a(t)y(t) + ba(t)). En effet, soit y, ; une solution particuliére de I’équation y'(t) = ay(t) + b;(t), pour
i = 1,2. Si y est solution de (I.16), on pose z = y — y,1 — Yp2. La fonction z est alors solution
de I’équation homogéne associée (équation y'(t) = a(t)y(t)). On a donc z(t) = Cexp A(t) ot A est
une primitive de a et C une constante arbitraire. La solution générale de I'équation (I.16) est donc
y(t) = Cexp A(t) + yp1(t) + yp,2(t) (ot A est une primitive de a et C' une constante arbitraire). On
calcule alors la valeur de C avec (1.17).

1.2.2 Variation de la constante, Facteur intégrant, Réduction d’ordre

Lorsqu’on ne sait pas trouver facilement de solution particuliere & I’équation (T.13)), on utilise une mé-
thode de calcul a partir de la solution de I’équation homogene. Cette méthode peut étre présentée de
plusieurs facons, et a donc plusieurs dénominations possibles : méthode de la variation de la constante,
la méthode du facteur intégrant ou la méthode de réduction d’ordre. Cette méthode (que 1’on a déja
utilisée précédemment lors de 1’étude des solutions de 1’équation homogene, voir paragraphe uti-
lise la forme des solutions de équation homogene o/ (t) = a(t)y(t), c’est-a-dire y(t) = Ce*® (avec A
primitive de a et C' € R).

Soit y solution de I’équation différentielle donnée dans (T.13) (c’est-a-dire y'(t) = a(t)y(t) + b(t)). On
définit la fonction z de [to, T'[ dans IR par

2(t) = y(t)e ),

ce qui donne
y(t) = 2(t)e V.

La fonction ¢ ~— e~ ") est le facteur intégrant et la fonction z remplace C' dans I’expression de la
solution de I’équation homogeéne y(t) = CeA® don I’expression, un peu contradictoire, de variation
de la constante.

On obtient alors, pour tout ¢ €]t, T,

y'(t) = z(t)a(t)e™ + 2/ (1)e® = a(t)y(t) + 2/ (t)e* ™.
Comme y est solution de y' () = a(t)y(t) + b(t), on a donc nécessairement, pour tout ¢ €|tg, T,
Z'(t) = b(t)e AW,

L’équation sur la fonction z’ est d’ordre 0 car ses dérivées n’interviennent pas dans 1’équation, ce qui
explique I’expression “réduction d’ordre”.)
Comme z est continue sur [tg, 7', on a donc, pour tout ¢ € [tg, T,

2(t) = z(to) + /tt b(s)e A)ds,

¢’est-a-dire en utilisant la condition initiale y(to) = yo,

t
(1) = y(t)e=A® = yye—Alto) +/ b(s)e= A ds,

to

t
ou encore, en choisissant pour A la primitive de a s’annulant en ¢, ¢’est-a-dire A(t) = / a(s)ds,
to

t
y(t) = yoeA® —|—/ b(s)erD=AE) ds pour tout [ty, TT. (1.18)
to



On a obtenu ainsi 'unique solution de (I.13). (La méthode donne aussi toutes les solutions de 'EDO
y(t) = a(t)y(t) + b(t).)

Dans le cas ol la fonction a est constante (et on note a sa valeur) et ty = 0, 7" = +o0, on obtient, pour
tout ¢ > 0,

t
y(t) = yoe +/ b(s)e® %) ds. (1.19)

to
Cette formule s’appelle formule de Duhamel[ﬂ Nous verrons dans la suite qu’elle se généralise pour les

systemes différentiels (elle se généralise d’ailleurs aussi pour des équations différentielles en dimension
infinie).

Exemple 4. On cherche a résoudre le probléeme de Cauchy

Y +y= 21 sur I = [1,00], (1.20a)
y(1) = yo. (1.20b)
Ici a = —1, la primitive s’annulant en 1 de a est donc A(t) = 1 — t et la formule (I.18) s écrit donc

t s—t
_ e
y(t):yoel t+/1 752+1d87 t>1.

1.2.3 Application : I’expertise de tableaux d’art

L’analyse de la teneur de certains composants radioactifs contenus dans les peintures utilisées par les
artistes permet d’expertiser les tableaux| “|. C ’est par exemple ainsi qu’on a pu déterminer que le tableau
“La Cene", attribué pendant longtemps a Vermeer%}était en fait un faux, peint par van Meegeren

Les scientifiques de trois laboratoires diffé-
rents ont prouvé que le tableau était récent
grice a sa teneur en plomb 210, radioactif,
qui a une demi-vie de 22 ans. 1l serait trop
long d’expliquer ici le modele en détails car il
s’appuie sur la connaissance des processus de
désintégration des matériaux radioactifs et sur
I’étude des minerais d’ol proviennent les pig-
ments utilisés lors de la fabrication des pein-

tures.
On renvoie au livre de Braun pour une explication compléte du modele. Toujours est-il qu’apres sim-

plification, le probléme de Cauchy a étudier s’écrit de la maniere suivante :

La Cene, du peintre et faussaire Van Meegeren

Y (t) = =y(t) +b, t € [to, +o, (1.21a)
y(to) = Yo, (1.21b)

11. Jean-Marie Duhamel (1797-1872), mathématicien et physicien francais. Travaux sur les équations aux dérivées partielles,
avec des applications en acoustique et propagation de la chaleur

12. Voir aussi ’expertise du faux “saint suaire” http://www.unice.fr/zetetique/articles/HB_suaire_Cl4.
html, qui continue a faire couler beaucoup d’encre.

13. Johannes ou Jan Van der Meer, dit Vermeer, peintre baroque néerlandais, 1632-1675.
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. b . .
avec b € IR .Soit y une solution de (T.2T)); en posant z(t) = y(t) — yona immédiatement que z est

solution de

2(t) = —Az(t)
b

z(to) = 20 = Yo — N

—A(t—to)

dont la solution est z(t) = zge . On en déduit que

_ b b\ At D
y(t)—Z(t)Jr)\—(yo A)e + 3

A partir de la résolution de cette équation, et de la modélisation décrite dans le livre de Braun cité plus
haut, il est alors possible de déterminer si un tableau a été peint il y a 30 ans ou il y a 300 ans.

1.3 Stabilité par rapport a la donnée initiale

Le terme “stabilité" regroupe un ensemble de notions assez différentes. Ici on se pose la question de la
stabilité par rapport a la condition initiale (ou donnée initiale, les termes sont synonymes) : on ajoute
une perturbation a la condition initiale, c’est-a-dire un petit terme &, et on se demande quel est le com-
portement de la solution avec cette nouvelle donnée initiale lorsque ¢ tend vers 0. La solution sera dite
stable par rapport a la donnée initiale, si elle tend (en un sens a définir) vers la solution du probleme sans
perturbation.

Définition 3 (Stabilité par rapport a la donnée initiale). On considere le probléme de Cauchy (I.2)), et on
suppose qu’il admet une unique solution y. Soit y. la solution du probléme de Cauchy oii la condition
initiale est remplacée par

y(0) =yo +e.

On dit que la solution y est stable a l’instant t par rapport a la donnée initiale si
li t) —y(t)) =0.
tim (3 (£) — ()

On dit que la solution y est uniformément stable (on dira souvent simplement “stable”) par rapport a la
donnée initiale si

lim sup |y.(¢) — y(t)| = 0.
e—0 t>to
Etudions ce comportement dans le cas d’une EDO linéaire, homogene et a coefficient constant ¢ € IR.
Soit ¢y € IR, le probleme de Cauchy s’écrit alors
"(t) = ay(t telt
y(to) = Yo.

Le probleme de Cauchy avec donnée initiale perturbée s’écrit, pour € # 0,

{ y'(t) =ay(t),  te [to,+oo] (1.23)

y(to) = yo +e&.
Les solutions respectives des problemes (T.22)) et (I.23) sont

(1) = 401 et (1) = (yo + £)e"10) = et et

10



On a donc
Ye(t) — y(t) = e(=10),

La solution est donc stable a I’instant ¢ par rapport a la donnée initiale car

vt € fto, oo, lim(ye(t) — y(t)) = 0.

Si a > 0, la solution n’est pas uniformément stable car
Ve #0,  suply(t) —y(t)| = +oc.
t>to
Par contre, si a < 0, la solution est uniformément stable car on a bien

lim sup |y.(t) — y(t)| = 0.
e—0 t>to

11
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Cours 2. Equations non linéaires du premier
ordre

On considere le probleme de Cauchy suivant, avec T' €]0, +oo] (noter que T" peut donc étre fini ou infini),
yo € Ret f € C([0, T[xIR,IR) donnés :

y'(t) = f(t,y(t), t€lo,T], (2.1a)
y(0) = yo. (2.1b)

On cherche alors y € C([0,T[) N C'(]0, T[) vérifiant 2.T). (La relation (2.Ta) est alors aussi vraie en
t = 0 en considérant seulement la dérivée a droite de y en 0.)
Les questions que nous allons aborder ici sont fondamentales :

1) existence locale, c.a.d. existe-t-il & > 0 (avec o« < T') et une fonction y : [0, a[— R telle que y
satisfasse (2.1)) avec «v au lieu de 7" dans (2.1a) ?

2) existence globale, c.a.d. peut-on prendre o = 1" dans I’item précédent ?

3) unicité?

2.1 Exemples d’existence locale, globale et de non unicité

Commencons par des exemples pour illustrer ces notions.

Exemple 5 (Un cas d’existence locale et non globale). On considere le probleme de Cauchy (2.1)) avec
f(t,x) = 2% et T = 400, c.a.d.

y'(t) =y*(t), t>0, (2.22)
y(0) = 1. (2.2b)

Si une solution y a ce probléme existe, on aura alors y(t) > 0 pour tout t > 0 (car y(0) > 0 et
/

y'(t) = y2(t) > 0 pour tout t > 0 et donc y(t) > y(0) > 0 pour tout t > 0). On a donc % =1, ce

1 /
qui s’écrit aussi () = 1. Il existe donc C € IR tel que — =t + C. La condition initiale (2.2b)
Y

1
y(t)

y(t) = 7. (2.3)

donne C = —1 et donc

12



solution en vert, asymptote en rouge

solution
-
=}
o

~
n

5.0

25

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
temps,

1
Fig. 2.1: La fonction ¢ — 13 ; asymptote en t = 1.

dont le graphe est donnée sur la figure 21| Or cette fonction n’est pas définie en 1. Ceci montre que y
existe sur [0, 1] et qu’il n’y a pas de solution sur [0, si & > 1; en effet, une solution éventuelle sur
[0, o[ doit étre continue sur [0, o[ et on vient de montrer que ceci est impossible si « > 1 car la solution
est néssairement donnée par 2.3) pour 0 < t < 1. Il y a existence de y sur |0, 1] et donc existence locale
d’une solution au probléme 2.2)), mais il n’y a pas d’existence globale.

globale pour une autre condition initiale). Si on remplace la condition initiale

Remarque 2 (Existence
1
(2:2b) dans le probleme [2.2| de I'exemple 5| par yo = —1, la solution devient y(t) = 131 qui est

définie sur tout R 1, comme le montre la ﬁgure@ 11y a donc existence globale dans ce cas.

solution en vert, asymptote en rouge

0.0

-0.2

solution

-0.6

0 10 20 30 40 50
temps,

Fig. 2.2: Existence globale pour yg = —1

Remarque 3 (Méthode des variables séparables). Dans certains cas, on peut résoudre les équations
différentielles en utilisant la méthode dite des variables séparables. Cette méthode consiste a mettre
I’équation sous la forme h(y)y'(t) = g(t). En prenant une primitive de h, notée H, cette équation est
équivalente & (H (y))'(t) = g(t). En notant G une primitive de g, ceci donne Uexistence de C € R tel
que H(y(t)) = G(t) + C pour tout t. C’est ainsi que nous avons raisonné pour trouver une solution de

13



Exemple 6 (Un cas de non unicité). On considére maintenant le probleme de Cauchy 2.1) avec f(t,x) =
VvV, yo =0etT = +oo, c.a.d.

y'(t) = Vy(t), t>0, (2.4)
y(0) = 0. (2.4b)

L’équation n’a un sens que si y(t) > 0 pour tout t (on rappelle qu’on cherche des solutions a
valeurs réelles). Cette équation admet alors plusieurs solutions dont ’'une solution dite “triviale” est :

y1(t) =0, Vt>=0,
une autre solution se calcule facilement par la méthode des variables séparables :

t2
pa(t) = 7, V20,

En fait on peut construire une infinité de solutions du probléme de Cauchy (2.4} En effet, pour tout t, > 0,
la fonction définie par

y(t) =0si 0 <t <tp,

y(t) = @

est solution de[2.4} Ceci est illustré dans la figure[2.3]

sit > i,

solution pour t0=0 en vert, solution pour t0=4 en rouge

25

20

15

solution

10

0 2 4 6 8 10
temps,

Fig. 2.3: Infinité de solutions pour le probléme

2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Des résultats d’existence et d’unicité pour le probleme (2.1 s obtiennent grace au caractére localement
lischitzien de la fonction f qui apparait dans 'EDO (2:Ta). Rappelons d’abord la notion de fonction
lipschitzienne.

Définition 4 (Fonction lipschitzienne). On dit qu’une fonction f de IR dans IR est lipschitzienne s’il
existe C' € R, tel que :
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Notons qu’une fonction f de IR dans IR, de classe C" et dont la dérivée est bornée, est une fonction
lipschitzienne. En effet, en posant C' = sup | f'(s)|, on a C' < +oc et, pour tout (z,y) € R?, y < ,
selR

@)~ fy)] < / 1F(s)lds < Cl — ).

Y

Définition 5 (Fonction localement lipschitzienne). Soient f € C([0,T[xIR,IR) et 0 < T < +o0.
On dit que [ est localement lipschitzienne par rapport a son deuxieme argument si :

Ya €]0,T[, VR >0, 3Cq.r > 0; |f(t,z) — f(t,y)| < Ca.rlz —y|, ¥t € [0,a],¥(x,y) € B,

ouBr={2€R, |z|]<R}=I[-R,R)].

Proposition 1 (Condition suffisante pour le caractere localement lipschitzien).
Soient f € C([0,T[xIR,IR) et 0 < T < +o00. On suppose que | est dérivable par rapport a son
deuxieme argument et que

of

9y € COTIXR,R)

0
ou 6—f désigne la dérivée de f par rapport a son deuxiéme argument. Alors, [ est localement lipschit-
Y

zienne par rapport a son deuxiéme argument.

Démonstration. Pourt € [0,T[etz,y € R,z <y,

Yy
f(ty)—f(t,w):/ %(t,z)dz,
et donc V1o
[f(ty) — f(t,2)| </ a—i(t,z) dz. (2.5)

of

PourO<a<TetR>0,a— € C([0,a] x Bgr), on a donc
Y

sup
te[0,a]
yEBR

dy

W(t,y)' = Cq,r < +00.

On a uilisé ici le fait qu’une fonction continue sur un compact est bornée.
L’inégalité (2.3]) donne alors, pour tout ¢ € [0, ] et tout z,y € [—R, R,

[f(t,y) = f(t,2)] < Carlz =yl

Ceci prouve bien que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxi¢me argument. O

Théoreme 1 (Existence locale : Cauchy-Lipschitz). Soient f € C([0,T[xIR,IR), 0 < T < +0c0 et
yo € R. On suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument(voir
Définition E]) Alors il existe o, 0 < o < T ety € C'([0,a[,IR) solution du probléeme de Cauchy
(20). 11 y a donc existence locale de la solution de ce probléme.
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La démonstration de ce théoreme fondamental est assez longue et fera 1’objet du cours suivant dans son
entier.
On s’intéresse maintenant au probleme de 1’unicité. On commence par un lemme tres utile pour la suite.

Lemme 4 (Gronwall). Soient o > 0, ¢ € C([0, o], IR) et a,b > 0. On suppose que, pour tout t € [0, c],

t
0<9(t)<a+ b/ Y(s)ds. (2.6)
0

On a alors , pour tout t € [0, ], ¢(t) < ae®.

p = a+b/0 w(s)ds

de sorte que ¢(0) = a, o est dérivable et ¢’ (t) = bi)(t) pour tout 0 < ¢ < .
D’apres (2.6), ¢ < p etdonc ¢ (t) < bp(t) (pour tout ¢). En utilisant la méthode du facteur intégrant,

(p(t)e™™) = @' (t)e™™ —bip(t)e ™™ = (¢'(t) — bp(t))e ™™ < 0.

La fonction t — ¢(t)e ™% est donc décroissante, et donc

Démonstration. Pour t € [0, ], on pose

vt €[0,a] p(t)e™™ < (0)e” = ¢(0) = a.

On en déduit 0 < 1(t) < @(t) < ae®, pour tout t € [0, a]. O

Théoréme 2 (Unicité). Soient f € C([0,T[xIR,IR), 0 < T < +o0, et yo € IR. On suppose que
[ est localement lipschitzienne par rapport a son deuxieme argument (voir définitiond)). Soient y, =
deux solutions du probleme de Cauchy 2.1), définies et continues sur [0, ] avec 0 < o < T, alors
z(t) = y(¢t) pour tout t € [0, o).

Démonstration. Les fonctions y et z étant continues sur I’intervalle compact [0, o], elles sont bornées sur
cet intervalle. Il existe donc R > 0 tel que

Vi e [0,a], |y(t)| <R et |z(t)] <R.
Comme y'(t) = f(t,y(t)) et 2’ (t) = f(¢t, 2(t)), ona
Y (t) = 2'(t) = ft,y(t) — f(t,2(1)).
En intégrant cette équation entre 0 et ¢ et en remarquant que y(0) = z(0) = yo, on a donc

y(t) — =(t) = / (' (s) — £/(s))ds = / (F(5,0(5)) — (s, 2(5)))ds, Vit € [0, 0],

En prenant la valeur absolue, pour tout ¢ € [0, o],

y(t) - / F(s.9()) — F(s. 2(s))|ds

/0’
0
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ol Cy, g est la constante de Lipschitz de f, voir déﬁnition@ On a donc :

vee[0,a] () — () < / Cly(s) - =(s)\ds @7

Pour ¢ € [0, o, on pose ¥(t) = |y(t) — z(t)|, de sorte que (2.7) donne, pour tout ¢ € [0, «],

0 < () < c/o (s)ds.

Le lemmede Gronwall avec a = 0 et b = (') donne alors, pour tout t € [0, a], 0 < 1(t) < 0e“t =0
et donc ¥ (t) = |y(s) — z(s)| = 0 pour tout ¢ € [0, a], ce qui termine la preuve du théoréme 2} O

On généralise dans le théoréme [3]le résultat d’unicité (théoréme [2) en montrant que les trajectoires des
solutions de (2:Ta) ne se rencontrent jamais. Par trajectoire de la solution y, on entend ici le graphe de la
fonction ¢t — y(t).

Théoreme 3 (Les trajectoires ne se rencontrent pas). Soient f € C([0,T[xIR,IR), 0 < T < +o0.
On suppose que | est localement lipschitzienne par rapport i son deuxieme argument (voir définition
B). Soient y, z deux solutions de [2.1a), définies et continues sur [0, a] avec 0 < v < T..

On suppose qu’il existe to € [0, a] tel que y(to) = z(tg), alors z(t) = y(t) pour tout t € [0, o]

Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme[2] il existe R > 0 tel que
vte [0,a], |y(t)] <R et |z(t)] <R

et donc, pour tout s € [0, o,
£ (s,9(s)) = f(s,2(5))] < Cly(s) — 2(s)],

ot C' = C,, g est défini dans la définition [5]
On va montrer avec le lemme ] que y = z sur [0, o] en distinguant les intervalles [0, ¢ et Jto, .

Intervalle |¢(, o]
Pour 0 < t < a — t( on a (comme y(tg) = z(tg))

t t
o) =2(to+0) = [ (3 (to+5) = (o 9)ds = [ (ot ylta-+3) = (to 5,000+ 5)ds,
0 0
et donc
t t
it +t)=2(ta )] < [ 1fto+s,(to) ~ s, 20+s)lds <C [ ly(torts)=(ta)lds.
0 0
En posant ¢ (t) = |y(to+t) — z(to +1¢)|, le lemme de Gronwall donne ) (¢) = 0 pour tout ¢ € [0, v — o],
c’est-a-dire y = z sur [tg, o

Intervalle [0, o]
Pour 0 < ¢ < tp on a (comme y(tg) = z(t))

y(to—t)—z(to—t) = /01(—y/(t0—8)+2/(t0—8))d8 = —/Ol(f(to—é’»y(to—s))—f(to—&Z(to—s)))d&
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et donc
lta—0)=2(ta=0)] < [ |Flto=s,1(t0—5)~f(ta—s,2(ta-5)lds < C [ [uto—3)~(to~s)lds:
0 0

En posant ¢ (t) = |y(to — t) — 2(to — t)|, le lemme de Gronwall donne (t) = 0 pour tout ¢ € [0, to],
c’est-a-dire y = z sur [0, to].

O

Le théoreme [3| permet d’effectuer une étude qualitative des solutions du probleme de Cauchy (2.1)), grice
aux notions de solution d’équilibre, de temps maximal d’existence et d’explosion en temps fini, que nous
allons maintenant expliquer et illustrer par le modele de Verhulst (I.I0) vu au chapitre précédent, en
choisissant comme parametres a = 1 et b = 1, et qui s’écrit dans ce cas :

y'(t) = y(t)(1 —y(t)),t €]0, +o0] (2.8a)
y(to) = yo €]0,1[. (2.8b)

Il y a deux solutions d’équilibre a I’équation (2.8a) qui sont y; = 0 et yo = 1, au sens de la définition
suivante.

Définition 6 (Solution d’équilibre). On appelle solution d’équilibre, ou solution stationnaire, de I’EDO
(2.Ta) route fonction y vérifiant 2.1a) et indépendante de temps. Une solution stationnaire est donc telle
que y'(t) = 0 pour tout t €)0,T | ce qui est équivalent a dire que f(t,y(t)) = 0 pour tout t €]0,T.

Les fonctions constantes y; = 1 et yo = 0 sont donc bien des solutions stationnaires de I’équation (2.8a),
et donc aussi solutions du probleme de Cauchy avec données initiales respectives ygp = 1 et yp = 0.
Par le théoreme [3](qui généralise le théoréme d’unicité), on en déduit que la solution de y/(t) = y(t)(1 —
y(t)), avec y(0) = yo €]0, 1[ prend toujours ses valeurs entre 0 et 1 strictement, puisque les trajectoires
des solutions ne peuvent pas se croiser.

C’est une propriété trés importante, en particulier en raison des résultats sur le temps maximal 7;,, d’exis-
tence de la solution et sur le comportement de cette derniere lorsque 7}, < 400; ces résultats sont
énoncés dans le théoréme suivant :

Théoréme 4 (Solution maximale, explosion en temps fini). Soit 0 < T < 400, yo € R et
f € C(0, T[xIR,IR). On suppose que | est localement lipschitzienne par rapport & son deuxiéme
argument et on considere le probléme de Cauchy 2.1). Soit T,, = sup{« €]0,T] tel qu’il existe
y solution de 21| sur [0, a[}. Alors, il existe y solution de @) sur [0, T, |, et on dit que T,, est le
temps maximal d’existence. Cette solution y est ['unique solution sur [0, T,,[, elle s’appelle solution
maximale du probléme (2.1).

De plus, si T,,, < T, alors tlim ly(t)] = +oo.

> dm

Démonstration. Remarquons d’abord que théoréme [I] d’existence locale montre que 7, est bien défini
etque 0 < T, < T : en effet, par ce théoreme, I’ensemble des réels a > 0 tels qu’il existe y solution de
(2:T) sur [0, o[} est non vide et admet donc une borne supérieure.

Par la définition de T, il existe une suite (a,)new CJ0, Try] telle que

Qpt1 = Qp, pourtoutn € IN, et lim o, =T,,.
n—-+oo
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0.8

solution
oS
o

I
IS

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
temps,

Fig. 2.4: Solution (vert) avec a,, = 2 et (bleu) avec a1 = 3

Soit y,, I'unique solution de[2.1]sur [0, cv, .
Par le théoréme d’unicité (théoréme , Yn = Yn+1 sur [0, a,[. Ceci permet de définir y sur [0, T, [ en
posant, pour tout n, y = y,, sur I’intervalle [0, c,,[. La fonction y est ainsi solution sur [0, 75, [. Ainsi,
— SiT,, < T,iln’y a pas de solution sur [0, 5[ d&s que 5 > T,,.
— SiT,, =T, alors y est solution globale.
La preuve de I’explosion en temps fini, i.e. du fait que 7}, < T" implique tlim y(t) = +oo est effectuée

— T
dans le chapitre suivant. O

Le lemme suivant permet de montrer que si la solution d’une équation différentielle autonome admet une
limite lorsque ¢ — +o00, la fonction constante et égale a cette limite est une solution stationnaire. Sa
démonstration peut se faire avec le théoréme des accroissements finis.

Lemme 5 (Limite des solutions globales). Soient yo, to € R et f € C(IR,1R); on consideére le probléme
de Cauchy

y'(t) = fy(t)), t > to, (2.9)
y(0) = yo. (2.10)

On suppose qu’il existe une solution globale y de 29)-(2.10), et que . 1i$1 y(t) = £ € R. Alors la
—+00

fonction t — € est une solution stationnaire (c’est-a-dire que £ est un point d’équilibre).

Démonstration. En utilisant le théoréme des accroissements finis et I’équation (2.9), on obtient que, pour
tout t > t, il existe 6; €]t,t + 1] tel que

y(t+1) —y(t) = ' (0:) = fy(6r)).

Quand ¢ — 400, on en déduit que f(¢) = 0 (car , ligl y(0y) = L et f est continue).
—+00
O

Le résultat suivant permet, grace a une comparaison, de déterminer le caractere “explosif” d’une solution.

Lemme 6 (Explosion par comparaison). Soient yo, to € R et f € C(IR,IR); on considére le probléme

de Cauchy Z10)-29). On suppose qu’il existe y solution de (2.9)-210) sur Jto, T[ avec y(t) > yo > 0
pour tout t € [to, T[ et f(y(t)) > y(t)%. Alors T < 4o0.
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Démonstration. Si f(y(t)) > y(t)?, alors comme y(t) > 0 pour tout ¢ € [to, T7,

/
y'(t)
> 1 pour tout ¢ € [tg, T
y3(t)
et donc en intégrant entre tg et t < T,
1 1
— — —— >t—tgpourtoutt € [to, T
Yo y(t)
1 1 P 1 .
Donc ﬁ < — —t+tg, et comme y(t) > 0, on en déduit que ¢ < tg+ — pour tout ¢ € [tg, T[, ce qui
Y Yo Yo
montre que 7' < 4+00; il n’y a pas existence globale. O

Exemple 7 (Comportement qualitatif des solutions du modele de Verhulst). Reprenons le probleme de
Cauchy 2:8). Comme on a montré que la solution du probleme reste toujours entre 0 et 1, elle ne peut
pas tendre vers 'infini et donc, grdce au théoréeme | T,,, = +00. La solution existe sur tout l'intervalle
[0, +o0l.

Une fois qu’on a prouvé [’existence, il est alors assez facile de trouver la limite en 400 de cette solution
en appliquant le lemme [3] En effet, la fonction y est croissante et prend donc ses valeurs entre yq et 1.
11 existe donc £ €]0, 1] tel que t_lzinoo y(t) = Lo 0 < £ < 1, et £ est donc un point d’équilibre. Comme

£ #£ 0, on a donc forcément £ = 1. En fait, pour cet exemple, il est méme possible de calculer la solution
exacte. Ceci sera fait en TD. La figure 2.3 donne cette solution pour deux valeurs différentes de yy.

y0=0.1 en vert, y0=0.2 en bleu

0.8

solution
o
o

o
IS

0.2

0.0

temps,

Fig. 2.5: Solution (vert) pour yo = 0.1 et (bleu) pour yy = 0.2

Sous les hypotheses du théorémeﬂ il est intéressant de noter que tlil%lm y(t) = 400 n’implique pas que
T, < T, comme le montre I’exemple suivant.
Exemple 8 (tl_i}%n y(t) = o0 &= Tp,, < T ). Pour T = 400, tg = 0 et yo € IR, on considére le
probléme de Cauchy suivant :

y(t)=1, t>0,

y(0) = yo.

Pour ce probleme de Cauchy, on a existence globale, c’est-a-dire T,,, = T = 4o00. La solution est
y(t) =t + yo pour tout t > 0. Pour cet exemple tlir%l ly(t)| = +oo et pourtant T,,, = T. La réciproque
—Tm

a la derniere assertion du théoréme || est donc évidemment fausse.
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Enfin, on termine ce cours par la définition de la stabilité pour les points d’équilibre pour une équation
autonome, c¢’est-a-dire 1’équation

y'(t) = f(y(t)), t > 0. @2.11)

Définition 7 (Stabilité des points d’équilibre). Soir a € R tel que f(a) = 0. La fonction constante et
égale a a est donc une solution de 2.11), le point a est un point d’équilibre. Ce point d’équilibre est stable
(plus précisément uniformément stable, définition[3)) si pour toute donnée initiale suffisamment proche de
a, le probleme de Cauchy associé a (2.11)) a une solution globale et si :

Ve > 0, 3§ > 0 tel que (y solution de @11) , |y(0) — a|] < J) = sup |y(t) —a| <e.
t>0

On montrera dans un chapitre ultérieur que, si f est de classe C'*, a est un point d’équilibre stable de
2I7) si f'(a) < 0, et que a est instable (c’est-a-dire non stable) si f'(a) > 0. Le cas ou f'(a) = 0
demande une étude plus précise de la fonction f.
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Cours 3. Les preuves : Cauchy Lipschitz et ex-
plosion en temps fini

Soient f € C([to, T[xIR,IR), 1o < T < +ooetyy € R.On cherche y € C([to, T[,IR) NC (Jto, T[,IR),
solution du probleme Cauchy suivant :

y'(t) = f(t,y(t),  tet, Tl
y(to) = Yo-

Le cours 2 abordait les questions suivantes :

(3.1

— Question 1 : A-t-on existence locale, c’est-a-dire, existe-t-il & > 0 et y définie sur [tg, %o +
(to + o < T) solution de (3.1)) avec ¢o + « au llieu de T'?

— Question 2 : A-t-on existence globale, ¢’ est-a-dire, existe-t-il y définie sur [to, T'[ solution de (3.T).

Nous allons supposer, comme dans le cours précédent, que la fonction f est localement lipschitzienne par
rapport a son deuxiéme argument, ¢’est-a-dire que pour tout a < 71" et tout A > 0, il existe C, 4 tel que :

Vt € [tha]a VL,y € [7A7A] = BA7 |f(t,(£) - f(tvy)| g Ca,A|l' - y| (32)

Les théoremes du cours précédent ont été énoncés avec ty = 0, pour simplifier les notations, mais il n’y
a aucune difficulté a remplacer dans ces théoremes [0, T'[ par [tg, T[ avec tg < T < 4o0|.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz (théoréme ] page[I5] énoncé au cours précédent) répond a la question
1. Sa preuve fait 1’objet de la section suivante. Nous abordons dans une deuxiéme partie la preuve de
la deuxieme partie du théoreme d’existence d’une solution maximale, théoréme[z_f] (cette deuxieme partie
montre “I’explosion en temps fini” lorsque la solution maximale n’est pas globale).

3.1 Preuve du théoréme

3.1.1 Forme intégrale du probleme de Cauchy

Pour démontrer le théoreme [T} nous allons utiliser une forme intégrale du probleme (3.1I)) que nous don-
nons dans la proposition suivante.

Proposition 2 (Forme intégrale du probleme de Cauchy). Soient yg et f € C([to, T[xIR,IR). Soit o > 0,
to+a < T. Alors y € C([to, to + o], IR) N C*(Jto, to + af,IR), est solution de (B.1) avec to + o au lieu
de T si et seulement si

RS C([to,to + Oé

(3.3)
—yo+/fsy ds, Vt € [to,to + al.
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Démonstration. On suppose tout d’abord que y € C([to, to + ], IR) N C*(Jto, to + af,R) est solution
de (B.1) avec to + a au lieu de 7. On va montrer que y est solution de (3.3). Comme y est de classe C"*
sur I'intervalle Jtg, to + af, onapour e et t tels que tg < to + & < t <ty + «

t

y(t) — ylto +¢) = / ' (s)ds

to+e
et donc, avec I’équation donnée par (3.1J),

t

y(t) —ylto +¢) = - f(s,y(s))ds.

Lorsque € — 0, obtient, pour tout tg < t < ty + «,

y(t) —yo = /t f(s,y(s))ds.

(Noter que cette égalité est aussi vraie pour ¢ = (g et aussi, par continuité pour ¢t = tg + «.)
Ceci montre que y est bien solution de (3.3).

On montre maintenant la réciproque. On suppose donc que y € C([tg, to + ], IR) et que y est solution
de I’équation intégrale donnée en (3.3). Comme f est continue, la fonction ¢ — f(t, y(¢) est continue.
L équation (3.3) nous montre alors que y est de classe C' sur 'intervalle ]to,to + f et que y/(t) =
f(t,y(t)) pour tout t €Jtg, to + . O

3.1.2 Décomposition de la preuve du théoreme

La démonstration du théoréme d’existence locale (théoreme[I)) est constructive : elle consiste & construire
une suite (¥, )n>1 de fonctions continues de [to, to + o dans IR de maniére a ce que cette suite converge
vers une solution de la forme intégrale (3.3) du probléme de Cauchy.

Pour a > 0 (avec tg + a < T), cette suite est construite ainsi :

Initialisation : y; (t) = yo pour tout t € [tg, %o + a].
t

Itérations : Pour n > 1, yp,41(¢t) = yo + | f(s,yn(s))ds pourtoutt € [to,to + .
to

On se donne A > O eta > 0 tels que yg € [—A, A] et tg < a < T'. On va montrer que I’on peut choisir
O<atelquety+a<aet:

(P1) yn € C([to,to + a],[-A — 1, A+ 1]) pour tout n € IN*,

(P2) y, converge uniformément sur [to, to + «] vers une fonction y, qui est continue.

(P3) Cette fonction continue y est solution de (3.3) (et donc solution de (B.I)) sur J¢o, to + «f grace a la

proposition [2)).

Il est intéressant de noter que la choix de o va dépendre de A et a (et, bien sir, de la fonction f) mais
ne va pas dépendre de ¢, et yo pourvu que yo € [—A, A] et que to + o < a (c’est-a-dire que 1’on peut
changer le temps initial et la donnée initiale sans changer «). Ceci sera tres utile pour montrer la propriété
[3.8] (explosion en temps fini, qui constitue la derniére partie du théoréme ] voir section[3.2).
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3.1.3 Preuve de (P1)

On commence par montrer que la propriété (P1) est vraie pour « suffisamment petit. On pose

M = max |f(s,2)|eta; =1/M.
s€(to,al
z€[—A—1,A+1]

Comme f est continue et que [—A — 1, A 4+ 1] x [to, a] est compact, on a M < 4o0c. On a alors o > 0.
On va montrer par récurrence sur n que, sia < oy ettg + a < a,

yn € C([to,to + a],[-A — 1, A+ 1]) pour tout n. > 1.

On abien y; € C([to,to + a,[-A — 1, A + 1]) car y;1(t) = yo pour tout .
Soit n > 1. On suppose que y,, € C([to,to + o], [—A — 1, A + 1]). La définition de y,, 4 a partir de y,
donne alors si @ < aq ettg + o < a,

t

vt € [t07t0 + O‘L |yn+1(t)| < |y0| + ‘f(svyn(s))l ds
to%/_/
<M

< A+aM <A+a M <A+1

On a donc y, 41 € C([to,to + a],[—A — 1, A + 1]). On a bien montré, par récurrence sur n, que la
condition (a < a ettg + a < a) donne y,, € C([to,to + af,[-A —1, A+ 1]).

La propriété (P1) est donc vraie deés que o < avg ety + a < a.

Noter que «v; ne dépend que de a et A (et, bien siir, f).

3.1.4 Preuve de (P2)

On suppose maintenant que 0 < o < a3 et g + a < a et on cherche a vérifier la propriété (P2). Pour
cela, on va devoir réduire o.

Pour montrer la propriété (P2), on utilise le fait que f est localement lipschitzienne par rapport a son
deuxieme argument. Plus précisément on utilise I’'inégalité pour a et A+1. Il existe C' (correspondant
a Cy a4 dans I'inégalité (3.2)) tel que

|[f(t,z) — f(t,2)| < Clx — 2|, Vte€tg,a] Vr,ze[-A—-1,A+1]. 3.4

(Noter qu’on peut supposer C' > 0.)
Comme y,, (), yn—1(s) € [-A — 1, A + 1] (grace a (P1)) I'inégalité (3.4) donne pour tout n > 2 et tout
te [to,to + Oé],

Yni1(t) —yn(t)] = | /t f(s,yn(s))ds — /f F(s,yn—1(s))ds| (3.5)
< t |f(s,yn(s)) = f(s,yn—1(5))|ds (3.6)
< Clyn(s) — yn—1(s)|ds G.7

to

Sur I’espace vectoriel C([to, to + o], IR), on peut définir une norme par

Z|l = max z(t)].
loll =, max 122
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Avec cette norme, I’inégalité (3.7) donne pour tout n > 2 et tout ¢ € [to, to + af,

t
nir (6) — yn()] < / Clgn — yn_rds
to

< Callyn — yn-1|
||yn+1 _ynH < Ca”yn —yn71||
————
tE[trgf(?M]\yn+1(t)*yn(t)l
1 1 ..
On pose ag = 2C de sorte que Cag = 3 et on choisit a tel que o < a1, a < ag ettty + a < a (par

exemple o = min{ay, as,a — to}).
(Noter encore que s ne dépend que de a, A et f.) Avec ce choix de a,

1
[Yn+1 — ynll < §||yn — Yn—1| pour tout n > 2.

Ce qui donne pour n = 2
1
lys = v2ll < 3 llyz —

pourn = 3
1 1\?
llys —ysll < §||y3 — 92| < 3 lly2 — 1,

et donc, par récurrence,

1 n—1
T (2) ly2 — 1| pour tout n > 1.

En effectuant une inégalité triangulaire pour la norme || - ||, on obtient

[Yntp = unll < lYntp = Untp—rll + l¥nsp—1 = Ynip2ll + -+ lynt1 — vl

1 n+p—2 1 n+p—3 1 n—1

3 T3 Tt lly2 — vl
1 n—1 - 1 N . 1 p—1
2 2 2

1 n—1
< (> 2ly2 =y, n=1, p>1

N

ly2 — vl

N

2

Dans la derniere ligne de ce calcul, nous avons utilisé que, pour 0 < b < 1,
+oo 1

2V =

p=0

Nous venons donc de montrer que (yy,)neN+ est une suite de Cauchy de 1’espace vectoriel C([tg, to +
a],R) pour la norme || - ||, ¢’est-a-dire que
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VE>07 Hno | n>n07p>1:> Hyn-‘rp_ynH <€

En particulier pour tout ¢ € [to, to + o] la suite (y,,(¢)),>1 est une suite de Cauchy dans IR, car

|yn+p(t) - yn(t)| < HynJr:D - ynH

Donc, la suite (y,,(t)),>1 converge dans IR. Pour tout ¢ € [to, to + ], on pose lirf yn(t) = y(¢). On
n—-+oo

a ainsi défini une fonction
y : [to,to + o] — R.
On montre maintenant que y € C([to, to + af,[-A — 1, A+ 1]).
On remarque tout d’abord que y,,(t) € [-A — 1, A 4 1] pour tout n > 1 et tout t € [t, to + ] et donc

y(t) = lim y,(t) e [-A—-1,A+1].

n—-+4oo

Pour montrer la continuité de y, on remarque que

1 n—1
Yntp(t) = Yn ()| < NYnsp —unll < { 5 % 2ly2 =yl
2

ne dépend pas de p

Dans cette inégalité, on fixe n et t. Lorsque p tend vers +o0o on obtient

1 n—1
w0 -ml< (3) * 2= nl.

On déduit que

Yn —> Yy, uniformément sur [tg, to +
Pour conclure, on utilise le lemme suivant, dont la preuve est laissée a titre d’exercice.
Lemme 7 (Continuité d’une limite uniforme de fonctions continues).

Soient I un intervalle de IR et (yy,)n>1 une suite de fonctions continues de I dans IR. On suppose que
cette suite converge uniformément sur I vers une fonction y. La fonction y est alors continue.

On obtient donc que y est continue sur [tg, tg + aJ. Si on récapitule ce que nous venons de démontrer,

a=min{ay,az,a—to} >0, y, — y, et yeCl([to,to+a],[-A—-1,A+1]).

uniformément

3.1.5 Preuve de (P3)

11 reste & montrer que y est solution de (3.3). Pour tout n > 1,

t

Vt € [to.to+ ), ynt1(t) =yo+ [ f(s,un(s))ds
to

Dans cette inégalité, on fixe ¢ et on fait tendre n vers 400, alors y,,+1(t) — y(t). Puis pour le deuxiéme
membre de cette égalité, on utilise les résultats suivants, laissés a titre d’exercice.

1) On pose z,(s) = f(s,yn(s)). La fonction f est uniformément continue sur le compact [to, tg +
o] x [-A =1, A+ 1] et y,, converge uniformément vers y sur [tg, tg + a]. Alors, on peut montrer
que

zn, — f(-,y) uniformément sur [tg, to + .
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2) Grice a la convergence uniforme de la suite (2, ),,>1, on peut montrer que pour tout ¢ € [to, to+a/],

/t zn(s)ds — f(s,y(s))ds.

to

Avec ces deux résultats, on conclut que y(t) = yo + / f(s,y(s))ds pour tout t € [to,to + .

Ceci termine la démonstration du théoreme I] (theoreme d’existence locale). On rappelle enfin que cette
existence locale est montrée avec &« = min{a, @z, a — to} et que a1 et ao ne dépendent que de a, A et
f (sous la condition que yo € [—A, A)]).

Remarque 4. Pour ceux qui connaissent le théoréme du point fixe de contraction, le théorémel(l|est une
conséquence de ce théoreme du point fixe en prenant (avec les notations de la démonstration ci-dessus)
Pespace E = C([to,to + af, [—A — 1, A + 1]) (qui est métrique complet avec sa distance naturelle) et
Uapplication T de FE dans E définie par

t

T(y)(t) =yo + t f(s,y(s))ds, pourt € [to, to + al.

La démonstration faite ci dessus correspond a celle du théoréme du point fixe.

3.2 Preuve du résultat d’explosion en temps fini

3.2.1 Rappel du résultat et preuve

On rappelle que sous ’hypothése que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme ar-
gument, on a toujours unicité (théoréme [2) et qu’il existe donc une solution maximale (théoreme [},
c’est-a-dire qu’il existe Ty, et y tels que tg < Tp,, < T et y solution de (3-1) sur [to, T),[ et il n’y a pas
de solution sur [tg, tg + o avec T, < to+ a < T. On montre maintenant la derniére partie du théoréme
c.2.d. que sous les hypotheses du théoreéme 4] si y est la solution maximale définie sur [tg, T}, [, avec
T, < T, alors

T <T = lim |y(t)| = +c0. (3.8)

t—=Tom,

On raisonne par I’absurde. Soit y la solution maximale. Elle est définie sur I’intervalle [0, T,,][.
On suppose que T,,, < T et que |y(t)| ne tend pas vers +oo lorsque t — T, donc

3A > 0 et une suite (¢, )pew telsque  lim ¢, =T,
n—-+4o0o
et ly(t,)| < A pour tout n.

On choisit maintenant a tel que 7T;,, < a < T'. et, pour n > 3, on considere le probleme

zn(t) = f(t, zn(t)) pour t € [t,,T],

Zn(tn) = y(tn).
La démonstration du théoréme [I] (que nous venons de faire) nous montre que ce probléeme a une solution
sur I'intervalle [t,,, t, + ay] avec a, = min{ a1, ag, a — t,, }. Les nombres o, ap ne dépendent pas de n
(ils ne dépendent que de a et A, le nombre A étant un majorant de |y (¢, )| pour tout n).
On définit maintenant la fonction u,, (voir figure[3.T) par

un(t) = y(t) pour t € [to, tn],

Un (t) = 2, (t) pour t €]ty t, + ).
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y en vert, zn en bleu

0.8

0.6

solution

0.4

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
temps,

Flg 3.1: to = 0, tn = 2, Qp = 1, Tm =23

La fonction u,, est alors solution de (3-1)) sur [to, ¢, + ] (on remarque par exemple qu’elle est solution
de (3.3) sur [to, t,, + ay)). Or lirf (tn +apn) = T + min{ay, as,a — T, } > Tpp. Pour n assez grand
n—-—+oo

on a donc t,, + o, > T3y, ce qui est en contradiction avec la définition de 77,,.

3.2.2 Commentaires et exemples

On rappelle qu’il est possible d’avoir T,,, = T et lirqg ly(t)| = 400, voir exempledu cours précédent.
t—Th,

La principale conséquence du théoréme 2] est que, sous les hypotheses du théoréme [ pour montrer que
T, = T (et donc I’existence globale de la solution) il suffit de montrer que

sup  |y(t)| <400, si to+a<T
te[to,to-i-a]

On illustre cette conséquence sur I’exemple suivant, vu en TD.

Exemple 9 (Etude qualitative d’une EDO). On considere le probleme de Cauchy (vu en TD)

y'(t) = ay(t) — by(t)?, t >0, (3.9)
y(0) = yop avec 0 < yp < %. (3.10)

. a . . .
Les nombres a, b sont donnés, a > 0, b > 0. L’équation (3:9) admet 0 et — comme solutions stationnaires.
1l'y a existence locale au probléeme (3.9)-(3.10). Par le théoréme [3| sur les trajectoires, la solution est
. s 9 a ) N . . . . . .
“coincée” entre 0 et —. Par le theoreme si Ty, < +oo alors la solution explose, mais ceci est impossible

b
car0 < y(t) < %. On en déduit que T,,, = +o0. Il y a donc existence globale.
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Cours 4. Schémas numériques

4.1 Introduction

Nous allons introduire dans ce chapitre des schémas numériques permettant un calcul approché de la so-
Iution des équations différentielles. Ces schémas peuvent étre utilisés pour des équations dont on connait
la solution exacte (avec des fonctions “usuelles”), et dans ce cas on peut évaluer facilement leur précision
grice a la connaissance de cette solution exacte, mais ils sont surtout utiles pour des équations dont on ne
connait pas la solution exacte et pour lesquelles c¢’est donc un moyen d’obtenir une solution approchée.

Nous rappelons ici le probleme de Cauchy :

y'(t) = f(ty(t), telto, T[=1,

4.1
y(to) = yo, @D

ou tg, T, f et yo sont données, tg, yo € IR, tg < T < +00. On suppose que la fonction f appartient
a C([to, T[xIR,IR) et est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument. On note y la
solution maximale de @]) On rappelle qu’elle est définie sur intervalle [tg, T, [ avec to < Tp,, < T.
On cherche a calculer y, tout en sachant qu’elle existe.

Dans les chapitres précédents nous avons pu parfois exprimer y en fonction des fonctions usuelles (tri-
gonométriques, exponentielle, polynomiales. .. ) mais ceci n’est pas toujours possible, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 10 (Problemes de Cauchy avec et sans solution explicite). Soit le probleme suivant :

y'(t) = ft,y) =yt) (1 —y(t), t >0,
1 4.2)

9025-

Nous pouvons calculer aisément la solution de (4.2)), nous obtenons :

- 1
C 14et

y(t) (4.3)

Considérons maintenant le probléme suivant :

V0= 16:50) =sL+ e0) e 1> 0, s
o = U.

On ne sait pas exprimer la solution du probleme @.4) a partir de fonctions “usuelles”. Mais, grdce aux
schémas numériques qui sont I’objet de ce chapitre, on peut calculer des approximations aussi précises
que I’on veut de cette solution exacte (voir le tp 1 pour le cas du probléeme @4)).
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4.2 Schémas numériques explicites

4.2.1 Euler explicite

On se place sous les hypotheses rappelées en introduction. Les données sont ¢y, T, f et yo. La fonction
f appartient a C([to, T[xIR,IR) et est localement lipschitzienne par rapport & son deuxiéme argument.
On note y la solution maximale de (@), elle est définie sur I'intervalle [to, Ty, [ ol tg < T, < 1. Pour
simplifier les notations, on suppose o = 0.

On se donne «, avec 0 < «a < T,,. La fonction y est continue sur le compact [0, o], elle est donc
bornée. On note A = max{|y(t)|, t € [0, a]}. Pour présenter le schéma d’Euler explicite et montrer sa
convergence sur [0, «] (et donc aussi sur [0, T, [ car « est arbitrairement choisi entre 0 et 75, ), on suppose
que y est de classe C? sur |0, af et que My = max{|y”(s)|, s €]0,a[} < 4oo. (Cette hypothése est
vérifiée si la fonction f est suffisamment réguliere, ce qui est le cas le plus fréquent.)

Notre objectif est de calculer y sur I'intervalle [0, «]. Pour cela, on divise I'intervalle [0, o] en N sous-
intervalles, ot N € IN*. On pose h = /N, le nombre 5 est le pas de temps du schéma numérique.
On pose t,, = nh pour n € [0, N et on note y,, I’approximation recherchée de y(nh), pour n € [0, N].
Comme y est de classe C? et que 4/ (t) = f(t,(t)), un développement de Taylor nous donne pour tout
n € N,
W) Z00n) _ g1, y(0.) + 2
————

y'(tn)
ol |e,| < hMy. Le terme &, est appelé erreur de consistance.
Ce développement de Taylor suggere alors une méthode pour calculer une valeur approchée y,, de y(t,,)
pour tout n :

V’I”L S [O,N - 1]]a yn+1 = Yn + hf(tnayn) (45)
A partir de yo, qui est connu, on calcule ainsi tous les y,,, n € [1, NJ.
Questions

1) Bien siir, en général, y,, # y(¢,); la question naturelle a se poser est la convergence (quand & — 0)
de la solution approchée définie a partir des valeurs y,,, vers la solution exacte y.

2) Dans I’affirmative, a quelle vitesse converge-t-elle, et plus précisément, avec quel ordre par rapport
au pas de discrétisation h ?

Pour répondre a ces questions on va montrer que :

max —y(tn)| < Ch 4.6

0y |yn y( n)| S ) (4.6)
ou C' € IR ne dépend que de yo, f, o. On posera par la suite e,, = |y, — y(t,)|. Cette erreur est appelée
erreur de discrétisation. L’inégalité (4.6) entraine que I’erreur est au moins d’ordre 1. Plus généralement,
la définition de 1’ordre d’un schéma est la suivante.

Définition 8 (Ordre d’un schéma numérique). Un schéma est dit au moins d’ordre k (avec k > 1), s’il
existe C' € R tel que
max |y, — y(tn)] < Ch*, 4.7

0<n<N
Il est d’ordre k (avec k > 1), s’il existe C1,Cys € IR tels que
k (i < k
Cih ogLagXN lyn — y(tn)] < Coh”, (4.8)

Proposition 3 (Ordre du schéma d’Euler explicite). Sous les hypothéses précédentes, le schéma d’Euler
explicite est d’ordre 1.
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Démonstration. Pour démontrer cette proposition, nous allons montrer que la solution approchée donnée
par le schéma d’Euler explicite satisfait (.7) avec k = 1, ¢’est-a-dire @.6). Pour0 < o < T'eth = /N,
avec N € IN™ fixé, I’objectif est donc de démontrer qu’il existe C' € IR, ne dépendant que de yq, f, a,
tel que

en = [yn — y(tn)| < Ch pour tout n € [0, NJ. 4.9

Noter que pour n = 0, I'inégalité (@.9) est vraie quelque soit C' car yo = y(0).

On rappelle le schéma numérique et la majoration de I’erreur de consistance :
Ynt1 = Yn + hf(tn,yn), Vn€[0,N —1], (4.10a)
Y(tnr1) = y(tn) + hf(tn, y(tn)) +en,  len| < h? M. (4.10b)

En soustrayant 1’équation (@.10B) a I’équation (@.10a)) on obtient :

Yn41 — y(tn+1) =Yn — y(tn) + h(f(tna yn) - f(tnv y(tn))) —é&n (411)

En passant en valeur absolue on a donc :

|yn+1 - y(tn—i-l)' < |yn - y(tn)| + h|f(tn7yn) - f(tnvy(tn)” + h2M27

c.a.d.
ent1 < €n + h|f(tn,yn) — ftn, y(tn))| + B*Mo. 4.12)

On a envie alors d’en déduire une relation de la forme :
ent1 < ey + hL|yn - y(tn)l + h2M27 (4.13)

en utilisant le caractere localement lipschitzien de f par rapport a son deuxieme argument (L serait la
constante de Lipschitz de f). Mais f n’est que localement lipschitzienne, et donc pour déduire (#.13)) de
(@12) il faut que y,, et y(t,) restent dans un intervalle borné fixe (c’est-a-dire indépendant de n et h, cet
intervalle borné ne dépendant que de yo, f, «). Comme y est continue sur [0, o], @ < 400, on a

y(tn) S [_A7 A]7 0 < tn < «,

avec A = max{|y(t)|,t € [0,«]}. Mais il n’y a pas de raison que y,, € [—A, A] pourtout 1 < n < N.
Par contre si on montre qu’il existe B > A tel que y,, € [—B, B] pour tout 1 < n < N, on aura (]Z:_BI)
avec L = Ly, p, ou L, g est donné par le caractere localement lipschitzien de f (voir Déﬁnition et on
pourra en déduire (@.6). En fait, on va montrer qu’il existe B > A et hg > 0 tel que y,, € [—B, B] pour
tout 1 < n < N et pour tout b < hg. La relation {.6)) sera ainsi vérifiée pour tout i < hy.

Notons que le caracteére localement lipschitzien de f est donc suffisant pour montrer (6], ce qui est un
résultat intéressant, car la plupart des fonctions rencontrées ne sont pas globalement lipschitziennes.

On se donne maintenant B > A on va montrer qu’il existe hg > 0 tel que, si h < hg, y,, € [—B, B] pour
tout n et (4.6)) est vrai.
On commence par un calcul liminaire. Supposons que y,, € [—B, B] pour tout n. On note alors L la
constante de Lipschitz (par rapport & son deuxiéme argument) de f sur [0, o] x [—B, B]. Comme on a
aussi y(t,) € [-B, B] (car B > A) I'inégalité (d.13) est vraie, ¢’est-a-dire
Vn € [0,N —1], ent1 <en+hLyge, +h*My,
<en(14hLy) + h2 M.

On pose alors :
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1) a=1+hLy,

2) b= h*Mo,
" b
3) F, = & de sorte que £y, 11 < Fy, + ——, Fp=0.
an a"+1
b
4) G”+1:G”+T-1’ Go = Fp.
a

On montre par récurrence que F,, < G,, pour tout n.
On a bien Iy < Gg, puis si F;, < G, on a

b b
Fopn < Fp + ) < Gn+ prs Grt1-
On calcule maintenant G,,,
b b b b
G,LZGn_1+7=Gn_2+ ] 4+ —=Go+ -+
a a
On a alors : L
b b1 b 1- L
GTL = _— = = _— = — a s
p=1 p=0 a
et donc ; "
Fo<Gp< ——"2—
a—1 a"
Nous pouvons en déduire que
n b n
e, =a"F, < a—l(a -1)
Nous avons finalement )
Msh
n— Y(tn)| = en < 1+hLy)" -1
i = wtn)| = en < (L RL" 1)
Or:1+4hLy < eth,d’oilpourogn < N etcomme Nh = «,ona
M.
en < —zh(e"th -1)
Ly
My, .1
< —(e* —1)h
LY

On obtient donc que

M, _
avec C' = —=(e*s

— 1). Pour I’obtenir, nous avons supposé que y,, € [—B, B] pour tout n.

(4.14)

Pour montrer y,, € [—B, B] pour tout n (au moins pour h assez petit), on choisit B > A (on peut prendre

par exemple B = A + 1) et on définit h par la formule (avec C' = Cy p)
My
c
On remarque alors que si b < h la formule (#14) donne

lyn| < |y(tn)|+ (B — A) < B.

(e*® —1)hg = B — A.

Une récurrence simple sur n permet alors de montrer que y,, € [—B, B] pour tout n. Plus précisément,
yo € [-B,B]etsiy, € [-B, B] pour p < n, les calculs précédents, valables jusqu’a I’ordre n, donnent

la formule (4.14) et donc y,,+1 € [—B, BJ.

32

O



4.2.2 Schéma de Heun : RK2, Runge-Kutta 2

Le défaut du schéma d’Euler est qu’il n’est pas trés précis : I’erreur se comporte comme h et il faut donc
prendre des pas de temps tres petits pour bien approcher la solution. L’ objectif est ici d’obtenir un schéma
plus précis que le précédent : pour un pas de discrétisation égal, nous voulons avoir une erreur qui soit
plus petite que la précédente, de la forme e,, < Dh? (ce qui est plus petit que Dh pour h < D/ D). Le
schéma est alors dit d’ordre au moins 2. Pour construire ce schéma plus précis que le précédent, nous
allons d’abord nous intéresser 2 la forme intégrale du probléme. Comme ¥’ (t) = f(t,y(t)),

) =utn)+ [ fls.us)ds 4.15)

n

tnt1
A partir de cette forme intégrale nous pouvons approcher / f(s,y(s))ds par hf(t,,y(t,)) avec une
t

n

erreur €, ©
y(tn+1) = y(tn) + hf(tna y(tn)) + é&n,

ol |e,| < h? Mo, ce qui permet d’obtenir le schéma suivant :

Yn+tl = Yn + hf(tna yn)- (4.16)

On reconnait le schéma d’Euler explicite.
Comment peut-on a partir de obtenir un schéma numérique encore plus précis ? Une idée est d’amé-
liorer I’approximation de I’intégrale dans (4.15]) en utilisant la formule des trapezes :.

y(tn+1) = y(tn> + g[f(tna y(tn)) + f(tn—i-h y(tn+1))} + én (417)

y/(tn) y/(tn+1)

ol Ierreur |&,| < M3h® avec M3 = max{|y"'(s)|, s €]0,a[} (nous supposons y assez réguliere pour
avoir M3 < +00).
L’équation (4.17)) nous suggere alors le schéma suivant

B Fltns ) + Fbnsts ynss). “18)

Yn+1 :yn+ 9

L’erreur de consistance &, est plus petite que I’erreur €, (quand i — 0), nous pouvons alors espérer que
ce nouveau schéma donne une solution plus proche des valeurs exactes donc plus précis que le précédent.
Le probleme de ce schéma est qu’il est implicite : en effet y,,+; apparait dans le deuxieme membre de
(4.18), et on n’a donc pas en général pas d’expression explicite de y,,+1 en fonction de y,,, t,, et t,,41. Pour
remédier 2 cet inconvénient, on remplace dans @.18)) y,,+1 par ’approximation obtenue par le schéma
d’Euler explicite a partir de y,,, c.a.d. y,, + hf(t,,y,) et on obtient le schéma de Heun :

ﬁ(f(tn»yn) + f(tn+1a Yn + hf(tnvyn))) (419)

Yn+1 :yn+ 9

Ce schéma a I’avantage d’étre explicite et d’étre similaire au schéma du point de vue de I’erreur de
consistance, ¢’est-a-dire que

P (1)) FCEnsr 9(t) + B (b)) + (4.20)

y(tn+1) = y(tn) + 9

ou I’erreur \gn] < Msh?® avec Ms ne dépendant que des dérivées de y jusqu’a I’ordre 3.
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La démonstration de |€,,| < M5h? et |§n] < J\ngh?’ est fastidieuse (mais conceptuellement assez simple).
Elle consiste seulement a utiliser des développements de Taylor. Elle n’est pas faite ici.

Pour obtenir une majoration de I’erreur de discrétisation, c’est-a-dire de e,, = |y(¢,,) — yx|, on peut alors
raisonner comme pour le schéma d’Euler explicite (un point important est d’avoir une borne sur y,, car f
n’est que localement lipschitzienne). On obtient

en = yn — y(tn)| < Dh?, pour tout n € [0, N],

ol D ne dépend que de o, f et a.

4.2.3 Schéma RK4

Une fois de plus le but de ce type de schéma numérique est de minimiser I’erreur afin que 1’approximation
de la solution soit encore plus proche de la solution exacte. Nous souhaitons avoir une erreur de la forme
suivante e,, < Dh* (le schéma est alors d’ordre au moins 4). On rappelle que la forme intégrale de
I’équation s’écrit
tnt1
) =yt + [ f50(9)ds
tn S——
y'(s)

On pose alors g = 3. Le schéma d’Euler explicite consistait & écrire

a+h
/ g(s)ds = hg(a) + 1

avec |e1| < h?M,. Dans le cas du schéma RK2 nous avons utilisé

a+h h
[ ats)ds = So() + glat ) + =2

oll |e2] < h3Ms. Pour le schéma RK4 nous allons utiliser une approximation encore plus précise de
I’intégrale

/aa+h g(s)ds = % <g(a) +4g <a + Z) +g(a+ h)) + &3,

ol |es] < h® Ms avec Ms ne dépendant que des dérivées de g jusqu’a I’ordre 5. Ceci nous suggere I’idée
suivante

twn) =30+ [7nptta) 447 (104 5w (04 5 ) ) 4 Ftasrspltnsn))] + 6
ot |&,| < Msh® (M5 ne dépendant que des dérivées de y jusqu’a I’ordre 5).

Comme on souhaite avoir un schéma explicite, on montre qu’il est possible, pour la partie droite de cette
formule, de remplager les quantités y(t,, + h/2) et y(t,1) par des quantités calculées a partir de y (¢, ),
en ayant toujours une erreur de consistance en h° (calcul fastidieux).

On obtient alors le schéma RK4 qui s’écrit :

h h h
Yn+1 = Yn + g |:f(tnayn) + 2f <tn + 2ayn,1> + 2f (tn + 27yn,2> + f(tn+1,yn,3):| ) (421)

2 2
Pour ce schéma, avec les mémes méthodes que précédemment (développement de Taylor, bornes sur y,,)
on montre que I’erreur de discrétisation (notée e,,) est en h* (le schéma est donc d’ordre au moins 4).

) h h h h
ouYn1=Yn+ §f(tnayn)7 Yn,2 = Yn + §f <tn + =, yn,l) s Yn3 =Yn+ hf <tn + -, yn,2>~
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4.3 Schémas numériques implicites

Nous allons introduire les schémas numériques implicites par le moyen d’exemples.

4.3.1 Premier exemple : une équation linéaire

Considérons le probleme de Cauchy suivant, avec a > 0 :

{y<t> = —ay(t), t>0,

4.22
y(0) =1 (422

La solution est y(¢) = e~ %, pour tout t > 0. Cette équation modelise I’évolution d’une quantité notée .

1.04

0.8

0.6

solution

0.4 1

0.2 4

0.0 1

Fig. 4.1: Solution de 4/ (t) = —y(t) pour yp = 1

Pour de nombreux problemes cette quantité est positive et il est alors souhaitable que le schéma numérique
donne aussi une solution positive. La figure nous montre 1’allure de la courbe pour a = 1. Nous
étudions tout d’abord le schéma d’Euler explicite.

Le schéma d’Euler explicite s’écrit de la maniére suivante :

Vn € [[O,N - 1]]3 Yn+1 = Yn — ahyna
Yo = y(0).

On a donc en faisant un raisonnement par récurrence :
Vn € [0,N], yn=1yo(1—ah)"

On distingue deux cas : h < 1/a ouh > 1/a (le cas h = 1/a donne une solution nulle pour tout temps).
On remarque que le schéma explicite ne donne pas, pour A > 1/a, une solution qualitativement bonne
puisque y, < 0 pour n impair (alors que I’on souhaite une solution positive pour tout n). La figure #.2}
confirme bien ce comportement insatisfaisant du schéma d’Euler explicite si h est trop grand.

Le schéma d’Euler implicite s’écrit de la maniere suivante :

Vn € [07 N — 1]]a Yn4+1 = Yn — afhyn-‘rla
yo = y(0).
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a=1,h=15

1.0 A

0.8 1

0.6 1

0.4

solution

0.2 A

0.0 4

—0.2 1

—0.4 4

0 5 10 15 20 25
temps

Fig. 4.2: Solution approchée avec la schéma explicite pour ' (t) = —y(t),y0o = 1, h = 1.5

On a donc en faisant un raisonnement par récurrence

- etdonc y,, = L.
Yl = Yn (14 ah)»
On constate que quelque soit 2 > 0, la suite (y,, ), ne prend que des valeurs positives comme la suite
(y(tn))nen- Cet exemple montre 1’intérét des schémas implicites, car ici lorsque a est grand le schéma
d’Euler explicite doit avoir un pas h inférieur a 1/a pour avoir une solution approchée positive, alors que
pour Euler implicite peu importe la valeur de & ou de a.

On ne peut pas toutefois déduire de cet exemple que le schéma implicite est meilleur que le schéma
explicite. En effet, considérons maintenant le probleme

avec a > 0, dont la solution est y(t) = e**, pour tout ¢ > 0.

Le schéma d’Euler implicite donne ici y, = 1/(1 — ah)™ alors que le schéma d’Euler explicite donne
yn = (1 4+ ah)™ (pour tout n).

Dans ce cas, c¢’est le schéma d’Euler implicite qui donne des valeurs négatives si h > 1/a.

4.3.2 Deuxieme exemple : une équation non linéaire

Considérons le probleme suivant

{y'(t) = V(). 42

2
4
La solution est y(t) = <1 - 2) pour ¢ < 1/2 puis y(t) = 0 pour t > 1/2.
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Le schéma d’Euler explicite s’écrit, pour y,, > 0.

Ynt+1 = Yn — Ary/Un.

Ce schéma ne donnera pas une solution pour tout n. (car cette équation donne y,, 11 < 0si 0 < y,, < h?).
Le schéma d’Euler implicite s’écrit

Yn+1 = Yn — P\/Yn+1,avec yp41 > 0.
Ceci donne y,, 11 = z,QLJrl avec zp41 = (1/2)(—h + / h? + 4y,,). Noter que 2,1 > 0siy, > 0.
Dans la figure [d.3] La solution exacte est en bleu, la solution donnée par le schéma d’Euler implicite est

en vert et la solution donnée par le schéma d’Euler explicite est en rouge, cette derniere devient négative
pour ¢t = 1.8 lorsque h = 3/10.

exacte en bleu, implicite en vert, explicite en rouge

1.0

0.8 q

0.6 q

solution

0.4 4

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
temps

Fig. 4.3: 4/ (t) = —/y(t), h = 3/10, la solution explicite est négative pour ¢ = 1.8

4.4 Détermination numérique de ’ordre d’un schéma

Le TPI illustre les différentes propriétés des schémas d’Euler, RK2 et RK4. Dans ce TP, il est demandé
de calculer I’ordre du schéma. Si le schéma est d’ordre k, le maximum des erreurs de discrétisation e est
tel qu’il existe C et Cy € IR tels que C h* < e < Cyh*. On s’attend donc a ce que, lorsque I’on divise
le pas de discrétisation par 2, on divise I’erreur 2 peu prés par 2¥. Si le schéma est d’ordre 1, I’erreur est
divisée a peu pres par 2; si le schéma est d’ordre 2, ’erreur est divisée a peu pres par 4; si le schéma est
d’ordre 4, I’erreur est divisée a peu pres par 16. ..

On peut aussi tracer 1’erreur en fonction du pas de discrétisation dans un graphique log-log. En effet, si
e~ Ch¥,onalne ~ InC + klnh et donc ’ordre k est la pente de la droite ainsi obtenue (si le schéma
est d’ordre k).
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Cours 5. Equations différentielles linéaires du
second ordre

Comme leur nom I’indique, les équations différentielles du second ordre font intervenir la dérivée seconde
de la fonction recherchée.

Définition 9 (Equation différentielle linéaire du second ordre). Une équation différentielle linéaire
du second ordre s’écrit :

y'(t) +a®)y'(t) +b(t)y(t) = f(t), tel (G.1)

ou I est un intervalle ouvert de R, (par exemple I =] A, B|), et les fonctions f, a et b, sont connues
et continues de IR dans IR. On cherche alors les fonctions y de classe C* qui vérifient G).

Le probleme de Cauchy associé fait intervenir une condition initiale qui porte sur le couple (y(to), v’ (to))
en un point tg donné; il s’écrit :

Y'(t) +a(t)y'(t) + b(t)y(t) = f(t), teElto, T[=1 (5.2a)
y(to) = o (5.2b)
Yy (to) = 2o (5.2¢)

outg, T, f, a, b, yo et zg sont donnés, tg < T < +oo, f, a, b sont continues de [tg, T’ & valeurs dans IR,
Y0, 20 € IR. On cherche y de classe C? sur Jto, T'[ (a valeurs dans IR), continue ainsi que sa dérivée sur
[to, T[ et qui vérifie (5.2)

Théoreme 5. Soient to, T, a, b, f, yo, zo donnés, vérifiant les hypotheses ci dessus. alors il existe
une et une seule fonction y solution de (5.2))

Ce théoréme est une conséquence du résultat d’existence et d’unicité pour les systemes différentiels, vus
ultérieurement. En effet le probleme (5.2)) peut s’écrire sous la forme d’un systeme différentiel d’ordre un
par I’introduction d’une nouvelle variable z = y’. Le probleme (5.2)) revient alors a résoudre le probleme
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suivant :

Y =z,

2(t) +a(t)z(t) +b(t)y(t) = f(t), te€lto, T[=1,
y(to) = o,

Z(to) = Z20-

5.1 Equation homogéne du second ordre

Théoreme 6. L’équation homogéne associée a I’EDO linéaire du second ordre (5.1)) consiste a
prendre un second membre nul (¢’est-a-dire f(t) = 0 pour tout t); elle s’écrit donc

y'(t) +at)y (t) +b(t)y(t) =0, tel (5.3)

Sous les hypotheses de la définition @ I’ensemble des solutions y € C* (I,R) de ’EDO homogéne
(5.3) est un espace vectoriel (réel) de dimension 2.

Démonstration. Supposons 1, yo solutions de (5.3)) alors y; + y2 est encore solution de (5.3)). Si y est
solution de (5.3) alors, pour @ € IR, ay est encore solution de (5.3). L’ensemble des solutions de (5.3)
est donc un espace vectoriel. Montrons maintenant que la dimension de 1’ensemble des solutions de (5.1))
est égale a 2.
On choisit un point ¢y de I. Une conséquence du théoréme [5]est que pour tout y, et 2o dans IR, il existe
une et une seule solution de (5.2). Soit :

e y; lasolutionde (5.2) avec f =0,y0 =0, 20 = 1,

e 15 la solution de (5.2) avec f =0,y = 1, 29 = 0.
La solution correspondant & yg = « et zgp = [ est alors ays + PBy;. La dimension de I’ensemble des
solutions de (5.3) est donc égale a 2 et {y1,y2} est une base de I’ensemble des solutions. O

Nous allons nous intéresser maintenant aux 3 questions suivantes :
1) Comment calculer I’ensemble des solutions de (5.3) ?
Nous allons pour cela chercher deux solutions linéairement indépendantes “simples”.

2) Comment calculer I’ensemble des solutions de (5.1)) ?
Une solution possible est de trouver une solution particuliere y,, et ensuite trouver la solution gé-
nérale a I"aide de la solution yj, de I’équation homogene (5.3) : y = yn + yp.

3) Comment calculer les solutions de (3.2)) ?
Pour répondre a cette question, on pose y = ayi + Sy2 + yp (solution générale de (5.1)) et déter-
miner les coefficients « et 3 grice aux conditions initiales, en posant y(to) = yo et ¥’ (to) = zo.

On répond dans un premier temps a ces questions dans le cas des solutions de I’équation homogene a
coefficients constants. On considere a et b des fonctions constantes dans (5.3) (et donc a, b € IR) et
I = IR.. On cherche 3 sous la forme y(t) = €. on a donc :

y(t) =e", o (t) =re™t,  y'(t) = riem.
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En réinjectant y dans (3.3) on a :
r?e™ +are™ 4 be™ = 0. (5.4)

L équation (5.4) suggere alors I’équation dite caractéristique :
2 4+ar+b=0 (5.5)

dont le discriminant s’écrit A = a® — 4b. On remarque alors que 7 est solution de (5.3)) si et seulement si
e"" est solution de (5.3). Distinguons 3 cas :

1) I’équation caractéristique (5.3)) a deux racines réelles distinctes,
2) I’équation caractéristique (3.3)) a deux racines complexes (conjuguées)

3) I’équation caractéristique (5.5) a une racine double

5.1.1 Equation a coefficients constants, cas de deux racines réelles

—a— VA — A
Dans ce cas, A = a® — 4b > 0, et les deux racines réelles sont r; = QT\F et ry = %ﬁ

(noter que 1 — 3 < 0). Les fonctions y; et yo définies par
yl(t) = erlta yQ(t) = er2t7 te R

sont alors solutions de (5.3). Montrons que y; et yo sont linéairement indépendantes. En effet, soient
a, B € IR tels que ay; + Sy2 = 0. On a alors

ae™t 4 Ber2t = [ae(m )t 4 Blem2t = () pour tout ¢ € TR.

Comme r; —rg < 0,0na . lir+n et 4 3 — 3 = (. On adonc aussi & = 0 ce qui montre que les
—+00

solutions y; et yo sont bien linéairement indépendantes. L’ensemble des solutions de (5.3) est engendré
par y1 et ya, et la solution générale de (5.3) est

Yn(t) = aryi(t) + azya(t), a1, a0 € R.
Exemple 11. Considérons I’équation suivante :
y"(t) = 3y'(t) + 2y(t) = 0 (5.6)

L’équation caractéristique s’écrit :
r?—3r+2=0 (5.7)

Onadonc A=1,doury =1etry=2;lasolution générale de @[) est de la forme :

y(t) = ae’ + Be*, a, feR (5.8)

5.1.2 Equation a coefficients constants, cas de deux racines complexes

—a V—=A . , .
Dans ce cas A < 0 eten posant A = > ety = 5 les racines sont 7y = A+ipetry = A—ip et sont

bien complexes conjuguées. Méme si on est intéressé (a terme) par des solutions réelles, on commence
par remarquer qu’il existe des solutions a valeurs complexes sous la forme suivante :

y(,(t) _ aerlt + ﬁergt — ae)\tei,ut + /Be)\te—i,ut

e (cos(ut) + isin(ut)) + Ber (cos(ut) —isin(ut)), pourtoutt € R,  (5.9)
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avec o, 8 € (.

Grace a la linéarité de 1’équation (5.3)), les parties réelle et imaginaire de y. sont aussi des solutions de
(5.3). En prenant les parties réelle et imaginaire de y. avec &« = 1 et 3 = 0, on obtient donc les solutions
suivantes de (3.3)), qui sont a valeurs réelles :

y1 ot eMcos(ut) etys : t — eMsin(ut).

Comme les fonctions y; et y2 sont linéairement indépendantes, et que I’ensemble des solutions de (5.3)
est un espace vectoriel de dimension 2, la solution générale de (5.3)) est :

Yt y(t) =yyi(t) + oya(t), v, 6 €R. (5.10)

Exemple 12 (Cas de deux racines complexes : exemple du pendule pesant). Considérons le systeme
suivant :

Fig. 5.1: Systéme du pendule pesant

Nous allons considérer I’équation du pendule linéarisée. On suppose que g/l = 1 ou g est 'intensité de
la gravité et | la longueur du pendule), et on approche sin 6 par 0 en considérant que I’angle 0 est petit.
Le mouvement du pendule est alors décrit par I’équation (ot on a posé y = 0) :

Y () +y(t) =0 (5.11)

L’équation caractéristique s’écrit : 7> + 1 = 0, et les racines 71 = i et Ty = —i sont imaginaires pures.
Avec les notations ci-dessus A = 0 et ;n = 1. On a vu plus haut que la solution générale dans C est de la

forme
y(t) = ae™' + e, a, feC

et la solution générale (dans IR) est donc de la forme

y(t) = ycost + dsint, =, § € R.
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5.1.3 Equation a coefficients constants, cas d’une racine double

Onadonc A = a? —4b = 0,d’ ot r = fg. Une base de 1’ensemble des solutions est alors donnée par

les fonctions y; et yo définies par
yi(t) =€, yo(t) = te".
La solution générale de (5.3) est de la forme
ae™ +tpe™t, o, BER (5.12)

On peut se demander comment on trouve cette fonction y». Un moyen de trouver y» a partir de y; est de
poser y2(t) = z(t)y; (t). Comme y; (t) = €™, ceci donne

yh(t) = 2/ (t)e™ +rz(t)e™;  yy(t) = 2" (t)e™ + 2/ (t)e"™ + 12/ (t)e"™ 4+ riz(t)e".
L’équation sur yo qui est y5 + ayh + by> = 0 devient,
2 (t)e™ + 202 (e 4 r2z(t)e + a2 (t)e" +rz(t)e™) 4+ bz(t)e™ = 0,

ce qui est équivalent a
Z'(t) + (2r +a)2 + (r* 4+ ar +b)z(t) =0,

ou encore, comme 7> + ar + b = 0,
2'(t) + (2r + a)2'(t) = 0,

On obtient ainsi une équation de premier ordre sur z’. On appelle d’ailleurs cette méthode “méthode de
réduction d’ordre” car c’est une équation du premier ordre sur z’. Elle fonctionne dés que 7 est une
solution de 1’équation différentielle considérée et que 1’équation est linéaire, quelque soit son ordre.

Ici comme 7 est racine double, on a 2r + a = 0 et donc 1’équation sur z est 2" =0.

Une solution possible est donc z(t) = t. Ce qui donne 3 = te’ (qui est bien une solution linéairement
indépendante de y1).

Exemple 13. Soir
y"(t) = 2y(t) + y(t) =0 (5.13)

Nous avons alors 7> — 21 + 1 = 0, on a une racine double r = 1, d’oit la solution générale

y(t) = ae’ + Bte', a, BER (5.14)

5.2 Equation non homogene

On se limite ici au cas des coefficients constants, i.e. on considere a, b constants dans (5.1). On détermine
la solution générale de la méme maniere que pour les EDO du premier ordre. II faut d’abord trouver la
solution de I’équation homogene associée a qui est de la forme ¢t — y,(t) = ayi(t) + By=(t)
ol {y1,y2} est une base de I’espace vectoriel des solutions de 1’équation homogene, puis trouver une
solution particuliere. Plusieurs méthodes sont possibles pour cela.

Méthode 1 : recherche d’une solution particuliecre On “devine” une solution particuliére y,,, et on
exprime la solution générale de (5.1)) sous la forme :

y(t) = ay1(t) + Bya(t) + yp(t) (5.15)

solution de 1’équation homogéne
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Méthode 2 : Méthode de la variation des constantes On cherche une solution de particuliére ou, plus
directement, I’ensemble des solutions de I’équation non homogene, sous la forme a (t)y1 (t) +ao (¢)y2(t)
(ou les fonctions y; et y engendrent I’ensemble des solutions de 1’équation homogene). Cette méthode
est décrite dans I’exercice 3 du partiel de 2019. (exercice 3).

Nous allons développer la méthode 1 avec des équations du second ordre dont les équations homogenes
associées ont été étudiées dans les exemples [T} [T2]et[T3]

Exemple 14. On considere ici I’équation suivante :
y'(8) = 3y'(t) + 2y(t) = e (5.16)

dont I’équation homogene associée est I’équation (3.6) qui a été vue dans I’exemple[IT1} On a vu que la
solution générale de I’équation homogene associée (5.6) est de la forme

y(t) = e’ + Be**, o, € R.

On cherche alors une solution particuliére sous la forme y,(t) = 'ye_t[l On a donc :

t

yplt) = =™y (t) =ve"

En réinjectant y, dans @, il vient

Yy () = 3y, (t) + 2y, (1)

ve t+3yet 4 2yet (5.17)

= 6yet=e" (5.18)

1
Ce qui donne comme solution particuliére y,(t) = Ee_t. La solution générale de (5.16) est donc

1
y(t) = ae’ + Bt + ge_t, a, B eR.

Remarque 5 (Cas d’un second membre appartenant a 1’e.v. des solutions de 1’équation homogene asso-
ciée). En prenant dans I’exemple précédent comme second membre f(t) = e, une solution particuliere
serait cherchée sous la forme y,(t) = ~te'.

Exemple 15 (Le pendule linéarisé avec second membre).
Reprenons ’exemple [I2] mais maintenant avec un terme de for¢age qui donne un second membre non
nul; on obtient I’équation suivante :

y"(t) +y(t) = sint (5.19)

La solution générale de I’équation homogene associée est
yn(t) = asint + Bcost, «, 8 € R.

On cherche alors la solution particuliére sous la forme y,(t) = vyt sint + dt cost.
On a donc :

Yy, (t) = (y — dt)sint + (6 4+ yt) cost, y,(t) = (2y — 6t)cost + (=t — 20) sint
Alors, en réinjectant y, dans (5.19) :

Y, (t) +yp(t) = tsint+ dtcost + (2 — dt) cost + (=t — 20) sint (5.20)
= —2)sint+ 2ycost =sint (5.21)

1. Nous cherchons une solution sous cette forme we*t, car le second membre est aussi de cette forme.
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1 1
On en déduit alors que § = ~3 ety =0donyy(t) = fit cost. La solution générale de I’équation

(3-19) est donc

1
t—=y(t) = yn(t) + yp(t) = asint + Scost — itcost.

Remarque 6 (Résonance). En raison du terme de forcage, la solution du probléme de I’équation (5.19)
est non bornée. C’est ce qu’on appelle un cas de résonance. Sans I’approximation des petits angles,
I’équation du pendule est en réalité non linéaire :

y"(t) +sin(y(t) = f(1). (5.22)

Pour cette équation non linéaire, on peut montrer, mais cela est difficile, qu’il existe ¢ > 0 tel que
|7 (®)| < € pour tout t implique que y est bornée.

Les problemes de résonance sont a I’origine de l’effondrement de certaines structures, voir par exemple
le cas du Tacoma Bridge :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pont_du_détroit_de Tacoma_ (1940)

Exemple 16. Soit
y"(t) — 2y (t) + y = sint (5.23)

On a vu a I'exemple [I2) que I'équation caractéristique a une racine double, v = 1 et que la solution de
I’équation homogene est de la forme.
yn(t) = ae’ + ptet (5.24)

On cherche alors y,, sous la forme y,(t) = ysint + § cost. On a donc
y,(t) = ycost — dsint; y,(t) = —ysint — dcost
On réinjecte y,, dans (5.23)), on obtient alors :

Yy (t) = 2y, (t) + yp(t) = —ysint —dcost —2ycost +2dsint +ysint + d cost
= —2vycost+ 20sint

1
On en déduit alors que v = 0 et § = 3 La solution générale de I’équation (5.23) est donc

1
t=y(t) = yn(t) +yp(t) = ae’ + Bte' + 3 cost.
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Cours 6. Systemes différentiels linéaires

On aborde ici les systemes d’équations différentielles, qui font intervenir le méme nombre d’équations
que d’inconnues, et qui sont, de plus, linéaires (ou plus exactement, affines, dans le cas non homogene).

6.1 Définitions

On note n > 1 le nombre d’équations et d’inconnues du systeme différentiel linéaire, qui s’écrit
zi(t) = a1 (t)z1(t) + ...+ @iz, (t) +gi(t), t€l, 1<i<n (6.1)

ot pour tout ¢,j € [1,n], a;j, g € C(I,IR) et I un ouvert de IR. Les inconnues sont les fonctions
r; € CH(I,R).

Le probleme de Cauchy associé (que nous appellerons “probleme de Cauchy classique”) consiste a
prendre I =]to, T[ (T > tp) et a ajouter a 1’équation que x est continue en ty et prend une va-
leur donnée en ty. C’est donc le probleme :

2i(t) = aip(t)z1(t) + ...+ ain(O)rn(t) +gi(t), 1<i<n, tet,T| (6.2)
zi(te) =2\, 1<i<n. (6.2b)
Si x est solution du probleme du fait que z est de classe C' sur Jto, T'[ et continue en ty, on peut
déduire de que z est dérivable a droite en ¢y et vérifie (6.1) avec cette dérivée a droite (cette démons-
tration est laissée a titre d’exercice).
En inversant le sens du temps on peut également considérer le probleme de Cauchy “a gauche” consistant
aprendre I =|T,to[ (T < to) et & ajouter (2 1’équation (6.1)) que x est continue en ¢, et prend une valeur
donnée en t(. Ici encore de (6.1) on déduit alors que x est dérivable a gauche en ¢, et vérifie (6.1)) avec
cette dérivée a gauche.
La résolution de ces deux problemes de Cauchy (probleme de Cauchy classique et probleme de Cauchy

a gauche) est alors équivalente a la résolution du probléme de Cauchy général qui consiste a étudier le
systeme (6.T) avec des conditions initiales sur les fonctions inconnues x; en un point ¢, € I donné :

ri(t) = a1 () z1(t) + ...+ ainB)zn(t) +gi(t), 1<i<n, tel (6.32)
zi(te) =2\, 1<i<n. (6.3b)

Le probleme de Cauchy général (6.3) peut s’écrire sous forme matricielle :

X'(t)=A)X(t)+G(t), tel (6.42)
X(to) = X© (6.4b)
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ol A e /\/ln(]R)ljest définie par .

a1’1(t) P aLn(t)
A(t) = CLQ’T(O : az,r:(t) 7
an1(t) ... ann(t)

et X'(t), X(t), G(t) et X () sont des matrices colonne a n lignes, que 1’on identifie 2 des vecteurs de
R™, définis par

2 (1) 1 (t) a1(t) z{”
X't=|: |.X®=1] : [.Gt)=| : |,etXP=|:
7/, (1) (1) 9n(t) zi)

Exemple 17 (Equations du second ordre). Une application directe des systémes linéaires du premier
ordre est la résolution d’une équation différentielle linéaire du second ordre de la forme

2" (t) + a(t)x'(t) + b(t)z(t) = c(t), t € I (6.5)

oit a, b et c sont des fonctions continues de I (intervalle ouvert de IR ) dans R.
Soit x une fonction (de I dans R) de classe C* solution de (6.3). On pose :

(t)
"(t).

z1(t)
xg(t)

Les fonctions x1, x2 sont de classe C Letona:

2y (t) = 2'(t) = 2(t)
xh(t) = 2" (t) = —ax' (t) — bx(t) + c(t) = —aza(t) — bx1(t) + ().

T
T

On peut alors écrire 'EDO (6.3) sous la forme d’un systeme différentiel linéaire de deux équations a
deux inconnues :

X'(t) = AX(t) + B(t) avec X (1) = [xl(t)} A= [—Ob —1a] e B(t) = [c?t)]

Notons que de la maniere plus générale, toutes les équations différentielles linéaires d’ordre n peuvent se
mettre sous la forme d’un systeme différentiel linéaire du premier ordre, de n équations a n inconnues.

N N
6.2 Systemes homogenes

Avec les notations précédentes, le systéme homogene associé au systeéme différentiel (6.1)) consiste a
prendre G(t) = 0. Il s’écrit alors
X'(t)=At)X(t), tel. (6.6)

Soit E,, I'ensemble des solutions de (6.6) :

E, ={X €C'(I,IR"™), X solution de (6.6)} (6.7)

1. My (IR) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre . x n a coefficients réels
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Comme dans le cas des équations (n = 1), ’ensemble E,, est un espace vectoriel sur IR. En effet, si
X, YeFE,aors X+Y € F, car

X't +Y'(t) = A)X(E)+AQ)Y(t)
= A)(X()+Y(1)

D’autre part, si X € F, et € IR alors aX € E, car
(aX)'(t) = aX'(t) = A(t)(aX (1))

Nous avons vu dans les chapitres précdents que dans les cas n = 1 et n = 2, cet espace est de dimension
respective 1 et 2. En dimension n, est-il de dimension n ? La réponse découle d’un théoréme d’existence
et d’unicité pour le probleme de Cauchy (général) associé que nous admettrons pour le moment (voir
cours 9 pour la démonstration).

Théoréme 7 (Existence et unicité). Soient I un ouvert de R, to € I, A € C(I, M,(IR)) (c’est-
a-dire que les composantes de A sont continues de I a valeurs dans R) et X° € R™ donnés. On
considere le probleme de Cauchy (général) :

X't)=At)X(t), tel (6.82)
X(to) = X©, (6.8b)

Alors il existe une et une seule solution au probléme de Cauchy (6.8)

Remarque 7. Le théorémel7|reste vrai si on remplage A(t) X (t) par A(t) X (t)+G(t) avec G € C(I,IR).

Corollaire 1 (Dimension de E,,). L’espace vectoriel E,, des solutions du systéme différentiel (6.6) est de
dimension n.

Démonstration. Soit ty € I, et soit X () 1e vecteur

x0) —
0
Le théoréme [7] entraine qu’il existe une fonction X () solution de (6-8). Plus généralement, pour tout
1 < i < n, il existe une fonction X ¥ solution de (6.8) pour la donnée initiale

0

x 0 —

O = O
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ot le 1 est la i-eme composante du vecteur X (V). Les fonctions XV, ..., X (™) sont n solutions de (6.6).
Montrons que la famille {X W X (")} est une base de E,, (et donc que dim(E,,) = n). Considérons
X solution de (6.6), X est donc solution de (6.8) avec
Xi(to)
XO = X(to) = |

Xn(tO)

n
On pose maintenant Y = X — Z Xi(to)X (), La fonction Y est encore une solution de (6.6) et elle
i=1
vérifie Y (tg) = 0. La partie unicité du théoréme [7| donne alors que Y est la fonction nulle et donc
n

X = Z X (to) X . Ceci montre que la famille de fonctions { X1, ... X} engendre E,,.
i=1

Montrons maintenant que {X WX (”)} est une famille libre.
Soient : a;; € R, i € [1,n], tels que ar XM 4+ 4+ 0, X™ =0.Onaalors :

n
vtel, Y aX(t)=0.

=1

Cette fonction est donc nulle en particulier pour tg = 0 et donc :

> @i xW(ty) =0. (6.9)
i=1
Or, on sait que :
0]
X®(ty) = |1| . + i-eme composante
_0_
On déduit donc de (6.9) que o1 = as = ... = a,, = 0. Ceci montre bien que la famille {X(l), .. X(")}
est une famille libre. La famille {X SN ¢ (")} est donc une base et on a ainsi prouvé que dim F,, =
n. O

Proposition 4 (CNS d’indépendance des solutions). Soient X (1), o X (") 1, solutions de (6:6), c’est-a-
dire n éléments de I, et soit ty € I. La famille {X(l), e ,X(")} est libre de I’espace vectoriel C(I,IR)
si et seulement si la famille { X' (to), ..., X ™ (ty)} est une famille libre de I’espace vectoriel R™.

Démonstration. On suppose que {X(l), ... 7X(”)} est une famille libre. Soient oy, ..., ay,, tels que

Z aiX(i) (t()) =0.
i=1 /
Comme F,, est un espace vectoriel, Z a; X (1) est solution de @) et Z a; X (i)(to) = 0. La partie

=0 =0
n n

unicité du théoréme donne alors que Z a; X M =9 (c’est-a-dire que la fonction Z a; X () est la
i=0 i=0
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fonction nulle). Comme la famille {X WX (")} est une famille libre, on en déduit que a; = 0 pour
touti € {1,...,n}, et donc que la famille (de vecteurs) { XM (to), ..., X™ (o)} est libre.

La réciproque est plus simple; en particulier elle n’utilise pas que les fonctions X () sont solutions de
(6-6)) On suppose que la famille (de vecteurs) { X (¢y),..., X ™ (#y)} est libre. On veut montrer que

la famille (de fonctions) {X(l), . ,X(”)} est libre. Soient a1, . . . , a, tels que : Z a; X = 0; alors

i=0
en particulier : Z aiX(i)(to) =0.

i=0
Comme la famille { X (Y (ty), ..., X (™) (t,)} est libre, ceci implique que o;; = 0 pour touti € {1,...,n},
et donc que la famille (de fonctions) {X(l)7 ol X(")} est libre. O

6.3 Cas des systemes différentiels linéaires autonomes

Calculons une base de F,, dans le cas ol A ne dépend pas de t; on dit dans ce cas que le systéme
différentiel linéaire est autonome. Pour I’étude de ce cas, on va considérer I = IR. Le systeme s’écrit
donc
X'(t)=AX({#), teR (6.10)

avecn > let A € M, (IR). Onnote a; ; (4, j € [1,n]) les coefficients de A.
Rappelons quelques résultats fondamentaux d’algebre linéaire. Soit A € M,,(IR).

1) [3X #0| AX = 0] & [det A = 0] & A est non inversible.

2)AeRouC,3IX #0] AX =2X & det(A — A\I,,) =0, I,, estla matrice identité¢ de M,,(IR).
Trois cas sont a distinguer pour déterminer une base de I’espace vectoriel E,, des solutions de (6.10).

1) La matrice A est diagonalisable dans IR. Dans ce cas, il existe A1,..., A\, € Retpy,...,0, €
R™ tels que {1, ..., v, } estune base de IR"™ et Ap; = \;p; pour tout i.

2) La matrice A est diagonalisable dans €. Dans ce cas, il existe A1,..., A, € Cetpy,..., @, une
base dans C", tel que Ap; = \;p;. Remarquons que si Ap = Ap alors Ap = \@

3) La matrice A n’est pas diagonalisable.

6.3.1 Cas d’une matrice diagonalisable dans IR

Soit {1, ..., @, } une base de IR" formée de vecteurs propres de A. Pour 1 < i < n, Ap; = \p;,
A; € IR. On va chercher la fonction X de IR dans IR", de classe C L solution du systeme différentiel
(6.10) en décomposant X (¢) (pour tout ¢ € IR) dans la base {1, . .., ¢, }. On cherche donc des fonctions

n
a; de R dans IR, de classe C?, telles que la fonction X définie par X () = Z a;(t)¢; soit solution de

(6.10). Comme =
X'(t) = Y af(t)p e
AX(t) = A(Z Oéi(t)%) = Z%‘(t)A%' = Z%‘(UM%-

Le systeme différentiel (6.10) X'(¢) = AX (¢) est alors équivalent 2

/

o (t) = N (t) pour tout ¢ € IR, pour tout i € [1,n].
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Le systeme (6.10) est ainsi ramené a n équations découplées. La fonction X ainsi définie est solution de
(6.10) si et seulement si il existe ¢1, . .., ¢, € IR tels que

;i (t) = ¢;e™' pour tout t € R, pour tout i € [1,7n].

On obtient ainsi un ensemble de solutions du systeme différentiel (6.10) sous la forme
n
X(t) = cie*ep;, pourtoutt € IR,
i=1

avec cy, ..., ¢, € IR. Cet ensemble est de dimension n. En effet, en posant X(i)(t) = ety pour i €
[1,n], la famille (de fonctions) {X(1>, . 7X(")} est une famille libre car les vecteurs ©1, ..., @, sont
indépendants (c’est-a-dire que la famille {¢1, . .., ¢, } estlibre) et que X () (0) = ¢; (voir la proposition
. La famille {X™), ..., X} est donc une base de E,,.

6.3.2 Cas d’une matrice diagonalisable dans € (mais non dans IR)

Supposons ici n = 2 pour simplifier. Il existe A\ € C\IR, tel que A = a + i3, 0u f € R" et € R, et
il existe o € C" tel que Ap = A\p. Comme A est a valeurs réelles, on a aussi Ap = A@. On pose alors
@ =1 +ix, avec 1y, x € R™, de sorte que

Ap = p & A(p +ix) = (a+1iB) (¢ +ix).

On peut remarquer que x # 0 (car Ay € R" et \p & IR™ car § # 0). De méme ¢ # 0 (car Ay € R"
et Aoy € IR" car 8 # 0). En fait, les vecteurs 1), x sont méme indépendants (si x = ) avec v € IR, on
obtient une contradiction, par exemple, en multipliant 1’équation Ay = A par (1 —iv)). On obtient donc
une solution de a valeurs complexes, notée X, en posant X () = e*'(p. Pour obtenir des solutions
de (6.10) a valeurs réelles, on décompose X (¢) en partie réelle et partie imaginaire :
X(t) _ €>\t<p _ e(aJriﬂ)th
= eateiﬁt(di +1ix)
= e™(cos(Bt) + isin(Bt)) (¢ +ix)
e (cos(Bt) — sin(Bt)x) + ie™ (sin(Bt)y + cos(Bt)x).

On remarque maintenant que les parties réelle et imaginaire de X sont des solutions (a valeurs réelles) de

(6.10). En effet,

X(t) = RX()+iS(X(L)
X'(t) = RX'(1)+iS(X' (1))
AX(H) = ARX(D) +iAS(X(t))

)
X'(t) = AX(t) & (R(X(1)) = ARX()) et (3(X(1)))" = AS(X (1))
On obtient donc deux solutions de en posant :
XMW (1) = e*(cos(Bt)y) — sin(Bt)x)
X®(t) = e (sin(B)w + cos(5t)x)

Les fonctions X et X2 sont linéairement indépendantes (c’est-a-dire que la famille {X W x (2)} est
libre) car les vecteurs v, x sont linéairement indépendants (et X (V) (0) = 1, X®)(0) = y). On en déduit
qu’elles engendrent > (car on sait que E5 est de dimension 2).

Le cas n > 2 se traite de maniere similaire en distinguant les valeurs propres réelles et complexes de A.
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Exemple 18 (Calcul dans le cas d’un systéme 2 x 2). Considérons le systeme (6.10) avec
1 -1
A =
.

Les valeurs propres de la matrices A sont A\ = 1 % 1, ¢’est-a-dire avec les notations précédentes o = 1
et f=1.0naX =1+iet \oa =1 —i. Un vecteur propre associé a A1 est ¢ = 1) + ix avec

[} -

(c’est a dire que Ap = A1 avec p = Y + ix). On obtient alors une base de Fo en posant

XD () = ¢t (cost [0] —sint ! )
1 0

0 1]
XP@) =¢ (sint + cost 0 )
ce qui s’écrit aussi )
X(l) (t) _ et —sint
cost

@ (t) = et cost
sint

Pour la matrice A définie ci-dessus, la solution générale de (6.10) est alors c1 XM (t) + co X ) (t) avec
c1, c2 € R.

6.3.3 Cas d’une matrice non diagonalisable

Commencons par un exemple. Considérons le systeme suivant pour ¢ € IR

(1) = wa(t)
xh(t) = —2wo(t) — 21 (1)

En posant

le systeme s’écrit sous forme matricielle :
X'(t) = AX(¢) (6.11)
Le polyndme caractéristique de A est donc P4(\) = (A +1)2. La valeur propre A = —1 est double. Mais

1
le sous espace propre associé a A est de dimension 1. Il est engendré par le vecteur propre ¢ = [ 1] .La

matrice A n’est pas diagonalisable. Puisqu’on a exhibé un vecteur propre, on sait déja qu’on a trouvé une
solution de (6.11)). C’est la fonction t — e . On la note X (V) et on a, bien siir, XV ¢ F,.
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Pour trouver une deuxieme solution (linéairement indépendante de la premiere), on peut ici (pour cet
exemple) se ramener a une équation du deuxieme ordre. On remarque que

2(t) = 2h(t) = —2a5(t) — 21 (t) = 24 (¢) — 21(0),
d’on
z (t) + 22 () + 21 (t) = 0. (6.12)
Les solutions de (6.12)) sont alors de la forme :
z1(t) = ae”' + Bte™, a, B deux constantes réelles arbitraires

On peut en déduire une valeur pour x5

To(t) = 2y (t) = —ae™" — Bte™" + Be "

X(t) = [xl(t)] = aet [ L } +8 [( . } . (6.13)

xa(t) -1 1—t)et

On obtient ainsi toutes les solutions de .

Finalement

te™t

Remarque 8 (Structure de la solution). Le vecteur [ (1-1) 4
—1)€e

} s’écrit sous la forme e~ "1 +te” ¢, on
0 1 R
b= e ¢ = 1| La solution générale (6.13) est donc de la forme

X(t)=e"lag+ B4+ t9)]
ou ¢ est vecteur propre associé a la valeur propre (double) —1.

Remarque 9 (Vers I’exponentielle de matrice). La solution générale donnée par (6.13) s’écrit aussi

xw =], a t_et_)te—t} {Z]

Cet exemple sera généralisé dans le cours suivant en introduisant la fonction exponentielle d’une matrice.
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Cours 7. Partiels corrigés

Partiel du vendredi 25 octobre 2019

L’examen contient 3 exercices. Le baréme est sur 26 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour
avoir 20. Les documents (polycopié du cours, notes de TD, notes personnelles) sont autorisés.

Exercice 1 (Deux équations linéaires du ler ordre, baréme 7 points).
Soient a > 0 et yo > 0. On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

Y (t) = —ay(t), t >0, (7.1)
y(0) = wo. (7.2)

1) Donner la solution du probleme (7.1)-(72)
(c’est-a-dire la fonction y € C([0, +-o0[,IR) N C*(]0, +o0[, IR) solution de (7.1)-(72)).

. . . —at
Corrigé —  La solution est donnée par y(t) = yoe  “".

Soit b > 0. On s’intéresse maintenant au probleme de Cauchy suivant, avec y donnée 2 la question|[l]:

2 (t) = =bz(t) + ay(t), t > 0, (7.3)
z(0) = 0. (7.4)

2) On suppose, dans cette question, que a # b.
(a) Donner la solution de (7.3)-(7.4).

Corrigé — L’EDO a résoudre en z s’écrit z'(t) = —bz(t)+ayoe™*". Les solutions de I équation
homogéne associée sont de la forme zp,(t) = Ce " avec C € R. On cherche une solution
particuliere sous la forme z,(t) = ae” * on o € R est a déterminer. On a alors z:)(f) =
—aae” " et donc le coefficient o doit satisfaire : —ac = —bo + ayo. Ceci est possible car on a

supposé a # b et on a donc »
Yo

o= .
b—a

Ecrivons alors la condition initiale pour déterminer C' :

ayo

2(0) = z,(0) + 2p(0) = C + hea = 0,
et donc C' = ayo/(a — b), ce qui donne
Z(l) _ ayo (e—af o e—bf,) (75)

b—a

“+o00
(b) Donner les valeurs de , lim z(t) et/ z(t)dt.

—+00 0
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Corrigé —  En passant a la limite sur (T2), on obtient lim z(t) = 0. En intégrant (T3) entre
. :

—+oo

oo ayo ,1 1 Yo
t)dt = - — =) ==
/0 2(t) bfa(a b) b

0 et +00, on obtient :

3) On suppose, dans cette question, que a = b.

(a) Donner la solution de (7.3)-(7-4).

Corrigé — La solution particuliere obtenue a la question précédente n’est possible que pour
a # b. Dans le cas a = b, 'EDO s’écrit 2’ (t) + az(t) = ayoe” ** et le second membre appartient
a l’espace vectoriel des solutions de I’ équation homogéne associée. On cherche alors une solution
particuliere de la forme zp(t) = Bte”“ on B € R est a déterminer. Une solution particuliére est
donc z,(t) = ayote” " Cette solution vérifie aussi la condition initiale z(0) = 0 et par unicité

de la solution, on en déduit que
at

z(t) = ayote™

+oo
(b) Donner les valeurs de t_l)irn z(t) et / z(t)dt.
0

+oo

Corrigé— Ona lim z(t) = 0. Par intégration par parties,
t— o0

oo —at1+oo oo —at Yo
/ Z(t)dt = [7:y(]t€ ]0 + / Yoe dt = Z=.

0 Jo a

Exercice 2 (Une équation non linéaire du ler ordre, baréme 5 points).
On s’intéresse au probleme de Cauchy suivant :

y'(t) =1+t +sin(t 4+ y2(t)), t > 0, (7.6)

y(0) = 0. (1.7)

1) En appliquant les théorémes du cours, montrer que le probleme (7.6)-(7.7) admet une solution
maximale.

Corrigé — La fonction [ : (t,y) — 1+t +sin(t + y°) est de classe C™ et donc localement lipschit-
zienne en sa deuxieéme variable. On peut donc appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz et le théoreme
d’unicité pour dire que le probléme de Cauchy admet une solution maximale.

On note y la solution maximale donnée a la question y € C([0,Tn[, R) N C*(0, T} [, R).
2) Montrer que y(t) > 0 pour tout ¢ € [0, T, [.
Corrigé— Onay(0) =0ety'(t) > 0 pour tout t €]0, T, |, donc y(t) > 0 pour tout t € [0, T} |.

3) Montrer que 7,,, = +00.

2
m

t? T,
Corrigé— Onavy (t) =1+t +sin(t +y(t)?) < 2+ t. Donc y(t) < 2t + bl < 2T, + — pour

toutt € [0., T [ ce qui montre [’existence globale par le théoreme sur la solution maximale.

Exercice 3 (Une équation linéaire du deuxiéme ordre, bar¢me 14 points). Soient I un intervalle ouvert
de R eta,b € C(I,TR). On s’intéresse a I’équation, pour y € C*(I,1R),

y'(t) +a)y (t) +b(t)y(t) =0, t € I. (7.8)
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1) Rappeler brievement pourquoi I’ensemble des solutions de I’équation (7.8)) forme un espace vecto-
riel (sur IR). Quelle est la dimension de cette espace vectoriel ?

Corrigé —  Le fait que I’ensemble des solutions de I’équation [T3) forme un espace vectoriel est dii a
la linéarité de I"équation ([I3). En effet, si les fonctions y et z sont solutions de {I.8), la fonction y + z
est encore solution de I"équation [I.8). De méme si y est solution de [I8) et o € R, la fonction vy est
encore solution de I’équation (T-3).

La dimension de cette espace vectoriel est 2.

Pour la suite de I’exercice, on note E I’ensemble des solutions de 1’équation (7.8).
On se donne deux solutions de I’équation @), notées y; et ys et on définit la fonction z de I dans IR par

2(t) = y1(H)y2(t) — vy (t), pour toutt € I.

2) Donner (en fonction des données du probléme) 1I’équation différentielle du ler ordre satisfaite par

zsurl.
Corrigé —  On remarque que, pour tout t € 1,
2(t) = yi (Oy2(t) —y2 (Dy1(t) = (—a(®)yr(t) — b()ya ())y2(t) + (a(t)ya(t) + b(t)y2(t))y: (t)

= —a(t)z(t).

3) Montrer que z(¢) # 0 pour tout ¢ € I sauf si z est la fonction identiquement nulle.

Corrigé — Lafonction z est solution de I équation différentielle du ler ordre 2’ (t) = —a(t)z(t), t € .
La fonction identiquement nulle est solution de cette équation différentielle. Comme les trajectoires des
solutions de cette équation différentielle ne se rencontrent pas, on en déduit bien que z(t) # 0 pour tout
t € I si z n’est pas la fonction identiquement nulle.

Une autre facon de répondre a la question est de remarquer que la solution générale de |’équation
dfférentielle satisfaite par z est z(t) = Ce*™ ou A est une primitive de a et C' € IR.. Cette fonction de
s’annule pas sauf si C' = 0 (et on a alors z = 0).

4) On suppose dans cette question que z est la fonction identiquement nulle. Soit ¢y € I. On considere
le systeme de deux équations a deux inconnues réelles (notées a; et aa)

a1y1(to) + oy (to) =
a1y (to) + azys(to) =

)

En utilisant z () = 0, montrer que ce systéme n’est pas inversible et donc qu’il existe (a1, a2) €
IR? solution de ce systeme et tel que (arp, az) # (0,0).

En déduire que pour tout ¢t € I, a1y1(t) + asy2(t) = 0. (Les fonctions y; et yo sont donc dépen-
dantes.)

[Utiliser le théoréme d’unicité vu en cours pour les équations du deuxieme ordre]

Corrigé — la matrice de ce systeme est

A |9to)  y2(to)
= | ’ .
yi(to)  ya(to)

Comme det(A) = —z(to) = 0, le systéme n’est pas inversible. Ceci prouve que Ker(A) # {0} et donc
qu’il existe (a1, a2) € IR? solution de ce systeme et tel que (a1, a2) # (0, 0).
On pose, pour tout t € 1, y(t) = a1y1 (7‘) + aoy2 (7‘) La fonction y est solution de @ Elle est nulle
ainsi que sa dérivée en 0. Le théoreme d’uncité vu en cours pour les équations du second ordre donne
alors y = 0.
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Pour la suite de 1’exercice, on suppose que z n’est pas la fonction identiquement nulle.
5) Soient ¢y € I etc, d € IR. A T’équation (7.8), on ajoute la condition

y(to) = ¢, y'(to) = d. (7.9)

(On rappelle qu’il existe une unique solution a (7-8)-(7.9).)
En utilisant z(t) # 0, montrer qu’il existe o1, a2 € IR tels que la solution de (7.8)-(7.9) s’ écrit

y(t) = a1y (t) + aays(t), pour tout ¢ € 1. (7.10)

En déduire que les fonctions ¥1, yo forment une base de E.
Corrigé — Soient a1, aa € R. La fonction y définie par est solution de (T8)-(T9) si et seule-
ment si
a1y (to) + azy2(to) = ¢,
a1y (to) + asyh(to) = d.

Comme z(to) # 0, ce systeme (dont les inconnues sont avi, «2) est inversible et admet donc une (unique)
solution. On obtient ainsi la solution de (T3)-(T9).

Quand c et d décrivent R, on obtient toutes les solutions de [I.3). Ceci prouve que les fonctions y1, y2
engendrent E et, comme dim E = 2, forment une base de .

Soit g € C(I,IR).On s’intéresse maintenant a I’équation

y'(t) +a)y'(t) +b(t)y(t) = g(t), t€ 1. (7.11)

6) On cherche une solution de (7.IT)) sous la forme y(t) = a1 (t)y1(t) + a2(t)y=2(t) avec la condition
oy (B)y1(t) + a5 (t)y2(t) = 0 pour tout t € I.
Montrer que y est solution de (7.11) si et seulement si o (¢)y](t) + o (t)y5(t) = g(t) pour tout
tel.
En déduire qu’il est effectivement possible de trouver des fonctions oy et aso telles que y soit
solution de (7.11)) et qu’on obtient ainsi toutes les solutions de (7.11).

Corrigé —
Comme y'(t) = a1(t)y1(t) + a2(t)ys(t) et y"(z) = a1(t)yi(t) + az(t)ya(t) + ar()yi' (t) +
e (t)yé/(t) et que y1, Y2 sont solutions de @ on obtient que y est solution de @ si et seulement
si oy (1) Yy () + ab () ys(t) = g(t) (pour tout t € I).
11 suffit donc de trouver des fonctions a1 et a telles que, pour tout t € 1,

a1ty (t) + ax(t)y2(t) = 0,

a1 (B (t) + aa(t)ya(t) = g(t).
Comme z(t) # 0, ce systéme est inversible et on trouve donc les fonctions o) et oty en fonction de y et
ya2. Ceci donne aussi (en prenant les primitives) les fonctions o et .

Comme les primitives sont définies & une constante pres, on obtient bien toutes les solutions de {T.11).

7) Dans cette question, on prend I = IR, a(t) = 0, b(t) = 1 et g(¢) = sint.
(a) Donner deux fonctions y1, y» formant une base de E.
Corrigé — L’équation caractéristique pour cette équation est r? + 1 = 0. Les solutions sont

r = =&i. Une base de E est obtenue en prenant y,(t) = cos t et y2(t) = sin't

(b) Donner toutes les solutions de (7.11) (il est autorisé de deviner la forme d’une solution parti-
culiere, sinon utiliser la méthode de la question@ L.
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Corrigé — Comme g = ya, on cherche une solution particuliére sous la forme y(t) = atcos t +
Btsint (avec o, B € IR). Comme

y'(t) = —atsint + Btcost + acos t + Bsint,
et
y" (t) = —y(t) — 2asin t + 2Ptcos t,
la fonction y est solution de [T.11)) si seulement si « = —1/2 et 3 = 0. Une solution particuliére
est donc

1
y(t) = fitcos t, pour toutt € IR.
La solution générale de (T.I1]) est donc, pour a1, a2 € R,

1 .
y(t) = — itcos t 4+ arcost + aasin t, pourtoutt € IR.

Partiel du vendredi 23 octobre 2020

Le partiel contient 3 exercices. Le baréme est sur 23 points, il n’est donc pas demandé de tout faire pour
avoir 20. Les documents (polycopié du cours, notes de TD, notes personnelles) sont autorisés.

Exercice 4 (Dynamique des populations, bareme 10 points).
Soient o, a € C(IR4,IR) telles que 0 < «(t) < 1 et a(t) > 0 pour tout ¢ € IR. Pour yo > 0, on
s’intéresse au probleme de Cauchy

y'(t) = y(t)(a(t) —y(t))a(t), t >0, (7.12)
y(0) = yo. (7.13)

1) Montrer que le probleme (7.12)-(7.13) admet une unique solution maximale. Cette solution est
définie sur I'intervalle [0, T;,,[. Montrer que y(¢) > 0 pour tout ¢ € [0, T, [.

Corrigé — La fonction [ : t,x — z(a(t) — x)a(t) est continue sur Ry x IR dans R. Sa dérivée
par rapport a son deuxieme argument est continue. La fonction f est donc localement lipschitzienne par
rapport a son deuxieme argument (proposition 1 du 2eme cours). Les théoremes du cours donnent alors
Iexistence et I'unicité d’une solution maximale.

La fonction nulle est la trajectoire d’une solution de I’équation. Comme les trajactoires ne se rencontrent
pas et que yo > 0, on en déduit que y(t) > 0 pour tout t € [0, T,

2) On suppose dans cette question que la fonction « est constante. Montrer que la solution maximale
trouvée a la question [T]est globale (c’est-a-dire que T5,, = +00).

Corrigé—  Siyo = o, y(t) = « pour tout t, la solution est globale.

Si yo < «, la solution maximale reste entre les deux points stationnaires O et o. Elle n’explose pas en
T et donc T, = +o00.

Si yo > a, la solution reste au dessus de o.. On a donc ' (t) < 0 pour tout t. Ceci montre qu’elle est
décroissante et donc qu’elle reste entre yo et le point stationnaire «. Elle n’explose pas en Ty, et donc
Tm = +00.

3) On ne suppose plus que la fonction « est constante.

(a) on suppose dans cette question que yo < 1. Montrer que y(t) < 1 pour tout ¢ € [0, T,,][.
[On pourra raisonner par contradiction. Poser t* = min{¢ € R ;. tel que y(t) > 1} (de sorte
que t* > Oety(t) < 1sit < t*) et montrer que y(t*) = 1,3/ (t*) > 0 ety (t*) < 0, ce qui
est impossible].
En déduire que 7;,, = +o0.
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Corrigé —  On suppose qu’il existe t > 0 tel que y(t) > 1. On pose alors t* = inf{t € R tel
que y(t) > 1}. Par continuité de vy, on a y(t*) > 1 (ceci montre que “inf” est aussi “min”). Si
y(t*) > 1, par le théoréeme des valeurs intermédiaires (et le fait que y(0) < 1) il existe t €]0,t"|
tel que y(t) = 1, ce qui contredit la définition de t*. Donc, y(t*) = 1.

On remarque maintenant que y' (t*) > 0 car y(t) — y(t*) = y(t) — 1 < 0sit < t* et que
y' (1) = (a(t*) — Da(t*) < 0. On obtient bien une contradiction.

Comme la solution reste bloquée entre 0 et 1, on en déduit que 'T',, = +00.

(b) on suppose dans cette question que yo > 1. Montrer que y(t) < yo pour tout ¢ €]0, T,[.
En déduire que 7;,, = +o0.

Corrigé —  Comme yo > 1 et a(0) < 1, yo((0) — yo) < 0. Par continuité de y, il existe alors
e > 0tel que y(t)(a(t) — y(t)) < 0 pourt € [0,€]. On en déduit que y(t) < yo pourt € [0,¢].

On raisonne maintenant de nouveau par contradiction. Si il existe t €]0, T, [ tel que y(t) > yo,
on pose t* = inf{t €]0, +oo[ tel que y(t) > yo}. On remarque que t* > € > 0. Par continuité
dey, on ay(t*) > yo. (En fait, on peut aussi montrer que y(t*) = yo.)

Comme dans la question précédente, on montre que iy’ (t*) > 0 (car y(t) < yo < y(t*) sit < t*)
ety (t*) = y(t*) (. — y(t*))a(t*) < 0, ce qui est impossible.

Comme la solution reste bloquée entre 0 et yo, on en déduit que T,,, = +o0.

4) On suppose a nouveau, dans cette question, que la fonction « est constante et on note y la solution
de (7.12)-(7.13)
(a) On suppose dans cette question qu’il existe ag > 0 tel que a(t) > ag pour tout ¢ > 0.
Montrer que lim y(t) = a.
que lim y(t)

Corrigé —  Siyo = o, y(t) = a pour tout t (et donc lim y(t) = ).
t—+o0
Si yo < «, la fonction y est strictement croissante majorée par o. Elle a donc une limite que [’on
note € avec £ €lyo, al.
Si yo > «, la fonction y est strictement décroissante minjorée par «. Elle a donc une limite que
I’on note aussi £ avec { € [a, yol.
Dans les deux cas, on peut noter que £ # 0.
On utilise le théoreme des accroissents finis entre t et t + 1, il existe 0 G]t, t+ 1[ tel que

y(t+1) —y(t) = y'(0:),
et donc
y(t+1) —y()
y(0)(a — y(0:))
Quand t — +o0, 0y — +oo et y(0¢) — L. On en déduit que le terme de droite de cette inégalité
tend vers O (en contradiction avec ag > 0) sauf si { = c.

ao > a(f:) =

(b) (On ne suppose plus I’existence de ag.) On suppose g # .
t
Montrer que lim y(t) = « si et seulement si  lim / a(s)ds = 4o0.
t—+oo t—=+oo Jq

Corrigé — 1l est possible,de calculer la solution avec la méthode des variables séparables, Si
Yo # o, on a alors y(t) # 0 et y(t) # o pour tout t et Iéquation sécrit
y'(t)
y()(a —y(t))
Ce qui donne (avec une décomposition en éléments simples)

/ ’
L(t) + yi(t) = aa(t) pour tout t > 0.

y(t)  a—y(l)

= a(t) pour tout t > 0.
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Dans le cas y(t) < o pour tout t, ceci donne
(In Y

I _
afy) = aa.

t
En notant A la primitive de a s’annulant en 0, ¢’est-a-dire A(t) = / a(s)ds, on obtient que la
0

— aA est constante. Il existe donc C' € IR tel que

. 1
Jonction In y
«@

aA
Yy aA aCe
=Ce =
a—y ¢ VT T1Cenn
La valeur de C se calcule en utilisant y(0) = yo,
QYo
y(t) =

Yo + (a0 — yo)e—A®)
On trouve la méme formule si y(t) > o pour tout t.

Si lim A(t) = +oo, on déduit de cette formule lim y(t) = a.
t——+oo t—+oo

Si . lig]_n A(t) = v < 400, on déduit de cette formule
[— 00

. Yo
lim t) = a
t—+oo y( ) Yo + (a — y(])e—”‘r ?é

Exercice 5 (Petits exemples, bareme 6 points).

1) On considere 1’équation différentielle du deuxieme ordre
y'(t) + 2y (8) +y(t) = P(t), t € R. (7.14)

(a) Donner la solution générale de 1’équation homogene associée

Corrigé — Le polynéme caratéristique est r® + 3r + 1 dont la racine double est —1
La solution générale de I’équation homogeéne associée est donc la fonction
t > yn(t) = Cre " + Cate™ ¥,

avec C1, Cy € R.

(b) Donner une solution particuligre de (7.14) avec 1(t) = .

2t

Corrigé — On cherche une solution particuliere associée a e?' sous la forme y1 = «ae”. La
condition sur o est alors 4o + 4o + a = 9a = 1, ¢’est-a-dire o = 1/9, y1 (t) = (1/9)e*".
(c) Donner une solution particuliere de (7.14) avec ¢ (t) = e ".
2 —t

o . C o A

Corrigé —  On cherche une solution particuliére associée a e " sous la forme y2(t) = at”e
. —t —t . 2 . N

(car les fonctions e~ et te” ~ sont solutions de [’équation homogene).

Ceci donne
’ 2 —t —t
Ya(t) = —at”e™ " 4+ a2te””,
Yy (t) = at’e™t — adte™" + a2e "

La condition sur o est alors 2 = 1, ¢’est-d-dire o« = 1/2, yo(t) = (1/2)t°e™".

(d) Donner la solution générale de (7.14) avec () = e 4 e,

Corrigé —  La solution générale de I’équation non homogéne est donc la fonction
ts yn(t) = Cre " + Cate™" + (1/9)e* + (1/2)t%e".
avec C1, Cy € RR.

59



2) On considere 1’équation différentielle du premier ordre
y'(t) — 2ty(t) =", t € R.

(a) Donner la solution générale de I’équation homogene associée.

Corrigé — La solution générale de I’équation homogene s’obtient avec la primitive de —2t c’est
la fonction
t2
t— Ce"

avec C' € IR.

(b) Donner la solution générale de 1’équation complete.

Corrigé — On peut chercher une solution particuliere avec la méthode de réduction d’ordre (ap-
2
pelée aussi ici “variation de la constante”), ¢’est-d-dire sous la forme y, (t) = z(t)e'
2 2
Comme y,(t) = 2'(t)e” + 2tz(t)e’, la condition sur z est 2'(t) = 1. on peut donc prendre
2
2(t) = teryy(t) =te'.
La solution générale de I’équation complete est donc la fonction
2 2
ts Cet 4 te',

avec C' € R.

Exercice 6 (Une équation linéaire du 2¢me ordre, bareme 7 points).
On s’intéresse a 1’équation, pour y € C*(IR%, R),

2y (t) + 3ty (t) + y(t) = 0, t > 0. (7.15)

1) Montrer que les théoremes vus en cours permettent de montrer que I’ensemble des solutions de
I’équation (7.13) forme un espace vectoriel (sur IR) de dimension 2.

Corrigé — En divisant I"équation par 1>, on est ramené & une équation du type Yy (t) + a(t)y' (t) +

b(t)y(t) =0, € I = IR Les fonctions a et b sont continues sur I et un théoréme du cours s’applique
pour montrer que [’ensemble des solutions de I'équation ([T.12) forme un espace vectoriel (sur IR) de
dimension 2.

2) Montrer que pour @ € IR bien choisi la fonction y; : ¢ — ¢* est solution de (7.13).

Corrigé — La fonction y1 est solution si et seulement si a(ov — 1) + 3+ 1 = o +2a+1=0,
c’est-a-dire « = —1

3) On cherche maintenant une seconde solution de (7.13), notée y», linéairement indépendante de la
fonction y; trouvée a la question précédente. On cherche 5 en utilisant la technique de “réduction
d’ordre”, c’est-a-dire que 1’on pose, pour tout t > 0, y2(t) = z(t)y1(t).

(a) Montrer que y> est solution de (7.13) si et seulement t2”(¢) + 2’(t) = 0 pour tout ¢ > 0.

Corrigé —
Y2 = 2y,

! ! !
Y2 = 2Y1 + 2y,
vy = zyi + 221 + 2y
La fonction yo est donc solution de m si et seulement si t2yl 2+ (2t2y/1 + Btyl)z/ =0,
c’est-a-dire

t2" () + 2'(t) =0, t > 0.
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(b) Déduire de la question précédente, une fonction y», linéairement indépendante de la fonction
y1, solution de (7.13).

Corrigé —  En supposant ' > 0 on obtient 2" (t)/2'(t) = —1/t, c’est-a-dire (In(2')")(t) =
—1/t. Une solution est donc obtenue en prenant In(z'(t)) = — In(t), et donc

- 1

Z/(t) — e In(t) _ E

Une solution possible est z(t) = In(t) et

In(¢)

y2(t) = —, pour toutt > 0.

Les deux solutions y1 et y» sont bien linéairement indépendantes (car la fonction t — In(t) est
non constante).

4) Donner I’ensemble des solutions de (7-13).

Corrigé —  La solution générale de I’équation {T1J) est la fonction t — (C1 + C2 In(t))/t avec C4,
Cs € IR.

5) Donner I’ensemble des solutions de 1’équation non homogene

1
t2y"(t) + 3ty (t) + y(t) = nE t>0.

Corrigé —  On cherche une solution particuliere sous la forme y,(t) = 'y/tQ. Comme y;,(t) =2yt ?
ety) (t) = 6yt~ *, La condition sur ~y est alors
6y —6y+vy=1,
c'est-d-dire v = 1 et y, = 1/t°.
La solution générale de I’équation non homogene est donc la fonction
C1+ Cy In(t) 1

+7

t— 7 2

avec C1, Cy € R.
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Cours 8. Exponentielle de matrices

On s’intéresse a nouveau dans ce cours au systeme autonome homogene qui s’ écrit :
X'(t)=AX#), teR 8.1)

ot A € M,,(IR). On rappelle que I’ensemble F,, des solutions de (8.I) est un espace vectoriel de dimen-
sion n. On cherche une base de E,, c’est-a-dire une famille de n fonctions (de IR dans IR™) qu’on note
X X™ linéairement indépendantes et solutions de (81). La famille { X (), ..., X (™} est alors
une base de F,, et les solutions de (8.I)) sont les combinaisons linéaires des fonctions X M, xm,
elles sont donc de la forme

Xt =Y cXD(t), teR, c1,....cn €R.
i=1

Une telle solution peut s’écrire sous forme matricielle en introduisant pour ¢ € IR la matrice M (t) €
M., (IR) définie par

M(t) = [XU) ) ... x® (t)] , pourt € R 8.2)
dont la i-eme colonne est donc X ) (¢). Il est clair que
M'(t) = AM(t). (8.3)
Pour (¢, ..., ¢,) € IR, on pose
C1
C = S ./\/lml(IR),
Cn

de sorte que
n
M#)C = aXD(t).
i=1

Noter que cette égalité résulte simplement de la définition du produit matrice-vecteur : le vecteur M (¢)C
est une combinaison linéaire des colonnes de M (¢) pour ¢ € IR, dont les coefficients sont les composantes
du vecteur. La solution générale de (8:1)) est donc M (¢)C, ¢ € R, avec C arbitraire dans IR"™. L objectif
est de trouver une matrice M (t). Il est assez facile de la trouver dans le cas ou la matrice A est diagona-
lisable, et nous commencerons par ce cas, apres avoir rappelé quelques résultats fondamentaux d’algebre
linéaire. Nous traiterons ensuite le cas ol la matrice A est non diagonalisable. On note Sp(A) I’ensemble
des valeurs propres de A et P4 le polyndme caractéristique de A défini par P(y) = det(A — yI) ou [
est la matrice identité. On commence par rappeler la notion, fondamentale, de multiplicité géométrique
et algébrique d’une valeur propre.
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Définition 10 (Multiplicité géométrique et algébrique). Soir A € M,,(IR), A € Sp(A), on note mg4(\)
la multiplicité géométrique de X et mq(X\) la multiplicité algébrique de \. On rappelle que mgy()\) € IN
est défini par :

mg(A) = dim(Ker(A — A1)
et mq(A) € IN par

Pay) = (y =A™ MQ(y),
ot Py le polynéme caractéristique de A et Q est un polynéme de degré n —m () tel que Q(N\) # 0. On
a forcément mq(A) = 1 et mg(A) > 1 puisque X est une valeur propre, et donc dim(Ker(A—XI) > 1 et
A est une racine de Pa. De plus, on note qu’on a toujours 1 < mg(A) < mq(X) et Z mq(A) = n.

AESP(A)

La matrice A est diagonalisable dans C si et seulement si mq(\) = mg4(X\) pour tout A.
La matrice A est diagonalisable dans R si A est diagonalisable dans C et \ € IR pour tout \ € Sp(A).

8.1 Premier cas : La matrice A est diagonalisable...

8.1.1 ...dansR

Pour A\ € Sp(A) on choisit ¢ € IR™ vecteur propre de A associé a A, c’est-a-dire ¢ # 0 et Ap = Ap.
La fonction ¢ +» e*'¢ est alors solution de (8-T). Comme A est diagonalisable dans IR, on obtient ainsi
n solutions linéairement indépendantes de (8.I)), notées X (i),z’ =1,...,n. Plus précisément, X (@) (t) =
eMitp;, avec Ap; = \iwi, A € IR et ; # 0. Soit M (t) la matrice définie par (8:2). On rappelle que la
solution de générale de est alors la fonction ¢t — M (¢)C, avec C € R".

8.1.2 ...dansC

Supposons maintenant que A € Sp(A) et A € C\IR. On pose A\ = a + i, § # 0. Soit ¢ € C" ou
@ =W+ iy, avec P, x € R™ et Ap = Ayp. On rappelle (voir section [6.3.2)) que 1’on obtient deux
solutions linéairement indépendantes de (8.I) en posant :

XD (t) = e (cos(Bt)y — sin(Bt)y)
X (1) = e (sin(Bt)) + cos(Bt)x)

Pour montrer que ces deux solutions sont linéairement indépendantes, il suffit grice a la proposition [
de remarquer que leurs valeurs en 0 sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire que v et x sont des
vecteurs indépendants. Commengons par montrer que v et x sont non nuls. En effet si y = 0, alors

A = (a+i8)Y,
eR ¢RR
ce qui est donc impossible. De méme si 1) = 0 alors :
Aix = (o +if)(ix),
ciR ZiR

ce qui est également impossible. Maintenant si 1) et y sont liés, alors il existe ¢ € IR* tel que x = c1), on
a alors

A((1+ic)y) = (a+1iB8) (1 + ic)y).
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En multipliant cette égalité par (1 — ic) on obtient

A1+ 0p = (a+iB)(1 + )y

€eR ZIR

ce qui est impossible. On en déduit que 7 et x sont linéairement indépendants.

Pour chaque valeur propre complexe non réelle, de A, on obtient donc deux solutions linéairement in-
dépendantes de construites a partir d’un vecteur propre . Si A est de multiplicité géométrique
my (le conjugué de A est alors aussi de multiplicité mg), on construit ainsi 2m, solutions linéairement
indépendantes de (8.T). (On obtiendra le méme ensemble de solutions avec la valeur propre \.)

Si A € Sp(A), A € R et A est de multiplicité géométrique mg, on construit m, solutions linéairement
indépendantes de (8.1)), comme dans le cas réel traité au paragraphe [§.1.1}

Comme on suppose que A est diagonalisable dans € (on a donc m4(A) = m, () pour tout A € Sp(A)),
on obtient ainsi n solutions linéairement indépendantes de (8.I). (Pour montrer que ces solutions sont
linéairement indépendantes, il suffit de remarquer que leurs valeurs en 0 sont linéairement indépendantes,
ce point n’est pas détaillé ici).

En conclusion des paragraphes [8.1.1}{8.1.2] si A est diagonalisable dans IR ou € alors (8.I), il existe n
solutions linéairement indépendantes de (8.1).

8.2 Cas général

On va étudier maintenant le cas général, o A peut ne pas étre diagonalisable, c’est-a-dire qu’il existe
A € Sp(A) telle que my(A) < mg(A), comme dans I’exemple suivant.

Exemple 19 (Une matrice non diagonalisable). Soit

0 1 -y 1 9
A = P = - .
{O 0}, et donc P4 (y) ‘0 —y‘ Yy

On a donc Sp(A) = {0}, m(0) =2 et my(0) = 1.

On rappelle un résultat d’algebre linéaire qui va permettre de trouver une base de I’ensemble des solutions
du systeme différentiel (8.1).

Lemme 8 (Multiplicité algébrique et dimension du sous-espace propre). Soient A € M, (IR) et A €
Sp(A). Alors, il existe d € N tel que 1 < d < mq(\) et dim(Ker(A — XI)%) = mq(\). (En particulier
dim(Ker(A — A)™eMN) = m,(N).)

Exemple 20 (Cas mq(\) = 2 et mg(A) = 1). Soient A € M, (IR) et A € Sp(A) ot A € R. Supposons
que my(N\) = 1 et my(\) = 2, alors on a dim(Ker(A — X)) = 1 et dim(Ker(A — XI)?) = 2 (ici
d = 2 avec les notations du lemme|[8)). Remarquons que comme la dimension de I’espace propre associé
a \est égal a 1, on n’a pas deux vecteurs propres associés a A linérairement indépendants. Soit v un
vecteur propre associé a \; on a donc ¢ € Ker(A — \I). Une premiére solution de I’équation estla
fonction X, définie par X ,(t) = e ¢ (pour tout t € R). Comme dim(Ker(A — \I)?) = 2, il existe un
vecteur ¢ € Ker(A — AI )2 indépendant de . Une deuxiéme solution de I’équation 8.1)) s obtient alors
en posant
Xy(t) = M@ + 1A - A1)
———

#0
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En effet,
(Xp() = M+ M(A— AP+ (A— D))
M (AY + M(A = A)2p)
Or € Ker(A — AI)? et donc \(A — X)) = A(A — X )1p. On a donc
(Xp(1) = (Ap+1AA - A)y)
= AeM(W +t(A - N)Y)
= AXy(b).

Question : peut-on généraliser la procédure pour trouver la solution de cet exemple ?

La réponse est oui, I’exemple [20 peut étre généralisé, voici comment. Soient A € M, (IR) et A €
Sp(A) avec A € IR (le cas A € C peut aussi étre traité). Par le lemme (8] il existe d > 1 tel que
dim(Ker(A — XI)%) = mg(\). Soit ¢ € Ker(A — AI)?. On obtient une solution de 1’équation (8.I) en
prenant la fonction X définie par

pd—1

m(A — ANy .

Xy(t) =eM {1/) (A=A + -+
Comme la dimension de Ker(A — A1) est m, (), on construit ainsi 1m, () solutions linéairement indé-

pendantes. Enfin, comme Z mq(A) = n, on construit ainsi n solutions linéairement indépendantes
AeSp(A)
de I’équation (8.1I) ce qui permet de construire une matrice M (t) vérifiant (8.3).

Ce résultat peut étre retrouvé en construisant une autre matrice M (t) possible a partir d’une définition de
la fonction exponentielle de M,, (IR) dans M, (IR).

On rappelle que pour n = 1 le systtme (8.1) se ramene a I’équation différentielle suivante,
2(t) =ax(t), teR,

avec a € IR, dont la solution générale est z(t) = ce™, avec ¢ € IR. L’idée est alors de définir une matrice
notée e* de maniere a pouvoir écrire X (t) = e ﬂ avec C' € IR™ dans le cas n > 1. Dans ce cas, la
matrice e'' est donc une matrice M (t) qui vérifie (8.3, mais ce n’est bien sir pas la seule.)

Définition 11 (Exponentielle de matrice).  Soit A € M, (IR) de coefficients (a;;), i,j €
{1,...,n}. On pose
+oo 4k
AN A
k!
k=0
On montre (voir lemme([9) que cette définition a un sens car cette série est convergente. Sit € IR on

définit le produit t A (qu’on notera aussi parfois At par abus de notation) par
VZ,] c [[1,n]], (tA)i’j = (At)i’j = tam-

de sorte que

+oo k 10 1k gk
tA _ AL _ (tA)"~ " A
VielR, e“=e —E o T
k=0 k=0

1. Noter qu’on écrit X (t) = e“*C et non X (t) = Cet. En effet, eA* € M, (IR), et C € R™ et donc Ce** n’a aucun
sens.
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Quelles sont les questions a se poser a propos de cette définition ?
Q1. La premiere question posée par la définition de e est de montrer que la série est bien convergente,

T ARy, .
¢’est-a-dire de montrer que, pour chaque 4,j € [1,n], la série (a valeurs réelles) Z ( k')l’] est
k=0 ’

convergente.

Q2. A-t-on (e!1)" = Ae'4 2 Noter que la dérivée de la fonction 2 valeurs matricielles ¢ — e est défi-
nie par les dérivées de chacune des composantes de e'”* (qui sont des fonctions 2 valeurs réelles).

Q3. Si 4, B € M,(IR), a-t-on eA+8 = 457

8.2.1 Bien-fondé de la définition de I’exponentielle
Le lemme suivant répond a la question Q1.

Lemme 9 (Convergence de la série). Soit A € M,,(IR) de coefficients (a; ;), i,j € {1,...,n}. Alors,

00 Ak
la série Z W est convergente.
k=0

Démonstration. Posons
a = max{|a;;|, 4,j € [1,n]},

et montrons par récurrence que

Vi,j € [1,n], VkecIN*, |(A%), ;| < n*ta". (8.4)

En effet,
1) d’apres la définition de a, [.4) est vérifiée au rang k = 1.
2) Supposons que I’hypothese de récurrence (8.4) soit vérifiée jusqu’au rang k, et montrons qu’elle

I’est encore au rang k + 1. Par inégalité triangulaire, et par hypothése de récurrence, on a, pour tout
i,j € [1,n],
n
(A5 < D 1AM AL
1=0

< nnFlak g = nkektl

ce qui termine la récurrence. On pose alors

bk | (A9
up = Z
k! k!
On remarque alors que
Uk 1 nkaktt k) | na 0
ug | |(k+DInk~lak| |k +1] kstoo
‘oo Lk
ce qui prouve que la série Z o est donc absolument convergente. O
k=0

On a ainsi montré que les matrices e et ' sont bien définies. On peut de plus remarquer que pour tout
100 Lk gk

T > 0, la série Z i
k=0

est uniformément convergente sur [—T, 7.
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8.2.2 Dérivée de ¢ — 4

Nous allons répondre a la question Q2 grace au lemme suivant :

Lemme 10 (Dérivée d’une limite).
Soit (Fy,)necw une suite de fonctions appartenant a ct (R, 1R). On suppose que

1) F,, converge simplement vers F' (c’est-a-dire que pour tout s € R, lim F,(s) = F(s)),

n—-+4oo

2) F) converge localement uniformément vers G, c’est-a-dire que pour tout T > 0,

lim sup |F),(s)—G(s)|=0.

n—-+4o0o —T<s<T

Alors F € C*(R,R) et F' = G.

Démonstration. On remarque tout d’abord que G est continue comme limite localement uniforme de
fonctions continues. Puis, on fixe a € IR, soit s € IR, alors

Fo(s) — Fo(a) = / (bt

et donc, quand n — 400,

car F converge uniformément vers G sur [a, s]. Ceci montre que F est de classe C' et que F/ = G. [

En appliquant le lemme [T0]aux sommes partielles d’une série, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2 (Dérivée d’une série). Soient (fi)rew une suite de fonctions de R dans R, de classe cl.

On suppose que la série E fr est convergente et que la série des dérivées E 7. est localement unifor-
k>0 k>0
mément convergente.

On pose f = Z fr. Alors, f est de classe C* et f' = Z 17

k>0 k>0

n
La preuve de ce corollaire consiste simplement a appliquer le lemme|10(a F), = iy
p=0

La proposition suivante donne la réponse a la question Q2 :
Proposition 5 (Dérivée de I’exponentielle). Soit A € M,,(R) et t € IR, alors

(etA>/ _ AetA.

tA)k
Démonstration. Appliquons le corollaire 2|2 ’application f : ¢ — e* et aux fonctions fj, : t — ( k')
(plus présicément a chaque composante de ces applications a valeurs vectorielles). Par définition, '
+o00o
etA B tkAk‘
k7
k=0
et donc N N
0 k-1 gk 0 Lk Ak
t" A t"A
tAN, - A —A tA.
=3 () -
k=1 k=0
O
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Une conséquence de ce résultat est que la solution du probleme de Cauchy :

X'(t) = AX(t) (8.5a)
X(0) =Xy, Xp€eR" (8.5b)

est X (t) = €' Xo. En effet, (¢ X()' = A(e'* X;), et on a bien X (0) = Xj.
L’espace vectoriel F,, des solutions de (8.1) est donc formé par les fonctions ¢ — e C, avec C € R™.
Autrement dit, en notant X V)(¢) la i-ieme colonne de e** on a

eM=1XxO@)y ... XM,

La matrice e’ est I’une des matrice M (t) permettant d’écrire toutes les solutions de (8T sous la forme
M(t)C avec C € R.

Remarque 10 (La matrice exponentielle est inversible). Soit t € IR. comme les fonctions X @ sont
linéairement indépendantes (et solutions de [8.1))), les vecteurs X (7)( t) sont lmealrement indépendants
pour tout t € IR, voir la proposition E]) En particulier, I’'image de la matrice et ( qui est I’espace
vectoriel engendré par ses vecteurs colonnes) est de dimension n. La matrice et est donc inversible en
vertu du théoreme du rang

Pour conclure la réponse 2 la question Q2, on peut aussi remarquer que I’application ¢ — e*“ est I'unique
solution du probleme différentiel a valeurs matricielles

M'(t) = AM(t), t € R, (8.6)
M(0) =1. (8.7)

8.2.3 Produit de matrices exponentielles

Le lemme suivant répond a la question Q3.
Lemme 11 (Sur le produit d’exponentielles de matrices). Soit A, B € M, (IR), alors eAtB = eAeB i
AB = BA.
Démonstration. Supposons que AB = BA, alors :
1) A*B = BAF (par récurrence sur k),
2) e*B = Be” (en utilisant la continuité du produit de matrices),
3) etdonc V¢t € R, e'“B = Be' (en changeant A en tA)
4) Soient U : t +— U(t) et V : t — V/(t) des applications continues dérivables de IR dans M, (IR)
alors: (U(L)V () =U@)V'(t )—l—U’( )V (t). Eneffet, pour tous 4, j € [1,n]ona (U(t)V(t)):,; =
Z Ui o(t)Vy,;(t) et done (U( Z (t)Ve;) (1)

=1 =1

= (U OV )i+ UV (1))

En prenant U (t) = e!? et V(t) = e'? et en utilisant I'item 3 :
(etAetB)/ _ AetAetB + etABetB (88)

= AetdetB + BetdetB (8.9)

2. Pour toute matrice B € My, (IR), dim(Ker(B)) + dim(Im(B)) = n.
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En posant X () = e*e8* on a donc

X'(t) = (A+ B)X(t),
X(0) = 1,
¢’est-a-dire que Iapplication ¢ — e'e'? est solution de (8.6)-(8-7) avec A + B au lieu de A. Or,

on sait que I'unique solution de ce probléme est I'application ¢ — e*(A*5) On donc e*4et?
¢! “+B) pour tout ¢ et donc, pour t = 1, eAe? = (A+5),

O

On rappelle maintenant que 1I’objectif de cette section [38.2|est de construire une matrice M (¢) telle que la
solution générale de (8.1)) soit I"ensemble des fonctions ¢ — M (¢)C avec C arbitraire dans IR".

On a trouvé une matrice M (t) convenable en prenant M (t) = e'“. Malheureusement, la calcul de e
a partir de la définition [TT]n’est pas simple sauf dans des cas particuliers (comme A diagonale ou nilpo-
tente). On va montrer maintenant que I’on peut trouver une autre matrice M (¢) convenable, plus facile a
calculer (et ceci généralise la construction de la solution dans 1’exemple 20).

Soit 1) € IR™, I'application ¢ — (1)) est solution de (8-I) (c’est la solution qui vaut 1/ en 0). Le lemme
nous permet de calculer cette application pour n vecteurs v particuliers (et ceci nous donnera une
nouvelle matrice M (t)).

Lemme 12. Soient A € M, (IR) et A € Sp(A). On suppose (pour simplifier) que \ € R. On note d le
plus petit entier tel que dim(Ker(A — XI)® = mq(\) (voir lemme . Soit 1 € Ker(A — \I)? alors
d—1

@) (A=D1 .

et =M |+t A - N+ +

Démonstration. Comme les matrices Al et A — A\l commutent et comme la multiplication par la matrice

eM est identique 2 la multiplication par le scalaire e**, on a

eAtyh = eAtFME=Aty,
e/\te(Af)\I)td}
td—l
= MY+ tA-NDY+ -+ W(A — ANy .

O

Le lemme [12] est intéressant pour mgy(A) < mg(A), il permet de calculer eM1) sans calculer et (si

mg(A) = mg(A), on peut prendre d = 1, on retrouve les solutions des paragraphes et8.1.2). Si
A € €\ R, Le méme lemme est vrai pour des solutions a valeurs dans C". En prenant, comme dans le
paragraphe les parties réelle et imaginaire, on trouve des solutions a valeurs dans IR".

Grace au lemme[12} pour tout A € Sp(A), on construit ainsi m,(\) solutions linéairement indépendantes

de (8:I). Et comme Z mq(A) = n, on obtient n solutions linéairement indépendantes de (§.I)) et
AESP(A)

donc une matrice M (t) vérifiant (83) permettant d’écrire que 'espace E,, des solutions de (8:I) est

E,={t— M@®#)C,C e R"}.
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8.3 Calcul de I’exponentielle d’une matrice

nale ou nilpotente. Il est difficile, avec la définition |11} dans le cas général. A vrai dire, le calcul de et
(ou de e'*') n’est pas utile pour la résolution du systeme (B1). Ce qui est utile est de trouver n solutions
linéairement indépendantes de (8.1) comme expliqué dans la section[8.2]

Mais, dés que nous avons 7 solutions linéairement indépendantes de (8.1)), il est facile de calculer ' et
donc e?. En effet, soient XV, ..., X (™ 1 des solutions indépendantes de (8:1). Alors I’espace vectoriel
E, des solutions de (8:1) est 'ensemble {¢ — M (¢t)C, C € R"} des combinaisons linéaires des colonnes
de la matrice M (t), ot M (t) est la matrice dont la i-éme colonne est X V)(¢). La solution de (8:3) est
alors X (t) = M(t)C avec M(0)C = X, c’est-a-dire C = M (0)~* X, (on rappelle que M (t) est
inversible pour tout ). Mais cette solution est aussi X (t) = e** X;. On a donc et = M ()M ~(0) pour
tout ¢ € IR et donc e = M(1)M~1(0).

Le calcul de e peut étre fait avec la définition loue la matrice A est “simple”, par exemple diago-

tA

8.4 Résolution des systemes non homogenes

Soit le systéme suivant :

X'(t) = AX(t) + G(t) (8.10)
ot G € C(R,IR") et A € M,,(IR). Comme dans le cas n = 1, nous allons procéder en 2 étapes pour
résoudre ce probleme,.

Etape 1 On résout d’abord I’équation homogene associée a (8.10), c’est-a-dire lorsque G = 0. On trouve
une matrice M (t) permettant d’exprimer a I’instant ¢ toutes les solutions du syst¢me homogene,
qui vérifie donc (8.3).

Etape 2 On recherche ensuite une solution particuliere en devinant sa forme (méthode 1) ou en utilisant
la méthode de la variation de la constante (méthode 2) consistant a poser X (¢) = M (t)C(t),
C(t) € IR". Comme d’habitude, cette deuxieme méthode consiste a réduire 1’ordre du systéme,
c’est-a-dire ici a passer d’un systeme d’ordre 1 (sur I’inconnue X) a un systeme d’ordre O sur
la nouvelle fonction inconnue C’. En effet, si X(t) = M(t)C(t), alors X'(t) = M'(t)C(t) +
M(t)C'(t) = AM(t)C(t) + M (t)C’(t). Et donc X est solution si M (¢)C'(t) = G(t), c’est-a-
dire C'(t) = M(t)"'G(t).

¢
Cette derniere formule donne C'(t) = C(0) Jr/ M (s)~*G(s)ds. Puis comme X (t) = M (t)C(t),
0
M(0)C(0) = X, et et = M (t)M~1(0), on a pour tout ¢
X (t) = M(t)C(0) + M (t / M(s)"'G(s)ds,

X(t) = M()M(0) "' Xo + / M(t)M(z) " G(s)ds,

X(t) = e X, +/ A=) G(s)ds.
0

Cette derniere formule s’ appelant “formule de Duhamel”.

Nous donnons ci apres deux exemples.

Exemple 21 (Un systéme non homogene tres simple). Soit n = 2, on considere le systéme :
11 1
X'(t) = X(t 2
0=y 1| x0+]]c
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Les valeurs propres de la matrice en question sont A1 = 1 — V2 et Ay = 1+ V2. La solution du systeme
homogeéne est donc X5 (t) = ¢ e)‘ltél + 026>‘2t¢2 ot ¢1 (resp. ¢2) est un vecteur propre associé a Ay

(resp. A2). On cherche alors une solution particuliére sous la forme X, (t) = {Z} 2. Par identification,

on obtient a = —1 et b = —2. La solution générale est donc

X(t) = Xh(t) + Xp(t) = 616A1t¢1 + 626)\2t¢2 + |:Z:| 62t.

Exemple 22 (Un systéme non homogene un peu moins simple). Soit

i |10 1] 4
X'(t) = {2 1 X(t) + 0 e (8.11)
1 . . P p .
On pose A = [2 1] qui peut étre décomposée comme suit :
1 0 0 0
A=]+B=
I R
et donc

tA _ (I+B)t tI_tB

e =e" e,

car les matrices I et B commutent. Comme B? est la matrice nulle, on a :

+oo Lk pk r
t*B 1 0] [0 0] [1 0
tB
© T 4w i [0 1}+ 2t o] [Zt 1}

On peut alors en déduire que :
e(I+B)t— 1 0 et 0 o -et 0
2t 1] [0 et [2tet €

t
_ a+B)t _ | € 0
M(t)=e {2tet 6t:|

En posant

La solution générale du systéme homogéme est donc M (t)C, avec C arbitraire dans R2.
Pour trouver la solution générale du systeme non homogene nous allons procéder avec les deux méthodes
proposées (pour les comparer).

Solution particuliere Ici comme 1 est valeur propre algébriquement double et géométriquement simple
. S S 1 . .,
de la matrice du systéme et que le terme non homogeéne est e’ [ 0] (on cumule deux difficultés), on est

amené a chercher une solution particuliere sous la forme :

X,(t) = [‘Z] el +t m el +1° m et

En écrivant que X, est solution du systéme (8.11), on trouve ¢ = 1, 2a = d, e = 0 et f = c. Une solution
possible estdonca =b=d=e=0,c= f =1, c’est-a-dire

X0 = [ ¢

La solution générale du systéme non homogéne est alors X,(t) + M (t)C avec C arbitraire dans R
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Variation de la constante On cherche X,, sous la forme X,(t) = M(t)C(t). L'équation sur C" est
alors C'(t) = M(t)"'G(t) oit G est le terme non homogeéne du systeme.

Comme .
e 0] 41 0
M) = [2tet et] - {2t 1]’

un calcul simple donne
et donc

Une solution est donc

c’est-a-dire

X,(t) = M(£)C(t) = H 3

On retrouve, et ¢’est heureux, la méme solution générale du systeme (8:11) que dans la premiére méthode,
c’est-a-dire

c1+t ¢
X(t) =
() |:2t61+62+t2:| €

avec ¢y, co arbitraires dans IR.
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Cours 9. Systemes non linéaires

Soit I est un intervalle ouvert de IR, f € C(I x R",IR™), n > 1; on cherche des solutions X €
C'(I,IR™) du systeme différentiel non linéaire suivant :

X'(t)=f(t, X)), tel, 9.1)

auquel on peut associer un probléme de Cauchy en lui adjoignant une condition initiale :
Soittg < T < 400, I = [tg,T[,n =2 1, f € CI x R",R") et X© ¢ R™ On cherche alors
X € C([to, T[,R™) N C*(Jto, T[,IR™) solution du probléme de Cauchy :

X'(t)=f(t, X)), to<t<T, (9.2a)
X(tg) = X, (9.2b)
On donne ci-apres deux exemples qui seront étudiés en TD et TP.

Exemple 23 (Modele de Lotka-Volterra). Soienta > 0, b > 0, ¢ > 0, d > 0, le modéle prédateur-proie
de Lotka-Volterra s’écrit
21 (t) = az1(t) — bz (H)za(t), t > 0, (9.3a)
xh(t) = —cxo(t) + dzi(t)xa(t), t > 0. (9.3b)

. . X N ) L. .
L’inconnue est la fonction X = [ 1] de Ry a valeurs dans IR2. L’inconnue x1 désigne la population
T2

de proies, qui a un taux de croissance de a en ’absence des prédateurs xo alors que la population x
dépend pour sa survie des proies x| et a un taux de décroissance c en leur absence.

Dans le cas général et pour la plupart des conditions initiales, on ne sait pas calculer de solution explicite
de ce systeme. On peut toutefois I’effectuer de maniére approchée a l’aide d’un schéma numérique (voir
TP4).

Exemple 24 (Le pendule pesant non linéarisé). Le modele est ici
2" (t) + sin(z(t)) = 0, t > 0. 9.4)

L’équation (9.4) peut s’écrire sous la forme d’un systéme différentiel non linéaire. On pose y1(t) = x(t)
et ya2(t) = 2/ (t). On a donc

yi(t) = ya(t), t >0, (9.5a)
yo(t) = —sin(y1(t)), t > 0. (9.5b)

La encore, on ne sait pas en général calculer de solution explicite de ce systeme, mais la résolution de ce
systeme peut aussi s’effectuer de maniere approchée a l’aide d’un schéma numérique (voir le projet de
fin d’UE).
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Les questions relatives a 1’étude des systemes linéaires se posent également pour les systemes non li-
néaires :

1) La solution existe-elle ? est-elle unique ? est-elle globale ?

2) Quels sont les points d’équilibre du systeme ?

3) Qu’en est-il de la stabilité de la solution ?

4) Quel est le comportement de la solution lorsque ¢ — oo ?

5) Comment peut-on calculer les solutions ?

Nous allons y répondre dans les sections suivantes.

9.1 Existence, unicité, solution maximale

Considérons le probleme de Cauchy en ajoutant I’hypothése que f est localement lipschitzienne par
rapport a son deuxieme argument, c’est-a-dire que

VT’ : t0<t0+77<T7 VAEIRia Elcn,A: ||f(t7X)7f(t7Y)H ngA"X*Y”
Vt € [to,to + 1], VX, Y € By={zeR", |z| <A}
Dans cette définition || - || désigne une norme sur IR". La définition ne dépend pas de la norme choisie

(car toutes les normes sur IR™ sont équivalentes). Un choix possible (et c¢’est ce choix que nous ferons
dans la suite) consiste a prendre :

I
Pour X = | : |, || X[ = max{|z;|,i € {1,...n}}.

Tn

L’existence locale de la solution est donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, dont la démonstration
est identique au cas n = 1 en remplagant | - | par | - ||, voir section[3.1]

Théoreme 8 (Existence locale : Cauchy-Lipschitz). Soit :

I=[to.T| to<T < +oo.
{ [to, T[ to <T < o0 9.6)

fec xR",R").

On suppose que | est localement lipschitzienne par rapport a son deuxieme argument. Soit X ©) ¢
IR". Alors il existe a > 0 et il existe une fonction X € C([to,to + af,IR™) N C*(Jto, to + af, R™)
telle que

X/(t) = f(t,X(t)), Vit E]to,to + Oé[ (9.7a)
X(to) = X©, (9.7b)

1l 'y a donc existence locale d’une solution.

Il y a aussi unicité de la solution par le théoréeme d’unicité énoncé ci-dessous. La encore, la démonstration
est identique au cas n = 1, en remplagant | - | par || - || (voir théoreme [2]et section 3.2).
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Théoreme 9 (Unicité). Sous les hypothéses du théoréeme|8| pour tout o« > 0 tel que to + o < T, le
probléme admet au plus une solution sur Uintervalle [to, to + .

De méme, I’existence de la solution maximale se démontre comme dans le cas n = 1.

Théoréeme 10 (Solution maximale). Toujours sous les hypothéses du théoréme @ le probleme de
Cauchy admet une unique solution maximale X définie sur [to, Tpn[, to < T, < T. Par
définition, T,,, s’appelle le temps maximal d’existence, et il est défini comme le maximum des temps
to + « tel que le probléeme (©.T) admette une solution. (Le probléme n’admet donc pas de solution
sur [to, T[si T > Tp,.)

De plus, Si T, < T alors tgrqr} X (@) = +oc.

Dans le cas de I’exemple 23] du systeme de Lotka-Volterra , si on rajoute au systeme différentiel (9.3) les
conditions initiales

21(0) = 2\, (9.8)
22(0) = 23", 9.9)

les théoremes d’existence locale et d’unicité s’appliquent assez facilement. Il existe donc une solution
maximale. L’existence globale est vraie mais demande un peu plus de travail. (Voir I’examen de janvier
2020.)

Voyons maintenant I’exemple 24| du pendule avec I = [0, +oo] et une donnée initiale sur y; et y2 en 0.
On obtient 1a encore, par application des théoremes précédents, existence locale et unicité. Il existe donc
une solution maximale . Reste a savoir si la solution est globale. On note T;,, le temps d’existence de la
solution maximale.

t
On rappelle que y5, = —sin(yy), et donc pour 0 < t < Ty, y2(t) = y2(0) + / —sin(y1(s))ds.
0

On en déduit que pour tout 0 < ¢t < T, on ay2(0) —t < y2(t) < y2(0) + ¢, et donc |y2(t)] < |y§0)\ +t.
Ceci montre que, si T,, < +oo, la fonction ys est bornée. Comme y; = yo, la fonction y; est aussi
bornée. On en déduit (toujours si 7, < +00) que la solution n’explose pas. On en déduit donc (par le
théoreme [I0] que la solution est globale (c’est-a-dire T}, = +00).

Lorsque la fonction f est définie sur un intervalle ouvert ]S, T'[ contenant ¢y, on peut aussi introduire
(comme nous ’avons vu lors d’un cours précédent) le probleme de Cauchy “a gauche” consistant a
chercher des solutions au probleme (9.7)) sur |S, to[ au lieu de |¢o, T'[, avec une donnée en ty. En regroupant
ces deux problemes (probleme de Cauchy classique et probleme de Cauchy a gauche) on obtient des
résultats d’existence locale et d’unicité pour le probleme de Cauchy général. On est surtout intéressé pour
la suite par le théoréme d’unicité que 1’on donne maintenant.

Théoreme 11 (Unicité, probleme de Cauchy général). Soient I un intervalle ouvert de R et
feCIxR",IR"). On suppose que [ est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme
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argument, c’est-a-dire que pour tout J intervalle compact inclus dans I et tout A € R, il existe
Cjyatg.

£t z) = f(t, )l < Cuallz—yll, Vt € J, Yo,y € By = {2 € R", []z]| < A}.
Soient o, § > 0, tg — a,tg+ 58 € [ et X© e R™ Alors, le probleme admet au plus une

solution sur Uintervalle |tg — o, tg + B[ (¢c’est-a-dire avec, dans (9.7a), t €]ty — a, to + B[ au lieu
de t €]to, to + af).

On donne maintenant deux corollaires de ce théoréme d’unicité (théoreme [IT)) portant sur le fait que les
trajectoires des solutions de (9.1)) ne se rencontrent pas. On attire I’attention sur le fait que le terme “tra
jectoire" est employé, dans ces deux corollaires, en deux sens distincts. La premier sens est celui qu’on a
déja vu pour les équations différentielles non linéaires : la trajectoire de la solution y est le graphe de y,
¢’est-a-dire de I’application ¢ — y(t) (avect € I C R ety(t) € R™).

Corollaire 3 (Les trajectoires ne se rencontrent pas). Soit I un intervalle ouvert de R ett € I. On
suppose que [ vérifie les hypothéses du théoréme Soit X, Y € CY(I,IR") solutions de ©.1). On
suppose X (t) = Y (t), alors :

viel, X(t)=Y(t)

Démonstration. Le corollaire 3] est une conséquence immédiate du théoreme[l1]en prenant ¢y = ¢. O

Le deuxieme corollaire concerne le cas autonome, ¢’est-a-dire le cas du systeme (9.1) lorsque la fonction
f ne dépend pas de ¢ (et donc f est une fonction de IR™ dans IR™) et concerne la notion de trajectoire
comme courbe paramétrée par le temps.

Définition 12 (Trajectoire dans IR™). Soit I un intervalle de IR et X une solution de (0.1). On
appelle trajectoire de X dans 'espace R™ (ou encore “trajectoire dans R"”) , qu’on note y(X),
la courbe paramétrée t € I — X (1) :

V(X) ={X(¥), t € I},

qui est bien une courbe dans I’espace R"™.

Remarque 11 (Orbite). En mécanique, lorsque la trajectoire dans IR™ de la solution X est fermée,
I’ensemble v(X) est aussi appelé “orbite” de X.

Corollaire 4 (Trajectoires dans IR"™ pour les systeémes autonomes). Soient X et Y deux solutions de (9.1
avec I = R, f indépendante de t (le systeme est donc autonome) et f localement lipschitzienne. On
suppose qu’il existe t1,ty € R tels que X (t1) = Y (t2) alors

{(X(@®), te R} = {Y (1), t € R},

c’est-a-dire y(X) = y(Y).
Le corollaire | montre que deux trajectoires dans R" ne peuvent pas se rencontrer : si deux trajectoires
se rencontrent en un point alors les deux trajectoires sont confondues.
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Démonstration. Soient u et v les fonctions de IR dans IR"™ définies par
teRult)=X(t+t), teR o) =Y(t+1).

Onaw/(t) = X'(t+h) = FX(E+1)) = Fu(), v/(t) = Y/(t+ta) = F(V(E+12)) = Fu().
De plus, u(0) = X (¢t1) = Y (t2) = v(0). Les fonctions u et v sont donc solutions de (9.I) et prennent
la méme valeur en 0. Le théoréme d’unicité (théoréme [TT)) ou directement son corollaire (Corollaire [3)
nous donne alors u(t) = wv(t) pour tout ¢ € IR. On a donc y(u) = y(v) et comme y(u) = y(X) et
~v(v) = y(Y") on a bien montré que v(X) = vy(Y). O

Remarque 12 (Périodicité). Dans le corollaire[] si X =Y et ty > t1 on obtient que X est périodique
de période t2 —t1 car, dans la démontration, on a prouvé u(t) = v(t) pour toutt € R, c’est-a-dire X (t+
t1) = Y (t + t2) pour tout t € R et donc X (t) = X (t + to — t1) pour tout t € R.

Remarque 13. Dans le corollaire on peut remplacer I = IR par I = [tg, +00[. En supposant to > t1,
dans la démonstration du corollaire on obtient u(t) = v(t) pour tout t > to — t1 (la fonction u n’est pas
définie pour t < to — t1). La conclusion est donc que X (t + t1) = Y (t + t2) pour tout t > to — t1,
c’est-a-dire que X (t) = Y (t + to — t1) pour tout t > to. En particulier ceci donne v(X) C y(Y).

9.2 Stabilité des systemes autonomes

Dans cette section on considére que f ne dépend pas de ¢ et est toujours localement lipschitzienne de IR"™
dans IR"™. On considere alors le systéme suivant

X'(t) = f(X(1)), (9.10)

et le probleme de Cauchy associé, pour X © e Rr",
X'(t) = f(X(t)), 0<t<+oo, (9.11a)
X(0)=x©, (9.11b)

Soit a € IR™. Le point a est point d’équilibre du systtme X'(¢) = f(X(t)) si la fonction constante et
égale a a est solution de ce systeme. Elle est donc solution de (9.11) avec X () = 4. (On dit aussi que la
fonction constante et égale a a est une solution stationnaire du systéme.)

Bien siir, une condition nécessaire et suffisante pour que le point @ soit point d’équilibre est que f(a) = 0.

Définition 13. Soir a € R™ un point d’équilibre du systeme (9.10).

1) On dit que a est un point d’équilibre (uniformément) stable de (9.10) si pour tout € > 0 il
existe § > 0 tel que

o Le probleme (9.11)) a une solution globale notée X
X —al <6 = Qe sup || X(t) —a] <e.
te[0,4o00[
2) On dit que X est instable si X n’est pas stable.
3) On dit que X est asymptotiquement stable si X est stable et si il existe § > 0 tel que

Le probleme (O.11) a une solution globale notée X

0) _
I1X al <o = {et lim [|X(¢) —al =0.
t—+oo
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Dire que le point d’équilibre est uniformément stable revient a dire que si 1’on part suffisamment proche
de ce point d’équilibre, on reste proche de ce point d’équilibre (c’est I’exemple du pendule).

Dire que le point d’équilibre est asymptotiquement stable revient a dire que si I’on part suffisamment
proche de ce point d’équilibre, on tend vers ce point d’équilibre quand ¢ — +o00 (c’est ’exemple du
pendule amorti).

9.2.1 Systemes autonomes linéaires
Soit A € M,,(IR); on considere le systéme suivant :
X'(t)=AX(t), t>0 9.12)

La fonction identiquement nulle est solution de (9.12)). Autrement dit O est un point (de IR™) d’équilibre
pour le systeme (9.12)) (on dit aussi que O est un point stationnaire). Cette solution est-elle stable ou
instable ? La réponse est apportée par le théoréme suivant, dont la preuve sera donnée au prochain cours.

Théoreme 12 (Stabilité d’un systeme différentiel linéaire). Soit A € M, (IR). On note Sp(A)
I’ensemble des valeurs propres de A. Si X est valeur propre de A, on note R()\) sa partie réelle. On
distingue plusieurs cas :

1) SiVX € Sp(A), R(N\) <0, alors 0 est stable et méme asymptotiquement stable.

2) Si 3\ € Sp(A) tel que R(N) >0, alors O est instable.

3) SiVA € Sp(A), R(N\) < 0 et il existe A\ € Sp(A) avec R(\) = 0, alors on distingue
deux sous-cas (on rappelle que mq(\) (resp. mgy(X)) désigne la multiplicité algébrique (resp.
géométrique) d’une valeur propre \, voir définition[I0) :

(a) SiVA € Sp(A) tel que R(N) = 0 on a mq(X) = mg(X), alors 0 est stable, mais non
asymptotiquement stable ;
(b) Si 3N € Sp(A) tel que R(X) = 0 et mq(A) > mg(N), alors 0 est instable.

yi(t) = ya(t), t >0

qui s’écrit Y = AY avec
yé(t) = _yl(t)7 t>0,

Exemple 25 (Un cas 2 x 2). Soit le systeme {

0 1
A= [ 1 O] . Le polyndme caractéristique associé a A est P4(X) = X 2 4 1. Les valeurs propres

sont donc \ = =i. On est dans le cas[3d|du théoreme[I2] le point d’équilibre O est stable mais n’est pas
asymptotiquement stable.

9.2.2 Systémes autonomes non linéaires
Nous allons étudier la stabilité d’un point d’équilibre du systeme non-linéaire suivant
X'(t) = f(X(t), t>0. (9.13)

On suppose que f € C'(IR",IR") et f(a) = 0 pour un point @ € IR". (A vrai dire, on a simplement
besoin dans la suite que f soit de classe C' dans un voisinage de a).

Le point d’équilibre a est-il stable ou instable ?

D’apres la définition de la dérivée d’une fonction, sin = 1,
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avec lim e(x) = 0.
Tr—a

Sin > 1 on a, de maniére similaire,
f(X) = fla) + A(X —a) + [|[ X — alle(X),

ol )l(irn e(X) = 0 et A est la matrice jacobienne de f au point a.
—a

(On rappelle que I’application i — Ay est la dérivée de f au point a.)
Prenons par exemple n = 2. On note f; et f5 les deux composantes de f et ;1 et x5 les deux composantes
de X, de sorte que

df1 0f1

~—(a) ——(a)
B fl(X) B (9331 8$2
fX)= [f2(X)}7 A= 8 8

00, Y 3, @

On note A = Jy(a) la matrice jacobienne en a de f.
Si a est un point d’équilibre de (9.13), on a f(a) = O et

F(X) = fa) + AX —a) +[|X ~ alle(X)
=

On pose X —a =Y, onaalors :

fY +a) =AY +Ye(Y), }l/imos(Y) =0
—
Le systeme devient, avec g(Y) = Ye(Y),
Y'(t) = AY (t) + g(Y (1)). 9.14)

Ceci permet de ramener 1’étude de la stabilité du point a pour le systeme (9.13) a I’étude de la stabilité
de 0 pour le systeme (9.14).

Théoreme 13 (Stabilité du systeme non linéaire par 1’étude du systéme linéarisé).
Soit f € CH(IR™,R") eta € R" tel que f(a) = 0. On considere le systeme différentiel non linéaire
autonome (9.13). On note A = J¢(a) la matrice jacobienne de f en a.
1) SiVA e Sp(A),
2) Si 3\ € Sp(A) tel que R(X) > 0, alors a est instable.
3) SiVA e Sp(A),
I’étude de J¢(a).

R(A) <0, alors a est asymptotiquement stable.

R(N) < 0etil existe N € Sp(A) avec R(\) = 0, on ne peut pas conclure par

Démonstration. Nous donnons ici seulement la démonstration pour n = 1. Elle est beaucoup plus simple
que celle du cas n > 1 qui sera faite au cours suivant. Supposons donc n = 1. La matrice jacobienne de
f au point a est alors le nombre réel f’(a) (identifié a un élément de M (IR)).
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Premier cas : f'(a) < 0. Le premier cas du théoréme [13|correspond a f(a) < 0. Dans ce cas, il
existe g > 0 tel que f/(z) < 0 pour tout z tel |a — z| < Jp. Par le théoréme des accroissements
finis, il existe 6 entre a et 2 tel que f(2) — f(a) = f'(0)(z — a). Comme f(a) = 0, on en déduit

f(z)=f(z) — f(a) >0sia—dp < z < a, (9.15)
f(z) =f(z) — f(a) < 0sia < z < a+do. (9.16)

Soit z la solution maximale de (9:13) correspondant a la condition initiale z(0).
Sia— 8y < x(0) < a, la fonction x commencera par étre strictement croissante, grice a @)
(et '(t) = f(x(t)), et restera strictement croissante tant que x(¢) < a. Mais comme la fonction
constante égale a a est solution de (9.13), il est impossible qu’il existe ¢ tel que x(¢) = a. On en
déduit que la solution z est globale et que a — &y < z(0) < z(t) < a pour tout ¢ €]0, +00|.
Sia < z(0) < a+ &, un raisonnement analogue, utilisant (]m), donne que x est strictement
décroissante et a < x(t) < (0) < a + do pour tout t €]0, 00
Ceci montre la stabilité de a. En effet pour tout ¢ > 0, il suffit de prendre § = min{e, Jp} et on
obtient

|2(0) — a|] < = |z(t) — a|] < e pour tout ¢ > 0.

Pour montrer la stabilité asymptotique de a, on remarque que si |2(0) — a| < dy, la fonction z(t)
est monotone bornée. Elle a donc une limite en +o00 notée c. Cette limite appartient a I’intervalle
la— 6o, a+ do[. En remarquant que pour tout ¢ > 0 il existe §; € [t,t+ 1] tel que z(t+1) —z(t) =
2’ (0;) = f(z(6:), on en déduit que f(c) = 0, ce qui prouve que ¢ = a (en effet, grace a (9.19)-
(9:16) a est seul point de I'intervalle Ja — &g, a + do[ ot f s’annule). Ceci montre bien la stabilité
asymptotique de a.

Second cas : f'(a) > 0. Un raisonnement analogue au précédent nous donne I’existence de 6y > 0
tel que

f(z) = f(z) — f(a) <0sia—dp < z < a, (9.17)
f(z)=f(z) — f(a) >0sia < z<a+dp. (9.18)

Soit z la solution maximale de (9.13)) correspondant a la condition initiale :(0). Cette solution est
définie sur I'intervalle [0, T}, [. On va montrer que si 2(0) # a,
sup |z(t) —a| > do.
te[0,Tm |
(Ceci montre bien I'instabilité de a.)
11 suffit, bien sdr, de considérer le cas ol |z(0) — a| < dp. (Car |x(0) —a| < sup |z(t) — al.)
t€[0,Tm [
Sia— dp < z(0) < a, la fonction x commencera par étre strictement décroissante grice a (9.17)
(et 2'(t) = f(x(t)) et restera strictement décroissante tant que a — 6y < z(t). Il est impossible
que a — 09 < z(t) pour tout t € [0, T, car on aurait alors T;,, = +oo (car il n’y aurait pas
explosion en 7T,,,) et (comme dans le premier cas) on aurait . li+m xz(t) =caveca—dyp < c<aet
—+00

f(c) = 0 en contradiction avec (9.17). Ceci montre qu’il existe t; > 0 tel que z(t1) < a — g et
donc sup |z(t) —a| > |x(t1) — a| > do.

t€[0, T [
On peut d’ailleurs aussi remarquer que x(t) < a — &g pour tout ¢ > ¢; (ceci peut se montrer par
I’absurde, si £, est le premier point apres ¢; pour lequel z(t2) = a — dg, on a alors 2’ (¢2) > 0, mais
2 (ta) = f(z(t2)) = f(a — dp) < 0 grace a (9.17). C’est donc impossible).

Un raisonnement analogue peut étre fait si a < x(0) < a + dp.

Il donne aussi  sup |z(t) — a|] > dp. On a bien montré I"instabilité de a.
te[0, T [
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Ceci termine la démonstration du théoréme [[3]dans le cas n = 1.
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Cours 10. Preuves des théoremes de stabilité

Rappelons que nous étudions le probleme (9.2) et que nous nous intéressons a la stabilité d’un point
d’équilibre, c’est-a-dire d’un point a de R" tel que f(a) = 0.

La section suivante est dédiée a la preuve du théoréme [12] c’est-a-dire au cas ou f(X) = AX avec
A e M,(IR) et a = 0. Le systeme considéré est alors le systeme (9.12). On étudie la stabilité de la
solution d’équilibre X = 0. On rappelle que par définition,

1) 0 est stable si :

Ve>0,30 >0telque [ XV <6 = sup [[X()|<e (10.1)
te[0,4+o00[

2) 0 est asymptotiquement stable si O est stable et . lir+n | X ()] =0
—+o00

10.1 Preuve du théoreme de stabilité linéaire
On étudie ici le probleme (9.12). L’ objet de cette section est de donner la démonstration du théoreme [12]
dans le cas n = 1 et n = 2. Nous utiliserons les notations suivantes :
1
AeM,(R), X=1]:[,
Tn
| X = max{|z,|, i € {1,...,n}}, ||Al| = max{|Ai;l|, ¢, € {1,...,n}}.

Nous allons d’abord traiter le cas n = 1 (qui est simple) puis le cas n = 2 (qui contient I’essentiel des
difficultés du cas n > 1).

10.1.1 Cas linéaire, une seule équation (n = 1)

Supposons dans un premier temps que n = 1. Le probleme s’écrit (pour a et () donnés) :
2(t)=ax, t >0 (10.2a)
z(0) = z(© (10.2b)
La solution de (T0.2) est (t) = (Ve
|

1) Sia < 0,alors |z(t)] <

2) Sia <0, . 1121 z(t) = 0 et 0 est donc solution asymptotiquement stable.
—+00

:E(O)| et 0 est donc solution stable (uniformément).

3) Sia>0, 2% #£0alors sup |z(t)| = 400, I'équilibre 0 est donc instable.
te[0,4+o00[
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10.1.2 Cas linéaire, systeme, n = 2

On considere le probleme de Cauchy associé au probleme (9.12) , qui sécrit :

X'(t) = AX, t>0 (10.3a)
X(0)=x© (10.3b)

A partir de maintenant on suppose n = 2 et on note A;, Ay les deux racines du polynéme caractéristique
de A (avec éventuellement A\; = \3). On étudie successivement les trois cas du théoreme [12}

Cas %()\1) < 0, %()\2) < 0.

Nous allons démontrer ici, en distinguant trois sous-cas, que 0 est asymptotiquement stable.

1y

2)

Cas on A diagonalisable dans R. 1l existe donc A1, A2 € IR, A1 < Ay < 0 et {1, @2} base de
IR" tels que

Asﬁl = >\15017 ASOQ = )\2802-
La solution générale du systeme (10.3a) est

X(t) = . XD @) + XD (t) avee XD () = eMtpy, XA (1) = Mty
On a donc

C1

X(t) = M(t)C avec C = [ } M(t) = [X“)(t) X(2)(t)} € My(R).

C2

La solution de (T0.3a)-(T0.3b) est X (t) = M (t)M(0)~'X(0). (Noter que la matrice M (0) est
bien inversible car ¢, o sont linéairement indépendantes).
Le lemme suivant est laissé a titre d’exercice (utiliser Ay < Ay < 0).
Lemme 13 (Bornes sur la solution). Avec les notations précédentes, on a
(a) |M(t)|| < ce, et ¢ > 0 ne dépend que de 1 et ps
(b) | X ()] < b]|X(0)]|e*2" et b > 0 ne dépend que o et o

En posant § = /b on obtient la stabilité (définition (T0.1)). Puis, comme , liin [IX#)| = 0, on
— 400

obtient méme la stabilité asymptotique.

Cas on A est diagonalisable dans € et non dans IR. Dans ce cas A1 = a + i3, Ao = a — i3 avec
B # 0. Soit o = 1) + iy tel que Ap = Aj¢.

On a déja vu que {v, x} est une base de IR?.

La solution générale du systeme est

X(t) =X (t) + X (1)
avec
XW(t) = e (cos(Bt)y —sin(Bt)x), X (1) = e (sin(Bt)y + cos(Bt)x)
On adonc X (t) = M(t)C avec

C= M M(t) = [X<1>(t) X<2>(t)] e M,(R)

C2

La solution de (T0.3a)-(T0.3b) est X (t) = M (t)M(0)~*X(0). (Ici encore, on peut noter que la
matrice M (0) est bien inversible car 1), x sont linéairement indépendantes).
Un lemme analogue au lemme [I3]est laissé en exercice.
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Lemme 14 (Bornes sur la solution). Avec les notations précédentes, on a
(a) |M(t)| < ce™, et c > 0 ne dépend que de ¢ et po
(b) | X ()| < b||X(0)]|e*" et b > 0 ne dépend que 1 et 2

Comme o < 0, on obtient la stabilité en posant § = ¢/b (définition (T0.1)). Puis, Grace a o < 0,
on obtient méme la stabilité asymptotique.

Cas ou A est non diagonalisable. Si A est non diagonalisable, cela signifieque Ay = Ay = A € R
et que mq(A) = 2, my(A\) = 1. La solution générale du systeme (10.3a) est alors

X(t) = XD () + XD (t) avee XD (1) = M, XA (t) = eM (¢ + to),

ol Ay est un vecteur propre associé a A, i.e. Ap = Ay, et ) est un vecteur tel que ¢, 1) forment
une base de Ker(A — \I)? (et donc ici une base de R?).

On aici encore X (t) = M (¢)C avec
At
2

“- [Zj M(#) = [eAtQD el\t(lZJﬁLt‘P)] —e¥ {e%sﬁ e

¥+ w)}

La solution de (T0.3a)-(T0.3b) est toujours X (t) = M ()M (0)~* X (0).
Comme A < 0, les fonctions ¢ — e ett — te¥ sont bornées sur IR. On en déduit que

1M @) < ae’® avec a ne dépendant que de ¢, v et A. On a également IX @) < be%HX(O)H
avec b ne dépendant que de ¢, ¥ et A. Ceci donne la stabilité asymptotique de 0.

Cas[2]: il existe A € Sp(A) tel que R(A\) > 0.  On distingue les cas A € R et A € €.

1y

2)

Cas ) € IR. Soit ¢ € IR?, ¢ # 0 tel que Ap = Ay, de sorte que la fonction définie par X V) (t) =
e est une solution de (T0.3a).

Pour tout £ > 0, la fonction X (t) = e est la solution de (T0.3a)-(T0.3b)) avec la donnée initiale
X(0) = eep.

Comme sup [|eX (t)|| = +oo et que || X(0)| est arbitrairement petit, ceci montre que 0 est un
>0
équilibre instable.

Cas A € C (et non dans IR,). Supposons maintenant que A soit complexe : A = a + i3, a > 0,
B # 0. Soit p tel que Ap = Ap, ¢ = P +ix.
La fonction
XW(#) = e (cos(B)e — sin(Bt)x)
est solution de (T0.3a). On utilise maintenant le fait que 1) # 0.

Pour tout £ > 0, la fonction X () = g™ (cos(Bt)) — sin(Bt)y) est la solution de (T0.3a)-(T0.3b)
avec la donnée initiale X (0) = .
On a alors :

sup [eX ()] = +oo, [leX(O) < ell¥]

Ceci prouve que 0 est un équilibre instable.
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Cas[]: R(A\1) <0, R(X2) < 0et R(A1)R(A2) = 0.
On peut supposer sans perte de généralité que (A1) = 0. (Noter qu’il est possible que A; = A3.)
1) Cas 3(a) : VA € Sp(A) tel que R(X) = 0 on a mg(X) = mg(N).

Si A1 # Az on adonc aussi m, (A2) = mg(A2) (plus précisément mg(A2) = mg(A2) = 1).
Si A = Az (c’est-a-dire mq (A1) = 2), on a alors mq (A1) = mgy(A) = 2.
La matrice est donc toujours diagonalisable (dans IR ou @). On a profité ici du fait que n = 2 (pour
n > 2, la situation serait un peu plus complexe).
On distingue maintenant les cas A diagonalisable dans IR et A diagonalisable dans C.

(a) Cas A est diagonalisable dans R. Comme A1, A2 € IR, la solution générale de est

donnée par les fonctions XM et X (avec Ap; = Mgy, s # 0,0 =1,2)
X(l)(t) = eMip, xX® (t) = e*2tp,

On a donc M(t) = [e)‘ltgol e)‘thpg} et, comme A\; < 0 pour i = 1,2, il existe a et b ne
dépendant que de ¢ et o tels que | M (t)|| < a, et || X (¢)]| < b||X(0)| pour tout ¢ > 0. Le
point 0 est donc un équilibre stable.
Mais 0 n’est pas asymptotiquement stable car A\; = 0 et donc, pour tout € > 0, la fonction
constante égale & ey est solution de (10.3a).

(b) Cas A est diagonalisable dans C (et non dans 1R.)
Supposons maintenant que A\; = o +i8 = iff et Ay = o — i3 = —if3 (avec B # 0). Avec les
notations habituelles, la solution générale de (T0.3a) est donnée par les fonctions

XU (1) = cos(Bt)y —sin(Bt)x X (t) = sin(Bt)y + cos(Bt)x
On a donc : |M(t)|| < a, avec a ne dépendant que de v, x et || X (¢)|] < b||X(0)| avec
b ne dépendant que de 1, x. Il y a équilibre stable en 0. Par contre, comme dans le cas A
diagonalisable dans IR, 0 n’est pas asymptotiquement stable.
2) Cas (Bb) : 3\ € Sp(A) tel que R(A) = 0 et mg(A) > mg(A).
Dans le cas n = 2 considéré ici, ce cas correspond a 0 € Sp(A) et m,(0) = 2, my(0) = 1. La
solution générale de (T0.3a) est donnée par les fonctions
XU =p XO(t) =v+te,
avec @, 1 € IR?, non nuls. La fonction X V) est bornée mais sup || X (t)|| = +oc.
teR 4+
1l y a donc équilibre instable en 0, car || X ) (0)|| = |e|||¢| est aussi petit que I’on veut (et non
nul) alors que sup [|eX @ ()| = +oc pour & # 0.
telR 4
Ceci termine la démonstration du théoreme
Exemple 26 (Pendule pesant linéarisé). Considérons a nouveau I’exemple du pendule pesant linéarisé.

On rappelle que I’équation est
2" (t) +(t) =0, t > 0. (10.4)
t 0 1
On pose x1(t) = z(t), x2(t) = 2/ (t), X (t) = [2 Etﬂ et A= {_1 O}
L’équation (du second ordre) (10.4) se raméne donc au systeme X'(t) = AX. Les valeurs propres de
la matrice A sont i, le théoréme donne donc la stabilité de 0 (car mq () = mgy(X) pour les deux

valeurs propres).
On peut retrouver ce résultat directement, les solutions du systeme sont

x1(t) = acost + Bsint  x2(t) = —asint+ Bcost, a=xz1(0), 8= x2(0)
Onaalors : || X (t)| < |a| + |8] < 2||X(0)|| pour tout t. Ce qui prouve la stabilité de 0.
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10.2 Preuve partielle du théoreme de stabilité, cas non linéaire

On se place maintenant sous les hypotheses du théoreme |13|et on considére le systeme différentiel non
linéaire (9.13), et a € IR"™ tel que f(a) = 0. Le cas n = 1 a été démontré dans le cours précédent. On
va s’intéresser ici au cas n = 2 (qui contient 1’essentiel des difficultés du cas n > 1) et on ne démontre
que I’item 1 du théoreéme, c.a.d. que si ®(A\) < 0 pour tout A € Sp(A), alors a est asymptotiquement
stable. En posant Y = X — a I’équation sur Y est Y'(t) = f(Y(t) + a) = h(Y (t)) avec h définie par
h(z) = f(z + a). Noter que h € C*(IR",IR") car f € C'(IR™,IR").) On rappelle ge I’on note J;(a)
la matrice jacobienne en a de f et Jj,(0) la matrice jacobienne en 0 de 2. Comme J3, (0) = J¢(a), il suffit
de démontrer le théoréme (13| pour une fonction f telle que f(0) = 0, avec a = 0. Comme on suppose
que n = 2, on note 1, 2 les composantes de X, et le systeme @I) s’écrit

21 (t) = fi(z1(t), 22(¢)) t > 0,
zh(t) = fa(z1(t), 22(t)), t > 0.

La dérivabilité de f au point 0 donne, pour tout Z € R?,

F(2) = f0)+ J;(0)Z + || Z]e(2) = AZ + g(Z),
N~ = ~—

=0 A 9(Z)
ofi 02f1
avec A = J¢(0) = , 9(Z2) = | Z)|e(Z) et %imOE(Z) =0.
—
O1f2 0O2fo

Le systeme (0.13)) s"écrit donc X'(t) = AX (t) + g(X(t)). Noter aussi que g € C*(IR? IR?).

Par hypothése, on a R(A;) < 0 et R(A2) < 0 pour A\;, A2 € Sp(A), et on veut montrer que 0 est
asymptotiquement stable. On commence par un calcul semblable a celui que I’on fait avec la technique
“variation de la constante”. Soit X la solution maximale deavec donnée initiale X (0) (cette solution
est donc définie sur [0, T},,[). On pose C(t) = e * X (¢) et on a donc X (t) = e*C/(t). On en déduit que

X'(t) = AeMCO(t) + M (1)
= AX(t) + (X (1)) = AeMC(t) + g(X(1)).

Ceci donne que C’(t) = e~ 4*g(X (t)). Comme
Ct) = / " C'()ds + C(0) et C(0) = X(0),
0

on obtient

On en déduit la formule suivante, dite formule de Duhamel :
t
X(t) = M X(0) + / A9 g( X (s))ds, pour tout £ € [0, T
0

Pour la suite, on suppose sans perte de généralité, que R(A\;) < R(A2) = 2a < 0. En reprenant la
démonstration du théoreéme |12} cas 1 (section |10.1.2) et en utilisant le fait que et =M (t)M (0)~1, il
existe b, ne dépendant que de ¢y, @o (vecteurs propres associés a A et \o) tel que ||et|| < be®* pour
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tout ¢ > 0 (on peut par ailleurs remarquer que b>1). Compte tenu de la définition de la norme (dans IR?
et dans M5 (IR)), ceci donne, avec b = 2b, ||t Z|| < be®!||Z|| pour tout Z € IR?. On a donc

t
X ()] < b || X (0)]| +/ be )| g(X () || ds pour tout ¢ € [0, Ty [-
0
On utilise maintenant le fait que g(Z) = || Z||e(Z). Comme &(Z) — 0 lorsque Z — 0, on a
VE>0,36>0: [|[X]| <0 = e(X)]| <&
Soitdoncé >0et0 < T < T,.Si

s €[0,7], [[X(s)l| <3, (10.5)

on a alors, pour tout s € [0, T,

g(X)|| < || X]|€ et donc, pour tout 0 < ¢ < T,
¢
e MIX(1)] < blIX(0)]] +/O be™ (| X (s)]|eds

On applique une technique de Gronwall (voir lemme ) ; en posant

¢
o) = BIX O+ [ e X (s) s,
I’inégalité précédente donne
¢ (t) = bel| X (t)[le™" < bép(t).
On a donc ¢’ () — bép(t) < 0 pour tout 0 < t < T. En posant ¢)(t) = ¢(t)e "', on obtient
(1) = (¢'(t) - bp(t)e ™" <0.
La fonction v est décroissante et donc ¢ (¢) < 1(0) pour tout 0 < ¢ < T'. On en déduit
(e < p(0) et done (t) < b X(0) ",
Comme || X (t)| < e*p(t), ona || X(t)|| < b||X(0)||e'e* pour tout 0 < ¢t < T. En choisissant
€= f% (ce qui est possible car v < 0), on obtient, & condition que (10.3)) soit vérifiée,

[ X ()] < b]|X(0)]|e2 pour tout 0 < t < T. (10.6)

On va montrer maintenant que si || X (0)]] < g, alors la condition (T0.3)) est vérifiée pour tout 7' < T},
que T, = +oc et (T0.6) est vraie pour tout ¢ > 0 (ce qui donne la stabilité asymptotique de 0).

On suppose donc que || X (0)]] < g Ceci donne, en particulier, || X (0)|| < d (car on a déja vu que b > 1).
On montre par 1’absurde que || X (¢)|| < § pour tout ¢ < T,,,. En effet, sinon on pose

T = lnf{t S [O7Tm[7 ||X(O)H = 5}

OnaT > 0car || X(0)] < d et (T0-5) est vérifié. On a donc (10.6)), ce qui donne pour t = T, || X (T)| <
b||X (0)]le2T < 4, en contradiction avec la définition de 7. On a donc montré que || X (t)|| < & pour tout
t < T},. Ceci donne d’une part que T},, = +o00 (il n’y a pas “explosion” en T,,,) et d’autre part que

[ X ()] < b||X(0)]le2" pour tout 0 < ¢ < +o0.

On en déduit que 0 est asymptotiquement stable.
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10.3 Exemples

10.3.1 Pendule non linéarisé
Revenons maintenant a I’exemple du pendule et considérons le modele du pendule non linéarisé.

2 (t) + %Sin(x(t)) =0 (10.7)

Dans 1’équation (T0.7)) ¢ correspond a I'intensité de la pensanteur et £ la longueur du fil, on considére la

Figure 5.1|page|page 41| On suppose que % =1.0npose x; = et xo = 2. Alors :

X'(t) = [_ si?(xl)} *= [ij '

On sait que (0, 0) ainsi que (7, 0) sont deux points d’équilibre. La matrice jacobienne sécrit :

Jp(zy,22) = [_ cog(xl) (ﬂ '

1
Siz; = x = 0 alors J¢(0,0) = [ 01 0] dont les valeurs propres sont 7. On ne peut donc pas
conclure avec le théoreme 13

. 0 1 o .
Sizg =met 9 =0, Jy(m,0) = [ 1 O] , dont les valeurs propres sont +=1. L’équilibre est donc instable.

10.3.2 Mode¢le de Lotka-Volterra

Le systeme de Lotka-Volterra (9.3) peut s’écrire :

21 (t) = z1(t)(a — bxa(t)),
xh(t) = z2(t)(—c + dxy(t)).

On rappelle que a > 0, b > 0, ¢ > 0, d > 0. Les points d’équilibre sont (0, 0) et (2, %) La matrice
jacobienne est :

_|a—bxy —bx
Ti(wswz) = [ dze  —c+ da:l] ’
. a 0 . .
Sizy =z = 0alors J¢(0,0) = [O } , et le point (0, 0) est instable.
—c
0o X
c a c a d
Sizy = p To = 3 alors Jy (ﬁ’ g) = . Le polyndme caractéristique de cette matrice est
ad
— 0
db b
A2+ % = A2 + ac. Les valeurs propres sont +iy/ac. On est dans le cas 3) du théorémeet on ne
c

peut pas conclure.

Il est en fait possible de démontrer que les solutions sont périodiques. Ceci est démontré dans 1’examen
de janvier 2020 et est illustré a I’aide d’un schéma numérique dans I’exercice 2 du TP4. On peut estimer
cette pérriode assez précisément a I’aide du schéma RK4.
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Cours 11. Schémas numériques pour les sys-
temes

On présente ici les schémas numériques pour 1I’approximation des systémes différentiels abordés dans les
chapitres précédents. Soit f € C([0, T[xIR",IR"), localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme
argument. On cherche une approximation de la fonction X € C*(]0, T,,.[, IR"™) N C([0, T,[, IR™) solution
de

X'(t) = f(t, X(t)), t>0, (11.1a)
X(0)=x©, (11.1b)

ou 7T, est le temps maximal d’existence de la solution. En TP4 on calculera ainsi, par exemple, des
solutions approchées du systéme de Lotka-Volterra (9.3).

11.1 Exemples de schémas numériques

On note X}, I"approximation recherchée de X (t;) ot X est solution de (TT.I), ¢ = kh, ot h est le pas
du temps et £ € IN. Comme il s’agit d’un systéme, I’inconnue X a I’instant ¢ est un vecteur (colonne)
ayant n composantes, et donc X, est un vecteur de IR". Voici quelques schémas déja vus dans le cadre
des équations (n = 1) :

1) Schéma d’Euler explicite :

@ = f(te, Xp).
2) Schéma d’Euler implicite :
M = f(trt1, Xiy1)-
3) Schéma de Crank Nicolson :
X1 — Xg

1 1
A = §f(tk-7Xk) + §f(fk+1,Xk+1)-

Ce schéma fait en quelque sorte une moyenne entre le schéma d’Euler explicite et le schéma d’Eu-
ler implicite. Nous verrons que ce schéma donne une excellente approximation pour certains pro-
blémesﬂ mais il est implicite, comme le schéma d’Euler implicite.

4) Schéma de Heun :
KXpy1 — Xg

h - %f(tkan)+ %f(thrl,Xk‘Fhf(tkvX’f))

1. Voir TP4
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5) Schéma Runge Kutta d’ordre 4 (RK4) :
h
Xp1=Xg + Ef (th, X&),

h h
X=Xk + Ef (tk + 2,Xk,1) ,

h
Xip3=Xp+hf (tk + 2>Xk,2> ;

Xir1 — X 1
% =5 [f (ks Xi) + 2 (B Xio1) + 2 (b, Xk 2) + f(tht1, Xk 3)]
On doit se poser quelques questions lors du choix du schéma numérique :
1) Quelles sont les propriétés souhaitées ?
2) Le schéma est-il convergent ? Peut on démontrer une estimation d’erreur ?
3) Comment calculer X} quand X} ; dépend non linéairement de X}, ?

Les réponses a ces questions sont abordées dans les paragraphes suivants.

11.2 Propriétés de conservation d’un schéma

Il peut étre important de conserver la positivité de la solution ou de conserver une grandeur physique
(I’énergie totale par exemple pour un probleme de mécanique).

11.2.1 Conservation de la positivité

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

y(o) = Yo, Yo > 07

avec f(y) = you f(y) = y? ou f(y) = /Y. La quantité y peut représenter une concentration ou une
masse volumique, grandeurs qui doivent rester positives. Dans le cadre de modeles issus de problemes
liés la sdireté nucléaire, par exemple, Il peut étre important de conserver certaines grandeurs positives
tels que 1’énergie, la masse volumique d’eau, la concentration en éléments radioactif. ... Si la solution
approchée (obtenue avec 1’aide d’un schéma numérique) venait a ne pas respecter cette positivité, cela
pourrait amener des erreurs de calcul importantes pouvant entrainer une solution approchée tres éloignée
de la réalité (I’idée naive consistant a mettre a 0 I’approximation numérique lorsque le schéma fournit
une valeur négative peut avoir des conséquences catastrophiques).

Commencons par un exemple avec n = 1, et prenons f(y) = /y. Le schéma d’Euler explicite s’écrit
alors
Yk+1 = Yk — hf(yr)-

Onaygi1 <0 si yr —hf(yr) <0.Donc pour f(y) = /y onaura yx — hf(yx) < 0des que \/yr < h,
ce qui risque d’arriver rapidement car on sait que la solution exacte tend vers 0 lorsque ¢ — o0 (voir

exemple[d.3.2)).

Examinons maintenant le schéma d’Euler implicite, qui s’écrit, pour f(y) = \/y

Yet1 = Yk — /Uiyt
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On a donc
Ye = h/Yry1 + Yrt1-

On part de y > 0 connu. En posant 2,11 = /Yx+1, 2k+1 est donc solution de I’équation du second
degré 22 + hz = y;,. L’étude de la fonction g : z — g(z) = 2% + hz — yy, est facile et permet de s’ assurer
qu’il existe une unique solution strictement positive & 1’équation g(z) = 0. On note zj41 cette solution et
on déduit Y41 = \/Zk+1.

Pour f(y) = /y et avec le schéma d’Euler implicite, on aura donc toujours (pour tout & > 0 et y5, > 0)

Yr+1 > 0.
Pour cet exemple précis, la conservervation de la positivité sera donc assurée par le choix du schéma
d’Euler implicite, et pas par celui du schéma d’Euler explicite.

11.2.2 Conservation de I’énergie

Prenons I’exemple du systeme de Coriolis (voir le TP4). Il s’écrit :

(t) _/U(t)>
() = u(t), }t >0

u’(0) = ug, v'(0) = vg,

!
/

S

avec up, V9 € IR donnés. On doit avoir conservation de I’énergie cinétique c’est-a-dire

1 1
E.(t) = §(u2(t) +0%(t)) = §(ug +v3) etdonc E’(t) = 0 pour tout £ > 0
Le TP4 montre qu’avec Euler explicite I’énergie associée a la solution approchée croit tres vite, alors
qu’avec Euler implicite cette méme énergie est décroissante. Avec le schéma RK4 elle décroit tres 1égere-
ment. Finalement avec I’approximation de Crank-Nicolson nous constatons que 1’énergie est conservéeﬂ

11.2.3 Fonction de Lyapunov

Définition 14 (Fonction de Lyapunov). On appelle fonction de Lyapunov associée au systeme différentiel

d
une fonction g : R"™ — IR telle que a(g(X(t))) < 0 pour toute fonction X solution de (11.1a).

Parmi les fonctions de Lyapunov possibles, on peut avoir 1’énergie ou 1’entropie. On va alors chercher un
schéma numérique qui respecte cette fonction de Lyapunov et qui soit donc tel que g(X;+1) < g(Xk)
pour tout k.

L’exercice 3 du td 8 s’intéresse au systéme suivant :

{m'(t) =y(t) — f(z(t)), t>0

—x(t), t>0 (113)

<
~
—~
~
~

I

La fonction f vérifie f(z)z > 0 pour tout z # 0. Une fonction de Lyapunov est ici g(z,y) = x2 + 3°.
On a bien %g(m(t), y(t)) <0.
Il y a deux intéréts majeurs a 1’existence d’une fonction de Lyapounov :

1) conserver une propriété importante du modele,

2) obtenir un résultat de stabilité qui peut permettre de montrer la convergence du schéma numérique.

2. Pour des problemes aux dérivées partielles on fait appel soit & Euler ou a Heun mais trés rarement a RK4.
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11.3 Convergence et estimation d’erreur.

Nous allons nous intéresser ici a I’erreur de discrétisation ainsi qu’a I’erreur de consistance d’un schéma
donné. On s’intéresse a la solution du probleme de Cauchy @I) sur intervalle [0, T, T < T,, (ot T,,
est le temps d’existence de la solution maximale). On note X cette solution. Pour un schéma numérique
donné et un pas de temps h tel que Nh =T, N € IN*, on définit I’erreur de discrétisation par

en = max{[[ Xy — X(tx)[, 0 <k <N},
ol t;, = kh et X}, est ’approximation de X (¢;) donnée par le schéma numérique.
On se demande alors si ey, h—g 0 (convergence du schéma).
—

Puis, on se demande s’il existe ¢ > 0 et k € IN* tels que e, < ch¥ (estimation d’erreur). On dit alors que
le schéma est au moins d’ordre k.
Cette étude de convergence et d’estimation d’erreur s’effectue en regle générale en deux parties :

1) Consistance du schéma.

2) Stabilité du schéma (au sens “estimation sur la solution approchée indépendante de h”).

11.3.1 Estimation d’erreur

Soit X}, = X(#) la solution exacte[”j au point t;. Comme nous 1’avons vu dans le cas n = 1 (section
[4.2.7), le schéma d’Euler explicite, par exemple, nous donne :

Xiy1 — Xk

- Zf(tk,yk)—i-&‘k.

On rappelle que €}, est I’erreur de consistance et si f est de classe C'! (et donc X est de classe C'?) alors
llex]l < Ch, ot C dépend des dérivées secondes de X, mais pas de h. (On a choisi ici une norme sur R"™,
notée || - ||.)

Ici encore, comme nous 1’avons vu dans la section@ on peut obtenir, en utilisant le schéma numérique,
des estimations sur X}, pour tout k& < N (avec Nh = « en reprenant les notations de la section[4.2.1] «
peut étre plus petit que 77;,).

En utilisant la majoration de I’erreur de consistance et I’estimation sur la solution approchée, on en déduit
(toujours comme dans la section une majoration de I’erreur de discrétisation,

ep, =max{|| Xy — X ()|, 0 < k< N} < Ch.

Pour les schémas de Heun et de Crank-Nicolson, si f est de classe C2, on aura ||e; || < Ch? et
en = max{|| X, — X (t)], 0 < k < N} < Ch2.

Pour RK4, si f de classe C* alors e || < Ch* et

en = max{|| Xy — X(t,)|, 0 <k < N} < Ch'.

3. Attention de ne pas confondre X, = X (1) avec X}, ; en général la suite (X ), n’est pas solution du schéma numérique
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11.3.2 Convergence sans régularité sur la solution exacte

Au paragraphe précédent, nous avons montré la convergence du schéma grice a une estimation d’erreur,
qui nécessite I’existence de la solution exacte et qui nécessite aussi une régularité plus que C* de cette
solution exacte. Nous allons donner dans cette section un autre moyen de prouver la convergence de la
solution aprochée vers la solution exacte quand h — 0 qui n’utilise pas d’hypothese de régularité sur
la solution exacte : celle-ci est seulement de classe C! (en fait, en utilisant le caractere C' de X, la
méthode de la section donne quand méme un résultat d’estimation d’erreur, voir la remarque [T4).
Le plus grand intérét de la méthode présentée maintenant est qu’elle n’utilise pas I’existence de la solution
exacte, et elle permet méme de prouver I’existence d’une solution exacte au probleme (T1.1) (elle peut
donc remplacer la preuve du théoreme [§).
Cette méthode est plus difficile que celle de section[TT.3.1] Nous donnons ici seulement les idées princi-
pales.
Dans la section[TT.3.1] on a essentiellement utilisé deux ingrédients :
1) La solution exacte est “presque” solution du schéma numérique (c’est I’erreur dite de consistance).
2) On a une estimation sur la solution approchée.
Pour cette nouvelle méthode, les ingrédients sont :

1) La solution approchée est “presque” solution du probleme (IT.1)) (c’est bien une sorte d’erreur de
consistance).

2) On a des estimations sur la solution approchée

Pour cette méthode, nous allons utiliser la forme intégrale du probleme (T1.1) exposée dans la proposition
On rappelle que la fonction f est continue de [0, T[xIR" dans IR", localement lipschitzienne par
rapport & son deuxiéme argument. Pour tout 0 < o < T, une fonction X de [0, @] dans IR™ est solution
de (TI-1) si et seulement si

X € 0(0,a], R™), (11.4)
t

X(t)=xO 4 / f(s,X(s))ds pour tout 0 < t < a. (11.5)
0

Nous allons exposer brievement la méthode dans le cas du schéma d’Euler explicite.
Pour a fixé (0 < a < T)eth=a/N,N € IN*, le schéma s’écrit
Xo=X©),
X1 — Xi
h

(On rappelle que ¢, = kh.) On peut alors définir une fonction x, (continue, affine par morceaux) sur tout
I'intervalle [0, o] en posant

= f(tg, Xx)pour 0 < k < N —1.

Xh(t) =X + hf(tk,Xk)(t — tk), tp <t<tggl, keo,...,N—1.
Noter que la fonction x, dépend de N (car h = a/N). Avec cette définition de },, 1a solution approchée
vérifie “presque” (IL.4)-(TT.5); en effet, en posant g (s) = f(tx, Xx) pour t, < ¢ < tx41, On a pour
0<tLa:
t
xa(t) = X0 + / gn(s)ds (11.6)
0

_ xO) 4 / £ (5, xa(s))ds + / (9n(s) — F(s,xn(s)))ds

4. Ces estimations peuvent étre obtenues a partir du schéma numérique dont la solution approchée est solution ; c’est ce qui est
fait dans la section [I'1.3.1] mais aussi du fait que la solution approchée est “presque” solution du probleme continu (11.1).
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t
Or si on avait x5, (t) = X + / (s, xn(8))ds, xp serait solution du probléme continu (I1.1). L’erreur

0
de consistance est donc due ici a la différence entre f(tr, Xi) et f(s, xn(s)) lorsque tx < s < tgi1.

Il s’agit maintenant d’avoir des estimations sur la fonction xj (c’est-a-dire sur les valeurs de Xj). Ceci
peut se faire comme dans la section (et dans la section #.2.T). On obtient I’existence d’un certain
a > 0, pour lequel, quelque soit N (on rappelle que h = a/N),

llxn ()| < Cqpourtout 0 <t < a,

ou C'; dépend des données du probleme (f et X )y mais pas de h.
En utilisant la définition de g, on a donc aussi

llgrn(t)]] < C2 pourtout 0 < ¢ < a,

olt Cy dépend des données du probleme (f et X (©)) mais pas de h.
Pour continuer, nous avons besoin d’un théoréeme d’analyse fonctionnelle, le théoréme d’ Ascoli, que 1’on
rappelle maintenant.

Théoréme 14 (Théoreme d’ Ascoli). Soit « > 0. Soit (un ) vew+ une suite de fonctions définies sur
[0, o] et a valeurs dans R" telle que :

1) La suite (un)neN+ est uniformément bornée, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
VN e N, Vt € [0,a], |Jun(t)]| < M,
2) La suite (un)NeN+ est uniformément équicontinue, ¢’est-a-dire
Ve >0, 3n > 0tel que VN € IN, V(t,s) € [0,0)%, |t —s| <n = |lun(t) —un(s)|| <e.

Alors, il existe une sous-suite de la suite (un) NeN+ qui converge uniformément sur [0, a.

Les estimations sur yy, et g, permettent de montrer que les hypotheses du théoreme[T4]sont vérifiées pour
la suite (un)vemw=, avec uy = xp, b = a/N. 1l existe donc une suite de pas de temps tendant vers 0
pour laquelle y, converge uniformément vers un fonction X.

11 est alors possible de passer a la limite dans 1’équation pour montrer que X vérifie (I1.3). On a
ainsi prouvé ’existence de X solution de (L1.1J).

Notons que le théoréeme d’ Ascoli donne une convergence “a une sous-suite pres”, ¢’est-a-dire qu’il existe
une sous suite de la suite des solutions approchées qui converge vers X solution de (TT.I). On obtient la
convergence de toute la suite en utilisant le théoréme d’unicité (théoreme[J) et en raisonnant, par exemple,
par I’absurde : on suppose que la suite ne converge pas vers X, Il existe alors € > 0 et une sous suite
qui reste a une distance supérieure a € de X. Par le théoréme d’ Ascoli, on extrait de cette sous suite une
sous-suite qui converge. La limite de cette nouvelle sous suite est encore solution de (I1.1), c’est donc
(par le théoreme d’unicité) la fonction X, ce qui amene a une contradiction.

Remarque 14 (Estimation d’erreur). On a ainsi démontré [’existence de la solution exacte et la conver-
gence de la solution approchée vers la solution exacte (en utilisant le théoréme d’unicité, théoreme [9).
La convergence ayant lieu pour la norme de la convergence uniforme, on en déduit

ep, = max{|| Xy — X (tx)|l, 0 < k < N} < n(h), (11.7)
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avec %irr}) n(h) = 0.
—
En fait, en reprenant la méthode de la section (qui suppose l’existence de la solution exacte) il est

aussi possible de prouver une estimation d’erreur du type (11.7) avec une fonction h — n(h), déterminée
par la solution exacte et les estimations sur la solution approchée.

11.4 Résolution des systemes non linéaires

Dans le cas des schémas implicites (Euler implicite, Crank Nicolson...), la valeur de X nécessite la
résolution d’un systeme linéaire ou non linéaire, selon la nature du systéme différentiel. Prenons comme
exemple le schéma d’Euler implicite. On rappelle que :

Xir1 = Xi + hf(tryr, Xpgr),

ol Xy, tk, tr11 sont connus. On pose y = X, et on définit la fonction g (de R™ dans IR"™) par g(z) =
f(tk+1, 2). On cherche donc X1 tel que

Xit1 = Xy + hg(Xp41),
ou encore, en posant F'(z,h) = z — hg(z) — v,
F(Xk+1, h) - O

Noter que F'(y,0) = 0.

Si f est de classe C', le théoreme des fonctions implicites (qui sera vu en cours de calcul différentiel)
énoncé ci-apres permet de montrer que pour h > 0 assez petit, il existe un et un seul X1 proche de y
(c’est-a-dire proche de X}) tel que F'(Xgy1,h) = 0.

Théoréme 15 (Théoréme des fonctions implicites). Soit F € C*(IR" x R). Soit y € R™ tel que
F(y,0) = 0. On suppose que la dérivée de F par rapport a son premier argument au point (y,0)
est inversible, alors :

Je>035 >0, Vh €] —¢e,e[ 3z € B(y,d) tel que F(z,h)=0.

(On rappelle que B(y,d) = {z € R", ||y — z|| < 6}.)

La fonction F est bien ici de classe C''. En notant D, F la dérivée de F' par rapport a son premier
argument, on a D1 F(z,y) = I — hDg(z) de sorte que Dy F(y,0) = I. On peut donc appliquer le
théoréme des fonctions implicites. I1 donne I’existence de X1 au moins si h assez petit (il donne aussi
I’unicité si on se limite a cherche X ; proche de Xy).

Il reste maintenant a voir comment on peut effectivement calculer X} ;. Une méthode possible est la
méthode de Newton. On suppose maintenant % fixé. En posant G(z) = F'(z, h), on cherche donc X1
tel que G(Xj11) = 0. La méthode de Newton pour la résolution de 1’équation G(z) = 0 s’écrit :
initialisation : zg = v,
itérations : DG(z)(z041 — 2¢) = —G(z¢) pour £ > 0.
Un avantage considérable de la méthode de Newton est qu’elle converge trés rapidement. Un inconvénient
est que la convergence n’est assurée que si I’initialisation est faite en un point assez pres de la solution.
Dans le cas du schéma d’Euler implicite, on initialise le calcul de Xy, par X, qui a priori devrait étre
proche de Xj.
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Exemple 27 (Exemple du systeme du projet de fin de semestre). On considere le systeme différentiel
suivant (probleme du pendule pesant avec un “forcing” pérodique) :

xh(t) = —sin(xy(¢)) + sint

Le schéma d’Euler implicite s’écrit pour k > 0,

1 k+1 = 21,k + T2 kg1
To 1 = Tok — hsin(xy g1) + hsin(tyt1)

Z Lo T2
E t X = écrit X, =X hF, (X, Fip.(X) = .
n posan [@] ceci s’écrit Xp11 g+ hEL(Xk41) avee Fi(X) [_ sin(a) + sin(te1)
Enposant G(X) = X — X}, — hFy(X), on cherche donc Xy, tel que G(Xp4+1) =0. Ona
r1 — X1k — hao
X) = ,
GX) [332 — Zo + hsin(xy) — hsin(tkﬂ)} ’

la dérivée de G au point X est donnée par sa matrice jacobienne :

109 =11 2 = freon 7]

La méthode de Newton s’écrit donc :

initialisation : Zo = X3,

itérations : J(Z¢)(Zos1 — Zo) = —G(Zy) pour £ > 0.
La valeur de X1 est alors Zy pour un indice £ > 0 choisi avec un critére d’arrét, par exemple || Z; —
Zo—1|| < e pourune > 0. En général, la méthode de Newton ne nécessite que quelques itérations.
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Cours 12. Comportement des solutions pour
n=>2

Le but de ce chapitre est de montrer comment se comportent les solutions d’un systeme différentiel au-
tonome, de deux équations a deux inconnues, grice a 1’étude de leurs trajectoires dans IR 2. Les connais-
sances acquises dans les chapitres précédents sont utiles tout au long de cette étude.

On suppose que n = 2, et on rappelle le probleme de Cauchy étudié :

X'(t) = f(X(t), t>0, (12.1a)
X(0)=xO, (12.1b)

oit la fonction f : IR?IR? est localement lipschitzienne et X = { 1].
€2

On note v la trajectoire (dans IR?, ¢’est-a-dire dans le plan de phase) de la solution maximale, qui est
définie par :
Y(X) ={X(1), t € [0, T}

ou T, est le temps d’existence de X. L’ objet de ce cours est d’étudier I’allure de ~.

12.1 Comportement des solutions pour le cas linéaire autonome

On s’intéresse dans cette section au cas linéaire. Dans le cas linéaire, le systeme (12-1a) s’écrit X'(t) =
AX(t), avec A € M3(IR). On distingue trois cas : A diagonalisable dans IR, A non diagonalisable et A
diagonalisable dans C.

12.1.1 A diagonalisable dans IR

Si A diagonalisable dans IR, on note A1, A2 € IR les valeurs propres et (1, @2 les vecteurs propres
associés. La solution du systeme est alors de la forme :
X(t) = CreMtpy + Coe?tpy, Oy, C2o € R (12.2a)
avec Ap; = A\ips, pi #0, 1€ {1,2}, (12.2b)
L’allure des solutions dépend des positions de A; et A9 par rapport a 0.
. . — 1 -1
Dans les figures d’illustration qui suivent, les vecteurs propres sont ¢ = 1 et g = 5 |

Pour chaque cas (sauf le dernier), quatre conditions initiales différentes sont choisies, qui donnent les
quatre trajectoires en rouge, bleu, vert et violet sur chaque figure.
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1) A diagonalisable dans IR avec A\ < Ao < 0 : figure[12.1] Comme les valeurs propres de A sont
négatives, la solution tend vers 0 quand ¢ — 4o00. Comme A1 < Ay < 0, le terme e™? tend vers 0
plus vite que 2%, la trajectoire tend 2 étre paralléle 2 la droite engendrée par @o (si Co # 0).

Solutions en vert-rouge-bleu-violet Solutions en vert-rouge-bleu-violet
2.0 10.0
1.5 7.5
1.0 5.0
0.5 2.5
0.0 0.0 /
—0.5 -2.5 ~
-1.0 -5.0
-15 -75
-2.0 -10.0
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.5 050 075 1.00 -4 -2 0 2 4
Fig. 12.1: Ay = =2, Ay = —1 Fig. 122: Ay =2, Ao = 1

2) A diagonalisable dans IR avec 0 < A2 < Ay : figure Dans ce cas, les solutions sont non
bornées (quand ¢ — +00). Comme \; > Mg, le terme e*? tend vers +oo plus vite que 2, la
trajectoire tend a étre parallele a la droite engendrée par ; (si C # 0).

3) A est diagonalisable dans IR avec \; = A, : figures[12.3]et[12.4]

Solutions en vert-rouge-bleu-violet Solutions en vert-rouge-bleu-violet

0 0.0
\ -0.5

-5
-1.0
-15

-10
-2.0

7‘6 —I4 7‘2 o é zlt ili —1‘.00 —0‘.75 —0‘.50 —0‘.25 0.60 0.‘25 0.1’:0 0.‘75 1.60
Fig. 123: My = X2 =1 Fig. 12.4: A\ = Ay = —1

Dans le cas A = Ao > 0 (figure[T12.3)), les trajectoires partent & I'infini. Dans le cas A\; = Ay < 0
(figure[T2.4), elles tendent vers 0.

4) A diagonalisable dans IR avec \; < 0 < A, : figure [T2.3] Les solutions sont ici non bornées si
Cs # 0 et les trajectoires tendent (quand ¢ — +00) a étre paralleles a la droite engendrée par 5.

5) A est diagonalisable dans IR avec Ay = 0 # X, : figure[I2.6] Les trajectoires sont paralleles a .
Elles partent a I’infini si A2 > 0 et tendent vers une constante si Ay < 0.
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Solutions en vert-rouge-bleu-violet

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Fig. 12.5: My = =2, X2 =1

12.1.2 A non diagonalisable

Condition initale (-1,0.5) en vert, (4,-7) en violet

10.0
7.5

5.0

-25
-5.0 \

-10.0

Fig. 12.6: Ay = 0, Ao = 1 (vert) et —1 (violet)

On suppose maintenant que A non diagonalisable. On a donc avec A\; = A2 = A € IR et la solution

générale est (C7, Cy arbitraires dans IR) :

CreMp + Coe (Y + ty),

avec Ap = dpet Ay — \p = ¢, ¢ # 0.

Trois cas sont a étudier, selon la position de A par rapport a 0.

. . . 1
Dans les figures d’illustration qui suivent, le vecteur propre est ¢ = [ J .

Comme précédemment, pour les deux premiers cas, quatre conditions initiales différentes sont choisies,
qui donnent les quatre trajectoires en rouge, bleu, vert et violet sur chaque figure.

1) Anon diagonalisable, A < 0 : figure[I2.7] Dans ce cas, les solutions tendent vers 0 et les trajectoires
tendent (quand ¢ — +00) a étre paralleles a la droite engendrée par .

Solutions en vert-rouge-bleu-violet

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Fig. 12.7: A = —1, A non diagonalisable

Solutions en vert-rouge-bleu-violet

Fig. 12.8: A = 1, A non diagonalisable

2) A non diagonalisable, A > 0 : figure [I2.8] Dans ce cas, les solutions sont non bornées et tendent,
quand ¢t — 400, a étre paralleles a la droite engendrée par ¢ (si Ca # 0).



3) A non diagonalisable, A = 0. Dans ce cas, la trajectoire (toujours au sens de “trajectoire dans IR %)
est alors une demi-droite parallele a ¢ car la solution générale est alors

Crp + Co(h + tp).

12.1.3 A diagonalisable dans C

Les valeurs de propres de A sont alors A et A avec A = a +if3, B # 0. Soit ¢ tel que Ap = \p avec
© = o1 + 02, 1, 2 € IR? non nuls. La solution générale du systeme X'(t) = AX(t) est alors, avec
(4, Cy arbitraires dans IR :

C1e™ (cos(Bt)p1 — sin(Bt)pa) + Coe® (sin(Bt) 1 + cos(Bt)ps).

Ici encore, nous distinguons encore 3 car selon la position de « par rapport a 0.

1) A diagonalisable dans C avec o« = 0 : figure [I2.9] La trajectoire (dans le plan x1,x2) est une
ellipse.

vp complexe, alpha=0

Fig. 12.9: A diagonalisable dans C avec A = i3, 5 # 0

2) A diagonalisable dans C avec o > 0 : figure[I2.10|La trajectoire a la forme d’une spirale. La norme
de la solution tend vers +oco quand ¢ — +o0.

vp complexe alpha>0 vp complexe alpha<0

10.0 4
7.5 3
5.0 2
1

25
0

0.0
-1

-2.5
-2

-5.0
-3
-75 4

-4 -2 0 2 4 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Fig. 12.10: A diagonalisable dans C, o > 0 Fig. 12.11: A diagonalisable dans C, o < 0
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3) A diagonalisable dans C avec o < 0 : figure[T2.T1] La trajectoire a ici aussi la forme d’une spirale.
La solution tend vers 0 quand ¢ — +o0.

Remarque 15 (Remarque sur la discrétisation dans le A diagonalisable dans €, a = 0). Le systéme
différentiel est toujours X'(t) = AX (t). Les valeurs propres de A sont \ et X avec A = i3 # 0. On note
© un vecteur propre associé a \, donc Ap = ifp, ¢ #0, ¢ € €2

Pour une condition initiale X *) # 0, la trajectoire de la solution exacte est une ellipse (figure En
particulier, ceci implique que || X (t)|| ne tend pas vers 0 et ne tend pas vert +00 quand t — +o0.

. L . L Xpy1 — X
La discrétisation par le schéma d’Euler explicite, avec pas de temps h, s’écrit Lotl ” An AX,.

Ceci donne, pour toutn > 0, X1 = (I + hA)X,, et donc X, = (I + hA)" Xy

En prenant X = ¢ (on triche un peu car ¢ ¢ IR?), on obtient X,, = (1414hB)" ¢ et donc, en choisissant
une norme sur €2, | X,,|| = |1 4+ ihB"|¢| = (V14 h282)"||¢|| — +oo quand n — 400, comme
dans le cas o > 0, figure[12.10}

: .. . I o Xny1 — X
Si on choisit la discrétisation par le schéma d’Euler implicite, avec pas de temps h, Lotl— An

h
AX,, 41 et donc, pour toutn > 0, X, .1 = (I — hA)7'X,,.
, 1 . 1
B prenant Xo = . on obtent X = (1260 Xl = 11— "l = (el

1—1 1+ h232
On en déduit que || X,,|| — 0 quand n — +o00, comme dans le cas o < 0, figure|12.11

Un exemple explicite est donné dans le tp4 et le td10.

Pour conclure cette étude du cas linéaire, on constate que, pour un systeme linéaire, il existe trois possi-
bilités pour la solution X :

DAXOI 57 oo,
2 X0, 0.

3) X est périodique (ce cas contenant le cas d’une solution stationnaire).

Dans la section suivante, nous allons voir que d’autres cas sont possibles si le systeme est non linéaire.

12.2 Comportement des solutions pour le cas non linéaire auto-
nome
Considérons maintenant le probleme de Cauchy (T2.1) dans le cas non linéaire. La trajectoire dans IR?

est toujours notée v(X) = {X(t),t > 0}. On s’intéresse au cas ol la solution est globale (7,,, = +00)
et bornée, ¢’est-a-dire qu’il existe A € IR tel que || X (¢)|| < A pour tout ¢ > 0.

12.2.1 La solution X est convergente

Proposition 6. Soit X une solution de (I2.1). On suppose qu’il existe a € R? tel que , ligl X(t) = aq,
— oo

alors a est un point d’équilibre, autrement dit f(a) = 0.

Démonstration. On note f; et fy les deux composantes de f, x; et x5 les deux composantes de X et ag
et aq les deux composantes de a. Avec ces notations, le systeme s’écrit



Par le théoréme des accroissements finis, pour tout ¢ > 0, il existe 61 ¢, 02+ €]0, 1] tels que :

zi(t4+1) —xy(t) = 24 (t +010) = fr(X(t 4 014)),
ot +1) —xa(t) = 5(t + 0O21) = fo(X(t+ 024)).
Comme
fi(@i(t+010), z2(t + 01,41)) e fi(a1,a2) = fi(a)
et
fa(@1(t+02.0), 22t + 02,0)) = falar, a2) = fola)
on en déduit que f(a) = 0. O

12.2.2 La solution X est bornée non convergente

On suppose toujours que la solution X est bornée et on suppose aussi qu’il n’y a pas de point d’équilibre.
La solution est donc non convergente.

D’autre part, on sait que la trajectoire ne peut pas se recouper (car nous sommes dans le cas autonome).
Lintuition suggere que la trajectoire va décrire une sorte de spirale sans converger vers un point (car il
n’y a pas de point d’equilibre) et sans aller vers I’infini (car la solution est bornée), comme sur la figure
12.12]

trajectoire en spirale

0.3 A

0.2

0.1

0.0 -

~0.14

—0.2

—0.3

7(‘).3 7(‘).2 7(‘).1 OtO 011 012 013
Fig. 12.12: Trajectoire en spirale

Ceci est précisé dans le théoréme de Poincaré-Bendixson, qu’on admettra (la démonstration dépasse
un peu le cadre de ce cours). Ce théoréme donne un résultat qualitatif trés intéressant sur les systemes
différentiels pour n = 2. Il concerne les systemes du type (12.14).

Théoréme 16 (Poincaré-Bendixson).
Soit X solution (maximale) de (12.1)) et soit D un ensemble fermé borné de IR2. On suppose que :

1) {X(t), 0<t < Ty} CD.

2) D ne contient aucun point d’équilibre.
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Convergence vers une solution périodique

1.001

0.754

0.501

0.254

0.001

—0.251

—0.501

—0.751

—1.001

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 075 1.00

Fig. 12.13: Trajectoire en spirale convergeant vers une solution périodique

Alors, T,,, = +o0 et X(t) “converge” vers une courbe qui est la trajectoire d’une solution pério-
dique de (12.1), au sens suivant :

1) Il existe X solution périodique non constante de (12.1)). On rappelle que “périodique” signifie

3T >0, X(t+T) = X(t), vt > 0.

2) d(X(1),7(X)) = inf{|X(t) = yl, y € v(X)} — 0.

t—+o0
Plus exactement, on définit I’ensemble “w-limite” de X, noté w(X), par :

y € w(X) si il existe une suite (tp)nen telle que lim t, = +ooet lim X(t,) =1y,
n—-+o0o n—-+4o00

et on montre qu’il existe X solution périodique non constante telle que w(X) = (X).

Noter que le fait que T;,, = 400 découle de I'hypothese { X (¢), 0 < ¢t < T,,} C D (qui entraine qu’il
n’y a pas explosion en temps fini). Noter aussi que la solution périodique X est non constante car D ne
contient aucun point d’équilibre.

La figure [T2.13]illustre cette situation : la trajectoire de la solution (en rouge) converge vers la trajectoire
d’une solution périodique (en bleu).

Voici maintenant quatre exemples de systémes différentiels non linéaires autonomes pour n = 2.

Exemple 28 (Le pendule non linéaire). Rappelons I’équation du pendule :
2 (t) + %Sin(x(t)) =0,¢>0. (12.3)

Dans I’équation (I2.3), g > 0 est la constante de gravité et { > 0 la longueur du fil (voir figure 5.1 page
. Onpose x| = vetTy = '

L’équation (12.3) est alors équivalente au systéme suivant :

' (t)
5(t)

w2(t)

} — F(X(1) =
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. . v s g N L. . . T
On sait que (0, 0) est un point d’équilibre de ce systéme. La matrice jacobienne de f au point { 1} est
T2

I ) l 0 1]
T1,%2) = g .
f ~7 cos(zy) O

Sil‘lzl‘gzo,

J£(0,0) [O 11
0)=1 9 .|
f A

Le polynome caractérsitique est \* + % = 0 et les valeurs propres sont A = +ir/g/X.
L’étude du probleme linéarisé ne nous permet donc pas de conclure sur la stabilité ou l'instabilité du
point (0,0). Cette étude peut étre faite en montrant la conservation de I’energie.
En mutipliant (123)) par ' (t) on obtient :
1d,, ..o dy/g
5o @ ()2 = 5 (Y cos(w(t)) =0 124
5@ (1) = 2 (L eosta(t) (124
L’énergie totale du pendule est la somme de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle. A une constante
multiplicative pres, cette énergie est (a ’instant t)
1
B(t) = 5(2'(1))* = & cos(x(t)).
L’équation (12.4) exprime donc la conservation de lénergie totale, c’est-a-dire E'(t) = 0.
Pour retrouver le fait que ’energie est la somme de I'energie potentielle et de I’energie cinétique, on
pose :
Csin(x(t)) , Ccos(z(t))z'(t)
t) = t d t) =
p(t) [6 cos(z(t)) et done p'(t) —Csin(x(t))x'(t)

Le point p(t) est la position du corps pesant a I'instant t (c’est la position du point M dans la figure .
La vitesse du corps est p'(t). On peut ainsi calculer I’energie cinétique et I’energie potentielle :

E.(t) = %még(x'(t))2 et E,(t) = —mgl cos(x(t)).

L’énergie totale est la somme de E. et E,,

1

Eior(t) = Ec(t) + Ep(t) = §m€2 (2'(t))? 4+ mgl cos(xz(t)) (12.5)
— me @(z/(t))? - ‘ZCOS(J:(]S))) (12.6)
= ml’E(t) (12.7)

En résumé, on a E(t) = E(0) pour tout t > 0. Ceci montre que la solution X est a chaque instant sur la
courbe d’équation (1/2)z% — (g/f) cos(x1) = a avec a donné par la condition initiale.

Si 22(0) = 0 et |21(0)| < 7/2, on peut aussi montrer que la solution est bornée et périodique (mais ce
n’est pas fait ici).

1l est intéressant de voir aussi ce que donnent les schémas numériques pour ce systeme dans le cas
22(0) = 0 et |21(0)| < /2. On note h le pas de temps.
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1) Avec le schéma d’Euler explicite, pour g/¢ = 1, x(0) = 7/4, '(0) = 0 et h = 0.1, la solution
semble “exploser” pour T = 50. Mais la solution approchée converge néanmoins vers la solution

exacte quand h — 0.

2) Avec le schéma d’Euler implicite, toujours pour g/¢ = 1, z(0) = n/4, '(0) = 0 et h = 0.1,
la solution semble tendre vers 0 pour T = 50. Ici aussi la solution approchée converge vers la
solution exacte quand h — 0. Noter qu’avec ce schéma implicite, la méthode de résolution (a
chaque pas de temps) par I’algorithme de Newton fonctionne tres bien.

3) Avec le schéma de Heun, la solution approchée est trés nettement meilleure que pour les schémas
d’Euler. La solution approchée est déja trés proche de la solution exacte pour g/¢ = 1, x(0) = 7 /4,

2'(0)=0eth =0.1.

Exemple 29 (Equations de Lotka-Volterra, systeéme proie-prédateur). Soient a,b,c,d € ]Ri, etxg, Yo €
IR”. ; on considere le systéme différentiel suivant :

' (t)
y'(t)

avec la condition initiale

ax(t) — bz (t)y(t), t >0, (12.8)
—cy(t) + dz(t)y(t), t >0, (12.9)
z(0) = o, (12.10)
y(0) Yo- (12.11)

On peut montrer que les solutions sont périodiques (cela faisait partie de I’examen de janvier 2020). Les
schémas de Heun et de RK4 donnent une excellente approximation sans avoir besoin de prendre un pas

de temps trés petit.

RK4, a=2 b=3 c=d=1

1.6

1.4

1.2

1.0 A

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 0.5

1.0

15 2.0 2.5 3.0

Fig. 12.14: Systeme proie-prédateur

La figure |12.14| donne la trajectoire dans R? (plan (z1,x2)) de la solution périodique autour du point

¢ a
d’équilibre 70 ) pour zo = 3etyo =1

Exemple 30 ( Effet tunnel (TDS)).
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On considere le probleme de Cauchy suivant :

2 (t) = o (t) + a1 (t) — 23 (1), t >0 (12.12a)
xh(t) = —x1(t), t >0 (12.12b)

On pose X (t) = [28} ot

zo(t) + o1 (t) — 23t
ixy = [0 0= a0,
de sorte que le systeme s’écrit X' (t) = f(X(t)). Le seul point d’équilibre est 0 (c’est-a-dire 11 = x5 =

0). La matrice jacobienne de f au point X = Fl} est
()

1-322 1
Jf(l'1;372):{ 1 ! 0]7

et donc
1 1
J(0) = [_1 0] :
1+iv3

instable. Plus précisément, soit X une solution maximale du systeme [[2.12a{12.12b| on peut montrer
qu’il existe ¢ > 0 t.q. || X(0)|| > e implique || X (t)|| > € pour tout t € [0,Ty,[ (o0t Ty, est le temps
d’existence de cette solution maximale).

1l est assez facile de montrer que T, = +00. En effet, On pose

Les valeurs propres de J;(0) sont complexes conjuguées, X = . Le point d’équilibre O est donc

1 1
B(t) = La3(0) + Sa3(0)
En multipliant (12.123) par x1 et (I2.12b) par x5, on obtient
E'(t) = 23(t) — 1(t) = 27 (t)(1 — 21(1)) (1 + 21(1)). (12.13)

De I’égalité (1Z.13), on déduit que E'(t) < 1 (car le maximum de la fonction y — y*(1 — y)(1 +y) est
inférieur a 1). On en déduit E(t) < E(0) + t et donc x%(t) + 23(t) < 2E(0) + 2t pour tout t € [0, T,y,|.
La solution est donc globale (c’est-a-dire T,, = +00).

Nous pouvons aussi déduire de (12.13)) le signe de E'(t) :

E'(t)>0siz €] —1,1[et E'(t) < 0sixy ¢] — 1,1[.

Donc si |x1]| > 1 alors E décroit et si |x1| < 1 E croit.

Un travail supplémentaire (non détaillé ici) permet de montrer que la solution est bornée. Il existe A > 0
tel que | X (t)|| < A pour tout t > 0. En prenant D = {Y € R? ¢ < |Y|| < A}, le the’oréme
s’applique, et X (t) “converge” vers la trajectoire d’une solution périodique. Ceci prouve, en particulier,
Uexistence d’une solution périodique.

Un exemple de solution est donné dans la figure (dans le plan (x1,22)). La condition initiale est
3’21(0) = 05, IL‘Q(O) =0.
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effet tunnel

1.0 A

0.5 A

0.0

—0.5

~1.0

—i.U —6.5 UjO 025 le
Fig. 12.15: Effet tunnel, solution avec x1(0) = 0.5, 22(0) =0

Exemple 31 (Exemple tiré du livre de Martin Braun).
Considérons le probleme suivant :

(1) = —2o(t) + 21 (1)1 — 21 () — 22(1)?), t >0 (12.14a)
ah(t) = a1 (t) + 22(t)(1 — @1 (t)* — 22(t)?), ¢t > 0. (12.14b)
En multipliant (12.14a) par x, et (12.14b) par x5 on obtient :
1

L+ a3) = @+ a1 - ad - a))

1
On pose alors r* = x% + 2, r > 0, et on obtient 5(7“2)’ = 1r2(1 —1?). On effectue un autre changement

de variable en posant r*> = z. On obtient ainsi une nouvelle équation :
2 =2z(1-2)

On sait résoudre cette équation (ceci peut se faire, par exemple, en décomposant en éléments simples
Dexpression 1/z(1 — z)) on trouve ainsi z puis r. En notant rqo la valeur de v pour t = 0, la solution est,

sirg # 1,

(t) = —
T =
\/T(2) 4 67215(1 _ 7’3) t—+o0
(En particulier, ceci montre que les solutions maximales de[12.14a[12.14D]sont globales). La figure[I2.16|

donne la solution pour r (en fonction de t) lorsque ro = 0.5 (courbe bleue) et lorsque ro = 1.5 (courbe
rouge).

Pour le systeme |12.14af{12.14b| le seul point d’équilibre est 0. Lorsque 1o > 0, comme . ligl r(t) =1
— 400

(et que r(t) # 0 pour tout t) la solution reste dans une partie D fermée bornée de IR?, le théoreme
s’applique et la trajectoire de cette solution converge vers la trajectoire d’une solution périodique. La
trajectoire de cette solution périodique est le cercle de rayon 1.

En fait, il est possible de résoudre completement le probleme de Cauchy pour le systéme [I2.14al{12.140]
On a déja trouvé la solution pour r. Un petit calcul donne que x1(t) = r(t)cos(0(t)) et z2(t) =

rsin(0(t)) avec 0'(t) = 1 et donc (t) = 0(0) + t pour tout t > 0.
h

La figure|12.17|ci-dessous donne la trajectoire dans R? pour la condition initiale x1(0) = z2(0) = 0.1.
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solution r

Fig. 12.16: Graphe de r = \/2? + 3, (x1, z2) solution de (12.14) pour ry = 0.5 (en bleu) et 7y = 1.5
(en rouge)

Exemple Braun

1.00 4

0.751

0.50 1

0.251

0.004

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 1.00

Fig. 12.17: Trajectoire pour le probleme (12.14), avec condition initiale 21 (0) = 22(0) = 0.1

108



	Cours 1. Équations linéaires du premier ordre
	Équation linéaire homogène
	Équation linéaire non homogène
	Recherche d'une solution particulière
	Variation de la constante, Facteur intégrant, Réduction d'ordre
	Application : l'expertise de tableaux d'art

	Stabilité par rapport à la donnée initiale

	Cours 2.  Équations non linéaires du premier ordre
	Exemples d'existence locale, globale et de non unicité
	Résultats d'existence et d'unicité

	Cours 3. Les preuves : Cauchy Lipschitz et explosion en temps fini
	Preuve du théorème 1
	Forme intégrale du problème de Cauchy
	Décomposition de la preuve du théorème 1
	Preuve de (P1)
	Preuve de (P2)
	Preuve de (P3)

	Preuve du résultat d'explosion en temps fini
	Rappel du résultat et preuve
	Commentaires et exemples


	Cours 4.   Schémas numériques
	Introduction
	Schémas numériques explicites
	Euler explicite
	 Schéma de Heun: RK2, Runge-Kutta 2 
	Schéma RK4

	Schémas numériques implicites
	Premier exemple: une équation linéaire
	Deuxième exemple: une équation non linéaire

	Détermination numérique de l'ordre d'un schéma

	Cours 5.  Équations différentielles linéaires du second ordre
	Équation homogène du second ordre
	Équation à coefficients constants, cas de deux racines réelles
	Équation à coefficients constants, cas de deux racines complexes
	Équation à coefficients constants, cas d'une racine double 

	Équation non homogène

	Cours 6.  Systèmes différentiels linéaires
	Définitions
	Systèmes homogènes
	Cas des systèmes différentiels linéaires autonomes
	Cas d'une matrice diagonalisable dans IR
	Cas d'une matrice diagonalisable dans Cl (mais non dans IR)
	Cas d'une matrice non diagonalisable


	Cours 7.  Partiels corrigés
	Cours 8.  Exponentielle de matrices
	Premier cas : La matrice A est diagonalisable…
	…dans IR
	…dans Cl

	Cas général
	Bien-fondé de la définition de l'exponentielle
	Dérivée de t etA
	Produit de matrices exponentielles

	Calcul de l'exponentielle d'une matrice
	Résolution des systèmes non homogènes

	Cours 9.   Systèmes non linéaires
	Existence, unicité, solution maximale
	Stabilité des systèmes autonomes
	Systèmes autonomes linéaires
	Systèmes autonomes non linéaires


	Cours 10.   Preuves des théorèmes de stabilité
	Preuve du théorème de stabilité linéaire
	Cas linéaire, une seule équation (n=1)
	Cas linéaire, système, n=2

	Preuve partielle du théorème de stabilité, cas non linéaire
	Exemples
	Pendule non linéarisé
	Modèle de Lotka-Volterra


	Cours 11.   Schémas numériques pour les systèmes
	Exemples de schémas numériques
	Propriétés de conservation d'un schéma
	Conservation de la positivité
	Conservation de l'énergie
	Fonction de Lyapunov

	Convergence et estimation d'erreur.
	Estimation d'erreur
	Convergence sans régularité sur la solution exacte

	Résolution des systèmes non linéaires

	Cours 12.   Comportement des solutions pour n=2
	Comportement des solutions pour le cas linéaire autonome
	A diagonalisable dans IR
	A non diagonalisable
	A diagonalisable dans Cl

	Comportement des solutions pour le cas non linéaire autonome
	La solution X est convergente
	La solution X est bornée non convergente



