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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible
Soit Q2 un ouvert borné de IR de frontire 9Q = Q \ Q. Soient a,; ; € L°(Q), pouri,j = 1,..., N. On suppose
que les fonctions a; ; vérifient I’hypothése d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N

Ja > 0; VE = (&,....&n) € RN, D ai ;685 > alé]® pp. dans Q. 2.1
i,j=1

On se donne f € L?(Q) et g : 9Q — R, et on cherche une solution au probléme :

N N
=D dilaii(@)5u)(x) = f(z), z € Q, (2.2a)

i=1j=1
u(z) = g(x), € 09, (2.2b)
ol 0;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-eme variable.
Exemple 2.1 (Le Laplacien) Si on prend a; ; = 0; ; (c’est-a-dire 1 si i = j, 0 sii # j), alors le probleme (2.2)
devient
—Au = f sur €,
u = g sur 0f).

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;; € C Q) pour tout i,j = 1,.. -» IN. On suppose que
f €C(Q) et g € C(OQ). On appelle alors solution classique de (2.2) une fonction u € C?(Q) vérifiant (2.2).

On rappelle que pour tout k € INU{-+o00}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions 2 §2 des fonctions appartenant
aCk(RYN).

I n’existe pas forcément de solution classique a (2.2). Mais il existe des solutions en un sens plus faible que I'on va
définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0, avec a; ; € C HQ)et f € C(Q),
et supposons qu’il existe une solution classique v € C?(€2). Par définition, celle ci vérifie :

N N
=33 " 0ilai j(2)05u)(x) = f(x), Yz € Q.

i=1 j=1
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Soit ¢ € C2° () ; multiplions I’équation précédente par ¢ (z) et intégrons sur €2 :

N N

- [ XX ttass@d@) | wle) do = [ fa)ete) de, vo e C (0.

i=1 j=1

Une intégration par parties donne alors :

/Q ZZ(J” x)0;p(x dx—/f x) dz, Yo € CZ(Q). 2.3)

i=1 j=1

Comme u € C?(Q), ona dju € C1() C C(Q) C L*(Q), et Dju = d;ju p.p (come cela a été vu au Chapitre 1).
De plus u € C(Q2) C L?(2) et donc u € H' (). Enfin, comme u = 0 sur 92, on a finalement u € H{ () (voir
I’exercice 1.14).

Soit v € H}(), par densité de C°(£) dans H} (1), il existe une suite (¢, )neny C C°(Q) telle que ¢, — v
dans H'(Q), ¢’est-d-dire ©,, — v dans L2(Q) et d;¢,, — D;v dans L?(2) pour s = 1,..., N. En écrivant (2.3)
avec ¢ = (p,, on obtient :

/Q ZZ%J 2)dipn (x dw—/f )n () dz,

=1 j5=1

et en passant a la limite, on obtient que u satisfait le probleéme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2) (lorsque g = 0)

u€ Hl(Q)
/ ZZOL” z)D;v(z) | dz = A f(@)v(x) dz, Vo € H (). 24

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probleme (2.2) (lorsque g = 0) est solution faible,
c’est-a-dire vérifie (2.4).

Remarque 2.3 (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ot a; ; = a;,; p.p. pour ¢ # j, u est
solution de (2.4) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle formulation variationnelle :

u € Hy (),
J(u) < J(v),Yv € Hy (%), (2.5)

ot la fonctionnelle J est définie par : J(v / Z Z a; ;DyvDjv | dx.

i=1 j=1

La démonstration de I’existence et de I’unicité des solutions des problemes (2.4) et (2.5) utilise le lemme de Lax-
Milgram, que nous rappelons ici :

Lemme 2.4 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-/-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, ) une application bilinéaire de H x H dans R qui est
— continue, ce qui équivalent & dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € H?, on a |a(u,v)| < c||lul|||v],
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

— coercive sur H (certains auteurs disent plutét H-elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
u € H, alu,u) > allul?,

et soit T une forme linéaire continue sur H.

Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T'(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nue H YweH, aluv)=T(©).

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H = R définie par J(v) = La(v,v) — T(v) pour tout v de H, c’est-a-dire :

J(u) :f]%i}} J(v) et J(u) < J(v) siu #v.

Notons que dans le cas ol la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire sur H équivalent
au produit scalaire initial. Dans ce cas, le lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoréme de
représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram au probleme (2.4), nous aurons besoin de I’inégalité de Poincaré :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soir Q un ouvert borné de RY (ou qui est au moins borné dans une direc-
tion), alors il existe Cq, ne dépendant que de € tel que

lullr2(0) < Call |Vulllr2(), Yu € H) (). (2.6)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR™. On adonc

N
1190 220y = / V) Pde = 3 / Dyu(a)*de.
i=1

Démonstration Par hypothese sur ©, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[xIR™ . Soit u € C°(£2), on prolonge
u par 0 en dehors de €2, on a donc :
u € C®(RN),u = 0 sur Q°.

Soit x = (x1,...,xy5)t = (x1,y)" € Q avec x, €] —a,a[ety = (2,...,25) €ERY 1. Ona:

u(xlvy) = alu(tvy) dt7

J —a

et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

a1, y)|? < (/ Oru(t, )| dt>2 <% / (Drult y)? dt.

—a —a

En intégrant entre —a et a, on obtient :

/ (s, )|? das < 42 / (Orult,y))” dt,

et donc, en intérrant par rapport a y,

/ ()2 dz < 4a? / (Oru(z))? de, Yu € C=(Q) @)
Q Q
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

On procéde ensuite par densité ; pour v € Hg (£2), il existe une suite (u,, )nen € C°(R) telle que u,, — u dans
H}(Q). On a donc u,, — u dans L?(Q) et ;u — D;u dans L?(2). On écrit alors (2.7) pour u,, et en passant a la
limite lorsque n — 400, on obtient :

N
lulZ2(q) < 4a®| Drullfeig) < 4a® ) |1Diull72(q) = 40® | [Vl [72(q)-
i=1

Théoréme 2.6 (Existence et unicité de la solution de (2.4)) Soit 2 un ouvert borné de R”™, f € L2(), et soient
(@i,j)ij=1,..n C L>®(Q) et o > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.4).

Démonstration Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram on écrit le probleéme (2.4) sous la forme : u € H;
a(u,v) = T'(v) pour tout v € H, avec H = H&(Q) (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme définie
par ||ul| g1 o) = ([|ull? 12 TVl HLz(Q)) ), et avec a et T' définies par

a(u / ZZaw z)D;v(z) | dz et T'(v /f

=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 7" est bien continue. En effet,

IT()| < Nvllzllfllez@) < ol @l fllzz@)-
Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :

N

la(u, ) <Y llai gl @ IDiull L2 @) |1 Divll 2 ) < Cllull i@ o)l @),
7,7=1

avec C = YN =1
Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 8 € R tel que a(u,u) > 5”“”?{1(9)7 pour tout u € H ().

Par hypothése sur a, on a :

a(u / Zza” ) Diu(z) dxza/Q <Z]V1|Diu(x)|2) dx:a/Q|Vu(m)|2dac.

i=1j=1

[la: || o= (c2)- Elle est donc continue.

On applique alors I’inégalité de Poincaré (2.6) :
N N
lullF ) = lullZa) + D I1Diullfa () < (C& +1) Y [ Diullza ),
i=1 i=1
d’ou on obtient que :
Z 1D; U||L2(Q) 02 T1 HUHHl(Q)a
et donc

N

«
a(u,u) > a ) ||DulZz0) 2 mz— lullin o)
; r20) Z gz @)
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2.2. ANALYSE SPECTRALE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la solution
du probleme (2.4). [ |

Pour u € H}(2) on pose lull i) = [ [Vul || 12(e)- L'inégalité de Poincaré permet de montrer que sur HY(Q)
cette norme est équivente a la norme de H*(€2) (sous les hypothéses du lemme 2.5). Ceci est en fait démontré dans
la démonstration du théore¢me 2.6.

Par le lemme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire I’existence et I’unicité dans le cas ou le second
membre de (2.4) est donné par un élément de H () (dual de HZ (), ¢’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires
continues sur H}(2)).

Théoréme 2.7 (Existence et unicité, 7 € H1) Soient Q un ouvert borné de R”, (@i ;)i j=1,.,n C L>®(Q) et
a > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Soit T € H~1(S2), il existe alors une unique solution u de :

u € Hy (%),

/Q Z Z ai j(x)Dju(z)Dv(z) | doz =T (v),Yv € Hj(1). (2.8)

i=1 j=1

Soit  un ouvert borné de RY et f € L'(Q). Il est intéressant de savoir si ’application ¢ Jo f(@)e(x)dx
(définie, par exemple, pour ¢ € C°(12)) se prolonge en un élément de H ~1(Q2) (et dans ce cas, le prolongement
sera unique par densité de C°(2) dans H}(€2)). En dimension N = 1, I’hypothése f € L!(2) est suffisante. En
dimension N > 3, ’hypothese f € LI(Q), avec ¢ = 2N /(N +2) est suffisante. En dimension N = 2, I’hypothese
f € LY(R), avec ¢ > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans I’exercice 2.8.

Lexistence et 1’unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice 2.4 traite le
cas des conditions de Neuman et 1’exercice 2.6 les conditions dites de Fourier (ou de Robin, selon les auteurs). La
résolution du probéme de Neuman permet d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un élément de L2(2)%,
appelée décomposition de Hodge, exercice 2.9. L’exercice 2.5 s’intéresse a des conditions aux limites apparaissant
en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme elliptique sur un ouvert  de IR? avec un
probléme elliptique unidimensionel sur le frontiere de €2, ceci est I’objet de 1’exercice 2.11.

Les exercices 2.10, 2.12 et 2.7 montrent I’existence (et I’unicité ou une “unicité partielle") pour des systeémes
elliptiques (probleme des Stokes et équation de Schrodinger).

Enfin, il est possible de traiter des problémes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors

[

des espaces de Sobolve dit “a poids", exercice 2.3.

2.2 Analyse spectrale

2.2.1 Quelques rappels

Soit E un espace de Banach réel, et T' une application linéaire continue de £ dans E. On note :

e o(T) ={X € R;T — AI est non bijective} I’ensemble des valeurs singulieres de T,

e p(T)={) € R;T — M estbijective} = IR \ o(T") ’ensemble des valeurs régulieres de T,

e VP(T) = {X € IR; T — A est non injective} I’ensemble des valeurs propres de T,

Lorsque dim E < 400, on a VP(T') = o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, & condition que
I’opérateur 71" soit linéaire continu et compact. Plus précisément, dans ce cason a : VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}.
Le théoreme suivant donne ce résultat dans les espaces de Hilbert séparables et pour un opérateur autoadjoint.

EDP, Télé-enseignement, M2 3 2



2.2. ANALYSE SPECTRALE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Proposition 2.8 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soir E un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-,-)g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint dont le noyau N(T') =
{u € E; T(u) = 0} est réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de
T, c’est-a-dire d’éléments de E, notés e, n € IN, vérifiant (en, em)E = On.m et tels que si u € E, alors u peut
s’écrire u = Zn€ ~ (U, en) gey, (cette série étant convergente dans E), et les valeurs propres X\, € R associées,
i.e. telles que Te,, = A\ ey, sont telles que \,, — 0 lorsque n — +o0.

2.2.2 Le Laplacien

On va considérer dans cette section, pour simplifier, le cas du Laplacien. Soit §2 un ouvert borné de RY. On
rappelle que Au = Zfil 02w si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement

localement intégrables, on pose, si u € Llloc(Q), Au = Zf\; Dfu. On définit maintenant un opérateur A d’une

partie de L?(Q2) dans L?(2) en définissant d’abord son domaine D(A) :
D(4) = {u € HY(Q): Au e LXQ)},
Puis on pose Au = —Awu siu € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L%(Q) — L3(Q).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L?((2), il existe une unique solution au probleme (2.4) qui

s’écrit, pour le Laplacien, c’est-a-dire avec les valeurs a; ; = 6; 5,7, =1,..., N :
u € Hy (),
/ Vu(z)Vu(z) de = / f(x)v(x) dz, Yo € H3(Q). 2.9)
Q Q

Grace 2 la densité de C°() dans H}(€2), la fonction u est solution de (2.9) si et seulement si u € D(A) et
—Au = f p.p. (c’est-d-dire —Au = f dans L?(Q)). L’opérateur A est donc inversible. Son inverse, 1’opérateur
A~1, est défini de L2(€2) dans L2(Q) par A1 f = u ol u est solution de (2.9). Cet opérateur est injectif mais non
surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.

Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de A=, on va démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 2.9 Soit Q un ouvert borné de R™. Pour f € L%(Q), on note T f I'unique solution de (2.9). L’opéra-
teur T est linéaire continu compact et autoadjoint de L*(Q) dans L?(Y). De plus N(T) = {f € L?*(Q), Tf =0
p.p-t = {0}
Démonstration 11 est immédiat de voir que T est linéaire. On remarque tout d’abord que N(T) = {f € E,
Tf =0p.p.} = {0}. Eneffet, soit f € L?(Q) t.q. Tf = 0 p.p.. On a donc, d’apres (2.9),
/ fudx = 0 pour tout v € H} ().
Q

Comme H} () est dense dans L2(€2) (on a méme C2°(Q2) dense dans L2((2)), on en déduit f = 0 p.p..

On montre maintenant la continuité de T'. Soit f € L?(2) et w = T f. En prenant v = u dans (2.9), on obtient

lullzz o) :/QV“'VU dz = /qu dz < || fll2@)llull L2

Par I’inégalité de Poincaré, il existe C; € IR ne dépendant que de (2 tel que Hu||%2(m < Cq Hu”%lé(ﬁ)’ et donc :
N
lullZiz @) = D 1PullZa iy < Iz llull2 @) < Callf lr2lullmy -
i=1

EDP, Télé-enseignement, M2 3 3



2.2. ANALYSE SPECTRALE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

On en déduit que ||ul| 71 () < Callfllr2(a) et donc :

ITFN1Z20) = llullZ2) < CQHUH?HQ}(Q) < Gl f 11720
ce qui démontre la continuité de T'.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7' est compact, ¢’est-a-dire que I'image 7'(B) d’un ensemble B borné de
L2(€2) est relativement compact dans L?(£2). On peut écrire T sous la forme T = I o T, ol I est I’injection
canonique de H} () dans L%(Q) et Ty est ’application qui & f € L?(Q) associe u = T'f € H}(Q). L’application
Ty est continue de L?(Q2) dans H{ () (car ITfllzi) < CallfllL2)) et Uinjection I est compacte par le
théoreme de Rellich (théoreme 1.22 page 9), et donc 1’opérateur 7" est compact.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7 est auto-adjoint, c¢’est-a-dire que

(Tf.9) 2 = (f.T9)12(0), Vf, 9 € L*(Q). (2.10)

Soient donc f et g € L2(£2), u 1’'unique solution de (2.9), et v I’'unique solution de (2.9) ol on a remplacé f par g
dans le second membre. On a, comme v est solution de (2.9) ot on a remplacé f par g :

(Tf,9)r2@) = / Tfgdr= / uwgde = / Vu - Vo dz.
Q Q Q
On montre de méme que (f,Tg)12(q) = [o Vu - Vv dz, ce qui démontre (2.10). [

D’apres le théoréme 2.9 et la proposition 2.8, il existe donc une base hilbertienne (e, ),en+de L?(Q) formées de
fonctions propres de T'. Les valeurs propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L%(Q) et
f#0,alorsu=Tf#0et

(Tf, N2 = (u, fre@) = /QVU -Vudr = ||UH§15(Q) >0,

et donc si A,, € VP(T), est associée au vecteur propre e, # 0, on a T'e,, = A, e,, et donc, comme e,, # 0,

)\n(en76n)L2(Q) = (/\nevuen)LQ(Q) = (T67Laen)L2(Q) > 0.
La suite (A, )new est donc formée de nombres strictement positifs. Quitte a changer I’ordre des A, on peut
supposer que cette suite est décroissance. Enfin, la proposition 2.8 donne que lim,,—, 1 o Ay, = 0.

L neIN* avec i, > 0, Vn € IN et

Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs p, = 5,
n

ln — +00 lorsque n — 4-00.
On peut alors caractériser le domaine de 1’opérateur Laplacien D(A) de la fagon suivante :

Soitu € L*(Q), [u € D(A)] «— Z ui(u,en)iz(g) < +o0.
nelN

De plus si u € D(A), alors Au = > i, (u, €n)12(Q)€n- On peut ainsi définir les puissances de I’opérateur A :

Définition 2.10 (Puissance de opérateur) Soir Q un ouvert borné de R”, Au = —Au avec D(A) = {u €
HYQ); Au € L2(Q)}. On note (en)new+ une base hilbertienne de L?(Y) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (jin)new+. Soit s > 0. On définit

+o00
D(A%) = {u e L*(Q): Zuff(u,en)%zm) < 400}

n=1

EDP, Télé-enseignement, M2 34



2.3. REGULARITE DES SOLUTIONS CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Et pour u € D(A®), on peut alors définir A*u par :

—+o0
Ay = Z,ufl(u, en)LQ(Q) .

n=1
Cette série étant convergente dans L?(12).

Pour s = 0,0na D(A%) = L2(Q) et A% = u : AY est I’opérateur identité.

Pour s = 1, on retrouve 1I’opérateur A.

Pour s = 3,0ona D(A?) = {u € L2(Q); 1% i (u, €n)72(q)y < +00}. On peut montrer que D(Az) = HL(Q),
etona Azu = Y"1 /i, (u, en)L2(q)-

Pour le cas N = 1, Q =]0, 1], Le théoréme de décomposition spectrale est détaillé dans I’exercice 2.2.

2.3 Régularité des solutions faibles

Sous les hypotheses (2.1), on sait par les résultats précédents qu’il existe une unique solution au probleme (2.4),
et on se demande quelle est la régularité de cette solution en fonction des données du probléme. Le probleme est
assez simple en dimension N = 1, voir I’exercice 2.1, mais beaucoup plus difficile en dimension N > 1.

Théoreéme 2.11 (Régularité de la solution du probleme de Dirichlet)
Sous les hypotheses (2.1), soit u € H}(Q) la solution de (2.4).
1. Sia;; € CY(Q) pouri,j=1,...,N et Qestafrontiere C?, alors, pour tout f € L*(), onau € H*(Q).
2. Sia;; € C®(Q) pouri,j = 1,...,N, si Q est a frontiere C*°, et si f € H™ () avec m > 0, alors
u € H™2(Q).
En conséquence, si f € C*> 7(@) alors u € C*(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f € H™(Q)
avec m > % alors u € C?(Q) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.12 (Optimalité des hypotheses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les
hypotheses a; ; € C'(€2) et Q est a frontiere C2.
Par contre dans le cas du Laplacien, ¢’est-a-dire a; j = d; ;, si {2 est convexe, alors u € H?({2) dés que f € L?(€).

Idée de démonstration du théoréme 2.11, premiere partie
On se ramene par la technique dite des “cartes locales" au cas 2 = ]Rf = {(z1,9),y € R z; > 0}, etau
probléme suivant :

u € Hy(9),
/ Vu-Vodr = / foda,Yu € Hi(Q).
Q Q

et on applique ensuite le théoréme 2.15. Ce théoréme montre que la solution de ce probléme appartient 3 H2 (]Rf ).

La démonstration du théoréme 2.15, due 4 L. Nirenberg ' que nous énongons un peu plus loin nécessite les lemmes
techniques suivants, que nous enongons pour N = 2, pour simplifier :

1. Louis Nirenberg (né en 1925) est un mathématicien Canadien qui a beaucoup contribué a la théorie des équations aux dérivées partielles
linéaires et non linéaires.
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I;emme 2.13\S0it Q :11R3_ = {(}xl,.y), x1 >0,y € R}. Soit g € L%(Q) et, pour h > 0, U, g défini par :¥;,g =
#(gn — g), ot gn € H(R) est définie par g, (x) = g(x1, w2 + h). Alors [|¥hgllg-1() < llgllL2()-

Démonstration Soit g € L?(2), par définition,
quhg”H—l(Q) — sup{/ VU,gvde, v e H&(Q), HU”HI(Q) <1},
Q

et donc, par densité de C2°(Q) dans H} (1),

A
=
inad

1Wngli-1 ) = sup{ / Ungvde, v e C2(Q), o] <
Q

Soit v € C°(Q) tel que ||v]| g1y < 1.
1
/ Vhgvde = E/ / (9(@1, 22 + h) — g(@1,22)) v(21, 72) day s
Q Ry /R

1 N - N
= E/ / g(x1,Z2)v(x1, Zo — h) dzy dEg — / / g(x1,x2)v(21, 22) dq dg
R, JR R, JR

= _/ / g($17x2)v($17$2 - h)hi U(-’El,l‘z) dml d!L‘Q.
Ry JIR -

Donc, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

v .7~—h —v -’.
| [ Wag o da] < llgllee 1700 o < gl ol < lollzxe-
Q —h

On en déduit que ||‘I’hg||H71(Q> < gl 2o n

1
loc

Lemme 2.14 Sous les hypothéses du lemme 2.13, soit u € Li. (), alors Ypu — Dou dans D* lorsque h — 0.

Démonstration On pose D = C2°(2). Soit ¢ € D ; on veut montrer que

/ Upu @ dr — —/ ubap dx = (Dau, p)p+ p lorsque h — 0.
Q Q

Or
h) —
/\I/hwp dx:/ / ulws, o + }) u(xl’mz)w(th)dm dzy
Q Ry JR v
= —/ / u($17x2)80(ml71.2 - h) B SD(Il,:EQ) dl’l deQ.
R, /R —h

Mais “"(wl’zz_h)h_ e(21:22) 9, uniformément lorsque h — 0, et le support de cette fonction est inclus dans un

compact K de €2, indépendant de h si |h| < 1. Donc limy, fﬂ Upupdr =— fQ udyp dz. [ ]
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Théoréeme 2.15 (Nirenberg) Soir ) = IRf = {(z1,9),y € RV a1 > 0} et f € L*(Q), et soit u €
H}(Q) (]Rf) solution du probléme suivant :

u € Hy(9),

/Vu-Vvdac:/fvdwNvEH&(Q). (2.11)
Q Q

Alors w € H*(RY).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. Soit u € H3 () solution de (2.11), u vérifie
donc :

/Vu-Vvdx—l—/uvdx:/gvdx,VveHé(Q), olg=u+feL*N).
Q Q Q

On a donc
(u,v) i) = /IR2 gvdz < |lgllg-—@ollvla @), (2.12)

T

puisque, par définition, ||g|| -1 (o) = sup{ [R> g v dz, v € Hi(Q), [v]l g1 (o) < 1}, ob, comme d’habitude, on
T

confond I"application T, qui 2 v € HJ () associe [ gv d, qui est donc un élement de H~!(f2), avec la (classe

de) fonction(s) g € L?(€2). On prend v = u dans (2.12). On obtient |[u| g1 (o) < [|g]lg-1(a)-

Pour montrer la régularité sur Dou, on introduit la fonction Uu = 1 (uj, — u) ot up € H{ () est définie par

up () = u(x1, 2 + h). Comme v vérifie (2.11), uy, vérifie [, Vuy, - Vo dz = [, frv dz ot fr(z) = f(z + h),
etdonc Wpu = +(up — u) appartient 2 H§ () et vérifie

/ VU,u-Vode = / Wy, fv dz pour tout v € H&(Q).
Q Q

On en déduit que (¥p,u,v) g1(q) = [ Yagv dz, et done que ||¥pull 1) < [[Whglla-1(o)- Par le lemme 2.13,
comme g € L%(f), on a donc

IWhullmr ) < llgllL2@)-
Prenons maintenant & = - et faisons n — +oc. Par ce qui précéde, la suite (¥ 1u) ey est bornée dans H{ (),
il existe donc une sous-suite encore notée (V1 u),eN, et w € Hi () telle qug Uiy — w dans HE () faible
(¢’est-a-dire S(¥ 1 u) — S(w) pour tout S € ITI_l(Q)). "

Donc W1 — w dans D*. Mais par le lemme 2.14, 1w — Dyu dans D*. Donc Dyu = w € H} (), et par
conséquent, Dy Dau € L2(2) et DyDou € L2(€2). Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que Dy Dyu €
L2(Q). Pour cela, on utilise 1’équation satisfaite par u. En effet, comme u est solution faible de (2.4), on a —Au =
f dans D*, et donc D1 Dyu = f — Dy Dou ce qui prouve que D1 Dyu € L? (Q). Ceci termine la preuve. ]

Remarque 2.16 (Plus de régularité...)

1. Supposons que a; ; € C(Q) et que  est & frontiere C2. On a déjé vu que si f € L2(Q) alors u € H?().
On peut montrer que si f € LP(£2) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).

2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L (). On peut montrer (c’est un résultat de Meyers)
qu’il existe p* > 2 tel que si f € LP(Q) avec 2 < p < p*, alors u € W2P(Q).
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3. Toujours dans le cas a; ; € L°°(£2), on peut montrer (ce résultat est dfi 2 Stampacchia?) que si f € LP(),
avec p > %, alors u € L>(9).

4. 11 est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exer-
cice 2.4 donne un exemple avec les conditions de Neuman, 1’exercice 2.6 un exemple avec conditions de
Fourier et ’exercice 2.7 traite I’exemple du systeme elliptique induit par I’équation de Schrodinger (qui est
généralement présenté comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

2.4 Principe du maximum

Question. (Positivité de la solution faible.) Soit 2 un ouvert borné de RrRY , N >1,a;; € L®(Q), pouri,j =
1,..., N. On suppose que les fonctions a; ; vérifient (2.1). Soit f € L?(Q) et u la solution de (2.4). On suppose
que f > 0p.p.. A-ttonu > 0 p.p.?

Remarque 2.17 On suppose que u € C?(), —Au = f dans Q et u = 0 sur le bord de © (la fonction u est donc
une solution classique avec a; ; = 0sii # leta;; = 1sii = j). On suppose aussi que f > 0 dans Q2. On va
montrer que u > 0 dans 2. Pour cela, on raisonne par 1’absurde. On suppose qu’il existe @ € Q t.q. u(a) < 0. On
choisit alors z € Q t.q. u(r) = min{u(y), y € Q} (un tel x existe car  est compact, u continue et u = 0 sur le
bord de 2). On a alors
diu(x) = 0 et O?u(x) > 0 pourtouti € {1,...,N}.

Ceci donne Au(z) > 0en contradiction avec Au(x) = — f(z) < 0. On obtient donc finalement que u(z) > 0 pour
tout # € €. Un argument supplémentaire (consistant a considérer, par exemple, la fonction u.(z) = u(z) — ex?
pour ¢ > 0 et e — 0) permet de remplacer I’hypothese f > 0 par f > 0. La question posée au début de ce
paragraphe consiste donc a étendre cette propriété de positivité aux solutions faibles.

Nous donnons maintenant deux petits lemmes, diis 2 G. Stampacchia.

Lemme 2.18 Soit Q un ouvert borné de R (N > 1) et ¢ € C'(IR,R). On suppose que ¢ est bornée et
©(0) = 0. Soit u € HE(Q), alors p(u) € HE () et Dyp(u) = ¢ (u)Dsu p.p. (pour touti € {1,...,N}). (La
notation p(u) désigne la fonction ¢ o u.)

Démonstration Il existe une suite (u,, ) e de fonctions appartenant a C°(€2) t.q. u,, — u dans Hg (£2) (quand
n — +00), c’est-a-dire

U, — udans L2(Q),

D;u,, — D;u dans L2(2), pour touti € {1,..., N}.

Aprés extraction éventuelle d’une sous suite, on peut méme supposer qu’il existe ' € L2(f2) et, pour tout i €
{1,...,N}, F; € L*(Q) tq.

Up, — U P.p. et [uy| < F p.p. et pour tout n € IN,
D;u,, — Djup.p.et|Dyu,| < F;p.p.etpourtoutn € N, i € {1,...,N}.

On a alors ¢(u,) € C(Q) et pour tout n € N et touti € {1,..., N},

Dz@(un) = 8¢¢(U7L) = @/(un)az‘uw

2. Mathématicien italien né a Naples en 1922, mort en 1978, spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles,
entre autres.
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On pose M = sup{|¢’(s)|, s € R}, de sorte que |p(s)| < M]|s|, pour tout s € IR. On a donc
o(un) = o(u) pp- et |p(uy)| < MF p.p. et pour tout n € IN.

Comme MF € L%(Q), le théoréme de convergence dominée (dans L2(Q2)) donne o(u,) — ¢(u) dans L2(Q). On
a donc aussi D;p(u,) — D;p(u) dans D*(Q). On rappelle maintenant que D;(u,) = ¢’ (uy,)d;u,. Comme

¢ (un) = ¢'(u) p-p-,
aiun — Diu p-p-
|’ () Osti,| < MF; p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne ¢’ (u,,)9;u,, — ¢’ (u)D;u dans L?(§2) et donc aussi dans D*(£2). Par
unicité de la limite dans D*(€2) on a donc D;p(u) = ¢’ (u)D;u p.p. (et pour tout ). Finalement, on obtient donc
que ¢(u) € HE(Q) (comme limite, pour la norme de H*(£), de fonctions de H}(Q)) et D;p(u) = ¢ (u)D;u
p-p., pour tout 7. [ |

Lemme 2.19 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1). Soit u € H}(Q). On définit u™ par u™ (z) = max{u(z),0}
Pour z € Q. Alors, u™ € H}(Q) et Dyut = 1,50Du = 1,s0Dsu p.p. (pour touti € {1,..., N}). En particulier
on a D;u = 0 p.p. (pour tout i) sur ’ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C*(IR, IR ) par

on(s) =0sis <0,

Pn(s) =2s%si0<s <2,
_ 1o 1

on(s) =8— 5= i <s.

On a donc ¢, (s) — st pour tout s € IR (quand n — +00) et |, (s)| < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme 2.18 donne ¢, (u) € Ha(Q) et D;(¢n(uw)) = ¢!, (u)D;u p.p. (et pour tout i € {1,..., N}). D’autre part,
ona

On(u) = um p.p., |on(u)| < |u| p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne donc ¢, (u) — uT dans L?(€2) (et donc que D;¢,, (u) — D;u* dans
D*(12)). Puis, on remarque que ¢, (u) = 1,50y p.p. et donc

@, (W) Diu — 150y Diw pp., |y, (u)Dyu| < |Dsul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢, (u) Dju — 1,50y Dsu dans L?(Q) (et donc

dans D*(9)). Comme D; (¢ (u)) = ¢}, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(2)) que D;u™ =

L{u>0}Diu p.p.. La suite (¢, (1)) nen est donc une suite de H(92), elle converge dans H™ (£2) vers u. On a bien

montré, finalement, que v € Hy(Q) et Dyu™ = 14,501 Dsu p.p. (et pour tout 7).

En considérant la suite (¢, (u))neN avec 1, définie par ¢, (s) = ¢(s+1/n)—1/(2n), un raisonnement analogue

montre que D;u™ = 1,>0} Dju (la différence essentielle entre ,, et ¢, est que ¢, (0) = 0 alors que 1;,(0) = 1).
"

Remarque 2.20 Le lemme 2.19 peut se généraliser a toute fonction lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient
ainsi le résultat suivant. Soit  un ouvert borné de RY (N > 1) et  une fonction lipschitzienne de IR dans
IR, s’annulant en 0. Soit v € HZ (). On a alors p(u) € HL(Q) et Dyp(u) = ¢'(u)D;u p.p. (pour tout i €
{1,..., N}). Un exemple important consiste a prendre (s) = (s — k)™ pour tout s € IR, avec k donné dans IR ;.
On obtient ainsi, pour u € Hg(Q), (u — k)* € Hg(2) et Dip(u) = Liyspy Dot = Liy>py Dy p.p..
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On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoréme 2.21 (Positivité de la solution faible) Soit Q un ouvert borné de RN, N > 1, a;; € L>®(Q), pour
i,j =1,..., N. On suppose que les a; ; vérifient (2.1). Soit f € L?(2) et u la solution de (2.4). On suppose que
f>0p.p.. Onaalorsu > 0p.p..

Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que u < 0 p.p. (en changeant f en — f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme u est solution de (2.4), on a

/Za” )Dju(x)Dv(z d:z:*/f x)dz pour tout v € Hg ().

i,j=1

On choisit, dans cette égalité, v = u™ et on obtient

/\vu )L usoy (@ dac</QZa” 2)Djula) Dot (@)de = [ floyut (@)de <0,

3,7=1

On en déduit que aHu*HfHé(Q) = a [, |Vut(z)Pdz < [, f(z)ut(z)dz < 0, et donc u™ = 0 p.p., c’est-a-
dire v < 0 p.p.. [ |

Remarque 2.22 Nous n’avons considéré ici que les problemes elliptiques avec condition nulle au bord du do-
maine. Il est assez facile de remplacer la condition “u = 0" sur le bord de (2 par “u = ¢" a condition que {2
soit assez régulier pour que 1’opérateur “trace”, noté ~y et introduit au chapitre précédent, soit bien défini et que
g = 7(G) avec G € H'(€). On cherche alors alors la fonction u — G comme solution faible d’un probléme
elliptique posé dans H{ (£2) avec un second membre dans H ~1(£2). La solution faible existe bien et est unique. On
peut alors montré, par une méthode voisine de celle donnée dans le théoreme 2.21 que, si f = 0et A < g < B
p.p. (avec A, B € IR), onaalors A < u < B p.p. (ou u est la solution faible du probléme elliptique avec 0 comme
second membre et g comme condition au bord). C’est ce résultat que 1’on appelle “principe du maximum".

2.5 Exercices

Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1) Corrigé 2.1

f € L%(]0, 1[). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u solution de

u € Hy(]0,1]),
2.13
/ Du(t)Dv(t)dt = / ftw(t)dt, Yo € HY(]0,1]). @13
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L?(]0, 1[). On pose F(z) = [ f(t)dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

w la solution de (2.13). Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t)dt = / co(t)dt

0 0

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ().

En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continfiment dérivable sur |0, 1[ et —u” (z) = f(z)
pour tout z €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).
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Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1) Corrigé 2.2

On reprend I’exercice précédent. On pose = L2(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € F, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (2.13).

On note T I’application de E dans E qui a f associe u (solution de (2.13), noter que H(]0,1[) C E). On rappelle
que 1" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de £ dans E.

1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0,1],IR)NC2(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au" = u, sur]0,1]
etu(0) =u(l) =0.

2. Montrer que VP(T) = {z-3, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 fol f(t) sin(nmt)dt. Montrer que :

n
Ilf— Z ¢psin(pm-)||2 — 0, quand n — co.
p=1
(Comparer avec les séries de Fourier.. ., )

4. Soit p € IR*. En utilisant I’alternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € FE pour que le probléme
suivant ait une solution :

u € H;(10, 1)), ) )
/ Du(t)Dv(t)dt + u/ u(t)v(t)dt = / f®)v(t)dt, Yo € Hy(]0, 1]).
0 0 0

Exercice 2.3 (Probleme elliptique a coefficients non bornés)
Soit © un ouvert borné de R, N > 1, et p: Q — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(z), z € Q} = a > 0. On
pose H'(p, Q) = {u € L*(Q) t.q. D;u € L} (Q) et pD;u € L*(2) pour touti € {1,..., N}}.
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des distributions, de u dans la direction z;, la variable de IR
étant notée z = (x1,...,xN)"
N
Pour u € H'(p,2), on définit [[ul| par |[ul|* = [ull3 + D _llp Diull3, avec || - 2 = || - | 2(0)-
i=1
1. (Etude de I’espace fonctionnel.)
(a) Montrer que H(p, Q) C H(Q).
(b) Montrer que H'(p, ), muni de la norme | - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une suite
de Cauchy dans H'(p, ) est aussi de Cauchy dans H'(92).]
On pose Hy(p,2) = H'(p, Q) N Hg ().
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H¢ (p, ) est un s.e.v. fermé de H'(p, Q2).

3. (solution faible.) Soit h € L2(£2), montrer qu’il existe un et un seul u t.q.

u € Hy (p, ), (2.14)
/ () Vu(z) - Vo(z)dr = / h(z)v(z)dz, Vv € Hy(p, Q). (2.15)
Q Q

4. (Précisions...)
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(a) On suppose ici que p? € L} (). Montrer que C°(2) C Hi (p, Q).

(b) On prend maintenant N = 1 et Q =|0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p : @ — IR mesurable et
t.q. inf{p(x), z € Q} > 0) pour lequel C°(Q) N Hi (p, Q) = {0} (cette question est plus difficile).

Exercice 2.4 (Probleme de Neumann) Corrigé 2.3

Soient € un ouvert borné connexe de R™ (N > 1), a frontiere lipschitzienne. On pose H = {u € H'(Q),
Jo u(x)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L} . dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposition) sont nulles est nécessairement constante (c’est-a-dire qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit
égale a C p.p.).
1. (Inégalité de “Poincaré moyenne".) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H((Q) et que, sur H, la norme H?! est
équivalente a la norme || - ||, définie par [|ul|m = [|(|Vul)||L2(0)-
[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que 2, t.q. HuHLz(Q) < Cljul|m.
pour tout v € H.]
2. (Caractérisation de (H(€2))".) Soit T' € (H'())’, Montrer qu’il existe « € R et F € (L%(Q))V t.q.

(T, u) (1 )y, HY(Q) = a/ u(z)dx —|—/ F(x) - Vu(z)dr, Yu € H'(Q). (2.16)
Q Q
[On pourra considérer 7},, et utiliser une injection convenable de H dans L?(Q)" ]
Pour tout zz € ©, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ; (z),4,7=1,...,N.

On suppose que a; ; € L>(€2) pour tout 4,5 = 1,..., N et quil existe > 0 t.q A(z)¢ - € > a/¢|?, pour tout
¢eRN etpp.enx e Q. Soienta € R et F € (L*(Q2))N. On cherche u solution de

u e HY(Q),

/Q A(@)Vu(z)Vo(e)de = a / 2.17)

v(x)dz +/ F(x) - Vou(z)dz, Yv € H'(Q).
Q Q

3. (Existence et unicité.)

(a) Si a # 0, montrer que (2.17) n’a pas de solution.

(b) Sia = 0, montrer que (2.17) a une solution et que cette solution est unique si 1’on demande qu’elle appartienne
aH.

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; ; € C*(Q2,IR) pour tout i, = 1,..., N,F e C>°(Q,RY),
Q est de classe C* et que la solution (appartenant 2 H) de (2.17) est aussi dans C*°(£2, IR), montrer que
—div(AVu) = —divF, dans Q, et que AVu -n = F - n sur 012, oll n est la normale a 052, extérieure a 2.

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note u la solution (appartenant a H) de
(2.17). On suppose que, pour tout n € IN, u,, € H est la solution de (2.17) avec A,, au lieu de A et F;, au lieu
de F' (et a = 0). On suppose que
- A, = (a,gz))iyjzl,m, N Vérifie, pour tout 7, les mémes hypotheses que A avec un « indépendant de n,

- (aEZ))nE]N est bornée dans L>°(Q)), pour tout i,5 =1,..., N,

- al(»zi) — a;,j p.p., quand n — oo, pour tout ¢, = 1,..., N,

- F,, — F dans L2(2)", quand n — oo.

Montrer que (ty, )nen est bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H*(2) (quand n — oo) et enfin

que u,, — u dans H*(Q).
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5. (Régularité H? par la technique des réﬂexions cette question est indépendante de la précédente.). On suppose
que a = 0 et qu'il existe f € L*(Q) t.q. [, F(z) - Vu(z)dz = [, f(x) - v(x)dz, pour tout v € H'(2). On
note u la solution (appartenant a H) de (2.17). On suppose que N = 2 et que 2 =]0, 1[x]0, 1[. On pose 25 =
] —1,1[x]0, 1[. On définit A, f et u sur , en posant a; ;(z1,22) = a; j(—z1,x2) si (z1,x2) €] — 1,0[x]0, 1]
eti = j, a;;(x1,22) = —a; ;(—x1,x2) si (z1,22) € — 1,0[x]0,1[ et i # j, f(z1,22) = f(—z1,22) si
(z1,22) €] —1,0[%]0, 1[ et u(z1,x2) = u(—xz1, 22) si (z1,22) €] — 1,0[x]0, 1[. Montrer que u est solution de
(2.17), avec Q4 au lieu de €.

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer (en se ramenant au théoreme de régularité locale vu en cours) que
u € H%(Q) dans le cas A(z) = Id pour tout x € Q.

Exercice 2.5 (Modélisation d’un probleme de contact)

On pose B = {x €eR? |z| <2}, I =] -1,1[(CR),etQ =B\ [-1,1] x {0} (Qestdoncunouvertde]R ).
On note 9B = B — B. On rappelle que |z| désigne la norme euclidienne de = € R? et z - y le produit scalaire
correspondant de zety (€ R?).

Soient f € L2(Q) et g € L>(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probléme suivant.

—Au(z) = f(z),ze€q, (2.18)
w(z) = 0,z€dB, (2.19)
%(:p ot) = %(az 07),zel (2.20)
ay ) ay b b b .
gz (,01) = g(@)(u(z,0") —u(z,07)), z € I. 2.21)

1. (Recherche d’une formulation faible)
On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur € et g une fonction continue sur 7. On
note O, = QN {(z,y),y >0tetQ_ = QN {(z,y), y < 0}.Soitu € C*(Q,R) t.q. U, € C%(Qy)
etu, € CQ(Q ). Noter alors que toutes les expressions dans (2.18)-(2.21) ont bien un sens. On a, par
exemple, u(z,0%) = limy 0, y>0 u(z, ).
Montrer que w est solution “classique” de (2.18)-(2.21) (c’est-a-dire vérifie (2.18) pour tout x € €2, (2.19)
pour tout x € 9B et (2.20),(2.21) pour tout x € I) si et seulement si u vérifie :

u(z) =0, Vo € 9B,
/QVu(x) - Vo(z)dz+

/9($)(U($>0+) —u(@,07))(v(x,0%) — v(,07))dw = / f(@)v(z)de,
Q

I

(2.22)

pour tout v € C?(, R) t.q. Vo, € C?(Qy), v, € C*(Q_)etv(z) =0 pourtout z € B. Noter que dx
désigne I'intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (1 ou 2 dimensionnelle).
2. (Construction de 1’espace fonctionnel) On se donne une fonction p € C®(IR? R, ) t.q. p(z) = 0, si
|z| > 1, et d’intégrale 1 (sur IR?). Pour n € IN, on définit p,, par p, (z) = n’p(nz), pour tout x € II{2
(a) (Trace sur OB, sans “cartes locales") Soit u € H'(Q). Pour n > 5, on pose u,, (x fsz x(1—
Ly —y)dy, pour x € D, avec D = {z € B,3 < |z| < 2}. Montrer que u, € C'°°( ) et que
Un — v, dans H'(D), quand n — oo.
En déduire qu’il existe un opérateur linéaire continu v de H*(2) dans L2(]0,2x() t.q. v(u)(9) =
u(2cosf,2sinf) p.p.en @ €]0,2x[si u € H*(Q) et u est continue sur B \ [-1, 1] x {0}.
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(b) Montrer qu’il existe 4 [resp. v_] linéaire continu de H'(Q2) dans L*(I) t.q. v (u)(z) = u(x,0+)
[resp. v— (u)(z) = u(z,0—)] p.p-enz € I siu € H(Q) et uj,, est continue sur 0y [resp. uy, est
continue sur Q_].

3. (Coerci(ti)vité)
On pose H = Ker~y (ou +y est défini a la question précédente).
Montrer qu’il existe C t.q. ||u|2(q) < C|||Vul|| £2(q) pour tout w € H. [On pourra, par exemple, remarquer
que uj,, € HY(Qy)etu,, € HY(Q_)]
4. (Existence et unicité de solutions faibles)
On rappelle que H = Ker~y. Montrer qu’il existe un et un seul « solution de (2.23).

u € H,
[ vute) - oteyte + [ g0)rue) o) oele) —ro@hds gy
= /Qf(l)v(a:)dl, Vv e H.

5. Pour n € IN, on note u,, la solution de (2.23) avec g t.q. g(y) = n, pour tout y € I. Montrer que u,, — u
(en un sens a préciser), quand n — oo, ol u est la (unique) solution (faible) de —Au = f dans B, u = 0 sur
0B.

Exercice 2.6 (De Fourier a Dirichlet...)

Soient o > 0, f € L2(IRY) et g € L*(IR™V™"). On s’intéresse au probléme suivant :
—Au(z) +u(z) = f(z), 2 € RY,
—01u(0,y) +ou(0,y) = g(y), y € RV,

1. Donner une définition de solution “classique” de (2.24) et de solution “faible” de (2.24).

(2.24)

2. Montrer I’existence et I’unicité de la solution faible de (2.24).

3. Montrer que si g = 0 presque partout, la solution faible de (2.24) (trouvée a la question précédente) appar-
tienta H?(RY).

4. Toujours lorsque g = 0 presque partout, on note u,, la solution forte associée a ¢ = n. Montrer que u,,
converge dans H'! (]Rf ) vers u solution faible de :

—Au(x) +u(z) = f(x), z € ]Rf,

225
u(0,y) =0, y e RV 1. 229

Exercice 2.7 (Equation de Schrodinger)

Soit N > 1. On note €) la boule unité de RrRY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si €2 un ouvert borné
“assez régulier” de RM).

Pour fi, fo € L%(Q), on s’intéresse au systeme :

—Auy 4+ ug = f1 dans Q,

*AUQ — Uy = f2 dans Q, (226)

avec diverses conditions aux limites.
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1. On considere dans cette premiére question la condition aux limites :

uy = 0, ug = 0 sur 9N. 2.27)
Soit f1, fo € L%(R), on dit que (u1, us) est solution faible du probleme (2.26)-(2.27) si

up € HO(Q), Ug € HO (Q)
Vuy(z) - Vo(z )der/ x)dx, Yo € Hi(Q),

x)dx =
/;Vuz(a;) -Vo(x)dx — [ x)dx = /f2 x)dx, Yo € Hy(Q).

(a) Montrer que le probleme (2.28) admet une et une seule solution. [Utiliser I’espace V' = H&(Q) X
H;(Q)]

(b) Montrer que le probleme (2.26)-(2.27) admet une et une seule solution au sens suivant : uy € H 2(Q) N
HE (), ug € H2(Q)NHE(Q) et les équations (2.26) sont satisfaites p.p. sur Q. [Utiliser, en particulier,
la question précédente et un théoreme de régularité vu en cours. Ne pas oublier de montrer aussi
I’unicité.]

(2.28)

On suppose maintenant que fi, fo € C(£). Montrer que uy, uz € C*(Q). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]

(c) Pour f = (f1,f2) € L3(Q) x L?(), soit u = (u1,us) la solution de (2.28), on note u = T'(f).
Montrer que 1’opérateur T : f +— w est un opérateur linéaire continu et compact de L%(Q) x L2(Q)
dans lui-méme.

2. On considere dans cette deuxieme question la condition aux limites :

Bul QUQ

— =0, —=0 o0 2.29
o ' Bn sur 012, (2.29)
ol n désigne le vecteur normal a OS2, extérieure a ).

Pour résoudre le probleme (2.26)-(2.29), on va introduire un paramétre, n € IN*, destiné a tendre vers
I’infini.

Soit f1, fo € L%(). Pour n € IN*, on s’intéresse au systéme :

1
—Auy + us + —uy = fi dans €,
n

I (2.30)
—AUQ — U+ —ux = fg dans Q,
n
avec la condition aux limites (2.29).
On dit que (u1, ug) est solution faible du probleme (2.30)-(2.29) si
u; € HI(Q), Ug € HI(Q),
Vul(x)-Vga(I)d:E—i—/( 2(@) + e dx—/fl R, Vo € '), 5
Q Q 1 :
Vus(e) - Vilaldo + [ (1 uala) —ur(a))p(e)ds = / fal@)p@)dr, Vi € H(Q).
Q Q Q

Noter aussi que (u1, ug) est solution faible du probleme (2.26)-(2.29) si (u1, ug) est solution de (2.31) en
remplagant 1 par 0.
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Soit f1, fo € L2(Q)
(a) Soitn € IN™.

Montrer que le probléme (2.31) admet une et une seule solution, que 1’on note (u;
suite.

(™ 48 dans la

(b) Montrer que :
{1122 ) + 1657 1220 < I1F1l2200) + I1f2l2200)-

En déduire que les suites (uﬁ“’))nem*, et (uén))nE]N* sont bornées dans H'(Q).

(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probléme (2.31) obtenu en remplagant 1/n par 0,
c’est a dire une et une solution faible au probleme (2.26)-(2.29). [Pour I’existence, utiliser les suites
(ug”’))n,em*7 et (ug"))nem* de la question précédente et faire tendre n vers 4+-oco. Montrer ensuite
I’unicité.]

(d) Montrer que le probleme (2.26)-(2.29) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H 2(Q),
uy € H 2(Q) les équations (2.26) sont satisfaites p.p. sur ) et les équations (2.29) sont satisfaites
p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur 89 en utilisant 1’opérateur “trace"” (vu en

cours) de H'(Q) dans L?(912) pour donner un sens & %”1 et 2 T2
On suppose maintenant que fi, fo € C(£). Montrer que uy, uzs € C°°(Q). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]

(e) Pour f = (f1,f2) € L?(Q) x L?(Q), soit u = (u1, uz) la solution faible de (2.26)-(2.29), on note
u = T(f). Montrer que "opérateur 7' : f — w est un opérateur linéaire continu et compact de
L2(Q) x L?(Q) dans lui-méme.

3. De maniere similaire, résoudre le probléme (2.26) avec la condition aux limites :

w =0, 2% _ 0 surog.
on

Exercice 2.8 (A la limite de H 1)
Partie I, décomposition dans H{ (2)
Soit  un ouvert de RN, N > 1.

1. Soit p € CL(IR,R) t.q. ¢’ € L>=(IR) et p(0) = 0. Soit u € H{(£2). On note o(u) la fonction (de 2 dans
R) z — ¢(u(x)). Montrer que ¢(u) € H}(S2) et que D;p(u) = ¢’ (u)Dsu p.p. pour tout i € {1,..., N} (ou
¢’ (u) désigne la fonction x — ¢’ (u(x))). [Reprendre la méthode vue en cours.]

On définit maintenant ¢ de IR dans IR par

p(s) = pourO <s<1,

o(s) =—% +2s— 5, pourl <s<2
w(s) = pour 2< s
o(s) = ( s), pour s < 0.

Pour k& € IN*, On définit ¢4, de IR dans IR par @, (s) = ko(3) pour s € R.
2. Montrer que, pour tout s € IR, @i (s) — set ¢ (s) — 1 quand k — oo et que [¢i(s)| < |s, ¢} (s) < 1.

3. Soit u € HE(Q). Montrer que ¢ (u) € HE(Q), pour tout k € N*, et que oy (u) — u dans HE(Q), quand
k — oo.
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4. En déduire que, pour tout v € HE () et pour tout e > 0, il existe uy € L (Q) etuz € HE(Q) t.q. u = uy +uz
et ||u2||H(% <e.

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser

Soit € un ouvert borné de IR 2. On admet qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €, t.q.

lull ooy < C/allull iy (o), Yu € Hy (%), Vg € [1,00[.
(Noter que cette inégalité a €t€ démontrée en T.D. avec ¢ au lieu de /q.)
1. Soit u € H} () tq. lull 2@y < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et a > 0, ne dépendant que de C' (donné ci
dessus) t.q. e € LY(Q) et He”“2 |1 () < a. [Développer e® en puissances de s.. ..]

2. En utilisant la partie I (et la question précédente), Montrer que e € LY(2) pour tout u € HE () et tout
o > 0. En déduire que e’ € LP(£2) pour tout u € Hg (), tout & > 0 et tout p € [1,00].

Partie III, sur la résolution du probléme de dirichlet

Soit  un ouvert borné de R2. Soit f € L*(Q) t.q. f/|In(|f])] € L*(Q).

1. (Préliminaire.) Soit o > 0. Montrer qu’il existe cv, 3,y € IR%, ne dépendant que de o, t.q.
st < e’ + Bt/ |Int] +~t, Vs, t € R

[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{/3ty/|Int|, se(s/ 52)} puis choisir 3 et conclure.]

2. Montrer que fu € L'(Q) pour tout u € H{(Q) et que I'application T’ : u — [, f(x)u(z)dx est un élément
de H~1(Q).

3. Montrer qu’il existe un et un seul u € Hg(Q) t.q. —Au = f dans D*(Q).

Partie IV, contre-exemple

Soit € un ouvert borné de IR” et  €]0, 2[. On suppose que 0 € 2 et on se donne § €]0, 5[ t.q. Bas = {z € R,

|z| < 20} C Q.

1. Soit v €]0, 5[. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. u(z) = (In|z|)” p.p. sur Bs. [On pose v(z) = (In(|z|)?.
On rappelle qu'on a vu en T.D. que v € H!(Bas). Il n’est pas demandé de redémontrer ce résultat. ]

2. Montrer qu’il existe f € L' () t.q. f(In|f])? € L1(Q) et fu ¢ L*(Q) pour certains v € Hy ().

3. Montrer qu’il existe f € L'(Q) t.q. f(In|f[)? € LY(Q) et t.q. il n’existe pas u € HE(Q) vérifiant —Au = f
dans D*(Q).

Exercice 2.9 (Décomposition de Hodge) Corrigé 2.4

Soient €2 un ouvert borné connexe 2 frontiére lipschitzienne de R™ (N > 1) et f € (L2(Q))V.

Montrer qu’il existe u € H*(Q) t.q.

/ Vu(z) - Vo(r)de = | f(z)- Ve(r)ds, Y € H(Q).

Q Q

En déduire qu’il existe u € H'(Q) et g € (L2(Q))N t.q. f = Vu+ g, p.p. dans Q et Jo 9(x) - V(z)dz = 0 pour
tout p € H(Q).

On suppose maintenant que g € C*(Q) et que 2 = (]0, 1[)". Montrer que divg = 0 sur Q et que g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 952, oll n est un vecteur normal a 952.
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Exercice 2.10 (Probleme de Stokes, vitesse)

Soient Q un ouvert borné de R (N > 1) et f = (f1,...,fn)" € (L2(Q))N. On pose H = {u € (H}(Q))V;
divu = 0 p.p. dans Q}. On rappelle que u est solution du probleme de Stokes si :

N
u=(u,...,uy)" € H, Z/QVul(x) -V (z)de = /Qf(a:) ~v(z)de, Yo = (v1,...,05)" € H. (2.32)
i=1

On se propose ici de montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.32) par une méthode de pénalisation. Soit
n € IN*, on considere le probléme suivant :

w=(u,...,uy)" € (H3(Q)N,

/Q (Vui(@) - Vo(z) + n(divu(z)) Div(z))dz = /Q ful@)o(@)de, Yo = HY(Q), Vie {1,...,N}. 239

1. Montrer que (2.32) admet au plus une solution.

2. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2.33). [Utiliser le lemme de Lax-Milgram sur (Hg(€2))".] On
note, dans la suite, u(™) cette solution.

3. Montrer que la suite (u(™),,cix est bornée dans (H{(22))N et que la suite (y/ndivu(™),cn est bornée dans
L2(Q).

4. Montrer que, apres extraction éventuelle d’une sous suite, u(™ — 4 faiblement dans (H& (Q))N ,quand n — oo,
ou u est solution de (2.32). En déduire (avec la question 1) que (2.32) admet une unique solution, notée u, et
que u(™ — v faiblement dans (H{}(22))V, quand n — oo (sans extraction de sous suite).

Exercice 2.11 (Conditions aux limites de Vencel)

Notations et Rappels du cours

On note H}}(0,27) = {u € H'(]0,2x[); u(0) = u(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0, 2[), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27| et on identifie u avec ce représentant continu).

Soit B = {(z,y)" € R? 22 4 y? < 1}. On rappelle qu’il existe une application v : H'(Q) — L?*(9B), linéaire,
continue et t.q. y(u) = u p.p. sur B siu € H(Q) N C(B,R).

Si w € L%(0B), on définit j(w) € L2(]0,2x[) par j(w)(8) = w(cosh,sinh), pour § € [0,2[. L application
j est donc une isométrie de L?(0B) sur L2(]0, 2[), de sorte que § = jory est linéaire continue de H*(2) dans
L2(]0, 27[).

On pose H = {u € H'(Q); g(u) € H,(0,2r)}. On munit H du produit scalaire (u/v)g = (u/v)m1 (o) +
(?(W/?(”))H;(o,%)-

Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)

1. Montrer que H ; (0,27) est une espace de Hilbert.

2. Montrer que H est une espace de Hilbert.

Partie II (Conditions aux limites de Vencel)

Pour (z,y) € R?, (z,y) # (0,0), on définit 7 et § par r = (z24y2)2 et € [0, 27 t.q. z = rcos ety = rsind.
Pour v € C'(IR™\ (0,0),TR), on pose u,.(z, y) = zou (g, y)+%g—2(937 y) etug(z,y) = —y 3% (z, y)+x3—§(x, Y).
(Dans la suite, on pose ugg = (ug)g, siu € C?(B,IR).)

Pour f et g données, on s’intéresse au probléme :
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—Au(z,y) +u(z,y) = f(=,y), (z,y) € B, (2.34)
ur(m,y) —uge(z,y) +ulz,y) = g(v,y), (r,y) € 0B. (2.35)

Soient f € L?(B) et g € L?(0B), on appelle “solution faible" de (2.34)-(2.35) une solution du probleéme suivant :

u e H, (2.36)

/ (3 Diu(2) Div(z) + u(z)u(=))d= + / " (Dg(u) () Dg)(6) + 3(u) (O)3(v) (6))d6
B4 2.37)

/ F(2p()dz + / 7 i@ ®i (1 0)(0)db, o € B,

1. Soient f € L?(B) et g € L?>(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.36)-(2.37).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv" dans la l1&re intégrale de (2.37). Soient f € L?(B)
et g € L2(0B). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.36)-(2.37).

3. Soient f € C(B,IR) etg € C(IB,IR). Soit u € C?(B,1R). Montrer que u est solution au sens “classique” de
(2.34)-(2.35) (c.a.d. vérifie (2.34) pour tout (x,y) € B et (2.35) pour tout (z,y) € 0B) si et seulement si u est
solution faible de (2.34)-(2.35).

4. Pour f € L}(B) etg € L*(0B), onnote T(f,g) = (u,y(u)) € L*(B) x L?*(0B), ou est I’'unique solution
faible de (2.34)-(2.35). Montrer que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de L?(B) x L?(0B) dans
lui-méme.

Exercice 2.12 (probleme de Stokes, vitesse et pression) Corrigé 2.5

Soient € un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (fi,..., fn) € (L2())N.

On s’intéresse ici au probléme de Stokes, ¢’est-a-dire a trouver u = (u1, ..., un)" et p solution de

—Au+ Vp = f dans €,
div(u) = 0 dans €, (2.38)
u = 0 sur 9.

Noter que la premiere équation de (2.38) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(Q))V; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.38) un couple (u, p)

solution de
w=(u,...,uny)" € H, p € L*(Q),

i/ﬂvui(x)-Vvi(x)d;r/ (x)divo(x dacf/f (2.39)

pour tout v = (v1,...,vN)" Hl(Q))

On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.38) est solution de (2.39).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.38), u est alors solution de

w=(up,...,uy) € H, Z/Vuz - Vo,(z dq:_/f z)dx, Yo = (vy,...,on) € H.  (2.40)
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On montre dans cette pemigre partie que (2.40) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.39), u
est alors I’'unique solution de (2.40).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (HE ().
2. Montrer que (2.40) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]
3. Soit (u, p) une solution de (2.39). Montrer que u est I’'unique solution de (2.40).

Soit u la solution de (2.40). La suite de 1’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2.39).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-/-) g (resp. (-/-) ) le produit scalaire dans E (resp. F'). Soit
A un opérateur linéaire continu de ' dans F'. On note A* I’opérateur adjoint de A. L’opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F' dans E. Pour tout g € F', A*g est I'unique élément de E défini par

(A*g/u)g = (g/Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et I’unicité de A*g est donnée par le théoréme de représentation de Riesz.)

1. Montrer que KerA = (ImA*)~.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u/v)g = 0 pour tout v € G}.)
2. Montrer que (KerA)t = ImA*.

Partie III, Existence et unicité partielle de p

Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Necas, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.23 Soient Q un ouvert borné connexe de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et ¢ € L?() t.q.
Jq a(z)dz = 0. I existe alors v € (H}(Q))N 1.q. div(v) = q p.p. dans Q et

[Vl 2@~ < Cllallrz (o)
ot C' ne dépend que de ).
On prend ici E = H}(Q)N et F = L?(Q). Pour u € F on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur

linéaire continu de F dans F'.

1. Soit (py)new une suite de F et v € E t.q. A*p, — v dans E quand n — +o0. Pour n € IN, on pose
Gn = Pn — Gn, OU G, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*qy.
(b) Montrer que la suite (¢, )neN est bornée dans F'. [Utiliser le lemme 2.23.]
(c) Montrer que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)t = ImA* et que KerA = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans F est défini par

N
(u/v)gp = ;/QVuz(x) -V (z)dz.

On définit Ty € E par (T /v)p = [, f(z) - v(x)dz pour tout v € E. Soit  la solution de (2.40).
(a) Montrer que u — Ty € H*. En déduire que u — Ty € ImA*.
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(b) Montrer qu’il existe p € F' t.q. (u, p) est solution de (2.39).
4. Soit (uy,p1) et (ug,p2) deux solutions de (2.39). Montrer que u; = uz = u (ol u est I'unique solution de
(2.40)) et qu’il existe @ € IR t.q. p1 — p2 = a p.p..
Exercice 2.13 (Continuité séquentielle de L>-faible dans H_)

On prend ici les hypotheses de 1’exercice 2.15. Pour f € L2(£2), on sait qu’il existe une unique solution au
probléme suivant :

u € Hy(Q

/A -Vou(x dx—/f x)dz, pour tout v € Hy (). (2:41)

Soit (f,)nen une suite bornée de L2(Q2) et f € L?(2). On note u la solution de (2.41) et, pour n € IN, on note
Uy, 1a solution de (2.41) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L2((2).

1. Montrer que la suite (uy, )nenN est bornée dans Hi (€2).
2. Montrer que u,, — u faiblement dans Hg (€2) et que u,, — u dans L?(£2) (quand n — +o0).

3. Montrer que, quand n — o0,
/ A(x)Vup(z) - Vuy(z)dx — / ) - Vu(x)dz.

[Utiliser le fait que fQ 2)Vuy, (x) - Vu,(z)dx = fQ Jn(x)uy, (z)dz et passer a la limite sur le terme de droite
de cette égalité.]

4. Montrer que u, — u dans H{(£2). [On pourra considérer [, A(z)V (un — u)(z) - V(tn — u)(x)dz.]

Exercice 2.14 (Exercice liminaire a ’exercice 2.15)

Soit ¢ une fonction décroissante de IR+ dans IR+. On suppose qu’il existe C' > O et 5 > 1t.q.

o2

0<z<y= oy < .
y—x

Montrer qu’il existe a € ]RJr t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer I’existence d’une suite strictement croissante
(ar)ken~ t.q. o(ar) < 5 L pour tout & € IN* et limy_, 00 a < 400. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag

. c 1
t.q. ¢(ag) < 1 puis, par recurrence, définir ag41 par o —— 557 = zrr]

Exercice 2.15 (Solutions bornées d’un probléme elliptique)

Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € €2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a, ;(z), 4,j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(Q) pour tout ,j = 1,..., N et qu’il
existe a > 0 t.q A(z)¢ - € > al¢?, pourtout§ e RY etpp.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de A (c’est-2-
dire la “surface" si N = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F € L2(Q)N. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de
u € Hy(Q),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z)dz = / F(x) - Vu(z)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(2.42)
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Soit p > N. On suppose pour la suite de ’exercice que F' € LP(Q)"™ (On rappelle que LP(Q)N ¢ L2(Q)V car
p > 2) et on note u 1’unique solution de (2.42).

Pour k£ € R, on définit 1a fonction Sy de IR dans IR par

Sk(s) =0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € H}(Q) on a Sy, (v) € HL(Q) et VSi(v) = 14, Vv p.p., avec Ay = {|v| > k}.
2. Soit k € IR 4, Montrer que

al||VSk(u)|| 12 = a (/A Vu(a:).Vu(x)dx) < mes(AR) 7 ||| F|| oo e (2.43)
k

[On pourra prendre v = S (u) dans (2.42) et utiliser I’inégalité de Holder.]
3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de N t.q.

lwll i @) < Crllwllysa gy = Cill V]|l i () pour tout w € Wy ().

Soit k, h € R4 t.q. kK < h. Montrer que

(h = k)mes(4,) % < (/A S (u(@)") T < Coll|VSk(u)ll|p o) < CuIIVSk ()] L2(o)mes(A) 2.
h

En déduire qu’il existe C5 ne dépendant que de C1, «, F et p t.q.

(h— k)mes(Ah)

(AR5, (2.44)

4. Montrer que u € L*(Q) (c’est-a-dire qu’il existe a € Ry t.q. mes(A,) = 0). [On pourra poser p(k) =
mes(A;g)¥ et utiliser ’exercice 2.14.]

5. Montrer qu’il existe C3 ne dépendant que de €2 et p t.q.

ullzo @) < C3ll|F|llLr)-

2.6 Corrigés d’exercices

Corrigé 2.1 (Régularité en dimension 1)

f € L2(]0, 1[). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u solution de

u € Hy(]0,1]),
2.45
/ Du(t)Du(t)dt = / ft)w(t)dt, Yo € HY(]0,1]). 245)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L?(]0, 1[). On pose F(z) = [ f(t)dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

w la solution de (2.45). Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a
1 1
/ (Dult) + F())p(t)dt = / colt)dt
0 0
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avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ().
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continliment dérivable sur |0, 1] et —u”(z) = f(z)
pour tout = €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

corrigé

Soit p € C([0,1],IR). Pour z € [0, 1] on pose

v = [ et | oty

On a donc v € C*([0,1]), ¥(0) = (1) = 0 et la dérivée faible de 1 est égale p.p. & sa dérivée classique (voir la
Définition 1.2), c¢’est-a-dire

1
Dyp(x) = ¢/ (x) = o(z) — /0 ©(s)ds pour presque tout z €0, 1].

On a donc ¢ € L?(Q) et Dy € L%(R), ce qui prouve que ¢ € H*(]0, 1[). Comme (0) = (1) = 0, on a méme
Y € HE(Q) (voir la section 1.5). On peut donc prendre v = 1) dans (2.45), on obtient

/Du dt—/ dt/ Duf(t)dt = /j

Comme F est de classe C* et I’ = f, on a (en utilisant aussi 1(0) =

/ F@)(@)ds = /O Py = /0 ) (@) = — /0 lF(x)cp(;r)d:rJr /0 P /0 oty

En posant ¢ = [} Du(t)dt + [} F(t)dt, on a donc

=0

/I(Du(t) +F)p(t)dt = c/l (t)dt pour tout € C([0,1]).
0 0

Comme Du + F — ¢ € L?(]0, 1[) et que C([0, 1]) est dense dans L2(]0, 1[), on en déduit
Du=—F+ cp.p.dans |0, 1[.

On pose maintenant
w(z) = / (—=F(t) + ¢)dt pour x € [0, 1].
0

Comme w est de classe C'(la fonction w est méme de classe C?) la dérivée par transposition de w est une dérivée
faible et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w’ = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p.
et on en déduit que w — u est une fonction presque partout égale a une constante (voir I’exercice 1.2). En identifiant
la (classe de) fonction(s) v a son représentant continu, on a donc u de classe C2, u' = —F +cetu” = —F' = f.
On a aussi u(0) = u(1) (car u € HZ(]0, 1[) et donc le représentant continu de u vérifie u(0) = u(1) = 0).

Corrigé 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1)

On reprend I’exercice précédent. On pose = L2(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € F, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (2.45).

On note T I’application de E dans E qui a f associe u (solution de (2.45), noter que H(]0,1[) C E). On rappelle
que 1" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de £ dans E.
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1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0,1],IR) N C?(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au" = u, sur |0, 1]
etu(0) = u(l) = 0.
corrigé
On a vu a la section 2.2.2 que N(T) = {f € E, Tf = 0 p.p.} = {0}, que les valeurs propres de 7" sont
toutes strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L?(]0, 1[) formée de fonctions propres de
T'. On cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les valeurs propres de 7'

On rappelle que, pour f € E,OnaTf € Hi(]0, 1] et, en posantu = T'f,

/  Du(t) Do(t)d = / " F()ut)dt pour tout v € HA(0, 1)),
0 0

Soit A une valeur propre de 7'. On sait déja que A > 0. Il existe f € E, f # 0tq. Tf = Af. En posant
u=Tf,onadoncu € H}(0,1[), u # 0et f = u/\, ce qui donne

1 1 1
/ Du(t) Du(t)dt = § / w(t)o(t)dt pour tout v € HL(0,1).

Comme u € H}(]0,1[), on a u continu sur [0, 1] (plus précisément, u admet un représentant continu et on
identifie u a ce représentant) et u(0) = u(1) = 0. L’exercice 2.1 montre alors que u est de classe C? et que

= (z) = u(x) pour tout z €]0, 1[. (2.46)

2. Montrer que VP(T) = {1z, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.
corrigé

Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramené a la résolution d’une équation diffé-
rentielle linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoreme d’existence
et d’unicité de Cauchy-Lipschitz) que I’ensemble de solutions de (2.46) est un espace vectoriel de dimension
2, engendré par le fonctions 2 — sin(z/v/A) et z +— cos(x/V/\).

Si \ est valeur propre de 7', il existe donc (par la question précédente) u # 0 t.q. Tu = Au, u de classe C2,
w continu sur [0, 1], u(0) = u(1) = 0 et u solution de (2.46). Il existe donc A, B € R t.q.

u(z) = Asin(%) + Bcos(%) pour tout z € [0, 1].
Comme «(0) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin,
comme u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/\) = 0, ce qui donne I’existence de k € Z t.q. 1/v/\ = k.
Comme A > 0, onadonc k € IN*, 1/\ = k272 et u(x) = A(sin kmz) pour tout z € [0,1] avec A # 0
(la fonction u vérifie bien T'u = u, ce qu’on peut Vérifier facilement en remarquant qu’il suffit d’écrire la
formulation faible en prenant des fonctions v dans C°(]0, 1[), car C2°(]0, 1[) est dense dans Hg (]0, 1])).

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de 7', VP (T) = {kz—lﬂz, k € IN*}. La section 2.2 donne alors
que o(T) \ {0} = VP(T) \ {0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour un
opérateur linéaire compact en dimension infinie), ona 0 € o(T) et donc o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢, = 2 fol f(¢) sin(nnt)dt. Montrer que :

n
IIf— Z ¢p sin(pm-)||2 = 0, quand n — oo.
p=1
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(Comparer avec les séries de Fourier.. ., )

corrigé
La question précédente nous a donné les valeurs propres de 7' mais aussi les sous espaces propres corres-
pondants. Cette question est alors une application immédiate de la section 2.2.2. Pour n € IN*, on pose
en(z) = V2sin(prx) pour tout z € [0, 1]. La famille {e,,, n € IN*} est une base hilbertienne de L2(]0, 1[).
On a donc, pour tout f € L2(]0,1]),

If - Z ¢psin(pm-)|j2 — 0, quand n — oo,
p=1

c’est-a-dire f = Z;ozl ¢p sin(pr), la convergence de la série étant a prendre dans 1’espace L2(]0, 1[).

Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm-) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur
u — u', mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et v/(0) = «/(1)) au lieu des conditions de
Dirichlet (u(0) = u(1) = 0).

4. Soit p € IR*. En utilisant Ialternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € FE pour que le probléme
suivant ait une solution :

u € Hg(]0,1]),
! L ! (2.47)
/ Du(t) Do(t)dt + 1 / w(t)o()dt = / Feu()dt, Yo € HL(0,1).
0 0 0
corrigé
Soit f € E. La fonction u est solution du probleme (2.47) si et seulement si 7'(f — pu) = u, ¢’est-a-dire
1 T
T(u) + —u = (—f) (2.48)
Iz J

D’apres I’alternative de Fredholm, ce probléme a une solution si et seulement si f est orthogonal (dans E) au sous
espace propre de T associé a (—1/p).

Ceci peut se redémontrer a partir des questions précédentes. En effet, on pose b,, = (f/e,)r (la famille {e,,
n € IN*} étant la base hilbertienne de F donnée la question 3), de sorte que f = Z;il bney (cette série étant

convergente dans F). On a alors aussi
~+o00

b
T(f) =3 nzZrQ En;

n=1
Cette série étant aussi convergente dans E.
Soit u € E. On pose a,, = (u/ey,) g, on a ainsi

too 2,2

1 n+ncT
T = 2 e

n=1

Cette série étant convergente dans F. La fonction u est donc solution de (2.48) si et seulement si

an(p +n*n?) = pb, pour tout n € IN*.
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Si pu # n?7? pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution a (2.48).

Siil existe p € IN* t.q. o = n?m?, I'équation (2.48) a une solution si et seulement si b, = 0, c’est-a-dire si et
seulement si f est orthogonal (dans E) a e,,. Ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal au sous espace propre
de T associé a la valeur propre (—1/p).

Corrigé 2.3 (Probléeme de Neumann)

Soient Q un ouvert borné connexe de R™ (N > 1), a frontiére lipschitzienne. On pose H = {u € H'(Q),
Jo u(z)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L}, dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposmon) sont nulles est nécessairement constante (c’est-a-dire qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit
égale a C p.p.).

1. (Inégalité de “Poincaré moyenne".) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'((2) et que, sur H, la norme H' est
équivalente a la norme || - ||,,, définie par ||ul|;, = [|(|Vul)||L2(0)-
[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que ©, t.q. ||[u| r2(q) < C/|ul|m.
pour tout v € H.]
corrigé
Pour u € H*(2), on pose S(u) = [, u(x)dz. Lapplication S est bien définie sur H'(Q) (car H'(Q) C
L2(2) € LY(Q)). Elle est hnealre Enfin, elle est continue car

S(u) < ull 10y < llullz2(@ymes(2)F < [|ul| 1 oymes(€2)?,

ol mes(£2) est la mesure de Lebesgue (/V-dimensionnelle) de 2. Comme H = Ker(.S), on en déduit que H est
s.e.v. fermé de H' ().

Pour tout u € H'(Q2), on a || |[Vu ||L2(Q) IVl H2L2<Q) + Jlul|2 12Q) = HuHHl(m On a donc |ull, <
lul| g1 () pour tout u € H. Pour montrer que || - ||, est équivalente dans H & || - || g1(q), il suffit donc de
montrer qu’il existe C' > 0 (ne dépendant que de 2) t.q.

llull 20y < Cllul|m pour tout u € H. (2.49)

(On aura alors [ul|71 o) < (C? + 1)||ul[7, pour tout u € H.)

Pour montrer (2.49), on raisonne par 1’absurde. On suppose qu’il existe une suite déléments de H, (uy,)nenN t-q-
Jtnlz22) > 7ljtnlm pour tout m € IN.

En remplacant u,, par , on peut supposer ||y || 2oy = 1. On aalors aussi ||y, ||m < 1/n, ce qui prouve

”“nHLQ )
que la suite (u, ),en est bornée dans H 1 (). Par les théorémes de compacité vu au chapitre 1 (section 1.6), on
en déduit que la suite (u,, e est relativement compacte dans L2(£2). On peut supposer (aprés extraction d’une
sous suite) qu’il existe u € L*() t.q. u, — u dans L*(2), quand n — +oo. Comme ||uy, || 12(q) = 1 pour tout
n € IN, on a aussi [|ul|;2(q) = 1. On remarque aussi que les dérivées (par transposition) de u,, convergent vers
les dérivées de u dans D*. Or, de ||uy, ||, < 1/n on déduit Vu,, — 0 dans L?(2)"Y. Comme la convergence L?
entraine la convergence dans D*, on a donc Vu = 0. Ceci montre que u est constante sur 2. Comme u,, — u
dans H'(Q) et que u,, € H pour toutn € IN, on a aussi u € H et donc fﬂ z)dz = 0. On en déduit que u = 0
p-p., ce qui est impossible car ||u|;2q) = 1.
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2. (Caractérisation de (H'(2))".) Soit T' € (H'(Q))’, Montrer qu’il existe a € R et F € (L%(Q))V t.q.
<T‘7 U)(HI(Q))/_’HI(Q) = a/ U(T)dT +/ F(T) . V’U(T)dr, Yu € Hl(Q) (250)
Q Q

[On pourra considérer T}, et utiliser une injection convenable de H dans L2(Q)V ]
corrigé

Pour v = (v1,...,vn)" € L*(Q)N, on pose [[v]| 2@y = [, [v(z)*dz, de sorte que L*(€2)™ muni de cette
norme est un espace de Hilbert. Pour v € H, on pose J(u) = Vu = (Dyu,..., Dyu)t. Lapplication .J est
alors une isométrie de H (muni de la norme || - ||,,,) dans une partie de L?(Q)", notée Im(.J).

Soit v € Im(J), il existe un unique « € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T,u)z1(q)), a1 (o). Comme J est
une isométrie et que la norme || - || 51 () est équivalente dans I a la norme || - ||,,,, I"application S est linéaire

continue de Im(.J), s.e.v. de L*(€2)"V, dans IR. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc prolonger S en S,
élément du dual topologique de L2(Q)". Parle théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert,
il existe alors F' € L?(Q2)V t.q.

S(v) = /QF(x) ~v(x)dx.

On a donc, pour tout u € H,

(T ) (a2 sy i) = / F(2) - Vu(z)dz.
Q

On pose maintenant
1

a = m(T, 1Q>(H1(Q))'.,H1(Q),

(ol 1, désigne la fonction constante égale a 1 dans 2).

Pouru € HY(Q), onau = u — m + m avec

1
m= mes() /Qu(x)d;r.

Comme u —m € H, on a donc

(T, w) (1 (Q)y, 1 (@) = /QF(SL‘) -Vu(x)dr + a/{zu(m)dm.

Pour tout zz € ©, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ; (z),4,7=1,...,N.
On suppose que a; ; € L>(€2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il existe > 0 t.q A(z)¢ - € > a/¢|?, pour tout
¢cRYetpp.enz € Q. Soienta € Ret F € (L*(Q))N. On cherche u solution de

u € HY(Q),
/Q A(@)Vau(z)Vo(z)dz = a /

Q

v(m)da:+/ F(x) - Vo(z)dz, Yo € Hl(Q). (2.51)
Q

3. (Existence et unicité.)
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(a) Si a # 0, montrer que (2.51) n’a pas de solution.
corrigé

On suppose que u est solution de (2.51). En prenant v = 1q dans (2.51), on a alors
0 = ames(2) + 0.

Ce qui prouve que a = 0.

(b) Sia = 0, montrer que (2.51) a une solution et que cette solution est unique si I’on demande qu’elle appartienne

aH.
corrigé
On applique le lemme de Lax-Milgram (lemme 2.4) dans 1’espace de Hilbert H (muni de la norme || - ||,,)
avec
a(u,v) = / A(x)Vu(x)Vo(z)dz,
Q
et

T(v) = /QF(CE) -Vo(z)dz.

La continuité de a vient du fait que a; ; € L*(£2) pour tout 4, j. La coercivité de a vient de I’existence de
a > 0 donnée dans les hypothéses sur A. Enfin, la continuité de T vient du fait que F' € L%(Q)".

On obtient ainsi un unique v € H t.q. (2.51) soit vrai pour tout v € H. Comme (2.51) est aussi vrai si v
est une fonction constante, on obtient aussi 1’existence et ’unicité de v € H t.q. (2.51) soit vrai pour tout
v € HL(Q).

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; ; € C°°(Q,R) pour touti,5j = 1,..., N, F € C®(Q,RY),
Q) est de classe C* et que la solution (appartenant & H) de (2.51) est aussi dans C°>°(Q2,R), montrer que
—div(AVu) = —divF, dans , et que AVu - n = F - n sur 912, ol n est la normale a 052, extérieure a €2.

corrigé
On prend tout d’abord v € C2°(Q) dans (2.51) (avec a = 0). La régularité de A, F, u et v nous permet
d’intégrer par parties (la régularité de {2 ne sert a rien pour cette étape). On obtient

/Q (—div(A(2)Vu(z)) + F(@))o(z)dz = 0 pour tout v € C(Q).

On en déduit que div(A(z)Vu(z)) + F(x) = 0 p.p. (par le lemme fondamental 1.1) puis, par continuité de
la fonction div(AVu) + F, que div(A(x)Vu(x)) + F(z) = 0 pour tout z € 2.

On prend maintenant des fonctions v € C°°(Q) dans (2.51). On peut ici aussi intégrer par parties (on utilise
ici la régularité de €2). On obtient

/()Q(A(;r)Vu(m) — F(x)) - n(z)v(z)dy(z) = 0 pour tout v € C>(9),

ot 9N est le bord de 2 et d-y(x) désigne I’intégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle sur 5.
Par une technique de “cartes locales", on peut se ramener au cas du lemme fondamental (lemme 1.1) pour en
déduire que (AVu — F) -n = 0 p.p. sur OX2 puis partout sur J). Mais, il est plus rapide de voir qu’il possible
de choisir v t.q. v = (AVu — F) - n sur 9. On obtient ainsi directement (AVu — F) - n = 0 sur 9.
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Corrigé 2.4 (Décomposition de Hodge)
Soient €2 un ouvert borné connexe a frontiere lipschitzienne de R (N > 1) et f € (L*(Q))V.

Montrer qu’il existe u € H*(Q) t.q.
/ Vu(z) - Vo(x)dz = / f(x)-Vo(z)dr, Y € H(Q).
Q Q

En déduire qu’il existe u € H* () et g € (L*(Q))N t.q. f = Vu+ g, p.p. dans Qet [, g(x) - Vio(x)dz = 0 pour
tout p € H(Q).
On suppose maintenant que g € Cl(Q) et que Q = (]0, 1[)V. Montrer que divg = O sur Q etque g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 952, oll n est un vecteur normal a 952.

corrigé
L’exercice 2.4 (corrigé 2.3) donne 1’existence de u € H'(Q) t.q.

/ Vu(z) - Vo(z)dx = / f(z)-Vo(x)de, Yo HY(Q).
Q JQ

On peut aussi ajouter la condition fﬂ u(z)dx = 0 et on a alors existence et unicité de u (corrigé 2.3).

On pose alors g = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.

On suppose maintenant que g € C'*(Q2) et que Q2 = (]0,1[)V. On a
/ g(x) - V(x)dz = 0 pour tout ¢ € H'(Q).
Q

On raisonne comme pour la fin du corrigé 2.3. En prenant ¢ € C2°(Q), le lemme fondamental (lemme 1.1) nous
permet de montrer que div(g) = 0 partout dans (2. Puis, en prenant ¢ € C'*(Q), une intégration par parties (plutot
plus facile que dans le corrigé 2.3) donne

/ g(x) - n(x)e(x)dy(z) = 0 pour tout ¢ € C*(Q).
0
Ici, dy(x) = dx1 ou dxa, selon les parties de 9N (avec z = (1, 22)"). Avec g = (g1, 92)%, on en déduit que

g1(x) = 0 partout sur {0} x [0, 1]U{1} x [0,1] et g2(x) = 0 partout sur [0, 1] x {0} U[0, 1] x {1}. (Ce qui donne
g -n = 0p.p.sur 9.)

Corrigé 2.5 (probleme de Stokes, vitesse et pression)

Soient € un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1) a frontiere lipschitzienne et f = (f1,..., fn) € (L2())N.
On s’intéresse ici au probleme de Stokes, ¢’est-a-dire 2 trouver = (u1, ..., uy)’ et p solution de
—Au+ Vp = f dans €,
div(u) = 0 dans ©, (2.52)
u = 0 sur 9N).

Noter que la premiere équation de (2.52) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(2))Y; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.52) un couple (u, p)
solution de

u=(uy,...,un)t € H, p € L3(Q),

N
Z/ Vi (z) - Vi (z)de — / (z)div v(z)dz = / flx (2.53)
=17

pour tout v = (v1,...,vn)" € (H ()N
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On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.52) est solution de (2.53).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.52), u est alors solution de

N
u=(u,...,uy)" € H, Z/ Vu;(z) - Vi (x)dz = / f(x) - v(z)dz, Yo = (v,...,on5)" € H.  (2.54)
=179 Q

corrigé
Soit (u,p) est une solution classique de (2.52). On remarque tout d’abord que v € H. Puis, pour v € H, on
multiplie la premiére équation de (2.52) par v et on integre sur €2. Le fonctions u et v sont suffisamment régulieres
pour intégrer par parties et obtient ainsi 1’équation (2.54). Ceci montre que u est alors solution de (2.54).

On montre dans cette pemiere partie que (2.54) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.53), u
est alors I’unique solution de (2.54).
1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (H3(Q))V.

corrigé

Pour u € H&(Q)N, on pose d(u) = div(u). Lapplication d est linéaire continue de H&(Q)N dans L%(Q).
N

Comme H = Kerd, on en déduit que H est un s.e.v. fermé de Hi ()

2. Montrer que (2.54) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]
corrigé
11 suffit ici d’appliquer le lemme de Lax-Milgram, lemme 2.4 (ou le théoreme de Riesz dans les espaces de
Hilbert) en remarquant que H est un espace de Hilbert (H est muni de la norme naturelle de H} (Q)N), avec a

et 1" définis ainsi :

N
a(u,v) = Z/QVUZ(JJ) -V (x)dz,

et

T(v) = /Qf(x) ~v(z)de.

3. Soit (u, p) une solution de (2.53). Montrer que u est I’'unique solution de (2.54).

corrigé

Pour v € H, onadiv(v) = 0 p.p. dans Q et donc [, pdiv(v)dz = 0. On en déduit que u est solution de (2.54).
Par la question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc 1’unique solution de (2.54).

Soit u la solution de (2.54). La suite de 1’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2.53).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit F et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-/-) g (resp. (-/-) r) le produit scalaire dans F (resp. F)). Soit
A un opérateur linéaire continu de £’ dans F. On note A* I’opérateur adjoint de A. L’opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F' dans E. Pour tout g € F', A*g est I’'unique élément de E' défini par

(A*g/u)p = (g/Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et I’unicité de A*g est donnée par le théoréme de représentation de Riesz.)
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1. Montrer que KerA = (ImA*)+.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u/v)g = 0 pour tout v € G}.)
corrigé

Soit u € KerA (on a donc Au = 0). Pour v € ImA*, il existe g € F' t.q. v = A*g, on a donc
(v/u)p = (A"g/u)p = (9/Au)F = 0.
Ce qui montre que u € (ImA*)+. On a donc KerA C (ImA*)+.
Récirpoquement, soit . € (ImA*)*. On a alors, en posant f = Au,
(Au/Au)p = (f/Au)p = (A" f/u)E = 0,
car A*f € ImA*. Donc, Au = 0, ¢’est-a-dire u € KerA. Ceci donne (ImA*)J- C KerA.

Finalement, on a bien montré que (ImA*)J- = KerA.

2. Montrer que (KerA)+ = ImA*.
corrigé
Si F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F' @ F*. D autre part, si G C H,on a
Gt =Gt

Si F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a donc

H=Fa&F* et H=F'o(FH)*
Ceci permet de prouver que (F+)+ = F.
On applique ici ce résutat avec F' = ImA*, on obtient (avec la question précédente)

A = (ImA*)H)* = (KerA)*.

Partie III, Existence et unicité partielle de p
Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Necas, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.24 Soient Q) un ouvert borné connexe de R (N > 1) a frontiére lipschitzienne et ¢ € L*(Q) t.q.
Jq a(x)dz = 0. Il existe alors v € (H}(Q))N 1.q. div(v) = q p.p. dans Q et

[Vl g2y < Cllallz2 ()
ou C ne dépend que de ).

On prend ici F = H(Q)N et F = L?(Q). Pour u € E on pose Au = divu, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de E dans F'.

1. Soit (py)new une suite de F et v € E t.q. A*p, — v dans E quand n — +o0. Pour n € IN, on pose
Gn = Pn — Gn, OU G, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*q,.

corrigé

EDP, Télé-enseignement, M2 61



2.6. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Soitv € E.On a

(A pn/U)E = pn/AU pndlv

D\

et
(A*qn/v)E = (gn/AV)F = / gndiv(v / prdiv(v)de — an/ div(v)dz.
Q Q
Comme v € H} (Q)N, on a (en intégrant par parties) [, div(v)dz = 0 et donc
(A*pp/v) 5 = (A*qn/v)E pour tout v € HA(Q)".

Ceci montre bien que A*p,, = A*qy,.

(b) Montrer que la suite (¢, )neN est bornée dans F'. [Utiliser le lemme 2.24.]
corrigé

Par le lemme 2.24, il existe v,, € H&(Q)N t.q. div(vy) = gn p.p- dans Q et [[vp || 1)y < Cllgnllr2(0)- On
obtient alors

(Aaafon)e = [ audivion)ds = [ 2o = ol
Q Q
La question précédente donne A*p,, = A*¢,. On a donc
lgnllF = (A*pn/vn) e < |A*pallellvalle < ClA pullEllgnll P,

et donc
lgnllr < CllA™pnl £

L’hypothese de convergence de A*p,, donne que la suite (A*p,, ) e est bornée (dans E). On en déduit que
la suite (g, )nen est bornée dans F.

(c) Montrer que v € ImA*.
corrigé

Comme la suite (¢, )ne est bornée dans (1’espace de Hilbert) F', on peut supposer, aprés extraction éventuelle
d’une sous suite, que cette suite converge dans F'. Il existe donc ¢ € F' t.q. ¢, — ¢ dans F, quand n — +o00.
On va montrer que v = A*q.

Soitw € E, On alim, o0 (qn/Aw)r = (¢/Aw) p. Mais,
(gn/Aw)p = (A*qn/w)g = (A"pn/w)E
Comme A*p,, — v dans FE, on a donc aussi lim,,_, 1 oo (¢ /Aw)r = (v/w) g. On obtient donc
(¢/Aw)F = (v/w)E pour tout w € E.

Ceci donne (A*q/w)g = (v/w)g pour tout w € E, et donc v = A*q. On a bien montré que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)+ = ImA* et que KerA = H.
corrigé

La question précédente montre que ImA* est fermé (dans E). Avec la partie I, on a donc (KerA)+ = Im(A*).
On a déja vu que KerA = H. On a donc H* = Im(A*).
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3. On rappelle que le produit scalaire dans E est défini par

N
(u/v)g = E/QVUZ(CE) - Vo (z)dz.

On définit Ty € E par (Ty/v)e = [, f(x) - v(x)dz pour tout v € E. Soit u la solution de (2.54).

(a) Montrer que u — Ty € H*. En déduire que u — Ty € ImA*.
corrigé

On a (u/v)p = [, fvde = (Tf/v)g pour tout v € H. Ceci signifie bien que u — Ty € H= et donc que
u— Ty € ImA*.

(b) Montrer qu’il existe p € F t.q. (u, p) est solution de (2.53).
corrigé
Comme u — Ty € ImA*, il existe p € F = L?(Q) t.q. u — Ty = A*p. On a donc pour tout v € HJ (2

)N

(/o) ~ [ fode = (u=Ty/0)e = (490} = (p/Av)e = [ pliv(o)da,

Ce qui signifie bien que (u, p) est solution de (2.53).

4. Soit (u1,p1) et (uz,p2) deux solutions de (2.53). Montrer que u; = uz = u (oll u est I'unique solution de
(2.54)) et qu’il existe @ € R t.q. p1 — p2 = a p.p..
corrigé

On a déja montré a la question 3 de la partie I que u; = uo = w ol u est I’'unique solution de (2.54).

On obtient alors que [, p1div(v)dz = [, p2div(v)dz pour tout v € HLQ)N . En prenant v = (vy, ..., vx)t
avec v1 € C°(Q) etv; = 0 pour ¢ > 2, on en déduit que D1 (p; — p2) = 0 (dans D*). De maniére analogue on
aD;(p1 —p2) = 0pourtouts € {1,..., N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe a € R t.q. p1 — p2 = a p.p.
(voir I’exercice 1.4).
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1.10 Corrigés d’exercices

Corrigé 1.1 (Exemple de dérivée)

Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,anx)' € RN |2y < 1,i=1,...,N}etu: R" — R définie par u(z) = 1

siz € Qetu(x)=0siz & Q.

1.Pouri = {1,...,N} etp € C®(R"), montrer que Jr u(r)g%(r)dr ne dépend que des valeurs prises par
« sur le bord de €.

corrigé
On prend, par exemple, 7 = 1 (les autres valeurs de ¢ se traitent de maniere similaire). Pour tout ¢ € C° (IRN )
ona
Dy / dp / / Loy
U dx = dx = ( — (1,1 d:c)d
o= [ S [ ([ G ey
et donc

0
/ 1(%)690( )dw:/ sﬁ(l,y)dyf/ e(—1,y)dy.
RN X1 ]_171[1\/—1 ]_1,1[1\1—1

Ceci montre bien que [i; v u(x) g—z (z)dx ne dépend que des valeurs prises par ¢ sur le bord de 2.

2. Montrer que u ¢ W1 (RY).

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose que u € W11 (IR™). Il existe alors (en particulier) g € L'(R™) t.q.

/}RN u(z )gi( )dT_/]RN g(@)p(x)dx pour tout € CZ(RY).

Pour n € IN*, on pose A, =]1 — 2 14+ L[x] -1, 1[V~!

On choisit une fonction ¢ € C2(R™N) t.q. p(x) > 0 pour tout z € RY, p(z) = 0siz # A; et p(z) =

Isiz = (1,y) avec y €] — %, 5[V~ (une telle fonction ¢ existe). Pour n € IN*, on définit alors ¢,, par

on(1+21,1)) = o(1 4+ nzy,y) pour tout z; € R ety € RV (de sorte que ¢, = 0 hors de 4,,).
Pour n € IN*, on a bien ¢, € C2°(IRY) et le choix de ¢,, donne

Opn
/ u(x )(f (z )dw:/ wn(l,y)dy*/ on(=1,y)dy > 1
RN 1 ]-1,1[N-1 ]-1,1[N-1

[ s@en@yisl < [ lgta)laa.

n

et

On a donc f A, |g(z)|dz > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (IN-dimension-
nelle) de A, tend vers 0 quand n — 4o0.

Corrigé 1.2 (Une fonction de dérivée nulle est constante)

Soit u € Lloc(]O7 1]) t.q. Du = 0. Montrer qu’il existe « € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la fonction constante
égale a a.)

corrigé
On se donne gy € C°(]0,1]) t.q. fo wol(x)dz = 1.
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Pour ¢ € C2°(]0, 1[), on définit la fonction ¢ par
T 1 T
o(z) = / b(t)dt — (/ ¢(t)dt) / o(t)dt. pour 2 €]0, 1].
Jo 0 Jo
Avec ce choix de p on a p € C'2°(]0, 1]) et donc, comme Du = 0,

0 = (Du,p)pr,c = —/0 uw(z)p' (z)dz.
Comme ¢’ = 1) — (fol (t)dt)gpo, on a donc
/O u(xb(a)d — ( /O w(oyar) ( /O u(z)po(x)dz) = 0.
On pose a = fol w(z)po(x)dx, on a ainsi

/0 u(z)Y(z)de = /0 a)(x)dzx pour tout ¢ € C2°(]0, 1]).

Le lemme 1.1 donne alors u = a p.p..

Corrigé 1.3 (Espace de Sobolev en 1d)
Soit1 < p < ccetu € WHP(]0, 1]).
1. Soitu € W2(]0, 1]).
(a) Montrer qu’il existe C € R t.q. u(z) = C + [ Du(t)dt, pour presque tout = €]0,1[. En déduire que

u € C([0,1],IR) (au sens qu’il existe v € C([0,1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1], en identifiant u et v, on peut
donc dire que W1P(]0,1]) c C([0,1],R).

corrigé
Pour z € [0,1], on pose F(z) = [ Du(t)dt. Comme Du € L'(]0,1[), ona F € C([0,1],IR). On peut
aussi montrer que I’ est dérivable p.p. et que F’ = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse plutdt a la
dérivée par transposition de F’, c’est-a-dire a DF’ et on va montrer que DF' = Du.

Soit p € C°(]0,1[). On a
1 1 1
(DF, @)pe ¢ = — / Fa)¢!(z)dz = — / ( / 1o (1) Du()dt ) ¢ (z) .
0 0 0
En remarquant que 19 ,(() = 1j¢,1(() pour tout ¢, z €]0, 1] et en utilisant le théoréme de Fubini, on a donc

DEocx =~ [ ([ 1@ o) Dty = [ otopuca

ce qui prouve que DF' = Du.
On adonc D(u — F) = 0 et I’exercice 1.2 donne alors I’existence de C' € R t.q. u — F' = C p.p. ¢’est-a-dire

u(z) =C +/ Du(t)dt pour presque tout  €]0, 1].
0
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(b) Montrer que [[ulleo < [Jullwrro,1p-

corrigé
On choisit maintenant pour u (qui est une classe de fonctions) son représentant continu. On a alors pour tout
z €[0,1]

u(z) = u(0) + /UL Du(t)dt.

On a alors aussi pour tout z, y € [0, 1], u(x) = u(y) + f; Du(t)dt, on en déduit

1
Ju(z)| < Ju(y)] + /0 |\ Du(t)|dt.

En intégrant cette inégalité sur [0, 1] (par rapport a y), on obtient pour tout = € [0, 1]
lu(@)] < llullr + [ Dullpr = [lullws,
et donc, en prenant le max sur x et en utilisant I’inégalité de Holder,

lullzee < llullr + [1Dullzr < flullze + [|Dullze = [luflwre-

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).
corrigé
On choisit toujours pour u son représentant continu. Soit z,y € [0,1],y > z,ona

u(y) — u(z) = / ’ Du(tydt

et donc, en utilisant I’inégalité de Holder,

v : _1 _1
u(y) ~u(e)| < ([ DuPat) "y =2l < fulwsly - 2.
x

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0,1[) t.q. u(z) = u(0) + [ w(t)dt, pour tout z €]0, 1.
Montrer que u € W1P(]0, 1) et Du = w.

corrigé
1l est clair que u € LP(]0, 1]). Pour montrer que u € WP (]0, 1[) il suffit de montrer que Du = w c’est-a-
dire que (Du, p)p+ co = fol w(t)(t)dt pour tout ¢ € C°(]0, 1[).
Soit p € C2°(]0,1[). On a

(Du, ¢)pr o = —/Olu(t)gp’(t)dt - —/01 (/:w(r)dm)@'(t)dt - —/01 (/01 l]o,t[(x)w(x)dx)ap’(t)dt.

On utilise une nouvelle fois le thézoréme de Fubini et le fait que 1y 4{(x) = 1j5,1(() (pour tout z, ¢ €]0, 1[). On
obtient

(Du, @)p- e = — / 1 ( / 1 1o 106 (Dt () = — / 1 ( / 1 P (1)t )w(w)dr = / ' playw(a)ir.

Ce qui donne bien Du = w.
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Corrigé 1.4 (Généralisation de I’exercice 1.2)

Soient N > 1, B={z € RY, |z| < 1}etu € L] (B).

1. On suppose que D;u = 0 pour tout i € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :
Soit e €]0,1/2[ et (pp)nen+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :

loc

peCE(RY, IR%/ pdr =1, p>0inRY, p(x) = 0si 2] > 1, (1.8)

et,pourn € N*, z € RY, p,(z) = nNp(nz).
On pose u-(x) = wsi |z| < 1 — € et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. ,, = Us * .

Montrer que u. , € C° (RN, R) et que, si 1/n < e, Uy, est constante sur la boule de centre 0 et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure. .. .]

corrigé
Onau, € L! (]RN ). Pour tout n € IN*, la fonction u ,, est donc bien définie sur tout RY. Le fait que U p, Soit
de classe C'™° est classique et les dérivées de u. ,, sont égales a la convolution de u. avec les dérivées de p,,.
11 est facile aussi de voir que u. , est une fonction a support compact car u. et p, sont des fonctions a support
compact.

U‘E n

On note B; la boule de centre 0 et de rayon r. On montre maintenant que pour tout ¢ la fonction === est nulle
sur By_o.sil/n <e.

Soiti € {1,...,N}etz ¢ R",ona

OUe B dpn B dpn B
pet@) = (uex o) @) = [ )P =

Sil/n < eetx € B;_a, la fonction p,(x — -) appartient 2 C2°(B) et est nulle hors de B;_.. On remarque
aussi que

(La notation 0/9dx; désigne la dérivée par rapport 2 la i-eme variable, a ne pas confondre avec la i-éme compo-
sante de = dans la formule précédente. ...) On obtient ainsi

aus,n apn
F2@) = [ )@ =)y = (Dot pue = ey = O

On a ainsi montré que pour 1/n < ¢, la fonction ng ™ est, pour tout ¢, nulle sur By _s.. On en déduit que la

fonction u. ;, est constante sur 31 _o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout x € B;_o. ona

1
Uen (T) — Uy (0) = / Ve (tx) - zdt = 0.
0

Comme u. € L'(R™), la suite (ue ,)nen converge dans L'(IR™) vers u.. En considérant les restrictions de
ces fonctions & la boule B;_z. (sur la laquelle u. = w), la suite (ue n)nen converge dans L'(Bj_z.) vers
u. Comme u. , est une fonction constante sur By_o. (pour 1/n < ¢) sa limite (dans L') est donc aussi une
fonction constante. Ceci montre que la fonction w est constante sur By _o., c’est-a-dire qu’il existe a. € R
t.q. . = ae p.p. sur B;_o.. Comme £ > 0 est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de € et que u est
constante sur B.
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2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1, ..., N}. Montrer que u € C*(B,R) (au sens
“il existe v € C1(B,R) t.q. u = v p.p."). [On pourra, par exemple, reprendre 1’indication de la 1&re question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout x,y € RY ona

1
Uen(y) — e () = / Viten(ty + (1 — )a) - (y — a)dt,
0
et que pour z dans la boule de centre 0 et rayon 1 —2eeti € {1,...,N}ona
(Oug,n/0x:)(2) = / D;u(z)pn(z — z)dz.
JB
En déduire que pour presque tout -,y € B, on a, avec Du = {Du, ..., Dyu},
1
u(y) — u(z) = / Dulty + (1 — t)z) - (y — z)dt.
0

Montrer alors que w est continue et que la formule précédente est vraie pour tout x,y € B. Conclure enfin que
u € CYB,R).]

corrigé
Soit € > 0. La fonction u, ,, est de classe C°°. On a donc bien, pour tout z,y € RY,

Ue n (Y) — Ue () = /0 Ve n(ty + (1 —t)z) - (z —y)dt. (1.9)

Dans cette formule Vu, ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de uc .
Pour z ¢ RV etie {1,...,N}ona

aue,n _ _\0pn =
2 (2) = /}R @ -2

Siz € Bi_s. et1l/n < e, lafonction p,(z — -) appartient a C2°(B) et est nulle fors de By_. (et sur B;_. ona
e = u). On en déduit

Oue

S (2) = (Dits pu(z = ) (3,0 (5) = / Di(Z)pa (= — 2)d=.
T B

Comme D; (u) est uniformément continue sur By _., on déduit de la formule précédente que du. ,,/Ox; converge
vers D;u uniformément sur B; _o.. On a donc, pour tout x,y € By _o.

i [ Ve (ty+ (1= b)) - (& — y)dt. = /0 Dulty + (1— 8)z) - (y — 2)dt.

n—-+4oo 0

La suite (e ) nen+ converge dans L! (IR™) vers u.. Aprés extraction éventuelle d’une sous suite, on peut donc
supposer que cette suite converge p.p. vers u. et donc p.p. vers u sur la boule B _.. En passant a la limite quand
n — +oo dans I’égalité (1.9), on obtient pour presque tout x, y dans By _o.

1
u(y) —u(z) = /0 Du(ty + (1 — t)x) - (y — x)dt. (1.10)

Comme € > 0 est arbitraire, la formule (1.10) est valable pour p.p. z,y € B.
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Pour conclure, on fixe un point € B pour lequel (1.10) est vraie pour presque tout y € B et on pose
1
u(y) = u(x) + / Du(ty + (1 —t)x) - (y — z)dt pour tout y € B.
0

La fonction v est de classe C'! et Vo = Du sur tout B (car Du est une fonction continue). Comme u = v p.p.,
ceci termine la question.

3. On reprend ici la 1ére question en remplagcant B par un ouvert quelconque de IR" . Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, v constante signifie qu’il existe ¢ € IR t.q. u = a

p-p-)

corrigé

On note 2 ’ouvert remplcant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans €2 u est

p.p- égale a une constante. Pour que 1’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il suffit de
définir v sur 2 par

1

li _—
h—)(l)TIIIL>O )\d(Bz,h)

v(x) = / u(y)dy pour tout z €

B(z,h)
ol B(z, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et A\y(B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionelle
de cette boule. On a alors u = v p.p. (v est donc un représentant de la classe u) et sur toute boule incluse dans
Q v est égale a une constante.

La fonction est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante connexe de
Q. En effet, soit z € Q et U la composante connexe de 2 contenant z. On pose a = v(x). L’ensemble {y € U;
u(y) = a} est un ouvert non vide de U et ’ensemble {y € U; u(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du
précédent. Par connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve que © = a sur tout U.

Corrigé 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3)

Soit @ = {z = (z1,32)" € R?, |z;| < 3, i=1,2},v €]0,1/2[ et u: Q — IR définie par u(z) = (—In(|]))".

Montrer que u € H'(€). En déduire que H'(Q) ¢ C(9Q).
corrigé

La fonction u est de classe C> sur Q \ {0} (en remarquant que || < v/2/2 < 1 pour tout z € ). Les dérivées

classiques de u sont pour x = (1, x2)" # 0

ou T
= — — y-1 v ) —
G (@) = (Il T i = 1.2

11 est facile de voir que u € L2(9) (et méme u € LP(£2) pour tout 1 < p < +00). Comme 7 < 1/2, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de u sont dans L2(€2). 11 suffit pour cela de remarquer que

1/2 1
—_dr < .
/o PIn(rya—n " < T

Pour montrer que v € H'(f2), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées
par les dérivées classiques, ¢’est-a-dire que pour tout ¢ € C°(€2) et pour i = 1,2, on a

/Q u(zx) gﬁ (z)dx = — A g::l (x)p(x)dx. (1.11)
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On montre maintenant 1.11 pour ¢ = 1 (bien siir, ¢ = 2 se traite de maniére semblable). Soit ¢ € C°(Q2) ete > 0.
On pose L. = [—¢,¢] x [0, 1]. En intégrant par parties, on a

0 ou !

[ u@gf@dn=— [ St@eds - [ ezl - p(-am)dn L1
O\L. Oz; oL, 9; —1

(On a utilisé ici le fait que u(e, z2) = u(—¢,x2).)

Par convergence dominée, on a

. N B (%) . ou [ Ou
;1_1}(1)/9\135 u(z)axi (m)dm-/ﬂu(m)a% (z)dx et eh_r>r(1) oL, 97, (x)p(x)dx = |, o, (z)p(z)dx

Il reste a montrer que le deuxieme terme du membre de droite de (1.12) tend vers 0. Ceci se fait en remarquant que
la fonction ¢ est réguliére, il existe donc C' ne dépendant que de ¢ t.q.

\/_1 u(e, z2)(p(e, x2) — (=€, x2))dzs| < |In(e)["Ce.

On en déduit bien que
1

lim u(e, z2)(p(e, x2) — @(—¢, x2))dzs = 0,

e—0 1

ce qui termine la démonstration de (1.11) pour ¢« = 1. Finalement, on a bien ainsi montré que les dérivées par
transposition de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H'(Q).

Corrigé 1.6 (Inégalités de Sobolev pour p < N)
L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg. Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (et le cas p = 1 est
longtemps resté un probléme ouvert).

1. Soit u € CH(IR™).
(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u]|o < ||t/||1.
corrigé
Comme u € C}(IR) on a, pour z € R, u(x) = [“__ u'(t)dt et donc

Ju(z)]| < / ! (8) dt < ([

—00

On en déduit bien ||u]|oo < ||u/]]1.

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u||N/(N_1) < %M/N . HB‘%VH}/N.
corrigé

la question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant a C (IR,
[ulloe < fl']l1-

Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant a C'* (]RN ),ona

ou 1/N ou 1/N
< |[|=— || m— .
vy < I3
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Soit u € CHIRN*). Pour z € RV onnote z = (z1,y)" avec z; € R ety € RY. Pour z; € IR,
I’inégalité de Holder donne

N+1 1
[ e Sy = [ e )t dy

< ([ i) T ([ i)

On applique I’hypothese de récurrence  la fonction y — (1, y) (qui est bien dans C*(IR”)), on obtient

(1.13)

ou ou
< gy 0 My -+l (o

[E] - Sl

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (démontré a la question (a)) a la fonction z — w2, %) (qui est bien
dans C!(IR)), on a pour tout y € R

ou
lu(zy,y)| < ||8Tsl('7y)”L1(m)-

et donc, en intégrant par rapport a y,

[y < 15 s

En reportant ces majorations dans (1.13) on obtient pour tout z; € R

N+1 5‘u . (9 1/1\] 8u
S )y < S e - g o

En intégrant cette inégalité par rapport a 1 et en utilisant une nouvelle fois I’'inégalité de Holder (avec le
produit de N fonctions dans LY, on obtient bien I’inégalité désirée, c’est-a-dire

1
T, ')H[]/Vl(]RN+1)-

N 1/N 1/N
u |x5;<||—u/ g,

ou encore 8
||u|\N+1<\|—||N+l...H - ||”+1

Ce qui termine la récurrence.

(c) Montrer que ||ul|n/v—1) < || |Vul 1. o
corrigé
La moyenne géométrique de /N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces mémes
nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction exponentielle.)
On en déduit que

1/N 1/N
el v 1><|\—\|/ : II—H/ ,NZ|—\|1

9u ||, < |||Vl ||; pour tout 4, on a bien

Comme || T

ulln/(v=1y) < [Vl |1
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(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe Cy, ne dépendant que N et p t.q. |[ul,» < Cnpll|Vulllp, avec
p* = (Np)/(N —p).

corrigé
Pour p = 1, on a vu que Cy ;,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.
p(N -1)
N-p
Comme o > 1etu € CH(IR™), onaaussi v € C}(IRY). On peut donc appliquer le résultat de la question
(c) a la fonction v. On obtient
1 N-1

([ ow@r) ™ = ([ wer) ™ <.

Comme |Vv| = a|u|*~1|Vul, I'inégalité de Holder (avec p et ¢ = p/(p — 1)) donne

N

w7 =DpHetv = |u| >

On pose o = (de sorte que o

Vol = alllul*=" [Vul [l < ol[ul*™ o]l [Vl ],-

Comme (o — 1)g = (o — 1)p/(p — 1) = p*, on adonc

P*(N-1) N P*(p=1)
™ = ([ tu@p?) T <alulye 9l
IRN
N -1
Ce qui donne, avec Cy , = a = p( ),
: N—p

[ullpr < Onpll IVl [lp-

2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ul|,- < Ci |l |Vl ||, pour tout u € WHP(IR™Y) (Ciy, et p* sont donnés 2 la
question précédente). En déduire que I'injection de W?(IR™) dans L?(IR™) est continue pour tout ¢ € [p, p*].
corrigé

Soit u € W'P(IRY), il existe une suite (u,),en de fonctions appartenant 3 C}(R”Y) t.q. u, — u dans
whep (]RN ) quand n — +o0. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP" . Par unicité de la
limte (par exemple dans Llloc(]RN )) cette limite est nécessairement égale a u. On peut alors passer a la limite
quand n — +oo dans I'inégalité ||uy, ||+ < Cn |l |Vunl ||, et on obtient ainsi

lullpr < Cnpll|Vul||p pour tout u € Wl’p(lRN).

Ceci donne I'injection continue de W7 (IR™) dans LP" (RY).
Linjection continue de W?(IR") dans LP(R™) est immédiate car [u, < l|ullwr.p(m~ypour tout u €
Whr(RY).

Soit maintenant ¢ €]p, p*[. Pour montrer que W'*(IR") s’injecte continiment dans L9 (IR ) il suffit d"utiliser

I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec 1’inégalité de Holder) avec p < ¢ < r = p*.

lullg < [lullpllully=, (1.14)

_ p(r—q)
avec 0 = o= €10, 1].
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3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W1~ (IR™) dans L?(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, o[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).
corrigé
Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne I’injection continue de W' (IR) dans L>(IR). Comme W!(IR)
s’injecte aussi contindment dans L (IR ), on obtient aussi une injection continu de W11 (IR) dans L9(IR) pour
tout ¢ €]1, +oo[ (en utilisant (1.14) avec r = +oo, p = let 6 = 1/¢).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W~ (IR) dans L™ (IR.). Le seul cas a consi-
dérer est donc N < g < +oco. Plusieurs démonstration sont possibles. Une premiére démonstration consiste a
utiliser pour |u|®, avec u € CI(IR™), I'inégalité démontrée 2 la question 1 (c), puis 2 utiliser 1'inégalité de
Holder (pour faire apparitre |Vu|") et 'inégalité (1.14). Enfin, on conclut avec la densité de C'}(IR™) dans
whN (]RN ). On donne ci dessous une démonstration probablement plus longue mais qui utilise de maniére
intéressante le caractere homogene de la norme. de la norme.

Soit N < g < +o0. Il existe alors p €]1, N[ t.q. p* = Np/(N — p) = q. On va utiliser la question 1 avec cette
valeur de p.

On définit ¢ de IR. dans IR, de classe C'!, par :

os) = 0sils] < 1,
p(s) = 5(ls| = 1)?si1 < |s| <2,
o(s) =|s| —3si2<|s|.

Ona |p(u)| < 1let|¢'(s)| <1 pourtout s € RR.
Soitu € CHIRN) t.q ||lul|w1.~ = 1.Onap(u) € CLIRY). Par question 1 (et la définition ) on obtient

ol < Crl V6@l < Covy [

Vu(o)Pds < cN,p(/ [Vu(e)[¥dz) " Na({Jul = 1%,
{lul=1} RN
OnaXg({ul > 1} < [ Ju(z)[Nde < 1et [~ [Vu(z)|[Ndz < 1. On en déduit
le()ll§ < Cn.p-
Comme |u|? < 29¢(u)? 4 29, on a donc
S lu(z)|9de = f{lﬂlﬁl} lu(x)|9dx + f{‘u|>1} |u(z)|?dx
< [rw [u(z)|N dx + 27 S lo(u(x))|%de + 29N ({|u] > 1}) <1+ 2‘101?@ + 249,

Tl existe donc Dy , ne dépendant que N et ¢ t.q |lull, < Dn4siu € CHIRY) et [Jul|y1.v = 1 Grice au

caractére homogene de la norme, on a en déduit que |[ull, < Dy gl[uly1.~ (g vy pour tout u € CH(R™N). Enfin,
par densité de C (R™) dans WY (IRY) on obtient que WV (R™) c LI(R"N) et

||u||q < DN,q|

|| y1.5 (g Ny pour tout u € WEN@RN).

Ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W (IR") dans L¢(R").

4. On suppose maintenant que €2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I’injection de W1P(Q) dans L9(f2) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (»* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de W1V () dans L9(£2) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est autorisé).
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corrigé
Cette question consiste seulement 2 utiliser I’existence d’un opérateur P linéaire continu de W1?(Q) dans
witp (]RN ) t.q. Pu = u p.p. dans € (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée par le théo-

reme 1.16). En effet, grace a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions précédentes (et de
I’inégalité (1.14)).
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