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Chapitre 3

Problémes elliptiques non linéaires

Dans ce chapitre, on va présenter deux types de méthodes pour obtenir des résulats d’existence de solution pour
des problémes elliptiques non linéaires : une méthode de compacité et une méthode de monotonie. On donnera
également une méthode pour obtenir un résultat d’unicité.

3.1 Méthodes de compacité

3.1.1 Degré topologique et théoreme de Schauder

Objectif. Soit €2 un ouvert borné de RY, N > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Banach F. Soit f e
C(QL,RY) (ou f € C(Q,E))ety € RY (ouy € E). On cherche 2 montrer qu’il existe z € Q t.q. f(x) = y.

On commence par donner I’existence (et I’unicité) d’une application, appelée degré topologique, en dimension
finie puis en dimension infinie. Cette application nous permet parfois d’obtenir le theoreme d’existence de solution
recherché.

Définition 3.1 Soit N > 1. On note A I’ensemble des triplets (f,$,y) ot Q est un ouvert borné de RY, f e
CURY) ety e RN t.q.y & {f(x), z € 0Q}.

Théoréme 3.2 (Brouwer, 1933) Soit N > 1 et A donné par la définition 3.1. Il existe alors une application d de
A dans ZZ, appelée “degré topologique", vérifiant les trois propriétés suivantes :
(d1) (Normalisation) d(1,,y) = 1siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) +d(f,Q2,y) si QL UQs C Q Q1 NQy = Dety & {f(z),
e \ O u QQ}
(d3) (Invariance par homotopie) Si h € C(
Q

[0 Q,RY), C([0,1], R™) er y(t) & {h(t,z), z € ON} (pour
tout t € [0,1]), on a alors d(h(t, ), 2, y( ,

y €
), 2, y(0)) pour tout t € [0, 1].

Remarque 3.3 Des propriétés du degré topologique (données dans le théoreme 3.2), on déduit 2 conséquences
tres intéressantes :

1. d(f,Q,y) # 0 implique qu’il existe z € Q t.q. f(z) = y.

2. Soit A une matrice N x N inversible, Q est un ouvert borné de R et y € R" t.q. A~'y € Q. On pose
f(z) = Az pour z € R™. Onaalors (f,Q,y) € Aetd(f,Q,y) est égal au signe du déterminant de A, on a
donc d(f,Q,y) # 0.
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3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

La remarque 3.3 nous donne une méthode pour trouver des solutions a des problemes non lin€aires. Soit N > 1,
Q un ouvert borné de RY, f € C(Q,RN) ety IBN. On cherche & montrer qu’il existe x € Q t.q. f(z) = y.
Pour cela, on construit une application h de [0, 1] x © dans RY t.q.

1. h(1,-) = f,

2. h(0,-) = g avec g linéaire inversible et t.q. y € {g(z),z € }.

3. h(t,x) # y pour tout t € [0, 1] et tout z € .

On obtient alors d(f, 2, y) = d(g,,y) # 0 etdonc qu’il existe z € Q t.q. f(x) = y.

On peut remarquer que dans le cas N = 1, cette méthode dite de “degré topologique" que I’on vient de décrire
n’apporte rien de plus que le théoreme des valeurs intermédiaires. Elle est donc sans intérét si N = 1.

Un premiere conséquence de cette méthode de “degré topologique" est le théoreme de point fixe de Brouwer que
nous donnons maintenant.

Théoréme 3.4 (Point fixe de Brouwer) Soit N > 1, R > 0 et f € C(Bg, Br) avec Bg = {x € R", ||z|| <

R}. (On a muni RN d’une norme notée | - ||.) Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe © € Bp t.q.
fx) =
Démonstration Si il existe © € dBpg (c’est-a-dire t.q. ||z|]| = R) t.q. f(x) = z, il n’y a plus rien & démontrer.

On suppose donc maintenant f(x) # x pour tout z € dBg. On pose alors Q = {z € RY, ||z| < R} (ce qui
donne Bg = Q) et, pourt € [0,1] et x € By, h(t,z) = x — tf(x). Il est facile de voir que h(t,x) # 0 pour tout
€ dQ = {zx ¢ RY, ||z| = R}. On en déduit que d(h(1,-),Q,0) = d(h(0,-),Q,0) = d(I,9,0) = 1 et donc
quiilexiste z € Qt.q. f(z) ==z n

Le théoreme 3.2 a été généralisé (des 1934) en dimension infinie par Leray et Schauder sous une hypothese de
compacité que nous donnons maintenant

Définition 3.5 Soit E un espace de Banach (réel), B une partie de E et f une application de B dans E. On
dit que f est compacte (la terminologie de Leray-Schauder est différente, ils utilisent I’expression “complétement
continue") si f vérifie les deux propriétés suivantes :

1. f est continue,

2. {f(z), x € C} est relativement compacte (dans E) pour tout partie C bornée de B.

On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = F) la deuxieme condition entraine
la premiere. Mais ceci est faux pour des applications non linéaires.

Définition 3.6 Soit I/ un espace de Banach (réel). On note A I’ensemble des triplets (I — f,€,y) o Q est un
ouvert bomé de E, f est une application compacte de ) dans E (ce qui est équivalent a dire que f est continue et
{f(z), x € Q} est une partie relativement compacte de E). ety € E t.q. y & {f(z), x € 0Q}.

Théoreme 3.7 (Leray, Schauder, 1934) Soit E un espace de Banach (réel) et A donné par la définition 3.6. I
existe alors une application d de A dans ZZ , appelée “degré topologique", vérifiant les trois propriétés suivantes :

(d1) (Normalisation) d(I1d,Q,y) = 1siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) d(I — f,Q,y) = d(I — f,Q,y) +d(I — f,Qa,y) si Q. UQy C QL Q1 Ny =D et
y&{r— flx),z€Q\ Q1 UQ}.
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3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

(d3) (Invariance par homotopie) Si h est une application compacte de [0,1] x Q dans E (ce qui est équivalent & dire
que h est continue et {h(t,z),t € [0,1], z € Q} est une partie relativement compacte de E), y € C([0,1], E)
ety(t) & {x—h(t,x), z € N} (pourtoutt € [0,1]), on a alors d(I — h(t,-),Q,y(t)) = d(I —h(0,-),Q,y(0))
pour tout t € [0, 1].

Comme dans le cas de la dimension finie (voir la remarque 3.3), des propriétés du degré topologique (données dans
le théoreme 3.7), on déduit que d(I — f,Q,y) # 0 implique qu’il existe z € Q t.q. x — f(z) = y. Pour donner
I’analogue de la seconde propriété de la remarque 3.3, nous avons besoin d’un deuxieme théoreme di a Leray et
Schauder que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.8 (Application linéaire compacte) Soit E un espace de Banach (réel), L une application linéaire
compacte de E dans E et Q) un ouvert borné contenant 0. On suppose que

rE€EFR Lr=x= ¢ 3.1

Alors (I — L,Q,0) € A (A est donné par la définition 3.6) et d(I — L,Q,0) # 0.
Noter que, comme L est linéaire, I’hypothese (3.1) est équivalente a dire (x € E, Lz = x) = x = 0, ce qui est
équivalent a dire que 1 n’est pas valeur propre de L.

On peut maintenant, comme en dimension finie, donner une méthode pour trouver des solutions a des problemes
non linéaires. Soit F un espace de Banach, (2 un ouvert borné de F, f une application de Q dans E. On cherche a
montrer qu’il existe € Q t.q.  — f(z) = 0 (quitte a changer f, on peut toujours se ramener a cette forme). Pour
cela, on construit une application h de [0, 1] x Q dans E, compacte et t.q.

1 h(1,) = f,

2. h(0,-) = L avec L linéaire de E de E,

3.2 — h(t,z) # 0 pour tout ¢ € [0,1] et tout z € .

On obtient alors d(I — f,9Q,0) = d(I — L,Q,0) # 0 et donc qu’il existe z € Q t.q. x — f(z) = 0.

Comme en dimension finie, une premiere conséquence de I’existence du degré topologique est 1’obtention d’un
théoreme de point fixe que nous donnons maintenant.

Théoréme 3.9 (Point fixe de Schauder) Soit E un espace de Banach, R > 0, Bg = {z € E, ||z|| < R} et f une
application compacte de B dans Bg (c’est-a-dire f continue et {f(z), x € Bgr} relativement compacte dans
E). Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe © € Bg t.q. f(z) = .

Démonstration La démonstration est trés voisine de celle du théoreme 3.4. Si il existe x € OBg (c’est-a-dire t.q.
|z|| = R) t.q. f(x) = x,iln’y aplus rien & démontrer. On suppose donc maintenant f(x) # x pour tout z € dBR.
On pose alors Q = {x € E, ||| < R} (ce qui donne Br = Q) et, pourt € [0,1] etz € Bg, h(t,x) = tf(x). 1l
est facile de voir que = — h(t,z) # 0 pour tout z € N = {z € RY, ||z = R}. La compacité de h se déduit de
celle de f. On en déduit alors que d(I — h(1,-),£2,0) = d(I — h(0,-),Q,0) = d(1,,0) = 1 et donc qu’il existe
z € Ntq. f(z) == ]

Le théoreme de Schauder est faux si on remplace I’hypotheése de compacité de f par la simple hypothése de
continuité. Toutefois, la difficulté principale dans I’utilisation du théoreme de Schauder (ou, plus généralement,

dans 1’utilisation du degré topologique) est souvent de montrer la continuité de f (ou, dans ’utilisation du degré
topologique, la continuité de 1’application notée h ci avant).
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3.1.2 Existence avec le théoréeme de Schauder

On rappelle tout d’abord la définition de fonction de Carathéodory.

Définition 3.10 Soit N, p,q € IN* et Q un ouvert de R™ . Soit a une application de Q x R dans R?. On dit que
a est fonction de Carathéodory si a(-, s) est borélienne pour tout s € R” et a(x, ) est continue pour presque tout
x €.

On travaille dans cette section avec les hypotheses suivantes :

N > 1, Qestun ouvert borné de RY,

a: QxR — RY estune fonction de Carathéodory ,

3.2)
ilexistea > 0,8 € R tq.« < a(-,s) < S p.p. et pour tout s € IR,
feL>®QxR).
Sous les hypotheses 3.2, on cherche a montrer 1’existence de u, solution du probleme suivant :
u € Hg(Q),
(3.3)

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z)de = / f(z,u(z))v(zx)dz, pour tout v € HL(S).
Q Q

Théoreme 3.11 Sous les hypotheses (3.2), il existe u solution de (3.3).

Démonstration Pour @ € L2()), le chapitre sur les équations elliptiques linéaires nous donne 1’existence et
’unicité de u solution de

u € Hg(Q),

/Q a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z)de = A f(z,u(z))v(zx)dx, pour tout v € HL(S).

3.4)

On pose T(@) = u. L’application T est donc une application de E dans E avec E = L?(2). Un point fixe de T
est une solution de (3.3). Pour démontrer 1’existence d’un tel point fixe, on va utiliser le théoreme 3.9.

Tout d’abord, en utilisant «, I’inégalité de Poincaré et la borne L> de f, on montre facilement que ’image de T’
est dans un borné de H}(2) et donc (par le théoréme de Rellich) dans un compact de L2(£2). En prenant R assez
grand, ’application T envoie donc B = {v € L%(Q), ||v|l2 < R} dans By et {T(u), 4 € Bgr} est relativement
compacte dans L2(2). Pour utiliser le théoréme 3.9, il reste & montrer la continuité de T'.

Soit (&, )neN une suite de E t.q. 4, — @ dans F, quand n — +o00. On pose u,, = T'(4,,). Aprés extraction d’une
sous suite, on peut supposer que i, — 4 p.p. et qu’il existe w € Hg (€2) t.q. u,, — w faiblement dans Hg (£2) (et
donc aussi u,, — w dans L%(2)). On va montrer que w est solution de (3.4). En effet, Soit v € H}(2), on a

/ a(x, tn () Vuy (x) - Vo(z)dx = / f(z, 1, (2))v(z)dz, pour toutv € H}(S).
Q Q

En passant a la limite quand n — +oo (en utilisant la convergence dominée et le passage a la limite sur le produit
d’une convergence faible et d’une convergence forte dans L?), on obtient

/sz a(z,u(x))Vw(z) - Vu(z)de = A f(z,4(x))w(z)ds, pourtoutv € Hy(Q).
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Ceci prouve que w = T'(7). On a donc prouvé, aprés extraction d’une sous suite, que T'(%,) — T'(@) dans L2(Q).
Par un raisonnement classique par 1’absurde on peut montrer que cette convergence reste vraie sans extraction de
sous suite (voir I’exercice 3.1 pour un exemple de ce type de raisonnement). On a ainsi démontré la continuité
de T'. On peut donc appliquer le théoréme 3.9 et conclure a 1’existence d’un point fixe de 7', ce qui termine cette
démonstration. u

3.1.3 Ecxistence avec le degré topologique

On donne maintenant une application du degré topologique, (cette application pourrait d’ailleurs aussi se faire par
le théoreme de Schauder).

On reprend le méme probléme que dans le paragraphe 3.1.2 en supprimant 1’hypothése f bornée qui permettait
une application simple du théoreme de Schauder.

On considere 1’équation de diffusion-convection-réaction suivante :

u € H ()

/ oz, (@) Vu(z) - Vo(z) + / G

Q

z)p(u(z)) - Vu(z)ds = (3.5)
/ f(z,u(x))v(z)de, Yve HH(Q)
Q
qui est la formulation faible du probleme suivant :

{ —div(a(z, v)Vu) — div(G(z)p(u)) = f(z,u), z € Q,
u = 0 sur 9Q2.

(3.6)

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les termes de diffusion, convection et réaction sont
non linéaires. On se place sous les hypotheses suivantes :

(i) € est un ouvert borné de RY, N > 1,

(1) a est une fonction de Carathéodory (voir la définition 3.10),
(i4i) Ja, B > 0 < a(x,8) < B VseR p-p-x € Q,
(iv) G € CH(Q,RY), divG = 0, G.7)
(v) ¢ € C(R,R) etil existe C; > 0t.q. |p(s)| < C1]s] Vs € R,

(vi) f est une fonction de Carathéodory, et 3Cy > 0 etd € L3(Q); |f(z, s)| < d(z) + Cals],

(vii) lim f(z,5)

s—+oo S

=0.

Remarque 3.12 (Sur ’existence et I’unicité des solutions de (3.5)) Dans le casotia = 1, ¢ = O et f est de la
forme f(x,s) = d(x)+ As ol A est une valeur popre du Laplacien sur €2 avec condition de Dirichet et d un élément
de L?(12), le probleme (3.6) devient —Au = Au+d, avec condition de Dirichlet. Ce probléme n’a une solution que
si d est orthogonal a 1’espace propre associé a A (et dans ce cas on n’a pas unicité). C’est pour assurer 1’existence
qu’on rajoute I’hypothése de sous-linéarité sur f (hypothese (vii)).

EDP, Télé-enseignement, M2 67



3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Remarque 3.13 (Coercivité) Lorsque div G # 0, le probléme peut se traiter de maniére similaire a celle donnée
dans la démonstration de théoreme 3.14 a condition que div G < A; a.e. oll A\ est la premiére valeur propre de
u — —div(aVu) avec condition de Dirichlet (cette valeur propre est strictement positive). Sans cette condition,
le probleme devient plus difficile (voir ’exercice 3.5), méme dans le cas linéaire, c’est-a-dire le cas ou a et f
ne dépendent pas de u et ot p(u) = w. La difficulté principale est due a ’absence de coercivité de I’opérateur
u = —div(aVu) — div(Gu).

Théoreme 3.14 (Existence) Sous les hypothéses (3.7), il existe une solution de (3.5).

Démonstration Essayons d’abord d’appliquer le théoréme de Schauder. On considere le probleme linéaire suivant :
/ a(@)Vu - Vo dx + / Go(u) - Vo dr = / f(a)v dz pour tout v € HJ(Q) (3.8)
Q JQ Q

Soit T' I’opérateur défini de L2(92) dans L2(§2) par T'(@) = u ol u est solution de (3.8). Il est assez facile de
montrer que 7’ est linéaire continue et méme compact. Par contre il est difficile de montrer que 7" envoie une boule
dans une boule. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur u en fonction de @, et ce n’est pas gagné. Prenons
v = u dans (3.8), comme on a fait dans le paragraphe 3.1.2. On obtient grace aux hypotheses (3.7) :

allullf oy < 1GllscCrllallzzo) vl @) + ldllz2 @ lullz2 @) + Collall 2@ llull 220

Montrons que le dernier terme a lui tout seul empéche d’avoir les estimations. Supposons G = O et d = 0, on a
alors avec I'inégalité de Poincaré :

o 2 2 -
CT%”U”L?(Q) < allullf ) < Callll 2@ llull 2

2 2
c’est adire ||ul| L2y < %C’g”ﬂ”p < %C&R siu € Bp, c’est-a-dire [[u| g1 o) < R

On ne peut pas en conclure que ||ul|r2(q) < R (sauf si C3C> < o et dans ce cas la seule solution de (3.8)
est u = 0...). Donc, la méthode ne marche pas de maniere directe. Une solution est de considérer un probléme
tronqué et de passer a la limite, mais dans ce cas les difficultés sont les mémes qu’avec le degré topologique. On
va maintenant donner la preuve par degré topologique.

Cette méthode demande des estimations a priori c’est a dire des estimations sur u, sans connaitre son existence.
Supposons donc u solution de (3.5), on peut (et on va) montrer qu’il existe R > 0 tel que ||u||zz < R. Le gros
avantage de considérer (3.5) plutdt que (3.8) est d’avoir uniquement u, et non pas u et i, et ceci simplifie considé-
rablement les estimations. Par exemple dans le terme de convection non linéaire, on peut écrire (formellement)

/Ggp(u)-Vu dz :/G~V¢)(u) dz

Q Q
:—/divG o(u) dx
=0 Qcar div G =0,

oll ¢ est une primitive de . Notons que I’estimation ||u||;2() < R revient 2 montrer que toutes les solutions
sont dans la boule Br, (boule fermée de centre O et de rayon R), ce qui est une estimation uniforme sur toutes les
solutions.

On réécrit le probleme sous la forme :

u € H (),
/Q a(w)Vu- Vo de = (F(u),v) g-1(0),m11(0), Vv € H3 (),
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ot F'(u) est, pour u € L2(€2), 1’élément de H~1(€2) défini par
(F(u), v)g-1().mi() = — /Q Go(u) - Vo de + . fwv da.

Comme G € L=®(Q)N, |p(s)| < Ci|s| et |f(-,s)| < d+ Csls|, il est facile de voir que I’application F' qui a u
1

associe F'(u) est continue de L?(Q) dans H ().
Pour S € H~1(1), le probleme linéaire
w € H (),

3.9
; a(w)Vw - Vv dz = (S, v) g-1(),11 () ©3)

admet une unique solution w € H}(2). On note B, I’opérateur qui 2 S dans H ~*(Q) associe w solution de (3.9).
L opérateur B, est linéaire continu de H~1(2) dans H}(Q) et HE () s’injecte compactement dans L2(£2). On en
déduit que I’opérateur B, est compact de H~*(£2) dans L2(Q).

Le probléme (3.5) est équivalent a résoudre le probléme de point fixe u = B, (F(u)). On va donc montrer, par
degré topologique, que le probléme suivant admet une solution

u € L2(Q),

w = By(F(u)).
Pour ¢t € [0, 1], on pose h(t,u) = B, (t F(u)) € L?(£2). L’application & est ainsi définie de [0, 1] x L2(Q2) dans
L?(Q). Pour R > 0, on pose Br = {u € L*() t.q. ||lul|12(n) < R}. On va montrer que

J u—h(t,u)=0
w 3r>od f 206N 20, 0 b= Tl < R
(c’est I’estimation a priori, qui est le point le plus difficile a montrer) ;
(2) hest continue de [0, 1] x By dans Br;
(3) {h(t,u), t €[0,1],u € Br} estrelativement compact dans L?(£2).

Si on suppose qu’on a démontré (1) (2) (3), on n’a pas de solution a I’équation u — h(¢,u) = 0 sur le bord de la
boule Bg, et on peut donc définir le degré d(Id — h(t,.), Bg,0). Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :

d(]d_h(tv')vBRao) :d(ld_h(ov ')aBRvo)
= d(Id, Bg,0) = 1.

On en déduit ’existence de u € Bp tel que u — h(1,u) = 0, c’est a dire
u = By (F(u)).
Donc u est solution de (3.5) (et le théoréeme 3.14 est démontré).

1l reste donc a montrer (1), (2) et (3). Commencons par démontrer (3) (pour tout B > 0). Soit R > 0. On suppose
que ||uflzz < R.Ona:

F(u) € H1(Q), et <F(u)7v>H71(Q)7Hé(Q) =— /Q Go(u) - Vo dz + /Q fu)v dz
On veut estimer (F'(u), v) g-1(q), 1 () -
(Fu),v)g-v.m@ < GlsllelLz@llvlm @ + 1 (@llz@llvilrz o
< NGlloo Cillullzz@) vl aa @) + Al z2@)llvl L2 @) + Collullz2@)llvllLz(o)
< ([Gllso C1 R+ Calld|[z2(0) + C2 Cao R[]0,
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ou Cq ne dépend que de €2 (et est donnée par 1’inégalité de Poincaré). Donc
tIF(u)|| g1 < |[|Gllec C1R+ Calld||r2(0) + C2 Ca R, ¥t € [0,1].
Posons h(t,u) = B, (tF(u)) = w et montrons qu’il existe R dépendant que de R, G, Cq,C;,Co, ¢  tel que
At w) ) < R ;
Par définition, w est solution de

/ a(u)Vw - Vv = (t F(u),v) g-1(0),m2 () Yo € Hj(€),
Q (3.10)

w € H Q).
En prenant v = w dans (3.10), on obtient :

OéHwH?{g(g) < tE @) -1 @llwll g ) < Rllwl g9

avec R = |G|l C1 R + Calld||r2() + C2 Co R. Onadonc [|h(t, u)|| mi ) = llwllgi) < &
Ju

=R
On en déduit par le théoréme de Rellich (théoréme 1.22) que I’ensemble {h(t,u),t € [0,1],u € Bgr} est relative-
ment compact dans L2((2). Ce qui montre bien (3).

Montrons maintenant le point (2). Soit (¢, )nen C [0, 1] telle que ¢, — ¢ lorsque 7 — +00 et (U )new C L2(9)
t.q. u, — n dans L2(). On veut montrer que h(t,,u,) — h(t,u) dans L?(Q). Soit w, = h(tn,u,) et
w = h(t,u). Pour montrer que w, — w dans L?({2), on cherche a passer 2 la limite sur I’équation suivante :

/ a(up)Vw, Vo dz = ftn/ Go(uy) - Vo dz + tn/ f(up)v dx
Q Q (3.11)

Q
wy, € HE ().
On sait déja que (wy, )ne est bornée dans Hy (€2), car la suite (uy, )nen est bornée dans L?(€) (c’est ce qu’on a

montré a I’étape précédente : si [[uy[|r2(0) < R alors |[wn || o) < R.
La suite (wy, ),en est bornée dans H (€2), et & une sous suite pres, (on ne renumérote pas) on a donc

wy, — w dans H} faible et w,, — w dans L2(12),
Up —u p.p-et IH € L3(Q); |u,| < H p.p..

Soit v € H(Q); comme a(u,) — a(u) p.p. donc a(u,)Vv — a(v)Vv p.p., et |a(u,)Vv| < 8|V, on a donc
donc a(u,) Vv — a(u) Vo dans L?(2). Mais Vw,, — Vi dans (L2(Q2))" faible. On a donc

/ a(up)Vw, - Vo dx — / a(u)Vw - Vo dz lorsque n — +00.
Q Q

On remarque ensuite que p(u,) — @(u) p.p. et que |p(u,)| < Cylu,| < C1H ; donc par le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue, o(u,) — ¢(u) dans L2(2) et / Go(uy,) - Vv dz — / Go(u) - Vv dx lorsque
Q Q

n — +00.
Enfin pour le dernier terme, f(u,) — f(u) p.p.. Par convergence dominée (car |f(u,)| < |d| + CoH p.p.) on a

donc f(u,) — f(u) dans L? et donc/ flup)vde — | f(u)v dx lorsque n — +oo.
Q Q
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En passant a la limite dans (3.11), on obtient donc :

/Qa(u)Vw -Vode = —t/QGgo(u) -Voude +t/Qf(u)v dz.

et donc w = h(t,u) = w.
En raisonnant par 1’absurde, on montre ensuite que (sans sous-suite) w,, — w dans H& faible et w,, — w dans
L2(Q) ot w,, = h(t,, u,)etw = h(t,u); application & est donc continue. Ce qui montre bien (2).

Il reste maintenant a démontrer (1). On veut montrer que 3R > 0 t.q. :

[ telo,1]
R > 07{ = h(tu)) } = ||U||L2(Q) < R.

Soitt € [0, 1], et u = h(t,u) =t B,(F(u)), c’est a dire

/ a(u)Vu - Vo dz = —t/ Go(u) - Vu dz +t/ fwyvdz, Yve HQ).
Q Q Q (3.12)

u € H3(Q).

Pour s € IR, on pose ®(s) = f; p(£)d¢ (P est donc une primitive de ). Comme u € Hg (€2), il n’est pas difficile
de montrer que ®(u) € W' (Q) et que

/QG(p(u) -Vudz = /QG -V (u) dz.

(Ceci est laissé en exercice, il suffit d’approcher u, dans H (€2), par une suite de fonctions appartenant 3 C=°(€2).)
Comme div(G) = 0, on a alors

/QGQ&(U)-VU dx:/QG-ku) dx:/ﬂdivG d(u) dz = 0.

On choisit alors v = u dans (3.12). Par les hypotheses (3.7) , on a donc :

il < [ 17(wulds

On va déduire de cette inégalité qu’il existe R > 0 t.q ||u|z2(q) < R. C’estici qu’on utilise I’hypothese (vii), i.e.
limg 400 f(z,8)/s =0.

On raisonne par I’absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite (u,,)nen+ C L2(£) telle
que

Junlle 2 et alunlyy < [ |fun)un da.
Q

Montrons que ceci est impossible. Posons v,, = W On a donc ||vy, HLZ(Q) =let
nllL
) f(un) :
allvnllz @) < /Q [ -
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Or |f(s)| < |d| 4+ Ca]s|, on a donc

|d| + Calun|
l[un]| 2

|dl[vn|

o l[unl|z>

< Hd||L2(Q + 02.

<

O‘H“?LH?{&(Q) > |vn| dz

dz + C’g/ [v,|? dz
Q

Donc, (vp,)nen+ est bornée dans H (€2), et donc, & une sous-suite prés, v, — v dans L2(2). Onadonc |[v| 2 = 1
(ce qui donne v # 0). On a aussi (toujours a une sous-suite prés) :

Up =V PP,
lvn| < H avec H € L*Q).

Enfin, en utilisant I’inégalité de Poincaré, il existe C, ne dépendant que de €2 t.q.

|f (un)]|

an||%2 < o HUTL”?-]‘ < T |vn| da.
o 7 Jo llunllr2 (o)

a o«
Co Caq

On pose

up)||v
Fn)llvnl

a llunllz2@)

et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — 400, ce qui est impossible puisque X,, est minoré par la

constante «/Cq, qui est strictement positive.

f(un)|vn|
||Un||L2(Q)
dominée que X,, — 0 lorsque n — +o0.

On montre tout d’abord la domination. On a

lunllz2@) = llunllze

X, =

Montrons que — 0 p.p. avec domination (dans L!((2)), on aura alors par le théoréme de convergence

< |d| + Colv,| < |d| + CoH,
un
Huf(luisz)%' < (|d| + CoH)H € LY(Q).

On montre maintanant la convergence p.p.. On a v, — v p.p. donc A ; mes(A€) = 0 et v, (x) — v(z)Vz € A.

Soitz € A,
lercas: siv(z) > 0;v,(z) = v(x), mais lirf lunll 220y = o0 donc un () = vn(2)||tn | £2(0) — +oo0.
n——+00

donc |

7f(un(ac)) vn(x) = f(tn(2)) tn (%) n(z) = 7f(u" (2)) (v (2))*—=0 quand n — oco.
llunlz2 (@ un(z)  Junll2@) up ()
On a utilisé ici lims_, 4 o f(s)/s = 0.
2emecas: siv(x) <0;onademéme lim Mvn(x) =0, car lim (s) _ 0
n—+00 ||unHLZ(Q) s——0c0 8§

3emecas: siv(z)=0

flun(z))

< @) + Cslun(2)]
||un||L2(Q)

HunHLz(Q)
< (ld(z)] + Colvn(z)])|vn(2)]

—0 car wv(z)=0.

(o)
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f(un)

HunHLz(Q)
On a ainsi montré que lim,,_, + oo X, = 0, en contradiction avec X,, > a/Cq pour tout n € IN*.

En résumé on a vy, — 0 p.p..

On a donc montré qu’il existe R > 0 t.q. (u = h(t,u)) = ||u||r2(q) < R. Ce qui montre (1). On a ainsi montré
I’existence de solution a (3.5). Ceci termine la démonstration du théoreme 3.14. [ |

Sous les hypotheses (3.7) (hypotheses du théoreme 3.14). Peut-on montrer 1’unicité de la solution ? Dans le cas ou
f ne dépend pas de u et ou I’équation est linéaire (c’est-a-dire que a ne dépend pas de u et ¢ est linéaire), il suffit
de prendre la différence de deux solutions comme fonction test dans les deux formulations faibles associées a ces
deux solutions et de faire la différences des deux équations obtenues. On montre ainsi que les deux solutions sont
égales (p.p.). Dans le cas général, la situation est plus compliquée.

Pour avoir I’unicité, on va supposer a lipschitzienne. Par contre il est inutile de supposer f lipschitzienne, ¢a ne
suffira pas pour 1’unicité. En effet, prenons par exemple a« = 1, ¢ = 0 et f(u) = Au, ot \ est une valeur propre
(—A) avec condition de Dirichlet. Le probléme est alors

Vu-Vodr = )x/ uwvdr Vv € Hg()
Q Q
u € HE(Q).
Ce probléme admet deux solutions u; = 0 et ug # 0 une fonction propre associée a A. Evidemment f(u) = Au
ne satisfait pas la condition (vi7) mais on peut modifier 1égérement f pour vérifier (vii) et garder u; et uz comme
solutions, dés que uy € L () (ce qui toujours vrai en dimension N < 3). En effet, en prenant f qui est égale a

fsur] —v,v[olty = [luz| L~ et qui est raccordée a 0 ensuite, de telle sorte que f € C.(IR,R), on a les mémes
solutions pour f € C.(IR,IR), ¢’est-a-dire pour le probleme :

Vu-Vodz = / f(u)v dz
Q Q
u € HHQ)
on a ainsi 2 solutions avec limg_, ¢ f (s)/s < +o0. Cette hypothése est donc inutile pour Iunicité.

On va montrer 1’unicité dans le cas ot f ne dépend pas de s, i.e. f(z,s) = d(x), sous les hypothéses d’existence
(3.7) et en supposant de plus que a et ¢ sont lipschitziennes, c’est-a-dire :

la(z, s1) — a(z, s2)| < Csls1 — s2| pp. = € R,

lp(s1) — p(s2)| < Cals1 — sal. (3.13)

303>0;V5,826]R,{

Théoreme 3.15 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.7) et (3.13), il existe une et une seule solution a
(3.5).

Démonstration : La technique utilisée apparait pour la premiére fois dans un article d’Artola en 1985. Soient u;
et uy deux solutions de (3.5). On a donc :

/ a(u1)Vug - Vo dz + / Go(up) - Vo dz = / fudz, (3.14)
JQ Q Q

et

/a(ug)VUQ-Vv dx+/ Go(ug) - Vo dr = / fode. (3.15)
Q Q Q

EDP, Télé-enseignement, M2 7 3



3.1. COMPACITE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

L’idée est de prendre v = T.(u; — ug) dans (3.14) et (3.15), ot ¢ > 0 et 7. est la troncature au niveau &,

— sis < —¢g,
cest-a-dire To(s) = ¢ s si —e<s<eg,
€ sis>e.

Siuy etuy € Hy(Q), alors T (u1 — up) € Hg(Q) et VI (ug — uz) = V(u1 — u2)1{0<|uy—us|<e} (ceci est une
généralisation simple du lemme 2.19). En prenant v = T.(u; — us2), et en faisant la différence de (3.14) et (3.15),
on obtient :

/Q(a(ul)Vul V(Te(uy — ug))—  a(ug)Vug - V(T (ur — up))) do
= [ Glotun) = () - V(T = )
soit encore, en posant A, = {0 < |u; — us| < €},

/ a(u1)V(ug —ug) - V(ug —ug)de = / (a(uz) — a(u1))Vug - V(ug — uz) do
A Ae

+ - G(p(u2) — p(u1)) - V(ur — ug) dz.

Par hypothese, a(u1) > a p.p., et donc :

a/ IV (us —u2)\2dmg/ Calus — ua| [Vao| \V(uz—ul)\dx—i—/ Calur — us] [G] |V (w1 — us)] da.
Ac Ac Ac

On a |u; — ug| < £ p.p. dans A.. En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz dans les deux derniéres intégrales,
on obtient donc :

2 2
a/ IV(up —ug)|*dz < Cj ¢ (/ |Vug|? dm) (/ |V (ug — up)|? dm)
Ae Ae Ae
1/2
4Oy e (/ a2 dx> (/ IV (ur — )2 d;r>
A, Ae
On a donc

1/2 1/2 1/2
@ (/ (V(ur — u2))2> < C3 ca., avec a. = (/ \G|2dx) i (/ IVUQsz)
Ja. ] N

ou encore

1/2

1/2
[0} (/ |V(TE(U1 - U2))|2dI) = Oé” |VTE(IL1 - UQ)| HLQ(Q) S 03 € Q¢
Q

donc, en désignant par m la mesure de Lebesgue sur R,

(0]

WH VT (u1 —u2))| |10y < all [VTe(ur —u2)| [[z2(0) £ C3 € ac.
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Comme H{ () € W' (Q), ona T.(u1 — ug) € HL(Q) € W, ' (Q) et I'inégalité de Sobolev donne

N
ITc(ur — u2)|| por < || |VTe(ur — usg)] ||L1(Q),avec 1* — s
et donc .
Tmes i1 Te(m —wa)le < Gy e ae.

Si N =1,ona N/(N — 1) = 400 et conclut facilement que u; = ug p.p.. Le cas N > 2 demande un léger
développement supplémentaire. On remarque que

. =
1T — ) = ( [ 1t = dx)
Q

1/1*
(/ et dx)
B.

E(m(BS)) N

\%

Y

olt B, = {z;|ui(x) — uz(x)| > ¢}. On a donc

(B < T

Cg € Qg
et on en déduit que (m(Bs))% < Cy a..Prenons,pourn € IN*, e = 1/n,ona At/tnt1) C Aryn etNpen Ay =
(, donc m(A,,) — 0 lorsque n — +oco (par continuité décroissante d’une mesure). On rappelle que

1/2 1/2
aL = (/ |G2|dx) + </ \Vu2\2d;r> .
" A, An

Comme G, |Vus| € L?(€2), on en déduit que lim,, s 4 o ai/, =0.
On a aussi B,y1 D By, et Upew B, = {|u1 — ua| > 0}. Donc lim,,—, oo m(By,) = m{|us — ua| > 0} (par
continuité croissante d’une mesure). Comme

N—1

(m(Bi)) pEge? ai,

n

en passant a la limite lorsque n tend vers 400, on obtient m{|u; — uz| > 0} < 0, et donc u; = ug p.p., ce qui
termine la démonstration. ™

3.2 Méthodes de monotonie

3.2.1 Introduction

Pour le probleme (3.3), dans le cas ou f (le second membre) dépend de Vu, on sait encore prouver 1’existence
d’une solution avec le théoreme de Schauder, voir exercice 3.3. La question est plus difficile dans le cas ou a
dépend de Vu. On se place sous les hypotheses suivantes :

Q ouvert borné de RY,
acC(RY,R),

Ja, BeR;a < a(€) < B,V6 e RV,
feL2Q).

EDP, Télé-enseignement, M2 75



3.2. MONOTONIE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

On cherche a montrer I’existence d’une solution au probléme suivant :
u € Hy(Q),
/ a(Vu)Vu-Vodz = [ fvdz, Vv € Hi(Q).
Q Q

Peut-on appliquer le théoréme de Schauder ? Pour 1’appliquer, il faut I’utiliser dans H} (2) pour que a(Vu) ait un
sens. Soit & € H}(12), par le lemme de Lax Milgram, il existe un unique u € Hg () solution de :

u € Hy(9),

a(Vu)Vu - Vo dr = / fvdx, Yo € HY(Q). (3.16)
Q
Soit T'I"opérateur de H; (€2) dans Hg () défini par T'(a) = u solution de (3.16). L opérateur T est bien de H; ()
dans H} () et
(1) ilexiste R > 0t.q. [|u]| g3 () < R pour tout @ € Hg (),

(2) I'application T est continue de H3(Q) dans H3(Q). En effet, si @, — @ dans HE(Q2), on a Vii,, — Vi
dans L2(Q)" etil n’est pas tres difficile de montrer que T'(%,,) — T(@) dans HZ (€2).
Mais, I’application T n’est (en général) pas compacte (de H: () dans Hi(£2)). Si on était en dimension finie,
les points (1) et (2) suffiraient a montrer I’existence d’une solution. L’idée est donc de considérer des problemes
approchés en dimension finie et de passer a la limite en utilisant la monotonie de 1’opérateur (qui est vraie sous des
hypotheses données sur a ci-apres).

3.2.2 Opérateur de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray-Lions. On considere les hypotheses suivantes :
1) Qouvertborné de RN, N > 1,1 < p < +0o0,
2

a: RY 5 RY continue,

3) (coercivité) Ja > 0t.q a(€) - € > al¢]P, V€ € RV,

)
)
)
4) (croissance) 3C € R; |a(€)| < C(1 +[¢P~1), V& € RY, (3.17)
5) (monotonie) (a(¢) — a(n)) - (€ —1) =0 V(&n) € (RY)?,

6) o € L*®°(Q);Jog > 0;0 > 009  p.p.,

6) f € L7 1(Q).
Ces hypotheses permettent en particulier de traiter certains modeles dits “LES” (Large Eddy Simulations) utilisés
en mécanique des fluides. On s’intéresse alors au probleme suivant :

{ —div(o(z)a(Vu(z))) = f(x) dans £,
uw=0 surdQ.

(3.18)

Exemple 3.16 Pour o = 1 et a(€) = [£[P2¢ (1 < p < +00), I'équation s’écrit —div(|VulP~2Vu) = f.

L opérateur u +— —div(]Vu|P~2Vu) s’appelle le p-laplacien. Pour p = 2, on retrouve le Laplacien classique. Le
cas p = 3 donne I’opérateur de Smagoriskii qui apparait dans un modele de LES.
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Cherchons une forme faible adéquate de (3.18). Remarquons que si w € LP(Q)", alors, I’hypothése de croissance

sur a donne
la(w)| < C(1+|wP~)

< C+Clwlp=t € L71(Q)

car C' € L™ et |w|P~! € LP/P~1(Q) = LP' () avec p/ = 527 (ouencore & + ;= 1). Donc si u € WyP (), on
aVu e (LP(Q)N et a(Vu) € (L7 (Q))V.
Prenons alors v € Wol’p(Q), ona Vv € L?(Q)N. On a donc

N

a(Vu) - Vv = Zai(Vu)Div c LY(Q).

i=1

1l est donc naturel de chercher u € W, () et de prendre les fonctions test dans W, * ().

On rappelle aussi que si f € L (), I'application v > Jo f(z)v(x)dz est linéaire continue de W, P (£2) dans IR.
C’est donc un élément du dual (topologique) de VVO1 P(Q) (ce dual est noté WLy (Q)). Par abus de langage, on
note encore f cet élément de W~1#' (Q), ¢’est-a-dire que pour f € L¥ (), on a

{f, V)W () WP (@) = /Qf(x)v(x)d:n pour tout v € Wy P (Q).
La forme faible de (3.18) que I’on considere est donc :

ue W),

(3.19)
/ ca(Vu) - Vo de =< f,v >y 1 ) wiea) 70 € W, P ().
Q o

Remarque 3.17 Le cadre “naturel” du probleme (3.19) n’est donc pas limité au cas f € ¥ (). On peut rempla-
cer dans (3.19) f par n’importe quel élément de W~ (). Par exemple, si ' € LP ()Y, on peut remplacer,
dans (3.19), (f,v) -1 (@),whr(q) Par Jo F(z) - Vu(x)dz. Sous cette hypothése, le théoreme d’existence et
d’unicité donné ci apres (théoreme 3.18) reste vrai.

solution de (3.19). Si de

Théoreme 3.18 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.17), il existe u € WO1 P(Q)
)€ (RM)?, € #n, alors il

plus a est strictement monotone, c’est a dire (a(§) — a(n))(§ —n) > 0 pour tout (§,n
existe une unique solution u de (3.19).

Pour la démonstration de ce théoréme, nous aurons besoin des lemmes (classiques) d’intégration suivants :
Lemme 3.19 (Cv forte contre cv faible) Soir 1 < p < +00. On pose p’ = 1%. On suppose que f, — [ dans
LP(Q) et g, — g faiblement dans L¥' (). Alors

/ fn Gn de — / f g dx lorsque n — +oc.

Jo Q
Par contre, on rappelle que si f,, — f dans LP faible et g, — g dans L*' faible, onn’a pas en général convergence
de [, fn gn dz vers [, fgdz.
Lemme 3.20 Sia € C(RY, RY),a(¢) < C(1 + [€]P~1) pour tour € € RY et si u,, — u dans Wy'* () alors
a(Vuy,) = a(Vu) dans L (Q)N.
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Ce lemme se démontre par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

On rappelle aussi que les espaces I/VO1 P(Q), LP(Q) et L (€2) sont réflexifs pour 1 < p < 400, et donc pour toute
suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans cet espace. On rap-
pelle enfin que les espaces I/VOl P(Q), LP() et LP (£2) sont séparables, i.e. ils contiennent une partie dénombrable
dense, ce qui va nous permettre 1’approximation par des problemes de dimension finie. On aura également besoin
pour la démonstration du lemme suivant :

Lemme 3.21 (Opérateur coercif dans R™) Soit T : RY — R continue. On suppose que T est coercif. c’est
a dire que
T(v)-v
]

— 400 quand |v| — +o0.

Soit b € RY. Alors, il existe v € R t.q. T(v) = b. L’opérateur T est donc surjectif.

Démonstration On utilise le degré topologique de Brouwer (ce qui possible car on est en dimension finie). On
pose h(t,v) = tT'(v)+(1—t)v. Pourt = 0,onah(0,v) = v (donc h(0,v) = I, ol I est]’opérateur v — v). Pour
t =1onah(1,v) = T(v). Pour appliquer le degré, on remarque d’abord que I’application / : [0, 1] x R — R"
est continue (car 1" est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe & > 0 t.q.
te[0,1],v € RN eth(t,v) = b= |v| < R. (3.20)

On suppose qu’on a démontré (3.20). Quitte 2 augmenter R, on peut aussi supposer que |[b| < R. On pose B =
{z € R t.q. |z| < R}. Par invariance par homotopie du degré, on a donc que d(h(t, -), Br, b) ne dépend pas de
t, et donc :

d(T, Bg,b) = d(I, Bg,b).

Comme b € Bpr, onad(I,Bgr,b) = 1 etdonc d(T, Bg,b) = 1. On en déduit Iexistence de v € Bp tel que
T(v) =0.

Il reste a démontrer qu’il existe R > 0 vérifiant (3.20).

Soitt € [0,1] etv € RN t.q. h(t,v) = b, ’est-a-dire tT'(v) + (1 — t)v = b.

On a donc : ) T T )
7min( (”)'”,|v|)gt v gt by
2 |v] |v] v |v]

|w|) = +oo lorsque |w| — +o0, il existe donc R > 0 t.q.

T(w)

s w
— o [wh) > 1bl.

|w]

On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration. ]

T(w)w

[w]

. 1 .
mais 5 min(

1
|lw| > R = §min(

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :

Lemme 3.22 (Opérateur coercif en dimension finie) Soir E un espace de dimension finie, et T : E — E' conti-
nue (noter que dim E' = dim FE < +00). On suppose que T est coercif, ¢’est-a-dire :

(T(v),v)eE

— +00 quand ||v||g — +o0.
[0l

Alors, pour tout b € E' il existe v € E t.q. T(v) = b.
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Démonstration On se rameéne 2 IR”. Soit N = dim E. On choisit une base de F, notée (ey, ..., ey), et on note
(et,...,ex) labase duale de E’ (c’est-a-dire t.q. (e}, ¢;) zr g = 0;;). On définit une application I de RY dans E
et une application J de RY dans E’ par

N N
I(@) =) aieiet J(8) = Y _ Bie} pour o, B € RY.
=1

i=1

L’opérateur I est une bijection linéaire de RY dans E et I’opérateur J est une bijection linéaire de RY dans E'.
Soit T = J~ ' o T o I. L’opérateur 7T est continu de RY dans R".

Soit @ € R™. On pose v = I(a) et = T(cx) (donc B = J~1(T'(v))). On a donc

T(a)-a=pa= Zﬁiai = <Z ﬁje;vzaiei>E’,E =(J(8), I(a))pr.p = J(ﬁ)(z aie;) = (T(v),v)p B-

En prenant comme norme sur IR™, ||a|| = ||I(a)|| g, I"’hypothese de coercivité sur 7' donne alors
T(a) - a
m ——— = +400.
lall=+oo e

Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi

T(a) -
lim M = 400,
|a] =400 |Oé|

On peut donc appliquer le lemme 3.21 a T.

Soit b € E'. On pose § = J~'(b). Le lemme 3.21 donne I'existence de o € RY tq. T(a) = B. On pose
v=1I(a)etonaalors T(v) = TolI(a) =.JoT(a) =J(8) = b. On a ainsi montré Iexistence de v dans F t.q.
T(v) =b. ]

Démonstration du théoréme 3.18
Etape 1 Existence de la solution a un probléme en dimension finie
L’espace Wo1 P(Q) est séparable. I existe donc une famille dénombrable (f,),cn+ dense dans WO1 P(Q). Soit
E, = Vect{f;...fn} 'espace vectoriel engendré par les n premiéres fonctions de cette famille. On a donc
dimE, <netFE, C E,y1pourtoutn € N*etonaU,enE,, = Wol’p. On en déduit que pour tout v € Wol’p(Q)
il existe une suite (v, )pen+ telle que v, € E, pour tout n € IN* et v,, — v dans Wol”’(Q) lorsque n — +o0.
Dans cette premiére étape, on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension
finie :

u, € B,

/ ga(Vuy) - Vo de =< f,v >, 1, i Y0 € Ey. 3.21)
Q o

Lappication v =< f,v >y, 1, wie est une application linéaire F,, dans IR (elle est donc aussi continue car
dim E,, < 400). On note b,, cette application. On a donc b,, € E!, et
<bn”U>E;,En =< f:U >W*1,}),W01wp .

Soit u € FE,. On note T, (u) I"application de FE,, dans IR qui a v € E,, associe fQ ca(Vu) - Vo dz. Cette
application est linéaire, c’est donc aussi un élément de E/, et on a

(Th(u),v)Er E, = / oa(Vu) - Vo dz.
Q
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On a ainsi défini une application 7' de E,, dans E!,. On va montrer que 7" est continue et coercive. On pourra
ainsi en déduire, par le lemme 3.22, que 1" est surjectif, et donc qu’il existe u,, € E, vérifiant T'(u,,) = by,
c’est-a-dire u,, solution du probleme (3.21).

(a) Continuité de 7;, On rappelle que n est fixé. Pour simplifier les notations, on oubli ici I’indice n, c’est-a-
dire que ’on pose FE = E,, et T = T,,. On munit E de la norme définie par || - ||z = || - ||W01.p. Soit u,w € E.On
a:

IT(w) =T (@)l = <T(u) =T(w),v>p .5

max
vEE, ||v||lp=1

= max o(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz

vel, lollyap=1 o

< max /Qa(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz.

VEWS P, o] 1.0 =1
On pose 3 = ||0]| (), On obtient alors

1T (u) = T(@)|ler < max Blla(Vu) = a(Va)| || Lo o)l IVl e @)

UEWOI‘p, ||UHW01,p:1
< Blla(Vu) = a(Vu)| || Lo (q)-

Donc si (U, )new est une suite de E t.q. u,, — @ dans E, on a
IT(un) = T(@)|[zr < Blla(Vun) — a(Va) || Lo ()~ -

Par le lemme 3.20, on a a(Vu,) — a(Vu) dans (L?' (Q2))". On a ainsi montré que T'(u,,) — T(@) dans E’, et
donc que T est continue (de F dans E’).
(b) Coercivité de 7, On rappelle qu’on a posé £ = E,, et T = T,,. On veut montrer que

< T(u)7u >E'E

— 400 lorsque ||ul| g — +o00.
[ulle

Par définition, et grace aux hypotheses (3.17),

< T(u),u >E/ . E= /

o a(Vu) - Vudzr > o a/ |VulPdz.
Q Q

On a donc

< T(u),u >p g> Clu =C|lull, avec C =gy a.

P
Wy P
Finalement,

< T(u)7u >E'E

lulle

car on a supposé p > 1 (le cas p = 1 est plus difficile et demande des outils supplémentaires, mais il est intéressant
en géométrie pour le probleme des surfaces minimales par exemple).

On a ainsi montré que T est coercive. On peut donc appliquer le lemme 3.22. Il donne I’existence d’une solution au
probléme en dimension finie (3.21) (cette technique permet aussi par exemple de démontrer 1’existence de solution
pour le probleme (3.19) approché par éléments finis P1).

Etape 2 Existence de la solution a2 un probléeme en dimension infinie On a montré 1’existence d’une solution au
probleme (3.21). On va maintenant tenter (et réussir !) un passage a la limite sur ce probleme lorsque n — +00
pour montrer I’existence d’une solution au probleme (3.19). Pour cela nous allons :

> Cllul/27" — +o0 lorsque ||ul| g — +oo,

EDP, Télé-enseignement, M2 80



3.2. MONOTONIE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

(a) obtenir une estimation sur u,,, qui nous permettra d’obtenir de la compacité, et donc d’effectuer

(b) un passage a la limite sur les problemes (3.21) de maniere a avoir 1’existence d’une solution » du probleme
(3.19) comme limite des solutions u,, des problemes (3.21) ; pour cela, il nous faudra une

(c) astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut. . ..

(a) Estimation sur wu,,
On prend v = u,, dans (3.21). On obtient :

o0 a/ |Vun|pdm < HfHW*lvv’ ||unHWol’p
Q

par coercivité de a. On a donc : g a||un\|€vé,p < 1l 1 [[enlyy 20, 0o

1
—1
||un‘|€yul~p < UoiaHfHW*LP"

(b) Passage a la limite

La suite (uy,)new est donc bornée dans WO1 P(Q), qui est réflexif. On en déduit qu’il existe une sous-suite encore
notée (uy, )ne telle que w,, — u faiblement dans WO1 Q).

Par hypothese, |a(Vu,)| < C(1 + |Vu,[P~1), donc la suite (a(Vuy,))nen est bornée dans (LP' (Q))N, qui est
réflexif. Donc il existe ¢ € (Lp/ (2))¥ telle que,  une sous-suite pres,

a(Vuy,) — ¢ faiblement dans (Lp/(Q))N.

Soitv € Wol’p(Q), on sait que U E, = Wol’p, donc il existe (vy, )new t.q. vn, € E,, pour toutn € IN* et
nelN

v, — vdans W, P(Q),
Vv, — Vudans (LP(Q))V.

On utilise alors (3.21) avec v = v,, on obtient :
/ Ua(vun) “Vopdr =< f,v, > .
Q

Mais < f,v, >—< f,v >, car v, converge faiblement vers v dans WOIP(Q)
De plus a(Vu,) — ¢ faiblement dans (L” ()N et Vu,, — Vv (fortement) dans (L?(€2))N. Donc par le lemme
3.19,0n a

/ 0C-Vudr =< f,v >y 1 pir  VWE Wol’p(ﬂ). (3.22)
Q »Wo

On a ainsi prouvé I’existence de u € VVO1 P(Q) vérifiant (3.22). On y est presque. . .
(c) Limite du terme non linéaire Pour terminer, il reste 2 démontrer que
/ o¢-Vvdxr = / o a(Vu) - Vo dz pour tout v € W, (Q). (3.23)
Q Q

On peut le démontrer par deux manieres différentes, selon les hypotheses :

1. Par I’astuce de Minty, qui utilise uniquement la monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(§) — a(n)).(§ —n) > 0. On
a dans ce cas uniquement u,, — u faiblement dans W, " (2).
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2. Par la méthode de Leray-Lions, qui utilise la stricte monotonie de a, c’est-a-dire (a(§) — a(n)).(§ —n) >0
pour tout £, 1, £ # 1. On a alors en plus u,, — u dans WO1 "P(Q). La méthode de Leray Lions est surtout in-
téressante parce qu’elle marche dans le cadre général des opérateurs dits “de Leray-Lions”, ¢’est-a-dire avec
a(x,u, Vu) au lieu de a(x, Vu).

(A) Etape commune a Minty et Leray-Lions.

Pour montrer (3.23), on commence par étudier la limite de / o a(Vuy) - Vu, dz. L’astuce consiste a utiliser
Q

I’équation ! En effet / o a(Vuy).Vuydr =< f,u, >—=< f,u > car u, — u dans Wol’p(Q) faible. Mais on
Q

sait (étape précédente) que u satisfait (3.22), etdonc : < f,u >p/ g= / o -Vudzx.
Q

Donc lim oa(Vup) - Vu, de =< fu>pg g

n—-+4oo o)
= / o¢-Vudzx.
Q

Il reste & passer a la limite sur le terme non linéaire.
(B) Démonstration de (3.23)
o 1ére méthode : Astuce de Minty
Soitv € Wol’p(Q) ; il existe (v, )nen tel que v, € E,, pour tout n € IN et v, — v dans Wol’p(Q) lorsque
n — +o00. On va passer a la limite dans le terme / o a(Vuy,).Vu, dr grice a I’hypothése de monotonie.
En effet, ¢

0< /QJ(CL(Vun) —a(Vu,)) - (Vu, — Vu,) dz =

/ o a(Vuy,) - Vu, de — / o a(Vuy,) - Vo, do — / oa(Vvy,) - Vu, dr + / o a(Vuy,) - Vo, do
Q Q Q Q

= Tl n - T2 n - TS n + T4 n

On a vu que en (A) que 17, — / 0¢ - Vu dz lorsque n — oo.
Q

On a
lim Ty, = / o(¢-Vudx
n—4o0o Q

par produit d’une convergence forte dans (L?)Y et d’une convergence faible dans (L*' (Q2)N) (lemme 3.19).
De méme,

lim T3, = / o a(Vv) - Vudz
Q

n—+oo
par produit d’une convergence forte dans (L*' (Q2)N) et d’unc convergence faible dans (L?(€2))". Enfin, on
a aussi

lim Ty, = / oa(Vv) - Vude
Q

n—-+4oo

lorsque n — +oo et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’une convergence forte dans
(LP (Q)N) et d’une convergence forte dans (LP(Q))V.
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Le passage a la limite dans 1’inégalité donne donc :

/ o(¢ — a(Vv)) - (Vu — Vu)dz > 0 pour tout v € Wy * ().
Q

. . . . 1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = v + —w, avec w € I/VO1 P(Q) et
n

n € IN*. On obtient ainsi :

1 1
ff/ﬂa(g“fa(VquﬁVw))~dew20

n

et donc

/ o (C—a(Vu—i— le)) -Vwdz <0.
o) n

1 1 /
Mais u + — w — u dans Wol’p(Q), donc par le lemme 3.20, a (Vu + wa) — a(Vu) dans (LP (Q)V.
n n

En passant a la limite lorsque n — +o00, on obtient alors
/ o(¢C—a(Vu) - Vwdr <0 Yw e WyP(Q).
Q

Par linéarité (on peut changer w en —w), on a donc : [, 0(¢ — a(Vu)) - Vw dz = 0, Yw € Wol’p(Q). On
en déduit que

/ag-vwdf/"a(w)-wdw Y € Wy P (9).
Q Q2

On a donc bien démontré que u est solution de (3.19).

Notons que I’on a montré ce résultat par approximation, c’est a dire en montrant d’abord 1’existence de
solution a un probleme approché qui se pose en dimension finie, puis en passant a la limite. Ceci est égale-
ment possible en utilisant un probleme approché obtenu avec des schémas numériques. Par exemple, avec
un schéma numérique utilisant des éléments finis P1.

o 2ére méthode : Astuce de Leray-Lions On suppose maintenant la stricte monotonie de a, ¢’est-a-dire :

(a(§) —a(m).(C—n) >0 si £#n.

On va montrer que u est solution de (3.19) (on le sait déja, grace a la premiere méthode) mais aussi que
a(Vu) = ¢ (ceci est plus fort que ce qui a été montré par Minty) et que u,, — u dans W, *(£2).

Comme U,cnFE, = Wol’p, il existe une suite (v, )pew t.q v, € E, pour tout n € IN et v,, — wu dans
W, (). Par hypothese de monotonie, on a :

/ o(a(Vuy) — a(Vuy)) - (Vu, — Vu,) > 0.
Q
Avec le méme raisonnement que pour Minty (mais maintenant v,, — u au lieu de v,, — v),ona:

ngrfm o(a(Vuy) — a(Voy)) - (Vu, — Vg )dx = / (¢ —a(Vu)). (Vu — Vu) dz,
Q “ 0
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donc si on pose F,(z) = o(a(Vu,) —a(Vv,)) - (Vun, — Vo), ona F, > 0p.p.et [, F,, dz — 0 lorsque
n — +oo. Donc F,, — 0 dans L, et donc, apres extraction d’une sous-suite, F, — 0 p.p.. On peut aussi
supposer, apres extraction d’une sous-suite, que Vv,, = Vv p.p..

Soitz € Qt.q. F,(z) — 0 (c’est-a-dire a(Vu, (z)) — a(Vuy(x)) - (Vun(z) — Vop(x)) = 0) et Vo, (x) —
Vu(z) lorsque n — +o0.

Etape A : La suite (Vu,(z)),en est bornée dans IRY. En effet, grace aux hypotheses de croissance et
coercivité sur a, on a

Fo(2) = (a(Vun(z)) — a(Von(2)) - (Vun(2) = Voo (7))
> 0| Vi (2) [P = C(1+ [Vun (2)P~1)[Von(2)] = C(1+ [Von ()P~ Vun (2)] + o Von (2) [P

On en déduit que la suite (F,,(z))nen est non bornée si la suite (Vu,(z))nen est non bornée. Or F,(x) —
0 lorsque n — +o0. Donc il faut que la suite (Vu, (x))nen soit borné.

Etape B : Soit ¢ € IR limite d’une sous suite de la suite (V, ()),en. On a donc pour cette sous suite
(encore notée (Vi (2))nen) limy, s 400 a(Vuy,(z)) = a(¢). Comme lim,,, {  F,(2) = 0, on en déduit

(a(¢) = a(Vu(z)) - (( = Vu(z)) = 0.
Or, le ler terme ce cette égalité est strictement positif si { # Vu(z). On a donc donc ( = Vu(x). On a donc
(sans extraction de sous suite pour cette étape) Vuy, (z) — Vu(z) quand n — +oo.

En résumé, on a ainsi montré que Vu,, — Vu p.p. (a une sous suite pres, car on extrait une sous suite pour
avoir F,, — 0 p.p. et Vu,, — Vu p.p.). On en déduit que a(Vu,) — a(Vu) p.p.. Ceci est suffisant pour
montrer que ¢ = a(Vu). En effet, on sait déja que a(Vu,,) — ¢ dans (L?" )N (Q) faible. On en déduit alors
que ¢ = a(Vu) par le lemme d’intégration (voir poly d’intégration) suivant :

Lemme 3.23 (Compacité LP — L?) Soit 2 un ouvert borné. On suppose que f, — f p.p. et que (fn)neN
bornée dans L1, g > 1. alors f,, — f dans L™ () pour tout r t.q. 1 <r < q.

Du lemme 3.23, on déduit que la suite (a(Vu,))ne converge dans L™(Q)Y, pour 1 < r < p/, vers a(Vu).
Comme cette méme suite converge faiblement dans (L? )N () vers ¢, on peut conclure (par exemple en
utilisant 1’unicité de la limite faible dans L” ()™ que les limites sont égales, ¢’est-a-dire

¢ =a(Vu) p.p..

1l reste 2 montrer que u,, — u dans W, (). On sait déja que u,, — u faiblement dans W, () et donc
(fortement) dans LP(£2). Comme, apres extraction d’une sous suite, on a Vu,, — Vu p.p., le lemme 3.23
nous donne Vu,, — Vu dans L"() pour tout 1 < r < p et donc u,, — u dans W, (€2) pour tout
1 < r < p. En raisonnant par contradiction on a méme u,, — u dans WO1 () pourtout 1 < r < p
sans extraction de sous suite. Mais ceci ne donne pas la convergence dans WO1 (). Pour démontrer cette
convergence dans VVO1 P(Q), on réutilise I’étape (A). Cette étape a donné

lim ca(Vuy,) - Vuydr = / o¢ - Vudz.
Q

n——4oo Q

Mais, on sait maintenant que ¢ = a(Vu) p.p., on a donc

lim oa(Vuy,) - Vu,dr = / oa(Vu) - Vudz.
n—+oo Jo QO

On rappelle maintenant un lemme classique d’intégration (encore. . . ), valable dans tout espace mesuré mais
que I’on donne ici dans le cas qui nous intéresse.

EDP, Télé-enseignement, M2 84



3.3. EXERCICES CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

Lemme 3.24 (Convergence L' pour une suite de fonctions positives)

Soit Q un ouvert borné de R™. Soit f € L'(Q). On suppose que la suite (f,)new de fonctions de L' ()
vérifie :

1. f,, > 0 p.p., pour tout n € IN,

2. fn — [ pp. quand n — +oo,

3 limy, sy oo [o fu(@)dz = [, f(x)dz.

Alors f, — f dans L*(9).

Apres extraction éventuelle d’une sous suite, on peut supposer Vu,, — Vu p.p.. On applique alors le lemme
3.24 ala suite (f,,)ne définie par f,, = ca(Vu,) - Vu,. Le lemme 3.24 donne la convergence L' (Q) de
cette suite et donc I’équiintégrabilité de la suite (f, ), e - Avec I’hypothese de coercivité sur a et ’hypothese
sur o, on obtient I’équiintégrabilité de la suite (|Vu,|P),cn. Il reste a appliquer le théoréme de Vitali (voir
le poly d’intégration) pour conclure que Vau,, — Vu dans LP(Q)"V et donc que u,, — u dans Wol’p (Q).
Comme d’habitude, un argument par contradiction montre que cette convergence dans WO1 "P(Q) a lieu sans
extraction sous suite des que u,, converge faiblement vers u dans VVO1 () (et pour avoir cette convergence,
on a di extraire une sous suite). Dans 1’étape 3 ci dessous, on va démontrer 1’unicité de la solution de (3.19)
si a est strictement monotone. Ceci permet de conclure que la suite (u,,),ecn converge (sans extraction de
sous suite) dans I/VO1 "P(Q) vers I'unique solution de (3.19).

On a ainsi terminé la partie “existence” du théoreme 3.18

Etape 3 : Unicité On suppose que a est strictement monotone. Soient u; et us deux solutions.
/QUa(Vui)-Vvdx =<fio> i=12 YveW,P(Q).
On fait la différence des deux équations, et on prend v = u; — us. On obtient :
/QU(a(Vul) — (V) (ur — uz) dz = 0.

OrY = o(a(Vuy) — a(Vug))(ug —uz) > 0,etY > 0si Vuy # Vug; on adonc Vu; = Vug p.p. et
donc uj = usy car uy et ug € Wolp(Q)

Remarque 3.25 Dans le cas des opérateurs de Leray - Lions, lorsque a dépend de =, Vu mais aussi de u,
on arrive encore a montrer des résulats d’unicité si p < 2.

]
3.3 Exercices
Exercice 3.1 (Continuité d’une application de L? dans L9) Corrigé 3.1
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, oo[ et g une application continue de IR dans IR t.q. :
30 e RY; |g(s)| < Cls|7 + C, Vs € R. (3.24)

1. Soitu € LY (E, T, m). Montrer que g ou € L (E, T, m).

Onpose L™ = Ly (E, T, m), pour r = petr = g. Pouru € LP, onpose G(u) = {h € LE (E,T,m); h = gov
p.p.}, avec v € u (de sorte que G(u) € L?).
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2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c¢’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.

3. Soit (tn)new C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — +oo, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € IN. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L?.

4. Montrer que G est continue de LP dans LY.
5. On considere ici (E,T,m) = ([0,1],R, A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (3.24). On
va construire v € L' t.q. G(u) € L*.
(a) Soit n € IN*, montrer qu’il existe ov,, € IR tel que : |g(,)| = nlan] et |an| > n.
(b) On choisit une suite (o, ) e+ vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
+o0o
«
ZW =1
n=1 n

(c) Soit (an)new+ une suite définie par : a; = 1letayy1 = ay, (ou «v,, et o sont définies dans les 2

~ Janln?

questions précédentes). On pose u = >, anl; an[- Montrer que u € L' et G(u) ¢ L.

An41,

Exercice 3.2 (Existence par Schauder)

Soit Q un ouvert borné de R (N >1),g9g € LQ(Q), a une fonction continue de IR dans IR et 2 une fonction
continue de R x IR? dans IR. On suppose que

- 0<a=infser a(s) <supy,ep a(s) = B < +oo,
— ilexiste d € [0,1[ et C; € R t.q. |h(s,&)| < C1(1+ |s]° + |€]°) pour tout (s,£) € R x RY.
1. Soitw € HE (). Montrer que h(%, V) € L2(2) et qu’il existe un unique u solution de

we H(9),
/ a(u(z))Vu(x) - Vu(x)dx +/
Q

Q

h(u(z), Vu(z))v(z)dz = / g(z)v(x)dz, Yv € HE(Q). (3.25)

Q

Dans la suite, on note 71" I’application qui a u associe u, unique solution de (3.25). L’application 7" est donc de
H}(Q) dans H ().
2. (Estimation sur u) Soit @ € H}(Q) et w = T'(u). Montrer qu’il existe C ne dépendant que 2, , g et C t.q.
lull ) < C2(1+ Hﬂ”(;zg(g))

[On pourra prendre v = u dans (3.25).]
En déduire qu’il existe R € R, t.q.

Tl o) < R = llullmyo) < R

3. (Continuité de T") Soit (U, )nen une suite de Hi () et uw € HE (). On suppose que %, — u dans H}(Q)
(quand n — +00). On pose f,, = h(@y, Vu,), f = h(w, Va), u, = T(u,) et u = T(u).
(a) Montrer que f,, — f dans L?(9).
(b) Montrer que u,, — u faiblement dans H}(12).

(c) Montrer que /Q a(tn (z))Vuy(z) - Vu, (x)dz — /Qa(ﬂ(x))Vu(x) -Vu(x)dz.

En déduire que u,, — u dans H& (). [On pourra s’inspirer de 1’exercice 2.13.]
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4. (Compacité de T) Soit (T, )nen une suite bornée de Hi (). On pose f, = h(tun, Viu,) et u, = T(u,).
Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (%, ),eN, encore notée (U, )nen, et il existe f € L2(€) et
be L>®(Q)tq.

— fn — f faiblement dans L2((2),
- a(uy,) = bp.p.
Montrer que la suite (u, )pen est convergente dans H& (€2). [On pourra raisonner comme dans I’exercice 2.13.]

5. Montrer qu’il existe u € H}(Q) t.q. u = T'(u) (et donc u solution de (3.25) avec U = u).

Exercice 3.3 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice 3.2)

Soit 2 un ouvert borné de RY (N > 1), a une fonction de ©2 x IR dans IR et f une fonction de 2 x IR X RrRY
dans IR vérifiant :

— a est mesurable par rapport a z € €2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € IR, p.p.en z € Q.
- Ilexiste o, 6 € R% t.q. o < a(x,s) < B pourtout s € Retpp.enx € Q.

— f est mesurable par rapport a - € Q, pour tout s, p € IR x IR™, et continue par rapport a (s,p) € IR x RY,
p-p-enx € .

— DNexisted € L?(Q),C e Retd € [0,1[t.q. |f(-,s,p)| < C(d+]|s|° +|p|®) p.p., pour tout 5,p € R x R™.
Montrer qu’il existe un et un seul  solution du probléme suivant :
u € HH (),

/ a(z,u(x))Vu(z) - Vo(z)dz = / f(x,u(x), Vu(x))v(x)dz, pourtout v € H} ().
Q Q

(3.26)

[On pourra construire une application de H}(2) dans H{ () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Exercice 3.4 (Degré d’une application affine) Corrigé 3.2

Soit F un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose B = {v € F t.q. |v||g < R}.

1. Soit f une application constante de E dans E. Il existe donc @ € F t.q. f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0t.q. ||a]|g # R. Montrer que d(I — f, Bg, a) est bien défini et que d(I — f, Bgr,a) = 1si R < ||a||g et
d(I — f,Br,a) =0si R > |ja|g.

2. Soit L une application linéaire compact de £ dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de F dans F en posant f(v) = Lv + a pour tout v € E.

(a) Montrer que I’équation u — f(u) = 0 a au plus une solution.

(b) Montrer que I’équation v — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que d(I —
fyBr,0) #0sisi R < |la||getd(I — f,Br,a) =0si R > ||a||g.

Exercice 3.5 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence) Corrigé 3.3
Soit 2 un ouvert borné de RV ,N=2o0u3,p>N,W € LP(Q)N , ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR

t.q. p(0) = 0et f € L2(Q).
On s’intéresse ici au probleme suivant

{ —Au + div(We(u)) = f dans Q, (3.27)

u = 0 sur 9€).

Le but de cet exercice est de montrer I’existence de solution faible au probleme (3.27). L’unicité (et la positivité si
f > 0 a.e.) de la solution faible est montré dans 1’exercice 3.6.

EDP, Télé-enseignement, M2 87



3.3. EXERCICES CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

3.

. Soit u € H} (), montrer que W (u) € L2(Q)". [Utiliser le théoréme d’injection de Sobolev, théoréme 1.24.]

Cette premiere question permet de définir la formulation faible du probleme (3.27). Elle consiste a chercher u
solution de (3.28).

u € H&(Q),

/ Vu(z) - Vo(x)dx — / p(u(x))W(x) - Vo(z)dx = / f(x)v(x)dx for all v € HY (). (3.28)
Q Q Q

Pour montrer I’existence d’une solution a (3.28) on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant
une application h de [0,1] x L9(2) dans L9(Q2) avec ¢ = 2p/(p — 2) (de sorte que 1/p + 1/q = 1/2). On
pose donc pour la suite ¢ = 2p/(p — 2). Si N = 3, on pose 2* = 6 et si N = 2, on choisit pour 2* un
nombre strictement supérieur 2 g (de sorte que, pour N = 2 ou 3, H}(£2) s’injecte continiment dans L2 () et
compactement dans L?(£2)).

. (Construction des opérateurs B et h) Soit & € L?. Montrer qu’il existe un unique u solution de

u € Hy (9),

/ Vu(z) - Vo(x)dz — / o(u(z))W(x) - Vo(z)dz = / f(x)v(z)dx for allv € HY (D). (3.29)
Q Q Q

On note B 1’opérateur qui & & dans L9(€2) associe u solution de (3.40). Puis, pour ¢ € [0,1] et @ € L?(2), on
pose h(t, @) = B(ta).
Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L4(€2) dans L%(£2).

4. (Estimations a priori) Soit u € L9(f2) t.q. u = h(t,u). On a donc

5
6

u e HY(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)ds — / o(tu(@))W(z) - Vo(z)ds = / F(x)o(@)da forall v € HA(Q)., 330
Q Q Q

Pour s € IR, on pose ¢(z) = [ Wdf.

(a) Montrer que ¥(u) € H(Q). En prenant v = 1)(u) dans (3.30), montrer qu’il existe C; ne dépendant que {2,
W,pet ftq.
(1 + D)1y @) < Cre

(b) Pour v € L?" (€2), montrer que pour tout A > O on a
[ eids < ([ @ de) (= 4 + Anav(@),
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RY.

(c) En utilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, W, et f t.q. [lul| g2 (o) < C.

. (Degré topologique) Montrer I’existence d’une solution a (3.28).

. On retire dans cette question ’hypothése (0) = 0 et on se donne un élément 7' de H~*(£2). Montrer qu’il

existe u solution de (3.28) avec [, f(x)v(x)dx remplacé par (T, v) g-1(q),ui ()
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Exercice 3.6 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité) Corrigé 3.4

On reprend ici les mémes hypotheses que dans 1’exercice 3.5, c’est-a-dire :
Soit € un ouvert borné de RV ,N=2o0u3,p>N,W € LP(Q)N , ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans IR

t.q. p(0) = 0et f € L3(Q).
Lexercice 3.5 a montré qu’il existait u solution faible de (3.27), c’est-a-dire u solution de

u € Hé(ﬂ)7

/ Vu(z) - Vo(z)dr — / o(u(x))W(z) - Vo(z)dr = | f(x)v(x)ds forallv € HJ (D). (3.31)
Q Q Q

L’objectif de cet exercice est de montrer 1’unicité de la solution de (3.31) et de montrer que u > 0 p.p.si f > 0
p-p..
1. Montrer I’unicité de la solution de (3.31).

2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) I’hypotheése ¢(0) = 0 et on se donne un élément
T de H~'(£2). Montrer que le probleme (3.28) avec [, f(x)v(z)dx remplacé par (T, V) g-1(0),H} () @ une
unique solution (I’existence a été montrée dans I’exercice 3.5).

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3.31). Montrer que u < 0 p.p.. [Pour n € IN*, on pourra prendre
v = Sp(u) dans (3.31) avec S,, € C(IR,IR) définie par S,,(s) = max(0, min(s,1/n)) et faire tendre n vers
+00.]

Exercice 3.7 (Existence par minimisation)

Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1), a une fonction de 2 dans IR et f une fonction de 2 X IR dans IR vérifiant :

a € L>*(Q).

Il existe « € IR t.q. a < @ p.p..

— f est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € R, p.p. en x € Q.
Nlexiste d € L2(Q), C € Ret§ € [0,1[tq. |f(-,5)| < C|s|® + d p.p., pour tout 5 € IR.

Pour tout s € R et p.p. en = € €, on pose F(x,s) = [ f(x,t)dt.
1. Soit u € H(Q). Montrer que F(-,u) € L*(Q).
Pour u € H}(Q2), on pose E(u) = 3§ [, a(x)Vu(z) - Vu(z)dz — [, F(z, u(z))dz.
2. Montrer que E(u) — 400 quand [[u|| g1 (q) — +0oc.
3. Montrer qu’il existe u € HE(Q) t.q. E(u) < E(v) pour tout v € H}(Q).

4. Montrer qu’il existe u solution du probleme suivant :

u € Hy (),

/ a(x)Vu(z) - Vo(z)dz = / f(z,u(x))v(x)dz, pourtoutv € Hi(Q). (3.32)
Q2 Q

Exercice 3.8 (Minimisation avec contrainte)

Soit £ un ouvert borné de IR™Y (N >2)etp €]l % [. On cherche une solution non nulle au probléme suivant :

(3.33)

—Au = |u[P~y dans Q,
u = 0 sur 9.
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1. Pour v € H{(2), on pose E(v) = & [, |Vu(z)[*dz et F(v) = [, [v[PT!dz. On pose aussi A = {v € H}(Q2),
F(v) = 1}. Montrer qu’il existe u € At.q. u > 0 p.p. et E(u) < E(v) pour tout v € A.

2. Montrer qu’il existe « non nulle, u > 0 p.p., solution faible de (3.33).

Exercice 3.9 (Convergence faible et non linéarité) Corrigé 3.5

Remarque liminaire : Soit ¢ € C(IR,R). Lorsque qu’une suite (u,),cn tend faiblement vers u dans un espace
LP et que la suite o (u,,) tend faiblement vers f dans un espace LY, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On
ajoute I'hypotheése que [ w,p(u,) converge vers [ uf. Si ¢ est croissante, 1'“astuce de Minty” permet alors de
montrer que f = p(u) p.p.. Si @ est strictement croissante, on obtient méme une convergence forte de w,, vers u
(c’est I’“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées dans le cadre p = g = 2 avec une mesure finie.

Soit (X,T,m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +oc). On note L? 'espace L% (X, T, m). Soit
(n)nen et (vy)nen deux suites bornées de L2 et u,v € L?. On suppose que les suites (% )nen €t (Un)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim Upw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2

n—-—+oo n——+oo
1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u,, p.p., pour tout n € IN (et donc © = v p.p.). Montrer
que u, — u dans L? (quand n — +00) si et seulement si [ u2dm — [u?dm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de I’exercice que f Up Uy dM —> f uv dm (quand n — 400) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans R t.q.

—  continue et il existe C' € IR t.q. ¢(s) < C + C|s| pour tout s € IR.
— v, = @(Uy) p.p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L2, montrer que, quand n — +00,
[ ttuwn) = o)) —w)dm = [ (0= pw)(u - w)dm. (334)

3. On suppose que ¢ est croissante.

(a) Soit w € L2 ett € IR. Montrer que
/(v — ¢(u+tw))twdm < 0.

[Utiliser (3.34).] En déduire que [(v — ¢(u))wdm = 0.
(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..
4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G,, = (p(un) — @(u))(u, — ).
(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — +oo (utiliser (3.34)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G'n)ne, notée (G y(n))neN (avec 1 strictement croissante de
IN dans IN) t.q. Gy(r,) — 0 p.p.. En déduire que ) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ).

(c) Montrer que u,, — u dans LP pour tout p € [1,2].

Exercice 3.10 (Opérateur de Leray-Lions)

Soit © un ouvert borné de RY (I > 1), a une fonction de Q x IR x R dans R” et p €]1, 00| vérifiant (avec
P =p/(p—1):
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— a est mesurable par rapport 2 z € €2, pour tout s, £ € IR x IRY, et continue par rapport & (s,€) € R x RY,
p.p.enx € .

— (Coercivité) Il existe o € R} t.q. a(z, s, &) - € > «f€]P pour tout (s,¢) € R X RY etp.p.enz € Q.

— (Croissance) Il existe d € L” (Q) et C € R tq. |a(-,5,£)] < C(d + |s|P~" + |£[P~1) p.p., pour tout
s, R x R".

— (Monotonie) (a(z, s,€) — a(z,s,n) - (€ —n) > 0 pour tout (s,£,7) € R x RY x RN, & # 7, et p.p. en
z e

Soit f € W1+’ (€2). Montrer qu’il existe u solution du probléme suivant :

u € WyP(Q),
3.35
/ a(z,u(x), Vu(x)) - Vu(z)dr = (f,v) -1 (@), W (q)» Pour tout v € Wi (). (3.35)
Q
[Reprendre la démonstration du cours.]
3.4 Corrigés d’exercices
Corrigé 3.1 (Continuité d’une application de L? dans L?)
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, oo[ et g une application continue de IR dans IR t.q. :
3C e RY; |g(s)| < Cls|s +C, Vs € R. (3.36)

1. Soitu € LY (E, T, m). Montrer que g ou € L% (E, T, m).

corrigé
La fonction u est mesurable de £ (muni de la tribu 7") dans IR (muni de la tribu B(IR)) et g est borélienne

(c’est-a-dire mesurable de IR dans IR, muni de la tribu B(IR)). On en déduit, par composition, que g o u est
mesurable (de E dans IR).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)| < 27C7. Pour s € IR \ [~1,1], on a |g(s)| < 2C|s|7 et
donc |g(s)]? < 29CY|s|P. On a donc, pour tout s € IR, |g(s)|? < 29C? 4 29C?|s[P. On en déduit que, pour tout
x € E,|gou(z)|? = |g(u(x))]? < 21C7 + 21Cu(zx)?, et donc :

/ lg o ultdm < 29CJull2 + 29 Cm(E),

cequidonne gou € LE (E, T, m).

Onpose L™ = L (E,T,m),pourr = petr = q. Pouru € L?, onpose G(u) = {h € L (E,T,m); h = gov

p.p.}, avec v € u (de sorte que G(u) € L9).
2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, ¢’est & dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.
corrigé

Soient v, w € u. N existe A € T t.q. m(A) = 0etv = w sur A°. On a donc aussi g o v = g o w sur A et donc
gowv = gowp.p.. Onen déduit que {h € LL (E,T,m); h =govpp.} ={he LL(E,T,m);h=gow
p-p-}-

G (u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.
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3. Soit (tn)new € LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — +oo, et qu’il existe F' € LP t.q. |u,| < F p.p.,
pour tout n € IN. Montrer que G (u,,) — G(u) dans L.

corrigé

Pour tout n € IN, on choisit un représentant de w,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants de u et
F, notés toujours u et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — 400 et que g est continu, il est facile de voir que
g o U, — goup.p..On adonc G(uy,) = G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < C\unﬁ +C < C\F|% + C p.p. et donc |G(uy,)| < C|F\§ + C p.p., pour
tout n € IN.
Comme F' € FP, ona |F|§ € LY. Les fonctions constantes sont aussi dans L¢ (car m(E) < o0). On a

donc C|F |% + C € L9. On peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée dans L9, il donne que
G(uyn) — G(u) dans L? quand n — +o0.

4. Montrer que G est continue de LP dans LY.

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose que G n’est pas continue de LP dans L. Il existe donc u € LP et
(un)new C LP t.q. u, — wdans LP et G(u,) 4 G(u) dans L? quand n — +o0.
Comme G(u,,) 4 G(u),ilexistee > 0etp : IN - IN t.q. (n) — oo quand n — co et :
|G (typ(ny) — G(u)lq > € pour tout n € IN. (3.37)

(La suite (G(ty(n)))nen est une sous suite de la suite (G (un))nen-)

Comme u(,,y — u dans LP, on peut appliquer la “réciproque partielle de la convergence dominée dans L9".
On obtient ’existence de i) : IN — IN etde F' € L t.q. ¢»(n) — oo quand n — 00, Ugoy(n) — U P-P- €t
[tpoy(ny| < F p.p., pour tout n € IN. (La suite (tUpoy(n))nen €st une sous suite de la suite (ty(n) )nen)-

On peut maintenant appliquer la question 2  la suite (%goy(n))nen- Elle donne que G(tgoy(n)) — G(u) dans
L% quand n — +4-o00. Ce qui est en contradiction avec (3.37).

5. On considere ici (E,T,m) = ([0,1],R, A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas (3.36). On
va construire v € L' t.q. G(u) ¢ L.

(a) Soit n € IN*, montrer qu’il existe o, € IR tel que : |g(an)| > njan| et |, | > n.

corrigé
On raisonne par 1’absurde. On suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M = max{|g(s)],
s € [-n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n,n] (noter que n est fixé). en posant
C = max{n, M}, on a donc :
lg(s)] < C|s| + C, pourtout s € IR,

en contradiction avec I’hypothese que g ne vérifie pas (3.36).

Il existe donc s, t.q. |s| > net|g(s)| > n|s|. Ceci prouve ’existence de a,.
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(b) On choisit une suite (o, )en+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.
+o0
> e =
2
n=1 |OL,L|TL
corrigé
Comme «,, > n,ona W < n%, et donc :
1
nelN* An|Tt

On choisit alors o = %

(c) Soit (a,)nenN+ une suite définie par: a; = 1 et api1 = a, — (ol «yy, et v sont définies dans les 2

| |12
questions précédentes). On pose u = >} @y l(,. ,, .- Montrer que u € L' et G(u) ¢ L.

corrigé

1 «
Pourn >2,onaa, =1-> "  ——.
=0 Jap[p?
Grace au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € IN*, et a,, | 0, quand n — +o0.
La fonction u est bien mesurable et, par le théoréme de convergence monotone, on obtient :
(0%
uldA = apl|(an, —a = — < oo.
Jlular=Y laltan - an) = 3 5

nelN* nelN*

Donc, u € L' et aussi v € L' en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

on remarque ensuite que g o u = :7201 9(an)1ia,,1,a,[- Onadonc:
«
[lgeudr=¥ lganlen - an) = 3 % =cx.
nelN* nelN*

ceci montre que g o u & L' et donc G(u) ¢ LL.

Corrigé 3.2 (Degré d’une application affine)

Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose Bg = {v € E t.q. ||v||g < R}.

1. Soit f une application constante de E dans E. Il existe donc @ € F t.q. f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0t.q. ||a]|g # R. Montrer que d(I — f, Bg, a) est bien défini et que d(I — f, Bgr,a) = 1si R < ||a||g et
d(I — f,Br,a) =0si R > |ja|&.

corrigé
11 est clair que f est continue et compacte et que v — f(u) = 0 si et seulement si u = a. Si ||a||lg # R,
d(I — f, Br,a) est donc bien défini.

Si R > ||a||g, 1’équation w — f(u) = 0 n’a pas de solution dans By, et donc d(I — f, Br,a) = 0.

Si R < ||a|| g, on pose h(t,v) = ¢ f(v). Lafonction h est continue et compacte de [0, 1] x E dans E et I’équation
u = tf(u) n’a pas de solution sur Bp pour ¢ € [0, 1] (car I’'unique solution de u = ¢ f(u) est ta). On a donc
d(I - f, BR7O) = d(I - h(la ')7 Br, O) = d(I - h(07 ')7 Brg, O) = d(la Bg, O) =1
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2. Soit L une application linéaire compact de E' dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans E en posant f(v) = Lv + a pour tout v € E.

(a) Montrer que I’équation u — f(u) = 0 a au plus une solution.
corrigé

Soit uy,us € Et.q. uy — f(u1) = 0 etug — f(uz) = 0. En posant u = uy; — ug on a donc u — Lu = 0.
Comme 1 n’est pas valeur propre de L, on a donc u = 0. Ce qui prouve bien que © — f(u) = 0 a au plus une
solution.

(b) Montrer que I’équation « — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que d(I —
f,BR,O) #0siR < ”bHE et d([ — f,BR,O) =0siR > “bHE
corrigé
On pose h(t,u) = Lu + ta. La fonction h est continue et compacte de [0,1] x E dans E. Soit R > 0.
L’équation © = h(0,u) n’a pas de solution sur 9Bp, (car 1 n’est pas valeur propre de L).

Si I’équation u = h(t,u) n’a pas de solution pour ¢ €]0,1] sur Bg, on a d(I — f,Bg,0) = d(I —
h(1,0), Br,0) = d(I — L, Bg,0) # 0, d’apres le théoreme 3.8. Il existe donc u € Bg t.q. u — f(u) = 0.

D’autre part, si I’équation « = h(t,u) a une solution sur 9Bg pour un ¢ dans ]0, 1]. On note ¢ cette solution
et on remarque (¢/t) — f(c/t) = 0.

Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe u € E t.q. u — f(u) = 0.

Enfin, il est facile de voir que d(I — f, Bg,0) = d(I — L, Bg,0) # 0si R < ||b||g etd(I — f, Bg,0) = 0si
R> bl -

Corrigé 3.3 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence)

Soit € un ouvert borné de RN, N = 20u 3,p > N, W € LP(Q)", © une fonction lipschitzienne de R dans R

t.q. p(0) = 0et f € L2(Q).
On s’intéresse ici au probleme suivant

(3.38)

—Au + div(Wep(u)) = f dans Q,
u = 0 sur OS2

Le but de cet exercice est de montrer I’existence de solution faible au probleme (3.38). L’unicité (et la positivité si
f > 0a.e.) de la solution faible est montré dans 1’exercice 3.6.

1. Soit u € H} (), montrer que W (u) € L2(Q)V. [Utiliser le théoréme d’injection de Sobolev, théoréme 1.24.]
corrigé
Le théoréme 1.24 donne que u € L5(Q) si N = 3 etque u € L"(£2) pour tout r € [1, +o00[si N = 2. Comme ¢
est lipschitzienne et (0) = 0, il existe C; t.q. |¢(s)| < Cy|s| pour tout s € IR. On a donc aussi p(u) € L5(£2)
si N =3ety(u) € L"(Q) pour tout r € [1,+o0[si N = 2.
Pour N =3,ona W € L3(Q)3 et p(u) € L%(?), ce qui donne W (u) € L?(Q)% car 1/6 +1/3 = 1/2.

Pour N = 2,onaW € LP(Q)% et o(u) € L*/(P=2)(Q), ce qui donne Wp(u) € L?(2)? car 1/p+(p—2)/2p =
1/2.

Cette premiere question permet de définir la formulation faible du probleme (3.38). Elle consiste a chercher u
solution de (3.39).
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u e Hy(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dzx — / o(u(z))W(z) - Vo(z)de = / f(z)v(z)dz pour tout v € Hy (). (3.39)
Q Q Q

Pour montrer I’existence d’une solution a (3.39) on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant
une application h de [0, 1] x L?(£2) dans L?(2) avec ¢ = 2p/(p — 2) (de sorte que 1/p + 1/q = 1/2). On
pose donc pour la suite ¢ = 2p/(p — 2). Si N = 3, on pose 2* = 6 et si N = 2, on choisit pour 2* un
nombre strictement supérieur 2 ¢ (de sorte que, pour N = 2 ou 3, H}(£2) s’injecte continiiment dans L7 (Q) et
compactement dans L7(2)).

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit & € L?. Montrer qu’il existe un unique u solution de

u € H (),

/ Vu(z) - Vo(x)dx — / e(a(z))W(z) - Vo(z)dz = / f(x)v(x)dz pour tout v € Hy (). (3.40)
Q Q Q

corrigé
Lapplication v — [, p(a(z))W () - Vu(z)dz + [, f(z)v(x)dz est linéaire continue de H{ () dans IR.
L’existence et ’unicité de u solution de (3.40) est donc une conséquence du théoreme 2.6.

On note B 1’opérateur qui & & dans L9(€2) associe u solution de (3.40). Puis, pour ¢ € [0,1] et @ € L?(2), on
pose h(t,a) = B(ta).
3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L9(€2) dans L%(£2).

corrigé
On montre tout d’abord la continuité de h. Soit (¢, @i, )nenN une suite de [0,1] x L9() t.q. ¢, — tet i, — G
dans L7(Q) quand n — +o0. On pose u,, = h(tn,4,) et u = h(t,%). On veut montrer que u,, — u dans
L%(Q). On raisonne par 1’absurde. Si u,, /4 u dans L9(£2), il existe € > 0 et une sous suite, encore notée
(un)nE]N’ t-q-

lun — ul| La() > € pour tout n € IN. (3.41)

Apres une éventuelle extraction de sous suite (ce qui ne change pas (3.41)), on peut aussi supposer que
Up, — UPp.p. et |Gy| < H p.p. pour tout n € IN,

avec H € L9(). On en déduit (par convergence dominée dans L?(f2) car ¢ est continue et |¢(s)| < Cils|)
que @(t,i,) — @(ti) dans LI(Q) et donc @(t,i,)W — @(ta)W dans L2(Q)"N (en remarquant que HW €
L2(Q)N).

Comme la suite (p(t, @, )W) e est bornée dans L2(Q) et que u,, est solution de (3.40) avec ¢,,4,, au lieu de 4,
on montre (en prenant v = u,, dans 3.40) que la suite (uy, )ne est bornée dans H{ (2). On peut donc supposer
(toujours apres extraction de sous suite) qu’il existe @ t.q. u,, — @ faiblement dans Hg (£2). On a donc aussi (par
compacité de I’injection de H{ (2) dans L%(Q)) u,, — i dans L9(£2). On montre alors que @ est solution de
(3.40) avec t1 au lieu de @ (et donc que % = w). 11 suffit pour cela de passer a limite, pour tout v € H}(€2), dans
I’équation suivante

/QVun(m) -Vou(x)dr — /ng(tnﬂn(m))W(:c) -Vo(x)dr = /Qf(ac)v(:c)dm
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Ce passage a limite découle facilement du fait que Vu,, — Vu faiblement dans L2(Q)N et o(t,0,)W —
o(ta)W dans L2(Q)N.

On obtient ainsi que @ = B(tu) = u, en contradiction avec (3.41) (car u,, — @ dans L9(2)). On a ainsi montré
que u, — u dans L9(Q2). En fait, un raisonnement semblable par contradiction montrerait méme que w,, — u
faiblement dans H{ (€2) mais ceci est inutile pour la suite.

On montre maintenant la compacité de h (ce qui est un peu plus facile). On suppose que ¢ est quelconque dans
[0,1] et que @ reste dans un borné de L?(2). On pose u = h(t,u). La fonction u est donc solution de (3.40)
avec ¢4 au lieu de @. Gréce |¢o(s)| < Cyls|, la fonction ¢ (@) reste dans un borné de L?(Q) et donc (@)W reste
dans un borné de LQ(Q)N . En prenant maintenant v = wu dans (3.40) (avec tu au lieu de @), on en déduit que
u reste dans un borné de H} (). Comme Hg () s’injecte compactement dans L7(£), on en déduit que u reste
dans un compact de L?(2). Ce qui prouve bien la compacité de h.

4. (Estimations a priori) Soit u € L9(Q2) t.q. u = h(t, ). On a donc

u € Hy(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)de —/ p(tu(z))W(z) - Vo(z)dr = / f(x)v(z)dz pour tout v € Hy (). (3.42)
0 0 Q

Pour s € IR, on pose ¥(x) = jog Wdé

(a) Montrer que ¥(u) € H (). En prenant v = 1)(u) dans (3.42), montrer qu’il existe C; ne dépendant que {2,
W, pet ftq.
[ (1 + [u))l g ) < Ci-

corrigé
La fonction ¢ (de IR, dans IR) est de classe C"* sur IR, et est lipschitzienne (car |1’(s)| < 1 pour tout s € R).
Lemme 2.18 donne alors que ¢(u) € H} () et Vip(u) = (Vu)/(1 + |u|). On remarque aussi |¢(s)| < 1
pour tout s.

En prenant v = ¢ (u) dans (3.42) et en utilisant |o(s)| < Cyls| et |1(s)| < 1, on obtient
[Vu(@)[? / [tu(z)|
T 5de <C1 | o (W (@)||V dx + 1
/Q (1 + |'U,($)|)2 = Ly 9 (1 Tvu((m))|)2| (‘T)H U(IL')| x HfHL ()
u(z
< —_— 1(Q)-
<0 [ Wl e+ e
En utilisant ab < % + 2C1b? pour a, b € IR, on obtient
1 [Vu(@)|? > >
- g dr <2 2 .
9 /Q (1 + [u(z))? z < 2CT[[W]lI72) + Ifllr @)

On remarque maintenant que (toujours par le lemme 2.18) In(1 + |u|) € HZ () et I'inégalité précédente
donne

(1 + [ul) 7 o) < 2Q@CEIWIIZ2(@) + 122 (@)-

Ce qui donne la majoration désirée avee CF = 2(2CE|||W (172 (q) + [|.fll1.(e))-

EDP, Télé-enseignement, M2 96



3.4. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

(b) Pour v € L*" (£2), montrer que pour tout A > 0 on a
/ o)1 < ( / o)) An({Jul > A))'7F + AT (@),
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de IR .
corrigé

0)

n a
/|v(x)|qu:/ |v(x)|qd:c+/ \v(m)|qd;t§/ lo(@)|7dz + ATy ().
o (ol=4) {vl<a) (vl24}

Puis, I’inégalité de Holder (avec 2* /¢ et son conjugué) donne

/ |v<m)|"dw:/ [0(@)| 10124y dz < (/ [o(@)[2'dz) " An({Jo] > A}
{lo|=4} o 0

Ce qui donne bien I’inégalité désirée.

(c) En utilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de 2, W, et f t.q. [|ul| g3 (o) < C.
corrigé
On prend v = w dans (3.42), on obtient, avec 1’inégalité de Holder,

[ullZrs 0y < Cullullza@y W lllzr @) lullay @) + 1122 Callull my @) (3.43)
ou C ne dépend que 2 et est donné par I’inégalité de Poincaré.

On commence par utiliser 1’inégalité donnée dans 4(b) (élevée a la puissance 1/¢q). Pour tout A > 0 on a

L

1_ 1
[ull o) < 2l|ullpes An({lul = A})a727 +24An ().

Comme I’injection de H}(€2) dans L2" (Q) est continue, il existe Cy, ne dépendant que de Q t.q. ||u| 2+ @ <
Callul 7 (0)- On a donc
Jullzacey < 2Callulny@ v ({lul = A})57 +24A5(Q)7.
On utilise maintenant 4(a). Pour tout A > 0 on a
(1 + A)Ax({[u] > A})? < In(1 + [u]) |12 < Cr.
11 existe donc A ne dépendant (comme C, noter aussi que p et ¢ sont donnés par W) que de 2, W, p et f t.q.

1

)\ U >A %72% < ~ ’
~({[ul = A}) = 2CCh[[|W] || Lo (o)

Avec ce choix de A, (3.43) donne

1 1
ullds oy < 30l (o) + CACUIW Lo A (@3 + [1fLz2(0) Co) 1l my o

On en déduit .
lull g ) < 2CACH[IW || Lo @) AN ()@ + || flL2(02) Ca)-

Ce qui est une estimation sur [|u[| 71 ) ne dépendant que Q, W, p et f.
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5. (Degré topologique) Montrer 1’existence d’une solution a (3.39).
corrigé

Comme H} () s’injecte continument dans L9((2), la question 4(c) R > 0 t.q.
€ [07 1}7 u e Lq(Q)7 u = h(t7u) = HU’HLQ(Q) < R.

La question 3 donne la continuité et la compacité de h de [0,1] x L?(Q2) dans L?(2). On peut donc appliquer
I’invariance par homotopie du degré topologique sur la boule (ouverte) de LP(£2) de centre 0 et de rayon R avec
comme point cible 0. On obtient

d(I — h(1,-), Bg,0) = d(I — h(0, ), Bg,0).

Lapplication @ — h(0, @) est constante (h(0,%) est, pour tout @, la solution faible de —Au = f dans
avec v = 0 sur 99). La solution de v = h(0,v) est unique et appartient & Br. Ceci suffit pour dire que
d(I — h(0,-), Br,0) # 0 (on peut ramener la constante a 0 par homotopie en remarquant, par exemple, que
d(I —th(0,-), Bg,0) ne dépend pas de ¢ € [0, 1], voir I'exercice 3.4).

6. On retire dans cette question I’hypothése (0) = 0 et on se donne un élément 7' de H~*(£2). Montrer qu’il
existe u solution de (3.39) avec [, f(x)v(x)dx remplacé par (T, V) H-1(Q), HY(Q)-
corrigé

On commence par remplacer [, f(x)v(x)dz par (T, V) i-1(0),m2 () dans (3.39). La démonstration est alors
trés semblable a la précédente. Les seuls points demandant une petite modification sont dans les questions 4(a)
et 4(c). Dans la question 4(a), On a majoré [, | f4(u)|dz par || f| 11 (o). Il faut maintenant majorer

(T, () -1 (), 12 (@) |-

Cette majoration se fait en remarquant que

|Vul
(T, () -1y, m1 @) < | Tla-1@) V(W) 710) < ||THH*1(Q)||7(1 e 20 <
[Vul L |Vl
<7z~ 1(9)”1 T ‘HLZ(Q) < A||T|%- 1)+ Hil ] |||L2(SZ)'

Dans la question 4(c), on a majoré [, | fuldz par Cql|f| r2(0) [[ull 2 (- 11 faut maintenant majorer

(T, w) -1y, m2 (@) |-

Ce qui est facile car
(T, w) -y, my o)) < T a-1@)llullm @)

11 reste maintenant a retirer I’hypothése ¢(0) = 0. Ceci est assez facile car il suffit de se ramener au cas précédent
en remplagant ¢ par ¢ — ¢(0) et en ajoutant au second membre de (3.39) — |, ¢(0 ) - Vou(x)dz. On se
ramene bien au cas précédent car I'application v — [, @(0)W () - Vo(z)dx est b1en un element de H=1()
(car W € L2(Q)M).

Corrigé 3.4 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité)
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On reprend ici les mémes hypotheses que dans 1’exercice 3.5, c’est-a-dire :
Soit © un ouvert borné de RN, N =2ou3,p > N, W € LP ()N, © une fonction lipschitzienne de IR dans IR
t.q. p(0) = 0et f € L3(Q).

L’exercice 3.5 a montré qu’il existait u solution faible de (3.27), c’est-a-dire u solution de
u € Hy(Q),

/ Vu(z) - Vo(z)dz — / o(u(z))W(z) - Vo(z)de = / f(2)v(x)dz forall v € H}(Q). (3:44)
Q Q Q

L’objectif de cet exercice est de montrer 1’unicité de la solution de (3.44) et de montrer que u > O p.p.si f > 0
p.p..
1. Montrer I’unicité de la solution de (3.44).

corrigé

La démonstration d’unicité faite pour le théoreme 3.15 n’a pas utilisée completement les hypotheses sur G (qui
étaient G € C1(Q,RY) et divG = 0). Elle a utilisé seulement le fait que G' € Lz(Q)N. Ici nous avons
W € LP(Q)N. Comme p > N, ceci donne bien W € LQ(Q)N et la démonstration faite pour le théoréme 3.15
est donc aussi valable ici. Nous la rappelons rapidement.

Soient u; et us deux solutions de (3.44). On a donc :

/ Vuy - Vodr — / o(u)W - Vode = / fvdex, (3.45)
Q Q Q
et
/ Vugy - Vo do — / e(ug)W - Vo dz = / fodx. (3.46)
Q Q Q

Pour n € IN* on définit T,, € C(IR,IR) par T,,(s) = max(—1/n, min(s,1/n)). Le lemme 2.19 (ou plutdt sa
généralisation, voir la remarque 2.20) donne T, (uy — ua) € Hg(Q) et VT, (up — uz) = V(uy — ua)la, avec
Ap, ={0 < |Ju; —uz| < 1/n}.

On prend v = T}, (u1 — u2) dans (3.45) et (3.46), on obtient
/ V(up —uz) - VT, (ug — ug) do = / (p(u1) — p(u))W - V(T (u1 — ug)) de.
Q Q
Avec Cy t.q. [p(s1) — @(s2)| < C1]s1 — s2| pour tout s1, s2 € IR, ceci donne

/ |V (up — u2)\2 dz < / Cilus — ug| [W| |V (u1 — ug)| da.
An Anp

Ona |u; — us| < 1/n p.p. dans A,,. En appliquant Iinégalité de Cauchy Schwarz dans la derniére intégrale, on

obtient donc :
C 1/2 . 1/2
/ V(a1 — ug)[? de < L (/ w2 dm) (/ IV (s — up)? dm) .
Ay n A, A,
On a donc

2o 1/2
19T (ur — )| |20y = (/ (V(ur — uQ))Q) < “ta,, aveca, = (/ |W|2d;r> .
A An

n
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On utilise maintenant 1’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m la

mesure de Lebesgue sur RY,

Cim(Q)1/2
[T (ur = w2)|| e < [V (ur = u2)| |10y < m(Q)Y2| VT (ur — ua)| | p20) < %an.

On pose B,, = {|u1 — uz2| > 1/n}, de sorte que

1 No1 AN

—(m(Bg)) ¥ < |Tn(ur —u2)|" do | < || Tn(ur — u2)llpre-

By
On a donc v
(m(Bn)) ¥ < Cim(Q)Y%a,. (3.47)

Pourn € IN*,ona A, C A,. Comme N,en+A, = 0, la continuité décroissante de m donne que lim,, _, 1
m(A,) =0.Comme W € LQ(Q)N on en déduit que lim,, 1, a, = 0 et donc, grice a (3.47), que lim,, 1 o
m(By) = 0.

On remarque enfin que B,+1 D By, pour tout n € IN*, et Upew By = {|ur — u2| > 0}. Donc lim,,—, 4~

m(By) = m{|u1 — uz| > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{|u; — us| > 0} =0
et donc uy = us p.p..

2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) 1’hypothése ¢(0) = 0 et on se donne un élément
T de H~'(9). Montrer que le probleéme (3.28) avec Jo f(@)v(z)dx remplacé par (T, V) -1(0),H} () @ une
unique solution (I’existence a été montrée dans I’exercice 3.5).

corrigé
La démonstration est identique 2 la précédente. Il suffit de remplacer, dans (3.45) et (3.46), [, f(z)v(x)dx par
(T, v) g-1(),m51(Q)-

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3.44). Montrer que u < 0 p.p.. [Pour n € IN*, on pourra prendre
v = S, (u) dans (3.44) avec S,, € C(IR,R) définie par S,,(s) = max(0, min(s,1/n)) et faire tendre n vers
+00.]

corrigé
La démonstration est voisine de celle de la premieére question. Pour n € IN*, on prend v = S, (u) dans (3.44)
avec S, € C(IR, IR) définie par S,,(s) = max(0, min(s, 1/n)). Ceci est possible car S,,(u) € HZ(£2). On sait
aussi que V.S, (u) = 1g, Vu avec E,, = {0 < u < 1/n} (voir la remarque 2.20). Comme S,,(u) > 0 p.p. et
f < 0p.p., on obtient

/ Vu- VS, (u)dr — / e(u)W - VS, (u) de <0. (3.48)
Q Q

On a donc
/ |V S, (u)|* do = / Vu-VS,(u)de < / (W)W - VS, (u) da.
Q Q Q

Mexiste Cy > 0t.q. [¢(s1) —p(s2)] < Ci|s1 — sa| pour tout s1, s2 € IR, ceci donne, avec 1’inégalité de Cauchy
Schwarz dans la derniére intégrale

1
2

19,0 ez < ([ WGP do)

n
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On pose 7y, = (fE W (z)]? dx)i.

On utilise maintenant I’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = -

~_7 €t en désignant par m la

mesure de Lebesgue sur RY,

Cym(Q)1/?
[Su(@)lzee < 11V o) < ml@)Y2 198, ()] 12y < 2,

On pose D,, = {u > 1/n}, de sorte que

IA

(m(Dn)) % ( /D ) 1S ()| dx>ll* < 1S (u)]] 2+

On a donc .

(m(Dy)) ™ < Cim(Q)Y%,. (3.49)
On conclut comme 2 la premiére question. Pourn € IN*,ona F,, 1 C E,,. Comme N,cn+F, = (), la continuité
décroissante de m donne que lim,,_, 4 oo m(F,,) = 0. Comme W € L2(Q)N on en déduit que lim,,_, 1 oo ¥, = 0
et donc, grice a (3.49), que lim,,_, 4 oo m(D,,) = 0.

On remarque enfin que D, 11 D Dy, pour tout n € IN*, et Upew Dy, = {u > 0}. Donc lim,,—, 1 oo m(Dy,) =
m{u > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{u > 0} = 0 et donc v < 0 p.p..

Corrigé 3.5 (Convergence faible et non linéarité)

Remarque liminaire : Soit ¢ € C(IR,R). Lorsque qu’une suite (u,),cn tend faiblement vers u dans un espace
LP et que la suite p(u,,) tend faiblement vers f dans un espace LY, il est en général faux que f = ¢(u) p.p.. On
ajoute I'hypotheése que [ w,p(u,) converge vers [ uf. Si ¢ est croissante, 1'“astuce de Minty” permet alors de
montrer que f = p(u) p.p.. Si @ est strictement croissante, on obtient méme une convergence forte de w,, vers u
(c’est I’*“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées dans le cadre p = ¢ = 2 avec une mesure finie.
Soit (X,T,m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +oc). On note L? 'espace L% (X, T, m). Soit
(n)nen et (v,)nen deux suites bornées de L2 et u,v € L?. On suppose que les suites (%, )nen €t (Un)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v. On rappelle que ceci signifie que

lim Upw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2

n—-—+oo n—-+oo

1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u,, p.p., pour tout n € IN (et donc © = v p.p.). Montrer
que u,, — u dans L? (quand n — +00) si et seulement si [ u2dm — [u?dm (quand n — 400).
corrigé

On remarque que i i
|t — ul|3 = /uidm + / u?dm — 2/ upudm. (3.50)

Comme u,, — u faiblement dans L?, on a lim,, _, o0 f uyudm = f w?dm. On déduit alors facilement de (3.50)
que u, — u dans L? si et seulement si lim,,_, 4 o [uZdm = [ u?dm.

On suppose pour toute la suite de I’exercice que [ u,v, dm — [wvdm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR t.q.
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—  continue et il existe C' € IR t.q. ¢(s) < C + C|s| pour tout s € IR.
— v, = @(Uy) p.p., pour tout n € IN.
2. Soit w € L?, montrer que, quand n — +o0,

/ (0 (1tn) — 9(10)) (tn — w) dim = / (v — p(w))(u — w) dm. (3.51)

corrigé
On commence par remarquer que (w) € L? (grice aux hypothéses sur ¢ et m(X) < 4+00). On a alors

/ (0 (ttn) — 9(1)) (1t — ) = / (ot — o0 — ()t + p(w)ew)dim.

Les convergences faibles de u,, et v,, vers u et v donnent

lim /ungo(w)dm = /ucp(w)dm et lirf /vnwdm = /vwdm.
n—-+oo

n——+oo

Enfin on a, par hypothese, lim,,_, 4 o [ unvn,dm = [wvdm. On en déduit que bien que

lim (p(uy) — @(w))(uy —w)dm = /(v — ¢(w))(u — w)dm.

n—4o0o

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soit w € L2 ett € IR. Montrer que

/(v — ¢(u+tw))twdm < 0.
[Utiliser (3.51).] En déduire que [(v — ¢(u))w dm = 0.

corrigé
On utilise ici (3.51) avec w = u + tw. On obtient, quand n — o0,

/((p(un) —o(u+tw))(up, —u —tw)dm — — /(v — ¢(u + tw))tw dm.

Comme ¢ est croissante, on a (p(un) — @(u + tw))(u, — u — tw) > 0 p.p. et donc [(p(un) — @(u +
tw))(uy, — u — tw)dm > 0. On en déduit, quand n — +oo, [(v — p(u + tw))twdm < 0.

En prenant t = % (m € IN*), on a donc f (v—op(u+ %))u’) < 0. En appliquant le théoréme de convergence
dominée (remarquer que |(v — ¢(u + 2))w| < F p.p. avec F = (|v| + C + Clu| + Cl|w|)|w| € L), on
obtient, quand m — oo,

/(v — p(u))wdm < 0.

L onmontre [(v — ¢(u))wdm > 0.On adonc [(v — p(u))wdm = 0.

m’

De méme, en prenant t = —

(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..
corrigé

On choisitw = 14 —14c,avec A = {v—p(u) > 0}. La question précédente donne alors | |v—p(u)|dm = 0
et donc v = p(u) p.p..
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4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G,, = (¢(ur) — p(u))(un — w).

(a) Montrer que G, — 0 dans L' quand n — oo (utiliser (3.51)).
corrigé

En prenant w = u dans (3.51), on obtient lim,, 4~ f Grdm = 0. Comme ¢ est croissante, on a G, > 0
p.p., pour tout n € IN et donc |Gy, |1 = [ G, dm. On en déduit bien que G,, — 0 dans L.

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite (G, )ne, notée (G, (n) Jne (avec 1 strictement croissante de
IN dans IN) t.q. Gyy() — 0 p.p.. En déduire que () — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ).
corrigé
Comme G,, — 0 dans L?, il existe une sous suite de la suite (G, ),eN, notée (Gy(n))nen (avec ¢ strictement
croissante de IN dans IN) t.q. Gyn) — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoréme de convergence
dominée). Il existe donc A € T't.q. m(A) = 0 et Gy (x) — 0 (quand n — 4-o00) si x € A°.

Soit z € A€. On pose a = u(s). Pour s € IR, on pose f(s) = (¢(s) —¢(a))|s —a|. Comme ¢ est strictement
croissante continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet donc une fonction
réciproque, notée g, qui est continue. Comme | f (ty(n) ()] = Gyny(x) — 0, 0na f(uym)(z)) = 0etdonc
Uyp(n) () = g(f (Uyny(2)) = g(0) = a. On a donc limy, , oo Uy(n)(x) = u(x) pour tout z € A°. Ce qui
prouve bien que Uy, ) — U p.p..

(c) Montrer que u,, — u dans LP pour tout p € [1,2].
corrigé

On montre que u, — u dans L? pour tout p € [1,2[ en raisonnant pas I’absurde. On suppose qu’il existe
p € [1,2[ t.q. (un)new ne converge par vers u dans LP. Il existe alors ¢ > 0 et une sous suite de la suite
(un)new qui reste en dehors de la boule (de L) de centre et de rayon e. Par le raisonnement de la question
précédente, de cette sous suite, un peut extraire une sous suite, notée (uy )y, (n) qui converge p.p. vers u.
Comme la suite (), est bornée dans L2, on peut alors montrer que cette sous suite converge dans L?
vers u (c’est une conséquence du théoreme de Vitali). En contradiction avec le fait que cette sous suite reste
en dehors de la boule (de LP) de centre u et de rayon . On a ainsi montré que u,, — u dans LP pour tout
p € [1,2].
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