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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

2.1 Formulation faible

Soit © un ouvert borné de R (IV > 1) de frontiére 9 = Q\ Q. Soient a; ; € L°°(Q), pourd,j=1,...

suppose que les fonctions a; ; vérifient I’hypotheése d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N

Ja > 0; VE = (&,....&n) € RN, D ai ;685 > alé]® pp. dans Q.
i,j=1

On se donne f € L?(Q) et g : 9Q — IR, et on cherche une solution au probléme :

N N
=D dilaii(@)05u)(x) = f(z), z € Q,

i=1 j=1
u(z) = g(z), x € 09,

ol 0;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-eme variable.

,N.On

(2.1)

(2.2a)

(2.2b)

Exemple 2.1 (Le Laplacien) Si on prend a; ; = 6; ; ( ¢’est-a-dire 1 sii = j, 0 sii # j), alors le probleme (2.2)

devient

—Au = f sur €,
u = g sur 0f).

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;; € C Q) pour tout i,j = 1,.. -» IN. On suppose que
f €C(Q) et g € C(OQ). On appelle alors solution classique de (2.2) une fonction u € C?(Q) vérifiant (2.2).

On rappelle que pour tout k € INU{-+o00}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions 2 §2 des fonctions appartenant

aCk(RYN).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.2). Mais il existe des solutions en un sens plus faible que 1’on va
définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le cas g = 0, avec a; ; € C*(Q) et f € C(f),

et supposons qu’il existe une solution classique v € C?(f2). Par définition, celle ci vérifie :

N N
=33 " 0ilai j(2)05u)(x) = f(x), Yz € Q.

i=1 j=1
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Soit ¢ € C2° () ; multiplions I’équation précédente par ¢ (z) et intégrons sur €2 :

N N

—/Q > dilas(x)0u)(x) dm—/f z) dz, Yo € C2(Q).

i=1 j=1

Une intégration par parties donne alors :

/Q ZZai,j(as)aju( x)0;p(x dx—/f x) dz, Yo € C(Q). 2.3)

Comme u € C2(2), ona d;u € C*(Q) C C(Q) C L*(Q), et Dju = d;u p.p (come cela a été vu au Chapitre 1).
De plus u € C(2) C L3( ) et donc u € H*(Q). Enfin, comme u = 0 sur 92, on a finalement u € H}(Q) (voir
I’exercice 1.15).

Soit v € H}(), par densité de C°(£) dans H} (1), il existe une suite (p,)nenw C C°(Q) telle que ¢, — v
dans H'(12), c’est-a-dire ¢, — v dans L?() et 0;0,, — D;v dans L?(2) pour i = 1,..., N. En écrivant (2.3)
avec ¢ = (p,, on obtient :

/s; ZZ(L” x)0ion(x dx—/f x)on(z) dz,

=1 5=1

et en passant a la limite, on obtient que u satisfait le probleéme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.2) (on rappelle que I’on considere ici le cas g = 0)

ueHl(Q)
/ ZZ&U x)D;v(z dm*/f x) dz, Vv € H(Q). 24
i=1j=1

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probléme (2.2) (lorsque g = 0) est solution faible,
c’est-a-dire vérifie (2.4).

Remarque 2.3 (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ot a; ; = a;,; p.p. pour ¢ # j, u est
solution de (2.4) si et seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle formulation variationnelle :

u e Hy(Q),
J(u) < J(v),Yv € Hg (), (2.5)

ol la fonctionnelle J est définie par : J(v) = / Z Z aijD;vDjv | dz — / f(z

=1 j=1

La démonstration de I’existence et de I’unicité des solutions des problemes (2.4) et (2.5) utilise le lemme de Lax-
Milgram, que nous rappelons ici :

Lemme 2.4 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-/-), de norme
associée notée || - ||, et a(-, -) une application bilinéaire de H x H dans R qui est

— continue, ce qui équivalent & dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € HZ, on a|a(u,v)| < cllull]|v|,
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

— coercive sur H (certains auteurs disent plutot H-elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o« > 0, t.q., pour tout
uw € H, alu,u) > alul?,

et soit T une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T'(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nue H YweH, aluwv)=T().

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — R définie par J(v) = La(v,v) — T(v) pour tout v de H, c’est-a-dire :

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) siu #v.

veH

Notons que dans le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un produit scalaire sur H équivalent
au produit scalaire initial. Dans ce cas, le lemme de Lax-Milgram est une conséquence directe du théoréme de
représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram au probleme (2.4), nous aurons besoin de 1’inégalité de Poincaré :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un ouvert borné de RN, N > 1 (ou qui est au moins borné dans une
direction), alors il existe Cq ne dépendant que de S tel que

lull 20y < Call [VulllL2(q), Yu € Hy(). (2.6)

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IR . On a donc

N
1190 220 = / Vo) Pde = 3 / Dyu(a)*de.
=1

Démonstration Par hypothese sur (2, il existe a > 0 tel que 2 C] — a, a[><]RN_1. Soit u € C'2°(2), on prolonge
u par 0 en dehors de €2, on a donc :
u e C®(RN),u = 0 sur Q°.

Soitz = (z1,...,2n)" = (21,y)! € Q, avec 2 €] —a,a[ety = (za,...,2x) € RV 1. Ona:
1
u(ry,y) = Oru(t,y) dt,
—a
et donc, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,
a 2 a
e < ([ otelar) <2 [ @)
En intégrant entre —a et a, on obtient :
a a
[t dey <402 [ @uute. ) a,
J —a —a

et donc, en intégrant par rapport a y,

/ lu(z) |2 dz < 4a? / (Oru(z))? de, Yu € C(Q) @)
Q Q
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

On procéde ensuite par densité ; pour v € Hg (£2), il existe une suite (u,, )nen € C°(R) telle que u,, — u dans
H}(Q). On a donc u,, — u dans L?(Q) et ;u — D;u dans L?(2). On écrit alors (2.7) pour u,, et en passant a la
limite lorsque n — 400, on obtient :

N

[ull720) < 4a°[DrulFiq) < 46> | Dsulliz(o) = 4a°|[ [Vl | 72(q)-
i=1
| |

Théoréme 2.6 (Existence et unicité de la solution de (2.4)) Soit 2 un ouvert borné de R”™, f € L2(Q), et soient
(@), j=1,..5 C L>®(Q) et o > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de (2.4).

Démonstration Pour appliquer le lemme de Lax-Milgram on écrit le probléme (2.4) sous la forme : u € H;
a(u,v) = T(v) pour tout v € H, avec H = HE(Q) (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme définie
par ||ul| g1 (o) = (||u||%2(9) + || |[Vul Hi?(ﬂ))% ), et avec a et T définies par

au,v) = /ﬂ Zza” )Dju(z)Div(z) | dz et T(v /f

i=1 j=1
On remarque tout d’abord que la forme linéaire " est bien continue. En effet,

1T ()| < [[vllz2@lfllz2) < ol @)l fllze@)-
Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :
N
la(u,0)] < 3 Nlai il @ | Divll 2 @) | Djvll2@) < Cllullm @ llvllm @),
ij=1
avec C = Zﬁ\fj:l [lai ;|| Lo (c2)- Elle est donc continue.

Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 5 € IR tel que a(u,u) > 5”“”?{1(9)7 pour tout u € H(Q).
Par hypothese sur a, on a :

af / Zza” z)Dyu(x) dea/ﬂ (gmm(xﬂ?) dx:a/ﬂ|Vu(x)|2dx.

i=1 j=1
On applique alors I'inégalité de Poincaré (2.6) :

N

N
||UH§11(Q) = ||UH2LZ(Q) + Z HDiU”%?(Q) <(C4+ 1)2 HDiuHQLQ(Q)v
i=1 i=1

d’ol on obtient que :

ZHD ulF2(0) > 2 +1HU||H1(Q)7

et donc
al 1o
2 2
a(u,u) > o Z | Dsull72(q) = 211 llullz1 ()
i=1
ce qui démontre la coercivité de a. Par le lemme de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la solution
du probleme (2.4). ]
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2.1. FORMULATION FAIBLE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Remarque 2.7 Le lemme 2.5 est encore vrai avec 1 < p < +o0 au lieu de p = 2. Si €2 est un ouvert borné de
RY, N>1,etl1< p < 400, il existe Cp, o ne dépendant que de p et 2 tel que

lull ey < Call VUl |Lr(e), Yu € WyP(Q).

Ceci permet de définir une norme sur WO1 P(Q) équivalente a la norme W (), voir la définition 2.8. (Pour p = 2,
cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du théoreme 2.6.)

Définition 2.8 Soit Q un ouvert borné de RY (N>1)etl <p< 400 Pouu € Wol’p, on pose

gy = ([ [Vuto)Paa)?.

Selon la remarque 2.7, ¢’est donc, sur Wy (), une norme équivalente a la norme de W' ().
Pour p = 2, ’espace Wol’z(Q) est aussi noté H} () et la norme || - HWI,Q(Q) est la norme || - || g1 ()
0

Par le lemme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire I’existence et 1’unicité dans le cas ou le second
membre de (2.4) est donné par un élément de H~1(€2) (dual de H{(f2), c’est-a-dire I’ensemble des formes
linéaires continues sur Hg (9)).

Théoréme 2.9 (Existence et unicité, 7 € H~1) Soient Q un ouvert borné de R”, (@i j)ij=1,...N C L>®(Q) et
a > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Soit T € H~1(Q), il existe alors une unique solution u de :

u € Hy(Q),

N N
/Q Z Z ai j(x)Dju(z)Div(z) | dz =T (v),Yv € Hy(). (2.8)

i=1j=1

Soit Q un ouvert borné de RY et f € L'(Q). Il est intéressant de savoir si 1’application ¢ Jo f(@)p(x)da
(définie, par exemple, pour ¢ € C°(12)) se prolonge en un élément de H () (et dans ce cas, le prolongement
sera unique par densité de C'2°(€2) dans H} (€2)). En dimension N = 1, I’hypothése f € L!(€2) est suffisante. En
dimension N > 3, ’hypothese f € L4(Q2), avec ¢ = 2N /(N +2) est suffisante. En dimension N = 2, I’hypothese
f € LYQ), avec ¢ > 1 est suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans 1’exercice 2.9.

Nous n’avons traité ici que le cas de la condition aux limites de Dirichlet homogene ( ¢’est-a-dire ¢ = 0 dans le
probléme 2.2). Le cas de la condition aux limites de Dirichlet non homogene est traité dans la section 2.5.

L’existence et ’unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice 2.5 traite le
cas des conditions de Neuman et I’exercice 2.7 les conditions dites de Fourier (ou de Robin, selon les auteurs). La
résolution du probéme de Neuman permet d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un élément de L?()",
appelée décomposition de Hodge, exercice 2.10. L’exercice 2.6 s’intéresse a des conditions aux limites apparaissant
en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme elliptique sur un ouvert {2 de IR? avec un
probleme elliptique unidimensionel sur le frontiere de €2, ceci est 1’objet de 1’exercice 2.12.

Les exercices 2.11, 2.13 et 2.8 montrent I’existence (et 1’unicité ou une “unicité partielle”) pour des systemes
elliptiques (probleme des Stokes et équation de Schrodinger).

Enfin, il est possible de traiter des problémes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors

138

des espaces de Sobolev dit “a poids”, exercice 2.3.
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2.2. ANALYSE SPECTRALE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

2.2 Analyse spectrale
2.2.1 Quelques rappels

Soit E un espace de Banach réel, et 7" une application linéaire continue de £ dans E. On note :
e o(T) ={X € R;T — A\ est non bijective} I’ensemble des valeurs singulieres de T,
e p(T) ={) € R;T — A estbijective} = R \ o(T") I'’ensemble des valeurs régulieres de 7T,
e VP(T) = {X € IR; T — A est non injective} I’ensemble des valeurs propres de 7',

Lorsque dim E < 400, on a VP(T') = o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, & condition que
I’opérateur T soit linéaire continu et compact. Plus précisément, dans ce cason a : VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}.
Le théoreme suivant donne ce résultat dans les espaces de Hilbert séparables et pour un opérateur autoadjoint.

Proposition 2.10 (Opérateur linéaire continu compact autoajoint) Soit E un espace de Hilbert séparable muni
du produit scalaire (-, ) g, et soit T un opérateur linéaire continu compact autoadjoint dont le noyau N (T') = {u €
E; T(u) = 0} est réduit a {0}. Alors il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, c’est-
a-dire d’éléments de E, notés e,, n € IN, vérifiant (ey,, em)g = On,m et tels que si u € E, alors u peut s’écrire
u = ZneN(u, en) pen (cette série étant convergente dans E), et les valeurs propres A\, € IR associées, i.e. telles
que Te, = \pen, sont telles que \,, — 0 lorsque n — +o0.

2.2.2 Le Laplacien

On va considérer dans cette section, pour simplifier, le cas du Laplacien. Soit  un ouvert borné de IRY. On
rappelle que Au = Zfil 02w si u est une fonction réguliere. Pour étendre cette définition aux fonctions seulement
localement intégrables, on pose, si u € Llloc(Q), Au = Ef\;l Dfu. On définit maintenant un opérateur A d’une

partie de L?(Q2) dans L?(€2) en définissant d’abord son domaine D(A) :
D(4) = {u € HY(Q) ; Aue (@)},
Puis on pose Au = —Awu si u € D(A). On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L2(Q) — L3(Q).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L?((), il existe une unique solution au probleme (2.4) qui

s’écrit, pour le Laplacien, c’est-a-dire avec les valeurs a; j = 0; j, 4,7 =1,...,N:
u € Hy(Q),
/ Vu(z)Vu(z) de = / f(x)v(x) dz, Yo € H3(Q). 2.9)
Q Q

Grace a la densité de C°(€2) dans H}(€2), la fonction u est solution de (2.9) si et seulement si u € D(A) et
—Au = f p.p. (cest-d-dire —Au = f dans L?(Q)). L’opérateur A est donc inversible. Son inverse, 1’opérateur
A~ est défini de L2(Q2) dans L?(§2) par A~! f = u ol u est solution de (2.9). Cet opérateur est injectif mais non
surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.

Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de A=, on va démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 2.11 Soir Q un ouvert borné de R~ . Pour f € L?(Q), on note T f 'unique solution de (2.9). L’opéra-
teur T est linéaire continu compact et autoadjoint de L*(Q) dans L?(S2). De plus N(T) = {f € L?*(0), Tf =0

pp.} = {0}
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2.2. ANALYSE SPECTRALE CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Démonstration II est immédiat de voir que T est linéaire. On remarque tout d’abord que N(T') = {f € E,
Tf =0p.p.} = {0}. Eneffet, soit f € L?(Q) t.q. Tf = 0 p.p.. On a donc, d’apres (2.9),

fudx = 0 pour tout v € H} ().
0

Comme H{ () est dense dans L2(£2) (on a méme C2°(2) dense dans L?(€2)), on en déduit f = 0 p.p..

On montre maintenant la continuité de 7'. Soit f € L?(Q2) et uw = T f. En prenant v = u dans (2.9), on obtient

iy = [ FurVude = [ fuds < Iflzaolulo

Par I’inégalité de Poincaré, il existe C; € IR ne dépendant que de (2 tel que Hu||%2m) < Cq Hu”%lé(ﬁ)’ et donc :

N
el Fzs ) = D IDiullaay < Ifll2 @ lull 2oy < Callfllez@ el o)-
=1

On en déduit que [|ul| ;71 (0) < Cal|f||z2(n) et donc :

ITfl1220) = lullZz (o) < Callullfy @) < CallflIZ: (),
ce qui démontre la continuité de 7'

Montrons maintenant que I’opérateur 7" est compact, c’est-a-dire que I’image 7'(B) d’un ensemble B borné de
L?() est relativement compact dans L?(2). On peut écrire T sous la forme 7' = I o Ty ot I est 1'injection
canonique de H}(€2) dans L2(Q) et Ty est I’application qui & f € L2(€2) associe u = T'f € H}(2). L application
Ty est continue de L2(Q) dans Hg(Q) (car 1T fllz2 ) < Callfllrz(e)) et 'injection I est compacte par le
théoreme de Rellich (théoreme 1.23 page 10), et donc I’opérateur 71" est compact.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7" est auto-adjoint, c’est-a-dire que

(Tf,9)r2) = (f. T9)r2(0), V.f, g € L*(). (2.10)

Soient donc f et g € L2(£2), u 1’unique solution de (2.9), et v I’'unique solution de (2.9) ol on a remplacé f par g
dans le second membre. On a, comme v est solution de (2.9) ol on a remplacé f par g :

(Tf,9)r2@) = / Tfgdr = / uwgde = / Vu - Vo dz.
Q Q Q
On montre de méme que (f,Tg)r2(q) = o Vu - Vv dz, ce qui démontre (2.10). [

D’aprés le théoréme 2.11 et la proposition 2.10, il existe donc une base hilbertienne (e,,),en+de L?(£2) formées
de fonctions propres de 7T'. Les valeurs propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L?(12)
et f#0,alorsu=Tf#0et

(Tf, Nrz) = (u, fr2) = /QVU -Vudz = ||UH§13(Q) >0,

et donc si A,, € VP(T), est associée au vecteur propre e, # 0, on a T'e,, = A, e, et donc, comme e,, # 0,

)\n(en7€n)L2(Q) = ()\nen7€n)L2(Q) = (Tenaen)Lz(Q) > 0.
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2.3. REGULARITE DES SOLUTIONS CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

La suite (A, )new est donc formée de nombres strictement positifs. Quitte a changer I’ordre des A, on peut
supposer que cette suite est décroissance. Enfin, la proposition 2.10 donne que lim,,_, ; o A,, = 0.

L neIN* avec i, > 0, Vn € IN et

Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs p1, = -,

ln — +00 lorsque n — 4-00.
On peut alors caractériser le domaine de 1’opérateur Laplacien D(A) de la fagon suivante :

Soitu € L3(Q), [u € D(A)] <= Z w2 (u, e")QLgm) < +o0.
nelN
De plus si u € D(A), alors Au = Z:Zg,un(u, €n)12(Q)€n- On peut ainsi définir les puissances de I’opérateur A :

Définition 2.12 (Puissance de I’opérateur) Soit Q un ouvert borné de R”, Au = —Au avec D(A) = {u €
HYQ); Au € L2(Q)}. On note (en)new+ une base hilbertienne de L?(QY) formée de vecteurs propres de A,
associés aux valeurs propres (jin)new+. Soit s > 0. On définit

+oo
D(A%) = {u e L*(Q) : ZM%S(%%)%%Q) < +oo}.
n=1
Et pour u € D(A®), on peut alors définir A*u par :
+o0
Ay = Zufl(u, en)LZ(Q)en.
n=1

Cette série étant convergente dans L ().

Pour s = 0,0ona D(A%) = L2(Q) et A% = u : AY est I’opérateur identité.

Pour s = 1, on retrouve 1’opérateur A.

Pour s = 3, ona D(A7) = {u € L*(Q); S5 (v, en)72(q) < +00}. On peut montrer que D(Az) = HL(Q),
etona A3y = :3 i (U €n) 12 () €n-

Pour le cas N = 1, Q =]0, 1], Le théoréme de décomposition spectrale est détaillé dans I’exercice 2.2.

2.3 Régularité des solutions faibles

Soit © un ouvert borné de R™ et f € L2(). Sous les hypotheses (2.1), on sait par les résultats précédents qu’il
existe une unique solution au probleme (2.4), et on se demande quelle est la régularité de cette solution en fonction
des données du probleme. Le probléme est assez simple en dimension N = 1, voir I’exercice 2.1, mais beaucoup
plus difficile en dimension N > 1. La réponse dépend de la régularité des coefficients de 1’opérateur et de la
régularité de la frontiere de 1’ouvert (on dit que la frontiere de Q est de classe C* si elle est localement le graphe
d’une fonction de classe C*).

Théoreme 2.13 (Régularité de la solution du probléme de Dirichlet)
Soit Q un ouvert borné de R™ et f € L?(Q). Sous les hypothéses (2.1), soit u € HL(Q) la solution de (2.4).

1. Sia;; € CY(Q) pouri,j=1,...,N et Qestafronticre C?, alors, pour tout f € L*(2), onau € H*(Q).

2. Sia;; € C®(Q) pouri,j = 1,...,N, si Q) est a fronticre C*, et si f € H™(S2) avec m > 0, alors
u € H™2(Q).
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En conséquence, si f € C(Q), alors u € C*°(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f € H™(Q)
avec m > %, alors u € C?(Q2) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.14 (Optimalité des hypotheéses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les
hypotheses a; ; € C*(Q) et Q est a frontiere C?.
Par contre dans le cas du Laplacien, c’est-a-dire a; j = d; ;, si  est convexe, alors u € H?(Q) dés que f € L?(€2).

Idée de démonstration du théoréme 2.13, premiére partie
On se ramene par la technique dite des “cartes locales™ au cas 0 = IRf ={(z1,9),y € RV 2, > 0},etau
probléme suivant :

ueH&(Q),
/vu-vvdxz/fvdx,vveHg(Q).
Q Q

et on applique ensuite le théoréme 2.17. Ce théoréme montre que la solution de ce probléme appartient & H> (IRf ).

La démonstration du théoréme 2.17, due a L. Nirenberg ! que nous énongons un peu plus loin nécessite les lemmes
techniques suivants, que nous enongons pour N = 2, pour simplifier :

I;emme 2.15\S0it Q :11R3_ = {(:rl,'y), x1 >0,y € R}. Soit g € L%(Q) et, pour h > 0, U}, g défini par :¥;,g =
7 (gn — g), ot gr, € Hy(Q) est définie par gn(x) = g(x1, 72 + h). Alors |Vrg|lg-1q) < llgllr2)-

Démonstration Soit g € L?(2), par définition,

gl = supd | Wng oo v € B, ol oy < 1)
et donc, par densité de C2°(Q2) dans H}(12),

1¥nhgllr-1(0) = sup{/Q Vg vde, ve CX(Q), [|v]lm@ <1}
Soit v € C°(Q) tel que ||v]| g1y < 1.

1
[wgeds=1 [ [ (gloraath) = glara)oor, ) do doy
Q R; JR

1 N - -
= E/ / g(x1,Z2)v(x1, Bo — h) dzy dEg — / / g(x1,x2)v(21, 22) dy dg
R, JR R, JR

v(x1,x0 — h) —v(z1,x
:_/ / g(x1,22) (1,72 = h) = vlz, 73) dzy dzs.
Ry JR

—h
Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

U 07 . —_ h _ v -7 .
|/Q‘I’hgvd9ﬂ\ < llgllrz(e) ||%h()\|m(m <llgllzz@llvllmr (@) < lgllL2(a)-

On en déduit que [[Wrg(|r-1(0) < [l9llz2(0)- u

1. Louis Nirenberg (né en 1925) est un mathématicien Canadien qui a beaucoup contribué a la théorie des équations aux dérivées partielles
linéaires et non linéaires.
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1
loc

Lemme 2.16 Sous les hypothéses du lemme 2.15, soit u € L{. (), alors Ypu — Dou dans D* lorsque h — 0.

Démonstration On pose D = CS° (). Soit ¢ € D; on veut montrer que

/ Upu o de — —/ udap dz = (Dau, ¢)p+ p lorsque h — 0.
Q Q

B —
/\Ilh,ucp dx :/ / (1,22 + 1) u(xl’xz)cp(xhxg)dxl dxs
Q Ry JR h

= —/ / u(x17x2)¢(x1’x2 —h) — plz1,22) dz; dxs.
Ry JR

—h

Mais ‘O(zl’zz_ﬁ)h_ e(z1.22) s 9, uniformément lorsque i — 0, et le support de cette fonction est inclus dans un
compact K de €2, indépendant de / si |h| < 1. Donc limp, o [, Wpu o doz = — [, udap du. "

Théoreme 2.17 (Nirenberg) Soir Q@ = RY = {(z1,y),y € R" 21 > 0} et f € L*(Q), et soit u € H(Q)
solution du probléme suivant :

ue Hy(9),

/Vu-Vvdm:/fvdvaeH&(Q). (2.11)
Q Q

Alors w € H*(RY).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. Soit u € H3 () solution de (2.11), u vérifie
donc :

/vu-vvdx+/uvdx:/gudz,vueHg(Q), olg=u+feL*Q).
Q Q Q

On a donc
(u,v) 1) = / ,9v dr < lgllg-1 @ vz @) (2.12)
R

2

puisque, par définition, ||g|| ;-1 (o) = sup{ [> g v dz, v € Hg(2),[|v]| g1 (o) < 1}, oti, comme d’habitude, on
+

confond I’application Ty, qui a v € H () associe f gv dx, qui est donc un élement de H~1(2), avec la (classe

de) fonction(s) g € L*(£2). On prend v = u dans (2.12). On obtient ||ul| g1 0y < ||gllz-1(0)-

Pour montrer la régularité sur Dsu, on introduit la fonction ¥pu = %(uh — u) ol uy, € H&(Q) est définie par

up () = u(x1, x2+h). Comme u vérifie (2.11), uy, vérifie [, Vuy-Vode = [, fro daou f(x) = f(x1, z2+h),

etdonc Wju = + (), — u) appartient & H} (Q) et vérifie

/ VVY,u-Vode = / Wy, fv do pour tout v € Hol(Q).

Q Q

On en déduit que (¥p,u,v) g1(q) = [ Yagv dz, et done que ||¥pull 1) < [[Whglla-1(q)- Par le lemme 2.15,
comme g € L%(Q), on a donc

Ihullm ) < l9llz2@)-
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Prenons maintenant & = 1 et faisons n — 4-oc. Par ce qui précéde, la suite (¥1u)nen est bornée dans HL(Q),
il existe donc une sous-suite encore notée (¥ 1), e, et w € HE(Q) telle que U1 u — w dans HE(Q) faible
( c’est-a-dire S(¥1u) — S(w) pour tout S e H~1(Q)). Donc ¥1u — w dans D*. Mais par le lemme 2.16,
Uiy — Dou dans D*. Donc Dyu = w € H}(Q), et par conséqunent, D1Dou € L?(Q) et DyDou € L2(Q).
Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que D1 Dyu € L?(QQ). Pour cela, on utilise I’équation satisfaite par u.

En effet, comme u est solution faible de (2.4), on a —Awu = f dans D*, et donc D1 D1u = —f — Dy Dsu ce qui
prouve que Dy Dyu € L?(Q). Ceci termine la preuve. [

Remarque 2.18 (Plus de régularité...)

1. Supposons que a; ; € C'(Q2) et que § est a frontiere C2. On a déjé vu que si f € L?(Q) alors u € H?(2).
On peut montrer que si f € LP(Q) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).

2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L (2). On peut montrer (c’est un résultat de Meyers)
qu’il existe p* > 2 tel que si f € LP(Q) avec 2 < p < p*, alors u € W2P(Q).

3. Toujours dans le cas a; ; € L°(£2), on peut montrer (ce résultat est dfi 2 Stampacchia?) que si f € LP(Q),
avec p > &, alors u € L>(12).

4. 11 est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exer-
cice 2.5 donne un exemple avec les conditions de Neuman, 1’exercice 2.7 un exemple avec conditions de
Fourier et I’exercice 2.8 traite I’exemple du systeme elliptique induit par I’équation de Schrédinger (qui est
généralement présenté comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

2.4 Positivité de la solution faible

Question. (Positivité de la solution faible.) Soit € un ouvert borné de RY, N > 1, a;; € L>(Q), pour i,j =
1,...,N. On suppose que les fonctions a; ; vérifient (2.1). Soit f € L?*(Q2) et u la solution de (2.4). On suppose
que f > 0 p.p.. A-ttonu > 0 p.p.?

Remarque 2.19 Soit  un ouvert borné de R™, N > 1. On suppose que u € C2(), —Au = f dans Qetu = 0
sur le bord de 2 (la fonction u est donc une solution classique avec a; ; = 0si¢ # jeta;; = 1sii = j). On
suppose aussi que f > 0 dans 2. On va montrer que v > 0 dans (2. Pour cela, on raisonne par 1’absurde. On
suppose qu’il existe a € 2 t.q. u(a) < 0. On choisit alors z € Q t.q. u(z) = min{u(y), y € N} (un tel x existe
car Q est compact, u continue et u = 0 sur le bord de €2). On a alors

dyu(x) = 0 et d2u(z) > O pourtouti € {1,..., N}.

Ceci donne Au(z) > 0 en contradiction avec Au(xz) = — f(z) < 0. On obtient donc finalement que u(x) > 0
pour tout x € €. Un argument supplémentaire permet de remplacer 1’hypothese f > 0 par f > 0. En effet,
supposons seulement f > 0. Pour € > 0, on pose u.(x) = u(z) — ez de sorte que —Au, = f + 2¢ > 0 dans
Q. Soit z € Q t.q. u(r) = min{u.(y), y € Q}. Si z € Q, le raisonnement précédent montre que Au.(x) > 0 en
contraction avec —Au,(x) = f(x) + 2¢ > 0. On a donc x € 9. On en déduit que

ue(y) > ue(x) > —¢ max 2 pour tout y € €.

En faisant £ — 0, on obtient le résultat désiré, c¢’est-a-dire u > 0 dans .
La question posée au début de ce paragraphe consiste donc a étendre cette propriété de positivité aux solutions
faibles.

2. Mathématicien italien né a Naples en 1922, mort en 1978, spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles,
entre autres.
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Nous donnons maintenant deux petits lemmes, dis & G. Stampacchia.

Lemme 2.20 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) et ¢ € C'(IR,R). On suppose que ' est bornée et
©(0) = 0. Soit u € HL(Q), alors p(u) € HL(Q) et Dyp(u) = ' (u)D;u p.p. (pour touti € {1,...,N}). (La
notation p(u) désigne la fonction ¢ o u.)

Démonstration Il existe une suite (u,,),en de fonctions appartenant 3 C°(€2) t.q. u, — u dans Hg (£2) (quand
n — +o0), c’est-a-dire

un — udans L2(Q),
Dju,, — D;u dans L?(Q), pour touti € {1,...,N}.

Aprés extraction éventuelle d’une sous suite, on peut méme supposer qu’il existe I € L2(f2) et, pour tout i €
{1,...,N}, F; € L*(Q) tq.

Up, — U P.p. et |[uy| < F p.p. et pour tout n € IN,
D;u,, — Dyup.p.et|Dyu,| < F;p.p.etpourtoutn € N, i € {1,...,N}.

On a alors ¢(u,) € C1(Q) et pour tout n € Wettouti € {1,..., N},
Dip(un) = 0itp(un) = ¢' (un)itn.
On pose M = sup{|¢’(s)|, s € R}, de sorte que |p(s)| < M]s|, pour tout s € IR. On a donc
o(un) = o(u) p.p- et |p(uy)| < MF p.p. et pour tout n € IN.

Comme M F € L?(2), le théoréme de convergence dominée (dans L%(2)) donne ¢(u,,) — ¢(u) dans L2(2). On
a donc aussi D;p(u,,) — D;p(u) dans D*(Q2). On rappelle maintenant que D;¢(u,,) = ¢’ (uy,)0;u,. Comme

¢’ (un) = ¢'(u) pp.,
Oittyy, — Dju p.p.,
|’ (up)Osuin | < MF; p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne ¢’ (u,,)9;u,, — ¢’ (u)D;u dans L?(§2) et donc aussi dans D*(£2). Par
unicité de la limite dans D*(§2) on a donc D;¢(u) = ¢'(u)D;u p.p. (et pour tout ). Finalement, on obtient donc
que p(u) € HE(Q) (comme limite, pour la norme de H'(Q), de fonctions de H}(2)) et D;p(u) = ¢ (u)Dsu
p-p., pour tout 7. [ |

Lemme 2.21 Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1). Soitu € H{ (). On définitut par u* (z) = max{u(z), 0}
Pour x € Q. Alors, ut € H}(Q) et Diut = 1,50Diu = 1y>0D;up.p. (pour touti € {1,..., N}). En particulier
on a Dyu = 0 p.p. (pour tout i) sur I’ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C*(IR,IR) par

on(s) =0sis <0,
Pn(s) =2s%si0<s <2
1

Pn(s) =5— 5 sit <s.

On a donc ¢, (s) — s* pour tout s € IR (quand n — +00) et |¢),(s)| < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme 2.20 donne ¢, (u) € Hg(Q) et D;(¢n(uw)) = ¢!, (u)D;u p.p. (et pour tout i € {1,..., N}). D’autre part,
ona

On(u) = um p.p., |on(u)| < |u| p.p. et pour tout n € IN.
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Le théoréme de convergence dominée donne donc ¢,,(u) — u™ dans L2(€2) (et donc que D; ¢, (u) — D;u* dans
D*(Q2)). Puis, on remarque que ¢}, (u) —+ 1,50} p.p. et donc

@ (u)Diu — 1yysoyDiw pp., |y, (u)Diu| < |Djul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢, (u) Dju — 1g,,50yDyu dans L?(Q2) (et donc

dans D*(9)). Comme D; (¢, (u)) = ¢}, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(2)) que D;u™ =

L{us0} Dsu p.p.. La suite (¢, (u))nen est donc une suite de H{ (€2), elle converge dans H*(€2) vers u™. On a bien

montré, finalement, que u™ € H(Q) et Dyut = 1{u>0yDiu p.p. (et pour tout 7).

En considérant la suite (¢, (u))neN avec ¥, définie par ¢, (s) = p(s+1/n)—1/(2n), un raisonnement analogue

montre que D;u™ = 1,50y D;u (la différence essentielle entre o, et ¢, est que ¢/, (0) = 0 alors que 1);,(0) = 1).
L]

Remarque 2.22 Le lemme 2.21 peut se généraliser a toute fonction lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient
ainsi le résultat suivant : Soit  un ouvert borné de R™ (V > 1) et ¢ une fonction lipschitzienne de IR dans
IR, s’annulant en 0. Soit u € HZ (). On a alors p(u) € HL(Q) et Dyp(u) = ¢'(u)D;u p.p. (pour tout i €
{1,..., N}). Un exemple important consiste a prendre (s) = (s — k)™ pour tout s € IR, avec k donné dans IR ;.
On obtient ainsi, pour u € Hj(Q), (u — k)t € Hi(Q) et Dip(u) = 1>y Diu = 1>k Diu pop..

On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoréme 2.23 (Positivité de la solution faible) Soit 2 un ouvert borné de R™, N > 1, a;; € L>®(Q), pour
i,5 =1,...,N. On suppose que les a; j vérifient (2.1). Soit f € L2() et u la solution de (2.4). On suppose que
f>0pp. Onaalorsu > 0p.p..

Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que v < 0 p.p. (en changeant f en —f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme u est solution de (2.4), on a

/Q Z a; j(z)Dju(x)Div(z)dx = /Qf(T)U(T)dT pour tout v € Hg ().

ij=1

On choisit, dans cette égalité, v = u™ et on obtient

a/ \Vu(:r)|21{u20}(:r)dm §/ Z a; j(z)Dju(x)Diut (z)dx = / flx)ut(z)dz < 0.
Q Q.= Q
3,7=1
. 12 _ ()2 + , + — estod
On en déduit que aflu HHS(Q) = a [, |Vut(z)?de < [, f(z)ut(z)de < 0, et donc ut = 0 p.p., c’est-a-
dire v < 0 p.p.. [

2.5 Condition de Dirichlet non homogene

Nous n’avons considéré jusqu’ici que les problemes elliptiques (lin€aires) avec condition aux limites homogene
( c’est-a-dire solution nulle au bord du domaine). On souhaite maintenant remplacer la condition “u = 0” sur le
bord de 2 par “u = ¢” sur le bord de €2. Ceci va étre possible en se ramenant au probleme de Dirichlet avec une
condition aux limites homogene ( ¢’est-a-dire en se ramenant aux théorémes 2.6 et 2.9) a condition que € est assez
régulier pour que 1’opérateur “trace”, noté -y et introduit au chapitre 1, soit bien défini et que g soit dans I’image de
v (c’est-a-dire g = (G) avec G € HY(Q)).
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Plus précisement, soit {2 un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note 02 cette frontiere.
Soient a; ; € L*>(Q), pouri,j = 1,..., N, vérifiant I’hypothese d’ellipticité uniforme (2.1). Soit f une fonction
de Q dans IR et g une fonction de 052 dans IR. On cherche une solution au probléme (2.2). Le théoreme 2.6 permet
de démontrer le théoréeme suivant, ou (2.13) est la formulation faible du probleme (2.2).

Théoreme 2.24 (Condition de Dirichlet non homogene (1)) Soir Q2 un ouvert borné de RY (N > 1) a frontiére
lipschitzienne, f € L?(2), g € Im(y) (oit y désigne 'opérateur trace de H'(Q) dans L*(SY) vu au théoréme
1.21). Soient (a; ;)i j=1,..n C L>(Q) et o > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de
(2.13).

we H' (Q),7(u) =g,

N N
/Q ZZai,j(as)Dju(as)Dw(x) dz = /Qf(x)v(ac) dz, Vv € Hy(Q).

i=1j=1

(2.13)

La démonstration fait partie de I’exercice 2.19. Elle consiste a chercher u— G comme solution faible d’un probleme
elliptique posé dans H¢ (€2) avec un second membre dans L2(2) et G € H(Q) t.q. 7(G) = g. l est possible aussi
de remplacer le second membre de (2.13) par T'(v) ou T € H~1(£2). On obtient alors le théoreme 2.25 qui se
démontre aussi en cherchant « — G' comme solution faible d’un probleme elliptique posé dans H}(£2) avec un
second membre dans H ~1(Q) (voir I’exercice 2.19).

Théoreme 2.25 (Condition de Dirichlet non homogene (2)) Soit Q2 un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiére
lipschitzienne, T € H~Y(Q), g € Tm(y) (oit y désigne I’opérateur trace de H'(Q) dans L?(Q) vu au théoréme
1.21). Soient (a; j)i j=1,..n C L®(Q) et o > 0 tels que (2.1) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de
(2.14).

ue H'(Q),7(u) =g,

N N
/Q Z Zai,j(x)Dju(x)Div(x) dz = T(v),Vv € H}(Q).

i=1 j=1

(2.14)

Remarque 2.26 Sous les hypotheses du théoréme 2.24, on peut aussi montrer, par une méthode voisine de celle
donnée dans le théoréme 2.23, que, si f = 0et A < g < B p.p., avec A, B € R (p.p. est a prendre ici au sens de
la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 9$2), on a alors A < u < B p.p.,0 it u est la solution de (2.13).
C’est ce résultat que I’on appelle “principe du maximum”.

La suite de cette section donne quelques compléments sur 1’image de 1’opérateur trace (noté ) défini sur H*()
lorque 2 est un ouvert borné de IR 2 frontiére lipschitzienne.

Définition 2.27 (Espace H 1y 2(0Q)) Soit 2 un ouvert borné de RY(N>1a frontiére lipschitzienne. On note
H'/2(00) 'ensemble des traces des fonctions H*(Q), c¢’est-a-dire HY/?(9)) = Imry oit y est I’opérateur trace
de H'(Q) dans L?(0R) vu au théoréme 1.21. On définit sur H'/?(9$) une norme en posant

1wl 1200y = nf{[[@l| 71 (), ¥(@) = u}.
La proposition 2.29 montre que H'/ 2(0Q) est alors un espace de Hilbert et que ’application u > u est conti-
nue de H'/?(0Q) dans L?*(9S). (On dit alors que H/?(0Y) s’injecte continfiment dans L?(9SY).) On note
H~2(09Q) I'espace dual de H'/?(98) (c’est donc aussi un espace de Hilbert).
Remarque 2.28 Dans le cadre de la définition 2.27, on peut montrer (mais ceci n’est pas fait dans ce cours) la

compacité de ’application u — u de H'/2(9€Q) dans L?(99).
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Proposition 2.29 Soit ) un ouvert borné de RY(N>1)a frontiere lipschitzienne. On note y I’opérateur trace

défini sur H' ().

1. Soitu € HY/?(0Q). Alors 1wl 1200y = 1Tl 1 (o) 0t @ est unique solution faible de —Au = 0 dans Q avec
~y(@) = u, c’est-a-dire I'unique solution de

€ HY(Q),y(a) = u,

/ Via(z)Vo(z) de = 0,Vv € Hy ().
Q

2. L’espace H'/?(0N)) est un esapce de Hilbert.
3. L’espace H'/?(0R)) s’injecte continfiment dans L?(0S).

La démonstration de cette proposition fait I’object de I’exercice 2.20.

Soit £ un ouvert borné de R™Y (N > 1) a frontiere lipschitzienne. Avec la définition 2.27 (et la proposition 2.29),
on voit que L’opérateur trace défini sur H' () est un opérateur linéaire continu de H'(Q) dans H'/2(9%) (et sa
norme est égale & 1). Si maintenant v € H'(2)", on peut définir la trace de u encore notée y(u) en prenant la
trace de chacune des composantes de u. On a donc y(u) € HY2(0Q)N < L?*(9Q)N. On note n(x) le vecteur
normal a 952, extérieur a 2. Comme {2 est a frontiere lipschizienne, le vecteur n(z) est défini p.p. en z € 9 (p.p.
signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle sur 952) et la fonction
x + n(x) définit un élément de L>°(92). On obtient ainsi y(u)-n € L2(0N). Cette (classe de) fonction(s) y(u)-n
est appelée “trace normale de u sur 9Q2".

Lexercice 2.21 montre qu’on peut définir v(u) - n comme un élément de H~1/2(9Q) sous I'hypothése u € L2(Q)"

avec div(u) € L2(Q) (cette hypothese est donc plus faible que v € H'(92)V). 1l est toutefois intéressant de noter
que, sous cette hypothése, (u) - n n’est pas toujours représenté par une fonction sur IS et ceci induit une difficulté
lorsque I’on souhaite considérer la restriction de y(u) - n a une partie du bord de €2, voir a ce propos I’exercice
2.22.

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Régularité en dimension 1) Corrigé 2.1

f € L?(]0, 1[). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u solution de
u € Hy(]0,1]),

/ Du(t)Du(t)dt = / ft)w(t)dt, Yo € HE (0, 1]). @15

On suppose maintenant que f € C([0, 1],IR)(C L2(]0, 1[). On pose F(x) = fo t)dt, pour tout = € [0, 1]. Soit
u la solution de (2.15). Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t)dt = / cp(t)dt
0 0

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ().
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continfiment dérivable sur |0, 1[ et —u" (x) = f(z)
pour tout z €]0, 1] (et que w(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1) Corrigé 2.2
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On reprend 1’exercice précédent. On pose E = L2(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (2.15).
On note T I’application de E dans E qui a f associe u (solution de (2.15), noter que Hg (]0, 1[) C E). On rappelle
que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de E' dans E.
1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0, 1], IR) N C2(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au"" = u, sur]0, 1]
etu(0) = u(l) = 0.
2. Montrer que VP(T) = {2, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢, = 2 fol f(¢) sin(nmt)dt. Montrer que :

n
IIf— Z ¢p sin(pm-)||2 = 0, quand n — oo.
p=1
(Comparer avec les séries de Fourier. . ., )

4. Soit p € IR*. En utilisant I’alternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € F pour que le probléme
suivant ait une solution :

u € H;(10,1)), ) )
/ Du(t)Dv(t)dt + u/ u(t)v(t)dt = / f®)v(t)dt, Yo € Hy(]0,1]).
0 0 0

Exercice 2.3 (Probleme elliptique a coefficients non bornés)
Soit Q un ouvert borné de R, N > 1, etp: Q@ — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(z), z € 2} =a > 0. On
pose H'(p, Q) = {u € L*(Q) t.q. D;u € L (Q) et pD;ju € L*(Q) pour touti € {1,..., N}}.
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des dérivées par transposition, de u dans la direction x;, la variable
de RY étant notée z = (x1,...,zn)"
N
Pour u € H' (p, ), on définit [[u| par [u]|* = [|u|[3 + Y _|lp Diull3, avec | - lla = || - [l 2()-
i=1
1. (Etude de I’espace fonctionnel.)
(a) Montrer que H(p, Q) C H(Q).
(b) Montrer que H*(p, ), muni de la norme | - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une suite
de Cauchy dans H!(p, ) est aussi de Cauchy dans H'().]
On pose H(p, ) = H' (p,2) N Hy ().
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que Hg (p, ) est un s.e.v. fermé de H*(p, Q2).

3. (solution faible.) Soit h € L?(Q2), montrer qu’il existe un et un seul u t.q.

u € Hy(p,Q), (2.16)
/ () Vu(z) - Vo(z)dr = / h(z)v(z)dz, Vv € Hy(p, Q). (2.17)
Q Q

4. (Précisions...)

(a) On suppose ici que p? € L}, (). Montrer que C°(Q2) C Hi (p, Q).

loc
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(b) On prend maintenant N = 1 et Q =|0, 1]. Donner un exemple de fonction p (avec p : @ — IR mesurable et
t.q. inf{p(x), z € Q} > 0) pour lequel C=°(Q) N Hi (p, Q) = {0} (cette question est plus difficile).

Exercice 2.4 (Deux problemes elliptiques emboités)
Soit 2 un ouvert borné de RY , N >1,et M et N deux matrices de taille N x N a coefficients dans L>°(2). On
suppose qu’il existe & > 0 t.q. pour presque tout = € {2 et pour tout £ € R"Y,ona

M(z)¢- € > alél* et N(z)&- &> alé]?.

1. Soit f € LQ(Q). Montrer qu’il existe un unique w t.q.

u € H0
/ N ) Vo(z)dz = / (M (z) + N(z))Vw(z) - Vo(z)da pour tout v € Hj (1), (2.18)
Q
avec w solution de
w e H0
/ M(z -Vou(x)dr = / f(z)v(z)dx pour tout v € HO(Q) (2.19)

pour la question suivante, on note 7'( f) cette unique solution de (2.18) avec w solution de (2.19).

2. Montrer que T est une application linéaire compacte de L?(2) dans L2(Q) ( c’est-a-dire que T est linéaire,
continue et transforme les parties bornées de L?(2) en parties relativement compactes de L2(12)).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR t.q. M = AN. Montrer
qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et A, t.q.

/A )WVu(z) - Vo(z dz—/f x)dx pour tout v € Hj(Q).

Donner I’expresson de A en fonction de M et .

4. On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < 4o00. Montrer que pour tout f € LP() il existe un
unique u solution de (2.18) avec w solution de (2.19).
Montrer que 1’application qui & f associe u (solution de (2.18) avec w solution de (2.19)) est compacte de L?(£2)
dans L1(Q2) pour 1 < ¢ < 400

5. On suppose dans cette question que N = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe un unique u
solution de (2.18) avec w solution de (2.19).

Montrer que ’application qui a f associe  (solution de (2.18) avec w solution de (2.19)) est continue de L?(2)
dans L®(€2) et compacte de LP(€2) dans L?(£2) pour 1 < ¢ < 6.

Exercice 2.5 (Probleme de Neumann) Corrigé 2.3
Soient Q) un ouvert borné connexe de IRV (N > 1), a frontiére lipschitzienne. On pose H = {u € H(Q),
fQ x)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L}, dont les dérivées (au sens des dérivées par
transp0s1t10n) sont nulles est nécessairement constante ( ¢’est-a- dlre qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit
égale a C p.p.).
1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'(Q) et que, sur H, la norme H?! est
équivalente a la norme || - ||, définie par ||ul|m = [|(|Vul)||L2(0)-
[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que ©, t.q. ||[u| r2(q) < C||ul|m.
pour tout v € H.]
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2. (Caractérisation de (H'(2))".) Soit T' € (H'(Q))’, Montrer qu’il existe a € R et F € (L%(Q))V t.q.
(T, u) @)y 1Y (Q) = a/ u(z)dx —|—/ F(x) - Vu(z)dr, Yu € H(Q). (2.20)
Q Q

[On pourra considérer T}, et utiliser une injection convenable de H dans L2(Q)V ]
Pour tout = € (2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les coefficients sont notés a; ;(x), 4,5 =1,..., N.
On suppose que a; ; € L>®(Q) pour tout i, j = 1,..., N et qu’il existe o > 0 t.q A(z)€ - € > a€|?, pour tout
¢ RN etpp.enz € Q. Soienta € R et F € (L*(R2))N. On cherche u solution de

u e HY(Q),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z)dz = a/

Q

Q

v(x)dx +/QF(9C) - Vo(z)dz, Yo € Hl(Q)’ (2.21)

3. (Existence et unicité.)

(a) Si a # 0, montrer que (2.21) n’a pas de solution.

(b) Sia = 0, montrer que (2.21) a une solution et que cette solution est unique si I’on demande qu’elle appartienne
aH.

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; ; € C°>°(Q,IR) pour tout i, j = 1,.. ., N, F e C>®(Q,RY),
Q est de classe C* et que la solution (appartenant 2 H) de (2.21) est aussi dans C*°(£2, IR), montrer que
—div(AVu) = —divF, dans Q, et que AVu -n = F - n sur 912, ol n est la normale a 952, extérieure a Q.

4. (Dépendance par rapport aux parametres.) On suppose a = 0 et on note u la solution (appartenant a H) de
(2.21). On suppose que, pour tout n € IN, u,, € H est la solution de (2.21) avec A,, au lieu de A et F;, au lieu
de F' (et a = 0). On suppose que

-A, = (agz) )i,jzl,“_ﬁ N Vvérifie, pour tout n, les mémes hypothéses que A avec un « indépendant de n,
- (a;’;))nem est bornée dans L>°(f2), pour touti,j = 1,..., N,

_ ,%(3_)

- F,, — F dans L?(Q)", quand n — oc.

Montrer que (uy, )nen est bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H'(2) (quand n — oo) et enfin
que u,, — u dans H*(Q).

— a;,; p.p-, quand n — oo, pour tout 7,5 =1,..., N,

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.). On suppose
que a = 0 et qu'il existe f € L?(Q) t.q. [, F(z) - Vo(z)dz = [, f(x) - v(x)dz, pour tout v € H' (). On
note u la solution (appartenant 2 H) de (2.21). On suppose que N = 2 et que 2 =]0, 1[x]0, 1[. On pose Q, =
] —1,1[x]0, 1[. On définit A, f et u sur Q, en posant a; ;(z1,z2) = a; j(—z1,x2) si (z1,x2) €] — 1,0[x]0, 1]
eti = j, a;;(x1,22) = —a;j(—z1,22) si (w1,22) €] — 1,0[x]0,1[ et i # j, f(z1,22) = f(—21,22) si
(z1,22) €] —1,0[x]0, 1[ et u(z1,x2) = u(—x1, x2) si (z1,22) €] — 1,0[x]0, 1[. Montrer que  est solution de
(2.21), avec €25 au lieu de €.

En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer (en se ramenant au théoréme de régularité locale vu en cours) que
u € H?(Q) dans le cas A(z) = Id pour tout z € (.

Exercice 2.6 (Modélisation d’un probleme de contact)
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Onpose B = {z € R?, |z| <2}, 1 =] —1,1[(CR), et Q = B\ [~1,1] x {0} (Q est donc un ouvert de IR?).
On note B = B — B. On rappelle que |z| désigne la norme euclidienne de = € IR? et z - y le produit scalaire
correspondant de z et i (€ IR?).

Soient f € L2(Q) etg € L>(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probléme suivant.

—Au(z) = f(x),z €, (2.22)
u(z) = 0,z € 0B, (2.23)
@(x 0t) = @(x 07),zel (2.24)
ay ) 8y ) ) ) .
%Z(x70+) = g(@)(u(z,0") —u(x,07)), x € I. (2.25)

1. (Recherche d’une formulation faible)
On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur ) et g une fonction continue sur /. On
note &y = QN {(z,y),y > 0} et Q- = QN {(z,y), y < 0}. Soitu € C*(Q,R) t.q. u,, € C*(Q)
etuy, € C? (2_). Noter alors que toutes les expressions dans (2.22)-(2.25) ont bien un sens. On a, par
exemple, u(z,0") = limy_,0, y>0 u(z, y).
Montrer que w est solution “classique” de (2.22)-(2.25) (c’est-a-dire vérifie (2.22) pour tout z € €, (2.23)
pour tout x € JB et (2.24),(2.25) pour tout « € I) si et seulement si u vérifie :

u(z) =0, Vo € 9B,

/QVu(x) - Vo(z)dz+ (2.26)
[ 9t@)ul,0%) = u(e,0)(0(a,0) = vlw,07))ds = [ fa)olad,
I Q

pour tout v € C%(Q, R) t.q. U, € C?*(Qq), v, € C*(Q_)etv(z) =0 pourtout 2 € B. Noter que dx
désigne I’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue (1 ou 2 dimensionnelle).

2. (Construction de I’espace fonctionnel) On se donne une fonction p € C’é’o(]RQ,]RJr) t.q. p(z) = 0, si
|z| > 1, et d’intégrale 1 (sur IR?). Pour n € N, on définit p,, par p,(z) = n?p(nz), pour tout = € IR2.

(a) (Trace sur 9B, sans “cartes locales™) Soit u € H'(£2). Pour n > 5, on pose , (x) = [, u(y)pn(z(1—
%) —y)dy, pour z € D, avec D = {z € B,3 < |z| < 2}. Montrer que u, € C®(D), et que
Up —> U|,,, dans H'(D), quand n — oo.

En déduire qu’il existe un opérateur linéaire continu v de H(2) dans L2(]0, 2x[) t.q. y(u)(0) =
u(2cos6,2sin6) p.p.en 6 €]0, 27 si u € H'(2) et u est continue sur B \ [—1,1] x {0}.

(b) Montrer qu’il existe v [resp. v_] linéaire continu de H'(Q) dans L?(I) t.q. v+ (u)(z) = u(x,0+)
[resp. v—(u)(z) = u(z,0-)] p.p.enx € I siu € H(Q) et uj,, estcontinue sur Q4 [resp. u, est
continue sur 2_].

3. (Coerci(ti)vité)
On pose H = Ker~y (ol +y est défini a la question précédente).
Montrer qu’il existe C t.q. ||u|2(0) < C|||Vul|| £2(o) pour tout w € H. [On pourra, par exemple, remarquer
queuy, € H'(Qy)etu, € H'(Q-)]
4. (Existence et unicité de solutions faibles)
On rappelle que H = Kervy. Montrer qu’il existe un et un seul « solution de (2.27).
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u € H,
[ vu@) - Vo@s + [ g@)iute) = v i) rva@ds 0
/f x)dz, Yv € H.

5. Pour n € IN, on note u,, la solution de (2.27) avec g t.q. g(y) = n, pour tout y € I. Montrer que u,, — u
(en un sens a préciser), quand n — oo, ol u est la (unique) solution (faible) de —Au = f dans B, u = 0 sur
0B.

Exercice 2.7 (De Fourier a Dirichlet...)

Soient o > 0, f € L2(IRY) et g € L*(IRV™"). On s’intéresse au probléme suivant :
—Au(z) +u(z) = f(z), 2 € RY,
—01u(0,y) + ou(0,y) = g(y), y e RV .

1. Donner une définition de solution “classique” de (2.28) et de solution “faible” de (2.28).

(2.28)

2. Montrer I’existence et I’unicité de la solution faible de (2.28).

3. Montrer que si g = 0 presque partout, la solution faible de (2.28) (trouvée a la question précédente) appar-
tienta H?(RY).

4. Toujours lorsque g = 0 presque partout, on note u, la solution forte associée & ¢ = n. Montrer que u,,
converge dans H'! (]Rf ) vers u solution faible de :

—Au(x) +u(z) = f(acl), x € IRf

22
u(0,y) =0, y € RV~ (229

Exercice 2.8 (Equation de Schrodinger)

Soit N > 1. On note € la boule unité de RrRY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si €2 un ouvert borné
“assez régulier” de RM).

Pour f1, fo € L2(£2), on s’intéresse au systeme :

—Auy + up = f1 dans Q,

2.30
*AUQ — Uy = f2 dans Q, ( )
avec diverses conditions aux limites.
1. On considere dans cette premiére question la condition aux limites :
up = 0, ug = 0 sur 0N (2.31)

Soit f1, fo € L%(R2), on dit que (u1, us) est solution faible du probleme (2.30)-(2.31) si

uy € H&(Q), Uy € Iiol(ﬂ)7
/QVul(gc)~V<p(ﬂc)d.7:+/QuQ(x)<p(m)dx = / fi(2)p(x)dz, Yo € HY(Q), 2.32)
/QVW(Z')'Vsﬁ(ﬂﬂ)dl'—/gm(@w(l)ib —ffz( Je(x)dz, Yo € Hy ().
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(a) Montrer que le probleme (2.32) admet une et une seule solution. [Utiliser 'espace V = H}(Q) x
Hy ()]

(b) Montrer que le probleme (2.30)-(2.31) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H 2(Q) N
HE(2), uz € H2(Q)NHE () et les équations (2.30) sont satisfaites p.p. sur . [Utiliser, en particulier,
la question précédente et un théoréme de régularité vu en cours. Ne pas oublier de montrer aussi
I’unicité.]

On suppose maintenant que fi, fo € C°°(Q). Montrer que u;, us € C*(Q). [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]

(c) Pour f = (f1, fo) € L%(Q) x L?(f), soit u = (uy,uz) la solution de (2.32), on note u = T(f).
Montrer que 1’opérateur T : f +— w est un opérateur linéaire continu et compact de L%(Q) x L2(Q)
dans lui-méme.

2. On considere dans cette deuxieme question la condition aux limites :

3u1 a’u,g

— =0, — =0 o0 2.33

on o sur 0€2, (2.33)
ol n désigne le vecteur normal a OS2, extérieure a ).
Pour résoudre le probleme (2.30)-(2.33), on va introduire un parametre, n € IN*, destiné a tendre vers
I’infini.

Soit f1, fo € L*(). Pour n € IN*, on s’intéresse au systeéme :

1
—Auy +us + —uy = f1 dans €,

(2.34)
—Aug — uy + —ug = fo dans €,
n
avec la condition aux limites (2.33).
On dit que (uq, uz) est solution faible du probleme (2.34)-(2.33) si
up € Hl(Q), Ug € f]l(ﬂ)7
Vul(:r)-V@(:r)dm—l—/( 2(x )+ u1 dxf/ fi(x)p(x)dz, Yo € HY(Q), (2.35)
Q Q :

Vus(z) - Vo(z)dx + /Q(%ug(x) —uy(x))p(z)de = A fa(z)p(x)dx, Yo € H(Q).

Noter aussi que (u1, ug) est solution faible du probleme (2.30)-(2.33) si (ug, u2) est solution de (2.35) en
remplagant 1 par 0.

Soit f1, fo € L2(Q)
(a) Soitn € IN™,

Montrer que le probleme (2.35) admet une et une seule solution, que 1’on note (uﬁ"% uén)) dans la
suite.

(b) Montrer que :
{1122 ) + 165”1220 < I1F1l2200) + 1 F2l2200)-

(n)

En déduire que les suites (ugn))n€m*7 et (uy " )nen+ sont bornées dans H! ().
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(c) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probléme (2.35) obtenu en remplagant 1/n par 0,
c’est a dire une et une solution faible au probleme (2.30)-(2.33). [Pour I’existence, utiliser les suites
(ugn))nem*, et (ugn))nem* de la question précédente et faire tendre n vers +oo. Montrer ensuite
I’unicité.]

(d) Montrer que le probleme (2.30)-(2.33) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H2((),
uy € H2(Q), les équations (2.30) sont satisfaites p.p. sur ) et les équations (2.33) sont satisfaites
p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur OS2 en utilisant I’opérateur “trace” (vu en
cours) de H'(Q) dans L2(99) pour donner un sens & 3"1 et 6“2 .

On suppose maintenant que fi, fo € CDO(Q) Montrer que up, ug € C®(Q ) [Utiliser aussi des
théoremes de régularité vu en cours.]
(e) Pour f = (f1,f2) € L?(Q) x L?(Q), soit u = (u1, uz) la solution faible de (2.30)-(2.33), on note
u = T(f). Montrer que I'opérateur 7' : f — wu est un opérateur linéaire continu et compact de
L2(Q) x L?(Q) dans lui-méme.
3. De maniere similaire, résoudre le probleme (2.30) avec la condition aux limites :

8u2

% = 0 sur 9N).

u1:0,

Exercice 2.9 (A la limite de H 1)
Partie I, décomposition dans H}(Q)

Soit Q un ouvert de R™, N > 1.

1.

Soit p € CYHR,IR) t.q. ¢’ € L>®(IR) et ¢(0) = 0. Soit u € H}(Q). On note ¢(u) la fonction (de € dans
R) z — ¢(u(z)). Montrer que ¢(u) € H}(Q) et que D;p(u) = ¢’ (u)D;u p.p. pour tout i € {1,..., N} (ol
¢’ (u) désigne la fonction x — ¢’ (u(x))). [Reprendre la méthode vue en cours.]

On définit maintenant ¢ de IR dans IR par

w(s) = pourO <s<1,

o(s) =—=% +2s— 5, pourl <s<2
w(s) = pour 2< s

o(s) = ( s), pour s < 0.

Pour k& € IN*, On définit ¢, de IR dans IR par @ (s) = kp(3) pour s € R.

2. Montrer que, pour tout s € IR, @5 (s) = set ¢ (s) = 1 quand k — oo et que [pi(s)] < |s|, ¢} (s) < 1.

3. Soit u € Hg(£2). Montrer que o (u) € H}(Q), pour tout k € N*, et que o5 (u) — u dans H}(Q2), quand

k — oo.

. En déduire que, pour tout u € HE () et pour tout & > 0, il existe uy € L>®(Q) etug € HE(Q) t.q. u = uy +us2

et [lus[|gy <e.

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser

Soit € un ouvert borné de IR 2. On admet qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €2, t.q.

ull Loty < Cvallullm o), Yu € Hg (), Vg € [1,00].

(Noter que cette inégalité a €t€ démontrée en T.D. avec q au lieu de /q.)

EDP, Télé-enseignement, M2 49



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

1. Soit u € H}(Q) tq. lull zr2 () < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et a > 0, ne dépendant que de C' (donné ci

dessus) t.q. e € L1(Q) et ||’ [|1(q) < a. [Développer e® en puissances de s.. ..]

2. En utilisant la partie I (et la question précédente), Montrer que e’ € LY() pour tout u € HE () et tout
o > 0. En déduire que e** € LP(2) pour tout u € H} (), tout o > Oettout p € [1, 00l

Partie III, sur la résolution du probléme de dirichlet

Soit 2 un ouvert borné de IR?. Soit f € L'(Q) t.q. f1/]In (|f])] € L* ().

1. (Préliminaire.) Soit o > 0. Montrer qu’il existe cv, 3,y € IR%, ne dépendant que de o, t.q.
0'82
st < e’ + Bty/|Int] +~t, Vs, t € RE.

[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{/3ty/|Int|, se(s/ ﬁz)} puis choisir 3 et conclure.]

2. Montrer que fu € L'(€) pour tout u € H{(Q2) et que I'application T : u — [, f(x)u(z)dz est un élément
de H~1(Q).

3. Montrer qu’il existe un et un seul u € H () t.q. —Au = f dans D*(12).

Partie IV, contre-exemple

Soit €2 un ouvert borné de IR et § €]0, 3 [. On suppose que 0 € € et on se donne § €]0, L[ t.q. Bos = {z € R?,

|x| <26} C Q.

1. Soit v €]0, 5[. Montrer qu’il existe u € H} () t.q. u(z) = (In|z|)Y p.p. sur Bs. [On pose v(z) = (In(|z|)?.
On rappelle qu'on a vu en T.D. que v € H'(Bss). Il n’est pas demandé de redémontrer ce résultat. ]

2. Montrer qu’il existe f € L*(Q) t.q. f(In|f|)? € L*(Q) et fu ¢ L*(Q) pour certains u € H} ().

3. Montrer qu’il existe f € L1(Q) t.q. f(In|f[)? € LY(Q) et t.q. il n’existe pas u € HZ () vérifiant —Au = f
dans D* ().

Exercice 2.10 (Décomposition de Hodge) Corrigé 2.4

Soient €2 un ouvert borné connexe 2 frontiére lipschitzienne de R™ (N > 1) et f € (L2(Q))V.

Montrer qu’il existe u € H(Q) t.q.

/ Vu(z) - Vo(z)de = / f(x)-Vo(z)dr, Yo € H(Q).
Q Q

En déduire qu’il existe u € H* () et g € (L*(Q))N t.q. f = Vu+g, p.p. dans Qet [, g(x) - Vio(x)dz = 0 pour
tout p € H(Q).

On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0, 1[)V. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 052, oll n est un vecteur normal a 952.

Exercice 2.11 (Probleme de Stokes, vitesse)

Soient Q un ouvert borné de R (N > 1) et f = (f1,...,fn)" € (L2(Q))N. On pose H = {u € (HL(Q))V;
divu = 0 p.p. dans Q}. On rappelle que u est solution du probleme de Stokes si :

N
u=(uy,...,uy)t € H, Z/QVui(x).Vvi(x)dx:/Qf(m)-v(i)dx, Yo = (v1,...,on) € H (2.36)
i=1"
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On se propose ici de montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.36) par une méthode de pénalisation. Soit
n € IN*, on considére le probléme suivant :

w=(ug,...,ux)t € (HFQ)Y,

/(Vui(x)  Vo(z) + n(div u(z)) Div(z))dz = / ful@)o(@)de, Yo = HY(Q), Vie {1,...,N}. 23D
Q Q

1. Montrer que (2.36) admet au plus une solution.

2. Montrer qu’il existe une et une seule solution & (2.37). [Utiliser le lemme de Lax-Milgram sur (H}(€2))V.] On
note, dans la suite, u(™ cette solution.

3. Montrer que la suite (u(™),,cv est bornée dans (H{(22))V et que la suite (y/ndivu(™),cn est bornée dans
L?(Q).

4. Montrer que, aprés extraction éventuelle d’une sous suite, u(™ — u faiblement dans (Hg ())", quand n — oo,
ou u est solution de (2.36). En déduire (avec la question 1) que (2.36) admet une unique solution, notée u, et
que u(™ — v faiblement dans (H}(2))V, quand n — oo (sans extraction de sous suite).

Exercice 2.12 (Conditions aux limites de Vencel)

Notations et Rappels du cours
On note H,)(0,27) = {u € H'(]0,2x[); u(0) = w(27)} (on rappelle que, si u € H'(]0, 2[), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27] et on identifie u avec ce représentant continu).
Soit B = {(z,)" € R* z* + y* < 1}. On rappelle qu’il existe une application v : H'(Q) — L?(0B), linéaire,
continue et t.q. y(u) = u p.p. sur OB siu € HY(Q) N C(B,R).
Si w € L%(dB), on définit j(w) € L?(]0,2x[) par j(w)(8) = w(cosh,sinh), pour § € [0,2r[. L application
j est donc une isométrie de L?(0B) sur L2(]0, 2[), de sorte que g = jory est linéaire continue de H*()) dans
L2(]0, 2n[).
Onpose H = {u € H'(Q); g(u) € H,(0,2r)}. On munit H du produit scalaire (u/v)r = (u/v)m1 (o) +
(9()/50)) 130,27
Partie I (Préliminaire d’analyse fontionnelle)

1. Montrer que H ; (0, 27) est une espace de Hilbert.

2. Montrer que H est une espace de Hilbert.
Partie II (Conditions aux limites de Vencel)
Pour (z,y) € IR?, (z,y) # (0,0), on définit r et f par r = (22 +y2)2 et € [0,27[t.q. x = rcosf ety = rsin 6.
Pour u € C'(IR™V\ (0,0),1R), on pose u,(x, ) = %g—;(x, QL/)Jr%g—Z(ac7 y) etug(z,y) = 79%(957 y)Jracg—Z(;z:, Y).
(Dans la suite, on pose ugg = (ug)g, siu € C?(B,IR).)
Pour f et g données, on s’intéresse au probléeme :

—AU(.Z‘,y) +U(.’Ij,y) = f(m7y)7 (I,y) € 37 (238)
ur(z,y) —uge(2,y) +ulz,y) = g(v,y), (v,y) € OB. (2.39)

Soient f € L?(B) et g € L?(0B), on appelle “solution faible” de (2.38)-(2.39) une solution du probléme suivant :

uwe H, (2.40)
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27
/ (3 Diu(2) Div(z) + u(z)u(z))d= + / (Dg(u)(6) Dg(v)(6) + () (0)(v)(6))do
B 0 241

— [ senz+ [ " J@)©)i((v)) (0)d6, v € H.
B 0

1. Soient f € L?(B) et g € L*(0B). Montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.40)-(2.41).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la 1&re intégrale de (2.41). Soient f € L?(B)
etg € L2(8B ). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.40)-(2.41).

3. Soient f € C(B,IR) etg € C(B,IR). Soit u € C*(B,1R). Montrer que u est solution au sens “classique” de
(2.38)-(2.39) (c.a.d. vérifie (2.38) pour tout (x,y) € B et (2.39) pour tout (z,y) € OB) si et seulement si u est
solution faible de (2.38)-(2.39).

4. Pour f € L?(B)etg € L?(0B), onnote T(f,g) = (u,v(u)) € L?(B) x L%(0B), ou est I'unique solution
faible de (2.38)-(2.39). Montrer que 7" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de L?(B) x L?(0B) dans
lui-méme.

Exercice 2.13 (probléeme de Stokes, vitesse et pression) Corrigé 2.5

Soient € un ouvert borné connexe de IR™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (fi,..., fa) € (L2())N.

On s’intéresse ici au probleme de Stokes, c’est-a-dire a trouver v = (uy,...,u N)” et p solution de

—Au + Vp = f dans Q,
div(u) = 0 dans €, (2.42)
u = 0 sur 0f2.

Noter que la premiere équation de (2.42) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(2))N; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.42) un couple (u, p)

solution de
w=(u,...,uny)" € H, p € L*(),

N
Z/ Vui(z) - Vu;(x)dz — /p(m)div v(x)dr = / f(x) -v(z)dx (2.43)
=179 Q2
pour tout v = (vy,...,vNn)t € (HL(Q)N.
On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.42) est solution de (2.43).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.42), u est alors solution de

N
u=(u1,...,un)" € H, Z/Vui(;r)~Vvi(as)dx:/f(ac)-v(:c)dx, Yo = (vy,...,on) € H. (2.44)
=179 Q@

On montre dans cette pemiére partie que (2.44) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.43), u
est alors I’unique solution de (2.44).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (H3(Q))V.
2. Montrer que (2.44) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]

3. Soit (u, p) une solution de (2.43). Montrer que u est I’'unique solution de (2.44).
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Soit u la solution de (2.44). La suite de I’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2.43).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-/-) g (resp. (-/-) r) le produit scalaire dans F (resp. F)). Soit
A un opérateur linéaire continu de F dans F'. On note A* 1’opérateur adjoint de A. L’ opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F' dans E. Pour tout g € F', A*g est I'unique élément de E défini par

(A*g/u)p = (9/Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et 1’unicité de A*g est donnée par le théoréme de représentation de Riesz.)
1. Montrer que KerA = (ImA*)*.

(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u/v)g = 0 pour tout v € G}.)
2. Montrer que (KerA)+ = ImA*.

Partie III, Existence et unicité partielle de p

Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Necas, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.30 Soient Q un ouvert borné connexe de R (N > 1) a frontiére lipschitzienne et ¢ € L*(Q) t.q.
Jq a(z)dz = 0. I existe alors v € (H}(Q))N 1.q. div(v) = q p.p. dans Q et

vl 2@~ < Cllallre(a)s
oit C' ne dépend que de ).

On prend ici E = H}(Q)N et F = L?(Q). Pour u € F on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de  dans F'.

1. Soit (pn)nen une suite de Fetv € E t.q. A*p, — v dans E quand n — +o0o. Pour n € IN, on pose ¢, =
Pn — Qn, OU @, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*qy.
(b) Montrer que la suite (¢, )ren est bornée dans F'. [Utiliser le lemme 2.30.]
(c) Montrer que v € ImA*.

2. Montrer que (KerA)+ = ImA* et que KerA = H.

3. On rappelle que le produit scalaire dans E est défini par

N
(u/v)g = ;/ﬂV’m(l’) - Vo (z)dz.

On définit Ty € E par (T /v)p = [, f(z) - v(x)dz pour tout v € E. Soit u la solution de (2.44).
(a) Montrer que u — Ty € H*. En déduire que u — Ty € ImA*.
(b) Montrer qu’il existe p € F' t.q. (u, p) est solution de (2.43).

4. Soit (uy,p1) et (ug,p2) deux solutions de (2.43). Montrer que u; = uz = u (ol u est I'unique solution de
(2.44)) et qu’il existe @ € R t.q. p1 — p2 = a p.p..

Exercice 2.14 (Continuité séquentielle de .>-faible dans HJ) Corrigé 2.6
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Soit © un ouvert borné de RY (N > 1). Pour tout z € £, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), 4,5 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(Q2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(x)¢ - £ > al€|?, pour tout ¢ € RY et p.p.enz € Q.

Pour f € L?(Q), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :
u € Hg (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(r)de = / f(x)v(x)dz, pour tout v € Hg (). (2.45)
Q Q

Soit (fn)ne une suite bornée de L2(Q) et f € L2(Q2). On note u la solution de (2.45) et, pour n € IN, on note
uy, la solution de (2.45) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L2(2).

1. Montrer que la suite (uy, ), est bornée dans Hi (€2).
2. Montrer que u,, — u faiblement dans H3 (Q) et que u,, — u dans L?() (quand n — +00).

3. Montrer que, quand n — 400,
/ A(x)Vup(z) - Vuy(z)dx — / A(x)Vu(z) - Vu(x)dz.
Q Q

[Utiliser le fait que [, A(x)Vuy (2) - Vun (x)de = [, fn(z)u,(2)dz et passer a la limite sur le terme de droite
de cette égalité.]

4. Montrer que u,, — u dans H{ (). [On pourra considérer [, A(2)V (un — u)(2) - V(uy — u)(z)dz.]

Exercice 2.15 (Exercice liminaire a I’exercice 2.16) Corrigé 2.7

Soit ¢ une fonction décroissante de IR ; dans IR ;.. On suppose qu’il existe C' > Oet f > 1t.q.

()P
y—x

0<z<y=opy <C

Montrer qu’il existe ¢ € IRy t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer 1’existence d’une suite strictement croissante

(ar)ken t.q. o(ag) < 2% pour tout & € IN* et limy_, o, ap < +00. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag

. g o c 11
t.q. ¢(ag) < 1 puis, par récurrence, définir a1 par a3 = e

Exercice 2.16 (Solutions bornées d’un probléeme elliptique) Corrigé 2.8

Soit  un ouvert borné de R (N > 1). Pour tout z € €2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ; (), i,j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(Q) pour tout i, j = 1,..., N et qu’il
existe o > 0 t.q A(z)€ - € > a€]?, pour tout £ € RY et p.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de A ( ¢’est-a-
dire la “surface” si N = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F € L2(Q)N. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de

u € H (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z)dz = / F(x) - Vu(z)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(2.46)

Soit p > N. On suppose pour la suite de ’exercice que F' € LP(Q)" (On rappelle que LP(Q)"N < L2(Q)V car
p > 2) et on note u I’unique solution de (2.46).

EDP, Télé-enseignement, M2 54



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Pour k£ € R, on définit la fonction Sy de IR dans IR par
(s)=0si —k<s<k
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis < —k.
On rappelle que si v € HE(Q) ona S(v) € HE(Q) et VSk(v) = 14, Vv p.p., avec Ay = {Jv]| > k}.
2. Soit k € Ry, Montrer que

Vu(ac).Vu(;r)d:r) < mes(Ar) 7 ||| F|| oo

k

all[VSk(w)]ll 2y = @ ( /A

[On pourra prendre v = Sy (u) dans (2.46) et utiliser 1’inégalité de Holder.]
3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de N t.q.

1,1
w1+ @) < Cl|\w||W01,1(Q) = C1|||Vw||| 1 (q) pour tout w € Wy ().
Soit k,h € IR t.q. kK < h. Montrer que

N—-1

(h— k)mes(Ap) ¥

< (/A S (u(@)|" dz) = < C1 [V Sk (u)lllz ) < CilllVSk(u)] ]| L2(oymes(Ar)?.
h

En déduire qu’il existe C'y ne dépendant que de C, o, F et p t.q.

N-—1

(h — k)mes(Ap) ™~

< szes(Ak)k%.

4. Montrer que u € L*(Q) ( c’est-a-dire qu’il existe a € IR t.q. mes(4,) = 0). [On pourra poser ¢(k) =
mes(Ak)% et utiliser ’exercice 2.15.]

5. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de €2, o et p t.q.
ull @) < Csll[F]l[Lr(0)-

Exercice 2.17 (Solutions bornées d’un probléme elliptique, suite)
On reprend les premieres hypotheses de 1’exercice 2.16.

Soit  un ouvert borné de R (N > 1). Pour tout z € €2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(z), ¢,j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(Q) pour tout i,j = 1,..., N et qu’il
existe a > 0 t.q A(x)¢ - € > al€|?, pour tout € € RY et p.p.enx € Q.

1. Soit f € LP(Q) avecp > 1si N =2etp = 2N/(IN+2) si N > 3. Montrer qu’il existe un et un seul u solution
de
u € H} (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(r)de = / f(@)v(z)dz, pour tout v € Hy (). (2.47)
Q@ Q

2.Soitp > N/2et f € LP(£2). Montrer qu’il existe un unique u solution de (2.47). [Se ramener a la question
précédente. ]

Montrer que u € L () et qu’il existe C ne dépendant que de 2, « et p t.q.

lull o) < Cllfllze(0)-

[Se ramener a 1’exercice 2.16.]
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Exercice 2.18 (Diffusion évanescente et convection) Corrigé 2.9

Partie I Soient  un ouvert borné de R™ (N > 1) etw = (wy,...,wy)! € (L=(Q)V tq. div(w) = 0 dans

D*(€2) (On rappelle que div(w) = SN | Dyw;). Soit u € H(Q).

1. Montrer que u? € Wol’l(Q) et que D;(u?) = 2uD;u, pour tout i € 1,..., N. [Utiliser la densité de C>°(£2)
dans H}(Q).]

2. Montrer que / w(z) - Vip(x)da = 0, pour tout € W' (). [Utiliser la densité de C2° () dans W' (Q).]
Q

3. Montrer que / w(z) - V(u?)(z)dx = 2/ u(z)w(x) - Vu(xr)dz = 0 (on rappelle que w - V(u?) = Zf\;

Q Q

wZD, (Uz)).
Partie IT Soit  un ouvert borné de IR ™,  frontizre lipschiztienne (cette hypothese donne Iexistence de I’opérateur
“trace”, noté -, linéaire continu de H'(Q) dans L2(99) et t.q. y(u) = usur O si v € C(Q) N HY(Q) et
Ker(y) = H{(Q)). Soienta € R etw € (L>*(Q))V t.q. div(w) = 0 dans D* (). Soient f € L?(Q) et g € Im
7. On cherche w solution du probléme suivant :
u € HY(Q), v(u) = g (dans L2(9Q)),

B (2.48)
/QaVu(:L‘)'Vv(x)der/Qu( z)w(z) - Vu(z)dz = /f x)dr, Vv € Hy(Q).

1. Soit G € H'(Q) t.q. 7(G) = g (dans L?(9Q)). Montrer que v est solution de (2.48) si et seulement si u = G+
avec u solution de (2.49).
u e HH (),
aVu (x) - Vo(z)dx + /Q u(z)w(zx) - Vo(z)dr = (2.49)
/f dm—/ aVG(z) - Vvu(z dx—/ G(x)w(z) - Vo(x)dr, Yv € Hy ().
Q

2. Montrer que (2.48) admet une et une seule solution.

On note u cette solution dans la suite de cette partie.
3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H(£2)). Montrer que af|ul|3;: < / fz)u(z)d.
0
Ja

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans Q et que g < b p.p. sur 9 (pour la mesure
N — 1-dimensionnelle sur 992). Montrer que u < b p.p. dans €. [On pourra admettre que (u — b)* € H () et
que V(u —b)" = 1,55 Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme 2.21), utiliser (2.48) et la partie 1.]

Partie III Dans cette partie on prend N = 2, Q =0, 1[2, w = (—1,0) et ¢ = 0. On suppose aussi que f € L>=(Q)
et que f > 0 p.p. sur Q. On note u,, la solution de (2.48) pour a = 1/n (n € IN*) et on s’intéresse 2 la limite de

Uy, quand n — oo.
1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C1, ne dépendant que de f, t.q. ||u,|| Lo=(@) < C1. [On pourra, par exemple,
chercher de quel probleme de type (2.48) est solution la fonction w,, + 81, avec ¥ () = x; et 8 convenablement
choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

3. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C, ne dépendant que de f, t.q. [[un]| g1 (o) < Cav/n.

4. En utilisant la remarque 2.14, montrer que u,, € H2(2) pour tout n € IN*.
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0 Ouy,
. Soit n. € IN*. Si u,, € C1(Q), déduire de la question 1 de la partie III que 3u (0,z9) > 0 et — 3 —(1,29) <
T L1
Oup, Oun
0 pour tout x5 €]0,1[ (de méme, ai(wl,O) >0e au (z1,1) < 0 pour tout z; €]0,1[). On admettra,
T2 L2

dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?2(Q), au sens y(Dju,)(0,72) > 0
et y(Dyun)(1l,2z2) < 0 p.p. en z2 €0, 1] (de méme v(Dauy)(z1,0) > 0 et y(Dauy)(r1,1) < 0 p.p. en
21 €]0, 1]).

. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (a une sous suite pres) que u, — u

*-faiblement dans L>°(§2) quand n — +o0, c’est a dire :

/ x)dxr — / x)dz, pour tout ¢ € L' ().

Montrer que u > 0 p.p..

On cherche, dans la suite, I’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.

7. Montrer que Dyu = f dans D*(12).
8. Soitn € IN* et ¢ € C'(), montrer que

11.

1

1 1! 1
;/ Vun(m)Vgo(x)dm—O—ﬁ/ ¥(D1un) (0, z2) (0, z2)dxs — ﬁ/ ¥(Dyun) (1, z2)p(1, z2)dxs
Q 0 0
1 [t 1 [t
+*/ Y(Daun)(w1,0)@(21,0)dw) — */ Y(Dauy)(z1, 1)o(z1, 1)dsy
nJo n 0
90
— T)—— da:—/f
JRECT
. Soit ¢ € C1(Q) t.q. ¢ > 0 sur IQ. Montrer que
dp
— [ u(x)=—(2)dz < | f(z)p(z)dz. (2.50)
Q axl Q

_ _ 0
. On suppose, dans cette question, que u € C1(Q) et que f € C(£). Montrer que 8—“ = f partout dans ) et que
T1

u(0, z2) = 0 pour tout x5 €]0, 1].
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f ?

On remplage w = (—1,0) par w € R? \ {0}.... De quel probléme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]

Exercice 2.19 (Condition de Dirichlet non homogeéne) Soit {2 un ouvert borné de R™ a frontiere lipschitzienne
et g € Im(7y) (ot v désigne I’opérateur trace vu au théoréme 1.21). Soient (a; ;); j=1,...8 C L>(Q) et > 0 tels
que (2.1) soit vérifiée.

1

. Soit f € L?(Q). Montrer que (2.13) admet une unique solution.
2.
3.

Soit T € H~1(£2). Montrer que (2.14) admet une unique solution.

On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < +oo. Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe une
unique solution au probleme (2.13).

. On suppose dans cette question que N > 3 et p = 2N/(N + 2). Montrer que pour tout f € LP({2) il existe une

unique solution au probleme (2.13).
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Exercice 2.20 (Espace H'/ 2(09)) Soit 2 un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note ~y
I’opérateur trace défini sur H! ().
On rappelle que H'/2(9Q) = Imry et que 1wl 1200y = Inf{[[@l m1(0), ¥(@) = u}.

1. Soit u € HY/?(8€2). Montrer que ||ul| 71/2(50) = [Tl 11 (q) ol @ est I'unique solution faible de —Au = 0 dans
Q avec y(u) = u, c’est-a-dire I’'unique solution de

€ HY(Q),y(a) = u,

/ Vi(z)Vo(z) de = 0,Yv € H}(Q).
JQ

2. Montrer que I"espace H'/2(0Q) est un espace de Hilbert.
3. Montrer que I’espace H'/?(992) s’injecte continiiment dans L?(92).

Exercice 2.21 (trace normale d’un élément de Hy;,) Soit £ un ouvert borné de IR? a frontiere lipschitzienne.
On pose Hyiy (Q) = {v = (v1,v2) € L2(Q)? t.q. div(v) € L?(Q)} et, pour v € Hy;, (),

. 1
1ol a0 = (011122 () + [div(0)][72(0))*- (2.5

1. Montrer que Hg;y (€2), muni de la norme définie par (2.51), est un espace de Hilbert.
2. Soitv € Hdiv(Q)-

(a) Montrer que
/ V- Udac—i—/ pdiv(v)dz =0,
Q Q

Pour tout p € C°(), puis pour tout € H ().
(b) Soit uy,uy € HY(Q) t.q. ¥(u1) = y(uz) (ob y est I’opérateur trace défini sur H*(€2)). Montrer que

/ Vuy -vdz +/ uy div(v) dz = / Vug - vdx +/ ug div(v) dz.
Q Q Q Q

On rappelle que H'/2(9Q) = Imy et que H'/2(9Q) est un espace de Hilbert avec la norme définie dans
I’exercice 2.20. On note H~/2(9Q) I’espace dual de H'/?(99) ( c’est-a-dire I’ensemble des applications
linéaires continues de H'/2(9€2) dans IR).

3. Soit v € Hg;y(Q). Montrer que I’on peut définir un élément de H~'/2(9%2), noté T'(v), en posant, pour u €
H1/2 (Q),

(T(v),w) g-1/2(00), 11/2(50) :/Vﬂ-vdajJr/ﬂdiv(v)dx, (2.52)
Q Q

avec u € H(Q) t.q. (@) = u. (En particulier, le terme de droite de (2.52) est bien défini et ne dépend pas de @
siwe HY(Q) et y(W) = u.)
On a ainsi défini une application T’ de Hy;, () dans H~1/2(9Q).

4. Montrer que I’application T est linéaire continue de Hy;, (€2) dans H~/2(9%2).

5. On suppose dans cette question que v € H1(2)? (on a donc aussi v € Hg;y(2)). On note (v) la fonction
obtenue sur 92 en prenant la trace de chacune des composantes de v. (On a donc y(v) € H'/2(0Q)? C
L2(09Q)2.) On note n(z) le vecteur normal a 9, extérieur a ). Comme € est  frontiére lipschizienne, le
vecteur n(x) est défini p.p. en x € 9 (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue

EDP, Télé-enseignement, M2 5 8



2.6. EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

1-dimensionnelle sur 99) et la fonction = +— n(z) définit un élément de L>°(9S2). On obtient ainsi y(v) - n €

L2(09). Cette (classe de) fonction(s) v(u) - n est appelée “trace normale de u sur 92". Montrer que

<T(’U)7 u>H_1/2(6Q),H1/2(8Q) = AQ U’Y('U) . nd)\(m) (253)

N.B. Cette question explique pourquoi I’application T'(v) est souvent notée v - n méme si v € Hgjy () (et non

a H'(Q)?). On peut aussi montrer que H'/%(9) est dense dans L?(9S2). Ceci permet de montrer que, lorsque
v € HY(Q), v(v) - n est 'unique élément de L?(9Q) vérifiant (2.53).

Exercice 2.22 (Pas de trace normale sur une partie du bord) On reprend ici les notations de I’exercice 2.21.
Soit maintenant I une partie du bord de 2. Il semble naturel de poser

HY2(I) = {utq.u=~(u) p.p.sur I avecw € H'(Q)}. (2.54)
(ol p.p. signifie p.p. pour \.) La norme sur H'/?(I) est alors
||u||H1/2(I> = lnf{HﬂHHl(Q>, ’y(ﬂ) = u p.p. sur I} (2.55)

H'/2(I) est alors un espace de Hilbert et on note ~'/2(I) son dual. L’ objectif de cet exercice est de remarquer
qu’en général il n’existe pas d’opérateur T linéaire continu de Hg;, () dans H~/2(I) t.q.

(@) )iy vy = [ - nada),

pour tout u € H'/?(I) etv € C'(Q). Autrement dit on ne peut pas prolonger continiment I’opérateur naturel
v +— v - n (bien défini si v est réguliere) a I’espace Hg;y(£2). Nous donnons dans cet exercice un exemple pour
lequel ce prolongement est effectivement impossible.

Noter aussi que la définition de H Y 2([ ) (donnée par (2.54)) et de sa norme (donnée par (2.55)) dépend de 2 (et
pas seulement de 7). Cette dépendance est sans importance. Plus précisément, soit {2, et {2, deux ouverts bornés de
IR? 2 frontidres lipschitziennes. On suppose que [ est une partie de 9€2; et une partie de 9€25. Par un argument de
cartes locales, permettant de ramener I’étude des traces de H'(€;), i = 1,2, a celles de H*(IR? ), on peut montrer
que I’espace H'/2 (I) ne dépend pas du fait que ’on considére I comme une partie de J€2; ou une partie de 9.
De plus, les deux normes obtenues alors pour 1’espace H'/2 (I) sont équivalentes.

Pour construire notre exemple, on prend Q =0, a[?, avec a > 0 t.q. av/2 < 1, et I =]0, a[x{0}. L’ objectif est de
montrer qu’il n’existe pas d’opérateur 7 linéaire continu de Hy;, (Q) dans H~1/2(I) t.q.

(T (), w) 17201y, m1/2(1) = /uv -nd\(z), pour toutu € HY*(I) etv € C1(Q). (2.56)
I

Pour cela, on va raisonner par I’absurde. On suppose donc qu’il existe 7' linéaire continu de Hg;,(€2) dans
H~'/2(I) vérifiant (2.56).
Soit 0 < 8 < 1/2. Pour € ©, on pose (| - | désignant la norme euclidienne classique de IR?)

u(x) = (= In(jz))”.
Onau € C®(Q) et on sait que u € H'(Q) (exercice 1.5). La trace de u sur I est égale (p.p. pour \) a la trace
classique. On note z1, z2 les composantes de x € RR2. On prend maintenant v = (vy, vo) avec
ou ou

M=—F—, Ug= —.
8.1'27 61‘1
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1. Montrer que div(v) = gﬁ + 0”2 = 0 et donc que v € Hyiy(2).
On définit v("™), pour n t.q. (a+ l/n)\[ < 1, par

1
o™ (21, 22) = v(z1 + 57962)-

2. Montrer que v(™ € C(Q) et v(™ — v dans Hg;, (Q) quand n — +oo.
On note x la fonction indentiquement égale a 1 sur 9 (cette fonction est bien dans H'/ 2(I) car c’est la trace
de la fonction qui vaut 1 sur tout 2).

3. Comme v(™ - p = —p{™

(—In(z; + -1
(T, X) 517200, m172(1) = /XU -ndA(z / B . 1)) dzy.
Il—i_ﬁ

sur I, montrer que

Montrer que le terme de gauche de cette égalité tend vers (T'(v), X) gr—1/2(1), mr1/2(ry (utiliser la continuité de 7°)
et que le terme de droite tend vers +oo (car 5 > 0). En déduire la contradiction souhaitée.

4. Avec v - n pris au sens de 1’exercice 2.21, montrer que
(V- 1, X) H-1/2(00), 11/2(0) = 0,

et que limy, oo [y X 0™ - ndA(z) = 0.

2.7 Corrigés d’exercices

Corrigé 2.1 (Régularité en dimension 1)

f € L%(]0, 1[). On rappelle (cf. cours) qu’il existe un et un seul u solution de

u € Hy(]0,1]),
2.57
/ Du(t)Dv(t)dt = / f(t)w(t)dt, Yo € HY(]0,1]). 2:57)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L?(]0, 1[). On pose F(z) = [ f(t)dt, pour tout z € [0, 1]. Soit

u la solution de (2.57). Montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a

/ (Du(t) + F(t))p(t)dt = / cp(t)dt
0 0

avec un certain ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ).
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur |0, 1] et —u”(z) = f(z)
pour tout z €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

Corrigé —  Soit p € C([0,1],IR). Pour z € [0, 1] on pose

V@) = / “p(t)dt — o | / oty

On a donc vp € C*([0,1]), ¥(0) = (1) = O et la dérivée faible de 1) est égale p.p. a sa dérivée classique (voir la
Définition 1.2), c’est-a-dire

T
Py
—~
8
NI
I
€
—~
S
NI
I
ASY

1
o(x) — / ©(s)ds pour presque tout x €10, 1].
0
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On a donc i) € L*() et Dy € L*(Q), ce qui prouve que 1p € H'(]0,1[). Comme 1(0) = (1) = 0, on a méme
P e H; () (voir la section 1.5). On peut donc prendre v = 1) dans (2.57), on obtient

/Du dt—/ dt/Dudt/f

Comme F est de classe C* et F' = f, on a (en utilisant aussi 1)(0) = (1) = 0)
1

/D Fla)(@)de = / F'(2)0()dz = 7/ P(2)0 (z)dz = f./;F(x)ga(x)der' 01 F(z)da /O o(t)dt.

En posant ¢ = fol Du(t)dt + Jo t)dt, on a donc

/o (Du(t) + F(t))p(t)dt = (‘/0 p(t)dt pour tout ¢ € C([0,1]).

Comme Du+ F — ¢ € L*(]0,1]) et que C(]0,1]) est dense dans L*(]0, 1[), on en déduit
Du = —F + cp.p. dans 10, 1[.
On pose maintenant

w(z) = /Ow(fF(t) + ¢)dt pour z € [0, 1].

Comme w est de classe C*(la fonction w est méme de classe C*) la dérivée par transposition de w est une dérivée faible
et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w' = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p. et on en
déduit que w — u est une fonction presque partout égale a une constante (voir ’exercice 1.2). En identifiant la (classe
de) fonction(s) w a son représentant continu, on a donc u de classe C*, v' = —F + cet v’ = —F' = f. On a aussi
w(0) = u(1) (caru € Hg(]0, 1[) et donc le représentant continu de u vérifie u(0) = u(1) = 0).

Corrigé 2.2 (Décomposition spectrale en dimension 1)

On reprend 1’exercice précédent. On pose ' = L2(]0, 1[) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe un et un seul u solution de (2.57).
On note T Iapplication de E dans F qui a f associe u (solution de (2.57), noter que H}(]0, 1[) C E). On rappelle
que 7" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de £ dans F.
1. Soit A € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0,1],IR)NC2(]0, 1[,IR), u # 0, tel que —Au"" = u, sur]0, 1]
etu(0) = u(l) = 0.
Corrigé —  On avu a la section 2.2.2 que N(T) = {f € E, Tf = 0p.p.} = {0}, que les valeurs propres de T
sont toutes strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L* (]0, 1[) formée de fonctions propres de
T. On cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les valeurs propres de T

On rappelle que, pour f € E, OnaTf € H}(]0,1] et, en posant u = T'f,
"1 1
/ Du(t)Du(t)dt = / F(®)v(t)dt pour tout v € Hg (]0,1]).
Jo Jo

Soit X une valeurpropre de T. On sait déja que A > 0. Il existe f € E, f #0tq. Tf = \f. En posantu =T f,
onadoncu € HY(]0,1]), u # 0 et f =u/\ ce qui donne

. 1
/ Du(t)Dv(t)dt =5 / u(t)v(t)dt pour tout v € Hy(]0,1]).

Comme u € Hg(]0, 1)), on a u continu sur [0, 1] (plus précisément, u admet un représentant continu et on identifie
w a ce représentant) et u(0) = u(1) = 0. L’exercice 2.1 montre alors que u est de classe C' 2 et que
=" (z) = u(z) pour tout x €]0, 1[. (2.58)

2. Montrer que VP(T) = {5z, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.
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Corrigé —  Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramené a la résolution d’une équa-
tion différentielle linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoreme d’exis-
tence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz) que I’ensemble de solutions de (2.58) est un espace vectoriel de dimension
2, engendré par le fonctions & +— sin(z/V/X) et © — cos(x/v/N).

Si X est valeur propre de T, il existe donc (par la question précédente) u # 0 t.q. Tu = Au, u de classe C*, u
continu sur [0, 1], u(0) = u(1) = 0 et u solution de (2.58). 1l existe donc A, B € R t.q.

u(w) = Asin( pour tout x € [0,1].

x x
\/X) + B cos( \/X)
Comme u(0) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin, comme
u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/X) = 0, ce qui donne Iexistence de k € Z t.q. 1)/ = kx. Comme
A >0, onadonck € N*, 1/X\ = k*>72 et u(x) = Asin(knz) pour tout € [0,1] avec A # 0 (la fonction u
vérifie bien Tuw = \u, ce qu’on peut vérifier facilement en remarquant qu’il suffit d’écrire la formulation faible en
prenant des fonctions v dans C2°(]0,1]), car C2°(]0, 1[) est dense dans H{ (]0, 1[)).

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de T, VP (T) = {1&%7 k € IN*}. La section 2.2 donne alors que

o(T) \ {0} = VP(T) \ {0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour un opérateur
linéaire compact en dimension infinie), on a 0 € o(T) et donc o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 fol f(t) sin(nmt)dt. Montrer que :

n
IIf— Z ¢p sin(pm-)|j2 = 0, quand n — oo.
p=1

(Comparer avec les séries de Fourier. .., )

Corrigé — La question précédente nous a donné les valeurs propres de T mais aussi les sous espaces propres
correspondants. Cette question est alors une application immédiate de la section 2.2.2. Pour n € IN*, on pose
en(z) = V/2sin(prx) pour tout x € [0, 1]. La famille {e,, n € IN*} est une base hilbertienne de L*(]0,1[). On
a donc, pour tout | € L? (]o, 1)),

IIf - Zcp sin(pm-)||2 — 0, quand n — o,

p=1

c’est-a-dire [ = Z;": 1 Cpsin(pm-), la convergence de la série étant a prendre dans I’espace L2(J0,1[).

Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm-) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur
w > u”, mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et ' (0) = u’(1)) au lieu des conditions de Dirichlet
(u(0) = u(1l) =0).

4. Soit 4 € IR*. En utilisant I’alternative de Fredholm, donner une C.N.S. sur f € F pour que le probleme
suivant ait une solution :

u € Hg(]0,1[),

1 1 L
/ Du(t)Du(t)dt + p / u(tyo(t)dt = / F(&)o(t)dt, Yo e HL(J0,1]). (2.59)
0 0 0

Corrigé — Soit f € E. La fonction u est solution du probleme (2.59) si et seulement si T(f — pu) = u, c’est-a-dire

T(u) + tu = ) (2.60)
1 1
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D’apres Ualternative de Fredholm, ce probléme a une solution si et seulement si f est orthogonal (dans ) au sous espace
propre de T associé a (—1/ ).

Ceci peut se redémontrer a partir des questions précédentes. En effet, on pose by, = (f/exn)E (la famille {e,, n € IN*}
étant la base hilbertienne de F donnée la question 3), de sorte que f = Z;O:1 bne, (cette série étant convergente dans

FE). On a alors aussi
+oo

bn
T = ——en,
(= e,
n=1
Cette série étant aussi convergente dans E.
Soit u € E. On pose an, = (u/en)E, on a ainsi
+oo 2_2
1 +n°T
T(u) + —u= E (ln%én,
I f un?m
n=

Cette série étant convergente dans E. La fonction u est donc solution de (2.60) si et seulement si
an(p+ 7L27T2) = by, pour toutn € IN*.
Si pp # —n*n® pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution & (2.60).
Siil existe p € IN* t.q. = p>m, I'équation (2.60) a une solution si et seulement si b, = 0, c’est-a-dire si et seulement

si f est orthogonal (dans E) a ep,. Ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal au sous espace propre de T associé
a la valeur propre (—1/p).

Corrigé 2.3 (Probleme de Neumann)

Soient Q un ouvert borné connexe de IR™Y (N > 1), a frontiére lipschitzienne. On pose H = {u € H'(Q),
Jo u(z)dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction L}, dont les dérivées (au sens des dérivées par
transposition) sont nulles est nécessairement constante ( c¢’est-a-dire qu’il existe C' € IR t.q. cette fonction soit

égale a C p.p.).

1. (Inégalité de “Poincaré moyenne”.) Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'(Q) et que, sur H, lanorme H' est
équivalente a la norme || - ||,,, définie par ||ul|m = [|(|Vul)||L2(0)-
[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe C, ne dépendant que ©, t.q. |[u||z2() < C||ul/m.
pour tout u € H.]

Corrigé—  Pouru € H'(Q), on pose S(u) = [, u(x)dw. L'application S est bien définie sur H" (Q) (car H' () C
L*(Q) € LY(Q)). Elle est linéaire. Enfin, elle est continue car
S(u) < |lu

ot mes(2) est la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle) de Q). Comme H = Ker(S), on en déduit que H est s.e.v.
fermé de H' ().

,Jz(mmes(fl)% < HuHHl(Q)mes(Q)% ,

o) < lu

Pour tout u € H' (), ona || [Vul ||i‘2(9> < [Vl HiZ(sz) + HUHizm) = HUH?I'(m- On a donc ||ullm < ||lullm(q)
pour tout w € H. Pour montrer que || - || est équivalente dans H a || - || g1 (), il suffit donc de montrer qu’il existe
C > 0 (ne dépendant que de ) t.q.

llull r2() < Cllullm pour tout u € H. (2.61)
(On aura alors Hu||§11(0) < (C? + 1)||ul|2, pour tout w € H.)
Pour montrer (2.61), on raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe une suite déléments de H, (un)nenN 1.q.
lunlr2(0) > nllun|lm pour tout n € IN.

U

En remplagant u, par , on peut supposer |[un|| 120y = 1. On a alors aussi ||[un||m < 1/n, ce qui prouve

Tanl 2 )
que la suite (wn)new est bornée dans H'(Q). Par les théorémes de compacité vu au chapitre 1 (section 1.6), on en
déduit que la suite (un)new est relativement compacte dans LQ(Q). On peut supposer (apreés extraction d’une sous
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suite) qu’il existe u € LQ(Q) t.q. un, — u dans LQ(Q), quand n — 4o00. Comme HunHLz(Q) = 1 pour tout n € IN,
on a aussi ||ul| r2(0) = L. On remarque aussi que les dérivées (par transposition) de u,, convergent vers les dérivées
de u dans D*. Or, de ||un|lm < 1/n on déduit Vu, — 0 dans L2 (Q)\ Comme la convergence L* entraine la
convergence dans D*, on a donc Vu = 0. Ceci montre que u est constante sur §2. Comme u,, — u dans H 1(Q) et
que un, € H pour tout n € IN, on a aussi w € H et donc [Q u(z)dx = 0. On en déduit que uw = 0 p.p., ce qui est

impossible car ||ul[ 12 o) = 1.

2. (Caractérisation de (H'(€2))".) Soit T' € (H'(2))’, Montrer qu’il existe « € R et F € (L%(Q))V t.q.

(T, u) (1 (), HY Q) = a/ u(z)dx +/ F(z) - Vu(z)dz, Yu € H(Q). (2.62)
Q Q
[On pourra considérer 7}, et utiliser une injection convenable de H dans L?(Q)" ]
Corrigé — Pourv = (vi,...,un)" € L*(Q)Y, on pose ol 22y~ = [q |v(z)|*dx, de sorte que L*(Q)N muni de
cette norme est un espace de Hilbert. Pour uw € H, on pose J(u) = Vu = (Diu, ..., Dyu)". L'application J est
alors une isométrie de H (muni de la norme || - ||m) dans une partie de L*(Q)", notée Tm(J).

Soit v € Im(J), il existe un unique u € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T, u)(p1(q)y, mi(o). Comme J est une
isométrie et que la norme || - || g1 (o) est équivalente dans H a la norme || - ||, Uapplication S est linéaire continue

de Im(J), s.e.v. de LQ(Q)N, dans IR. Par le théoréeme de Hahn-Banach, on peut donc prolonger S en S, élément du
dual topologique de LQ(Q)N. Parle théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert, il existe alors
F e L2 ()" tq.
S(v) = / F(z) - v(z)da.
Ja
On a donc, pour tout u € H,
(T, u) o)y, 1 () = / F(z) - Vu(z)dz.
Q
On pose maintenant
1
= m(Ta 1o) (@), m11 )

(ou 1o désigne la fonction constante égale a 1 dans $2).

Pouru € H*(Q), onau =u —m +m avec

1
m = mes(<D /Q u(z)dx.

Comme uw —m € H, on a donc

(T, w) o)y 1L () = / F(x) - Vu(z)dx + a / u(z)dz.
Ja Ja

Pour tout = € (2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les coefficients sont notés a; ;(x), 4,5 =1,..., N.
On suppose que a; ; € L>({2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu'il existe o > 0 t.q A(z)¢ - € > a/¢|?, pour tout
¢ RN etpp.enxz € Q. Soienta € R et F € (L*(R2))N. On cherche u solution de

u € HY(Q),
/QA(:U)Vu(x)Vv(x)dx = a/

Q

v(x)dx +/QF($) - Vu(z)dz, Yo € HI(Q) (2.63)

3. (Existence et unicité.)
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(a) Si a # 0, montrer que (2.63) n’a pas de solution.
Corrigé — On suppose que u est solution de (2.63). En prenant v = lq dans (2.63), on a alors
0 = ames(Q2) + 0.

Ce qui prouve que a = 0.

(b) Sia = 0, montrer que (2.63) a une solution et que cette solution est unique si I’on demande qu’elle appartienne
aH.
Corrigé — On applique le lemme de Lax-Milgram (lemme 2.4) dans ’espace de Hilbert H (muni de la norme
| lm) avec

a(u,v) = /sz A(z)Vu(z)Vo(x)de,
et

T(v) = /sz F(z) - Vu(x)dx.

La continuité de a vient du fait que a; j € L () pour tout i, j. La coercivité de a vient de I’existence de o« > 0
donnée dans les hypothéses sur A. Enfin, la continuité de T vient du fait que F € L* (Q)A

On obtient ainsi un unique v € H t.q. (2.63) soit vrai pour tout v € H. Comme (2.63) est aussi vrai si v est une
fonction constante, on obtient aussi I’existence et ['unicité de u € H t.q. (2.63) soit vrai pour tout v € H' ().

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a; ; € C°>°(Q,IR) pour tout 4,5 = 1,. .. N, F e C>(Q,RY),
Q est de classe C* et que la solution (appartenant 2 H) de (2.63) est aussi dans C*°(£2,IR), montrer que
—div(AVu) = —divF, dans Q, et que AVu - n = F - n sur 012, oll n est la normale a 052, extérieure a 2.

Corrigé —  On prend tout d’abord v € CZ°(Q) dans (2.63) (avec a = 0). La régularité de A, F, u et v nous permet
d’intégrer par parties (la régularité de ) ne sert a rien pour cette étape). On obtient

/{;(fdiv(A(m)Vu(x)) + div(F(z)))v(z)dz = 0 pour tout v € C°(Q).

On en déduit que —div(A(x)Vu(z)) +div(F(x)) = 0 p.p. (par le lemme fondamental 1.1) puis, par continuité de
la fonction —div(AVu) + div(F), que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(z)) = 0 pour tout x € Q.

On prend maintenant des fonctions v € C°°(§2) dans (2.63). On peut ici aussi intégrer par parties (on utilise ici la
régularité de 2). On obtient

/dQ(A(T)VU(T) — F(x)) - n(z)v(z)dy(z) = 0 pour tout v € C(Q),

ou O est le bord de Q) et dy(x) désigne I'intégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle sur OS).

Par une technique de “cartes locales”, on peut se ramener au cas du lemme fondamental (lemme 1.1) pour en
déduire que (ANVu — F) - n. = 0 p.p. sur OS2 puis partout sur O2. Mais, il est plus rapide de voir qu’il est possible
de choisir v t.q. v = (AVu — F) - n sur 9Q. On obtient ainsi directement (ANVu — F') - n = 0 sur 9.

Corrigé 2.4 (Décomposition de Hodge)
Soient €2 un ouvert borné connexe 2 frontiére lipschitzienne de R™ (N > 1) et f € (L2(Q))V.
Montrer qu’il existe u € H*(Q) t.q.

/ Vu(z) - Vo(x)dx = / f(z)-Vo(x)de, Yo H(Q).
Q Q
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En déduire qu’il existe u € H* () et g € (L*(Q))N t.q. f = Vu+ g, p.p. dans Qet [, g(z) - Vip(x)dz = 0 pour
tout p € H' ().

On suppose maintenant que g € C1(Q) et que Q = (]0, 1[)V. Montrer que divg = 0 sur Q et que g - n = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur 052, ol n est un vecteur normal a 9€2.

Corrigé — L’exercice 2.5 (corrigé 2.3) donne existence de u € H* (Q) 1.q.
/ Vu(z) - Vo(z)dx = / f(x) Ve(z)dz, Yo € H'(Q).
Ja Ja

On peut aussi ajouter la condition [, u(z)dx = 0 et on a alors existence et unicité de u (corrigé 2.3).

On pose alors g = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.

On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0,1)™. On a
/ g(x) - V(z)dz = 0 pour tout o € H' ().
Ja

On raisonne comme pour la fin du corrigé 2.3. En prenant @ € CZ°(2), le lemme fondamental (lemme 1.1) nous permet
de montrer que div(g) = 0 partout dans Q. Puis, en prenant @ € C*(Q), une intégration par parties (plutot plus facile
que dans le corrigé 2.3) donne

/ g(x) - n(x)p(z)dy(z) = 0 pour tout ¢ € C*(Q).
Joo

De cette égalité, on déduit que g - n. = 0 p.p. sur OS2

Ceci peut se démontrer si N = 2 de la maniére suivante : dy(x) = dxq ou dxa, selon les parties de 9) (avec x =
(w1,2)"). Avec g = (g1, g2)", on en déduit que g1(x) = 0 partout sur {0} x [0,1] U {1} x [0,1] et go(x) = O partout
sur [0,1] x {0} U [0, 1] x {1}. (Ce qui donne bien g - n = 0 p.p. sur OS2.)

La généralisation au cas N > 1 ne pose pas de difficulté.

Corrigé 2.5 (probleme de Stokes, vitesse et pression)
Soient € un ouvert borné connexe de IR™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (f1,..., fn)' € (L*(Q))V.
On s’intéresse ici au probleme de Stokes, c¢’est-a-dire a trouver u = (ug,...,uy)" et p solution de

—Au + Vp = f dans Q,
div(u) = 0 dans ©, (2.64)
u = 0 sur 9€2.

Noter que la premiére équation de (2.64) est vectorielle.
On pose H = {u € (H}(Q))V; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de (2.64) un couple (u, p)

solution de
u=(u,...,un)t € H, pe L?(Q),

N
Z/QVW(:E) -V (z)de — /p(w)divv(w)dm = /Q f(z) - v(z)dx (2.65)
- pour tout v = (vy,...,vn)t € (HE(Q)N.

On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de (2.64) est solution de (2.65).

Partie I, existence et unicité de u

Montrer que, si (u, p) est une solution classique de (2.64), u est alors solution de

N
u=(uy,...,un)" € H, Z/QVuz(x) -V (x)dz = /Qf(x) ~v(x)dz, Yo = (vi,...,on)" € H. (2.66)
i=1
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Corrigé —  Soit (u, p) est une solution classique de (2.64). On remarque tout d’abord que w € H. Puis, pour v € H, on
multiplie la premiére équation de (2.64) par v et on intégre sur ). Le fonctions u et v sont suffisamment régulieres pour
intégrer par parties et obtient ainsi [’équation (2.66). Ceci montre que w est alors solution de (2.60).

On montre dans cette pemiere partie que (2.66) a une et une seule solution et que si (u, p) est solution de (2.65), u
est alors I’'unique solution de (2.66).

1. Montrer que H est un s.e.v. fermé de (Hg (Q))V.

Corrigé — Pour v € H(Q)™, on pose d(u) = div(u). L'application d est linéaire continue de HY(Q)" dans
LQ(SZ). Comme H = Ker d, on en déduit que H est un s.e.v. fermé de Hg (Q)‘N.

2. Montrer que (2.66) admet une et une seule solution. [Utiliser le lemme de Lax-Milgram.]

Corrigé — Il suffit ici d’appliquer le lemme de Lax-Milgram, lemme 2.4 (ou le théoreme de Riesz dans les espaces de
. . . N

Hilbert) en remarquant que H est un espace de Hilbert (H est muni de la norme naturelle de Hg ()7 ), avecaetT

définis ainsi :

a(u,v) = Z . Vu;(z) - Vvi(x)dz,

i=179
et

T(w) = /O}‘(T) ~v(z)dz.

3. Soit (u, p) une solution de (2.65). Montrer que u est I’'unique solution de (2.66).

Corrigé — Pourv € H, on a div(v) = 0 p.p. dans Q et donc fQ pdiv(v)dx = 0. On en déduit que u est solution de
(2.66). Par la question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc I'unique solution de (2.66).

Soit u 1a solution de (2.66). La suite de I’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2.65).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (-/-) g (resp. (-/-) r) le produit scalaire dans F (resp. F)). Soit
A un opérateur linéaire continu de F dans F'. On note A* ’opérateur adjoint de A. L’ opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F' dans E. Pour tout g € F', A*g est I'unique élément de E défini par

(A*g/u)r = (g9/Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et 1’unicité de A*g est donnée par le théoréme de représentation de Riesz.)
1. Montrer que KerA = (ImA*)~+.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (u/v)g = 0 pour tout v € G}.)

Corrigé — Soit u € KerA (on a donc Au = 0). Pour v € ImA”*, il existe g € F t.q. v = A*g, on a donc
(v/u)e = (A"g/u)p = (9/Au)r = 0.
Ce qui montre que u € (ImA*)*. On a donc KerA C (ImA*)*.

Récirpoquement, soit u € (ImA*)*. On a alors, en posant f = Au,
(Au/Au)p = (f/Au)r = (A" f/u)g = 0,
car A* f € ImA*. Donc, Au = 0, c’est-a-dire u € KerA. Ceci donne (ImA*)* C KerA.

. . . 1
Finalement, on a bien montré que (ImA*)~— = KerA.

EDP, Télé-enseignement, M2 67



2.7. CORRIGES D’EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

2. Montrer que (KerA)t = ImA*.

Corrigé —  Si F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F & F*. D’autre part, si G C H,
ona G+ =G+

Si F estun s.e.v. d’un espace de Hilbert H, on a donc
H=F@®F* e H=F-@(FH™*.
Ceci permet de prouver que (FL)L =F.
On applique ici ce résutat avec F' = ImA”*, on obtient (avec la question précédente)
ImA* = ((ImA*)*)* = (KerA)™*.

Partie III, Existence et unicité partielle de p
Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Necas, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.31 Soient Q un ouvert borné connexe de R (N > 1) a frontiére lipschitzienne et ¢ € L*(Q) t.q.
Jq a(x)dz = 0. I existe alors v € (H}(Q))N 1.q. div(v) = q p.p. dans Q et

[Vl a2y < Cllallz2(a)s
on C ne dépend que de §).
On prend ici E = H}(Q)N et F = L?(Q). Pour u € F on pose Au = divu, de sorte que A est un opérateur
linéaire continu de F dans F.

1. Soit (pn)nen une suite de F et v € E t.q. A*p, — v dans E quand n — +o00. Pour n € IN, on pose ¢, =
Pn — Gy, OU a, est la moyenne de p,, dans €.

(a) Montrer que A*p,, = A*qy,.
Corrigé — Soitv € E. Ona

(A pn/v)E = (pn/Av)F = / prdiv(v)dz,
Q
et

(A*gn/v)E = (qn/AV)F = / gndiv(v)dx = / pndiv(v)de — an/ div(v)dax.
Q Q Q

Comme v € H} (Q)N, on a (en intégrant par parties) [, div(v)dz = 0 et donc

(A*pn /) e = (A*qn Jv) i pour tout v € Hy (Q)N.

Ceci montre bien que A*p, = A*qp.

(b) Montrer que la suite (¢, )ne est bornée dans F'. [Utiliser le lemme 2.31.]

Corrigé — Par le lemme 2.31, il existe v, € Hﬁ(Q)N t.q. div(v,) = gqn p.p. dans Q et H/U,LHHJ(Q)N <
Cllignllp2(q)- On obtient alors

(A%qn/vn)E = / gndiv(vy)dz = / adr = ||gn|| 3.
Q Q
La question précédente donne A*p,, = A*qn. On a donc
2 * *
llgnle = (A"pr/vn)e < A pallEllvalle < ClA Pl gl F,
et donc
lanlle < CllA"pal| 5.

L”hypothése de convergence de A*py, donne que la suite (A*pn)nen est bornée (dans E). On en déduit que la
suite (qn)ne est bornée dans F'.
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(c) Montrer que v € ImA*.

Corrigé — Comme la suite (qn)new est bornée dans (I'espace de Hilbert) F, on peut supposer, aprés extraction
éventuelle d’une sous suite, que cette suite converge faiblement dans F'. Il existe donc q € F' t.q. gn — q faiblement
dans F', quand n — +o00. On va montrer que v = A*q.

Soit w € E, On alimy,— 1 o0 (qn /Aw)r = (q¢/Aw) p. Mais,
(gn/Aw)p = (A" qn/w)E = (A"pp/w)p.
Comme A*pn — v dans E, on a donc aussi limy 4o (qn /Aw)r = (v/w)g. On obtient donc
(q/Aw)r = (v/w)E pourtout w € E.
Ceci donne (A*q/w)g = (v/w)E pour tout w € E, et donc v = A*q. On a bien montré que v € TmA*.

2. Montrer que (KerA)* = ImA* et que KerA = H.
Corrigé — La question précédente montre que ImA* est fermé (dans E). Avec la partie II, on a donc (KerA)L =

Im(A*). On a déja vu que KerA = H. On a donc H+ = Tm(A*).

3. On rappelle que le produit scalaire dans E est défini par

N
(u/v)g = Z/QVuz(ac) -V (z)dz.

On définit Ty € E par (Ty/v)g = [, f(x) - v(x)dx pour tout v € E. Soit u la solution de (2.66).

(a) Montrer que u — Ty € H. En déduire que u — Ty € ImA*.
Corrigé— Ona (u/v)g = [, fvdx = (Tt /v)E pour tout v € H. Ceci signifie bien que v — Ty € H* et donc
que v — Ty € ImA™.

(b) Montrer qu’il existe p € F' t.q. (u, p) est solution de (2.65).
Corrigé — Comme u — Ty € TmA*, il existe p € F = L*(Q) t.q. w — Ty = A*p. On a donc pour tout
ve Hy(Q)",

(u/v)E — / fodz = (u— Ty /v)E = (Ap/v)E = (p/Av)F = / pdiv(v)dz.
Q 2

¢
Ce qui signifie bien que (u, p) est solution de (2.65).

4. Soit (u1,p1) et (uz,p2) deux solutions de (2.65). Montrer que u; = uz = u (oll u est I'unique solution de
(2.66)) et qu’il existe @ € R t.q. p1 — p2 = a p.p..

Corrigé — On a déja montré a la question 3 de la partie I que w1 = ux = w out u est 'unique solution de (2.66).

On obtient alors que [, prdiv(v)de = [, p2div(v)da pour tout v € Hy (Q)N. En prenant v = (v1,...,vn)" avec
v € CZ(Q) et v; = 0 pouri > 2, on en déduit que D1(p1 — p2) = 0 (dans D*). De maniére analogue on a
Di(p1 — p2) = 0 pour tout i € {1,...,N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe a € R t.q. p1 — p2 = a p.p. (voir
exercice 1.4).

Corrigé 2.6 (Continuité séquentielle de L>-faible dans 1})
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Soit © un ouvert borné de R™Y (N > 1). Pour tout = € €, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a; ;(x), 4,5 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(Q2) pour tout 4,5 = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(x)¢ - £ > al€|?, pour tout ¢ € RY et p.p.enz € Q.

Pour f € L?(Q), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

u € Hy (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(r)dr = / f(x)v(x)dz, pour tout v € Hg(Q). (2.67)
Q Q

Soit (f,)nen une suite bornée de L2(Q) et f € L2(Q). On note u la solution de (2.67) et, pour n € IN, on note
uy, 1a solution de (2.67) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L?(2).

1. Montrer que la suite (uy, )nenN est bornée dans Hi (€2).

Corrigé — En prenant v = u,, dans (2.67) (avec fn, et u,, au lieu de f et u), on obtient

“H“n||i/(1)<@) < anHL‘Z(sz) HUHHLB(Q) < ||anL2(sz> CSZHUnH/“g(Q)e
ou Cq est donné par 'inégalité de Poincaré. On a donc, pour tout n. € IN,

Ca

H“’VLHH(I}(Q) < (HfI)HLz(Q)) =M < +o0,

sup
Y pelN
la suite (fn)new étant bornée dans LZ(Q).

2. Montrer que u,, — u faiblement dans Hg (€2) et que u,, — u dans L?(£2) (quand n — +o0).

Corrigé —  Si un, / u faiblement dans H{(SY), il existe ¢ > 0, ¢p € H™'(Q) et une sous suite, encore notée

(Uﬂ,)ﬂE]}'y 1q.
[{(W, un — U>H71(Q>A’H%(Q)‘ > e pour tout n € IN. (2.68)

Apreés une nouvelle extraction éventuelle, on peut supposer que u,, — 1 faiblement dans H} (2).
Soitv € H5(Q). Ona

/ AVu, - Vodr = / fnvdzx,
Ja Ja

/AVH.VUd:I::/fvd:I:.
Q Q

On en déduit que u = u, ce qui est en contradiction avec (2.68).

et donc, quand n — oo,

On a donc bien montré que u,, — u faiblement dans Hg (Q) et, par le théoréme de Rellich, que w, — u dans L*(Q).

3. Montrer que, quand n — o0,
/ A(z)Vun(z) - Vuy(z)de — / A(x)Vu(z) - Vu(x)dz.
Q Q

[Utiliser le fait que [, A(z)Vuy (2) - Vun(x)de = [(, fn(x)u,(z)dz et passer a la limite sur le terme de droite
de cette égalité.]

Corrigé —
/ AVuy, - Vupdr = / frundr — / fvdx = /AVu -Vudz,
Ja Q Ja .

car u, — u dans L*(Q) et f, — f faiblement dans L*(2).
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4. Montrer que u, — u dans H{(€2). [On pourra considérer [, A(z)V (un — u)(z) - V(tn — u)(x)dz.]
Corrigé —
/ A(Vuy, — Vu) - (Vun, — Vu)dz = / AVu, - Vupdz — [ AVu,-Vu— | AVu-Vu, + / AVu-Vudz.
JQ JQ JQ JQ JQ

Les quatre terme de droite de cette égalité tendent vers jQ Vu - Vudx quand n — +o0. Le terme de gauche (qui est
positif) tend donc vers 0. Ceci donne af|u, — '“Hiﬂ(sz) — 0 (quand n — +o0) et donc, quand n — +o0,
0

Un — u  dans Hll,(Q).

Remarque sur la topologie faible : L’application f — wu (ol u est solution de (2.67)) est donc séquentiellement
continue de L2(£2)-faible dans H3 () (fort), c’est-a-dire qu’elle transforme les suites faiblement convergentes de
L?(€2) en suites (fortement) convergentes de H} (€2). Elle est donc aussi séquentiellement continue de L?(2)-faible
dans L2(§2) (fort). Aprés avoir définie la topologie faible de L?(€2) (ce que nous ne faisons dans ce polycopié), on
peut toutefois remarquer que cette application n’est pas continue de L%(£2)-faible ( ¢’est-a-dire L2(£2) muni de la
topologie faible) dans L2(Q) ( ¢’est-a-dire L2(£2) muni de la topologie associée a sa norme).

Corrigé 2.7 (Exercice liminaire a I’exercice 2.16)

Soit ¢ une fonction décroissante de IR dans IR ;.. On suppose qu’il existe C' > O et 5 > 1t.q.

p(x)”

y—x

0<z<y=py <C (2.69)

Montrer qu’il existe a € IRy t.q. ¢(a) = 0. [On pourra montrer 1’existence d’une suite strictement croissante
(ak)ken~ t.q. o(ag) < 2% pour tout k& € IN* et limy_, o a, < +oo. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe ag
c 1

. , . . o 1
t.q. ¢(ag) < 1 puis, par récurrence, définir ay 1 par a7 = e

Corrigé —  En prenant x = 0 dans (2.69), on obtient lim ¢(y) = 0. I existe donc ag t.q. ¢(ag) < 1.

On définit maintenant, par récurrence, une suite <ak)k€1x par

c 1\ 1
Ak4+1 — Ak 2k T2kt

1
T
1.

on a alors, par récurrence, @(ay) <

;

IA

En effet pour k = 0 on a bien ¢(ao)
1
Puis, pour k > 0, si p(ar) < o8 ona
c , C 1 1
v (ag < —lag) < —m8m — — = ———
P (ar1) < Ap+1 — Gk wlar)” < ap41 — ap 2k 2k+1

On montre maintenant que 1imy_, o, aj, < co. Pour cela, on remarque que

ok
IS -
A1 — A = QCW = ZCW = 206" avec b = 951"
On a donc
k—1 oo
ar = ag + Z 200 < ag + QCZ b’ = ao + 1 7/b‘
p=0 p=0
1 2C

et on a, comme @ est décroissante,

carb = 51 < 1 car 8 > 1. On prend donc | a = ag + 3

0 < ¢(a) < p(ar) pour tout k € IN,
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et donc 1
0 < ¢(a) < oF pour tout k€ IN.

Ce qui donne p(a) = 0.

Corrigé 2.8 (Solutions bornées d’un probléme elliptique)

Soit © un ouvert borné de R™Y (N > 1). Pour tout z € €, on se donne une matrice, notée A(x), dont les
coefficients sont notés a, ;(x), 4,j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>(Q) pour tout ,j = 1,..., N et qu’il
existe a > 0t.q A(x)¢ - £ > al€|?, pour tout ¢ € RY et p.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR, on note mes(B) le mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de B ( c’est-2-
dire la “surface” si NV = 2 et le volume si N = 3).

1. Soit F € L2(Q)N. Montrer qu’il existe un et un seul u solution de

u € HY (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z)dz = / F(x) - Vu(z)dz, pour tout v € Hy ().
Q Q

(2.70)

Corrigé —  Pouru,v € H}(Q) on pose
a(u,v) :/ AVu-Voudz et T(v) = / FNvdx.
Q Q

Comme cela a été vu dans ce chapitre, la forme a est une forme bilinéaire continue coercive sur Hg (). Puis, pour
v € H}(Q), ona

T(v) < / [F.Volde < [[[F[llL2@) IIVUlllL2@) = IFllL2@ vl g 0)-
Ja
On en déduit que T € (H$(Q)) et donc qu’il existe un et un seul v solution de (2.70).
Soit p > N. On suppose pour la suite de I"exercice que F' € LP(Q2)N (On rappelle que LP(Q)V < L2(Q)V si

p > 2) et on note u 1’unique solution de (2.70).
Pour k& € R, on définit 1a fonction Sy, de IR dans IR par

Sk(s) =0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € Hi () on a S(v) € HL(Q) et VS(v) = 14, Vv p.p., avec A, = {|v| > k} (voir la
remarque 2.22).

2. Soit k € R4, Montrer que

1

VSl = [ Vulo)Vate)ts) < mes(an)d 1P o
Ag

[On pourra prendre v = Sy (u) dans (2.70) et utiliser 1’inégalité de Holder.]
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Corrigé —  En prenant v = Sy(u) dans (2.70) on obtient

“H|V(Sk(“))ﬁ,2(g) :(1/ V?LVU(].’I}:/ FNudz
Ay, Ay,

< ‘HF‘HL'Z(A;C)H'V(Sk(“’))H‘lﬂ(Q)

11
< E N Lr oy (mes(Aw)) 2~ 2 ||V (Sk(u)]|l 2 ()

2
5 . ; P _2
(,'ar/ |F|2de < </ |F\pd:L‘> mes(A)' " v. On obtient ainsi
A Q

1

al[[V(Sk()llz2 @) < NEF e @ymes(Ax)?

e

3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C; ne dépendant que de N t.q.
[wll g1+ o) < C’1||w||W01,1(Q) = C1|||Vwl|| L1 () pour tout w € Wol’l(Q).

Soit k, h € IR t.q. kK < h. Montrer que

N

%< ([ 1Su@)I e < OIS < CrIVSi)]22 o mes(A)?.
h

(h — k)mes(Ay)
En déduire qu’il existe C5 ne dépendant que de C1, «, F et p t.q.
(h— k)mes(Ah)% < Coymes(Ag)' 77,
Corrigé — Pour h >k, ona |Sk(u)| > (h — k) sur Ay. On a donc
(= Bmesta)® < ([ sl ao) -
< Ci|[VSk(u)|lLr o)

] 1
< (71/ [V Sk(u)|dz < C1l||VSk(w)|l 2 (qymes(Ax) 2.
Ay
Avec la question 2, on obtient
1 C 1
(h — k) mes(A) T < CIFllzpmes(Ax)'

et donc, avec Cy = %H‘FH‘]P(Q)
N-1

(h—k)mes(An) ¥ < Cgmes(A;;)]f%.

4. Montrer que v € L™ () ( c’est-a-dire qu’il existe a € IR t.q. mes(4,) = 0). [On pourra poser ¢(k) =
mes(Ay,) % et utiliser I’exercice 2.15.]
N

Corrigé —  Pour k € IR, on pose p(k) = (mes(Ak))TTl. On a alors, pour h > k > 0,

N _ p-—1

(h—k)p(h) < Cap(k)N=T & .

N p-—1
On pose 3 = .
n pose | N-1 »

p—1 )
])T>l<:>Np—N>Np—p).

On remarque que 3 > 1 car p > N (en effet, on a N ‘ 1

On peut alors appliquer I’exercice 2.15, il donne ’existence de a € R | t.q. p(a) = 0 et donc | ||ul|p () < a|
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5. Montrer qu’il existe C's ne dépendant que de €2, o et p t.q.
[ullz= ) < CslllF[llLe(e)-

Corrigé —  On suppose tout d’abord que |||F'||| Lr (o) = 1, ce qui donne, avec les notations des questions précédentes,
Ch
Cr=—.
a
On reprend alors le corrigé de I’exercice 2.15 ( ¢’est-a-dire le corrigé 2.7). Le choix de ag est t.q. ¢(ag) < 1. Comme
N1 N -1 -1
©(0) < mes(Q) "N, BT =E

etCQ :Cl/a,

il suffit donc de prendre ag t.q.
—1
Cymes(92) e

aao

<1

p—1
Cimes(Q)
a

. On a alors ||u

@ =ag+ 2C; " +Cl 2
= ao =a0+ —5——71 -
1-0 a 1_28%1

2
On a donc ||ul| () < Cs, avec Cs = ag + Qli
a —

On remarque bien que C'3 ne dépend que 2, c et p (noter que N est implicitement dans S).

On peut donc choisir ag = Leo() < aavec

_1
268—1

On peut maintenant supposer que I est quelconque dans LP(Q)N (la fonction u est toujours la solution de (2.70)).
Pour v > 0 la fonction u/~ est solution de (2.70) avec F/~ au lieuw de F. Si |||F|||Lr) > 0, en choisissant
v = [|F||lLr (o) (de sorte que ||| F/v|||r(q) = 1) on a donc ||u/v||<Cs ce qui donne

lullze @) < Csll[Flllzeco)-

(Noter aussi que I'inéaglité est évidente si ||| F ||| Lv(q) = 0.)

Corrigé 2.9 (Diffusion évanescente et convection)
Partie I Soient 2 un ouvert borné de RN (N > 1) etw = (wy,...,wy)" € (L=(Q)N tq. div(w) = 0 dans
D*(£2) (On rappelle que div(w) = YN | Dyw;). Soit u € HL(Q).
1. Montrer que u? € W' () et que D;(u?) = 2uD;u, pour tout i € 1,..., N. [Utiliser la densité de C2°(£2)
dans H}(Q).]

Corrigé —  Soit u,, € CZ(Q) t.q. un — u dans H} (). On a done, quand n — 400, u, — u dans L*(Q) et

Oiun — Diu dans L*(Q) pour tout i € {1,...,N}. (On rappelle que ;uy, désigne la dérivée partielle classique

de w,, par rapport a sa i-eme variable.) On peut aussi supposer (apres extraction éventuelle d’une sous suite) que

Un, — w p.p. et qu’il existe F' € LQ(Q) t.q. |un| < F pour tout n € IN. On en déduit, par convergence dominée, que

uZ — u? dans L' (Q) (quand n — +o0).

Soit p € C(Q) eti € {1,...,N}, onaalors

(Ds(u?), p)pr(),c0 ) = */ udipdr = — lim udyp da. (2.71)
© Q n—+oo [

Comme uy, et p appartiennent a C°(Q), on a, en intégrant par parties

/ui(‘)igadas: 72/ PUROi Uy, dT.
Q Q

Comme u, — u dans L* (Q) et Oiun — Dju dans L? (Q), on a undiu, — uD;u dans LI(Q) et donc (comme
p € L*(Q),

lim /g@un(‘)iundl’:/goué)iudx.
Q Q

n—-+4oo
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En revenant a (2.71), on en déduit que

<Di<“«2)789>D*(SZ),C‘(?<~(Q) = —/
<

Q

u?dipdr =2 / wuDiudz.

Jo
Ce qui prouve bien que Di(uz) = 2uDju p.p. (les dérivées par transposition de u et u* sont en fait des dérivées
faibles et donc identifiées a des fonctions).
La démonstration précédente donne aussi que u? — u? dans Ll(Q) et (')i(u‘i) = 2UnOitn, — 2uDju = Di(u‘z)
dans L' (). On a donc u? — u? dans W (Q), ce qui donne, comme u,, € C°(Q), que u> € Wy ().

2. Montrer que/ w(z) - Vo(z)dz = 0, pour tout ¢ € Wol’l(Q). [Utiliser la densité de C'°(£2) dans Wol’l(Q).]
Q

Corrigé - Soit p € Wyt (Q). il existe une suite (n)nen d’éléments de C(Q) t.q. on — @ dans WH1(Q).
Comme div(w) = 0 dans D*(Q2), on a, pour tout n € IN

N
0 = (div(w), pr,L>D*<Q)‘C;?C(Q) = — Z/ w; i pn d.
=1 Q

Comme 0;pn — D;p dans Lt () (et que w € L%(Q)N), on en déduit, quand n — +o0,
N

Z/ w; Dipdr =0,
=1 " Q

cest-a-dire [, w(x) - Vi(z)dz = 0.

3. Montrer que / w(z) - V(u?)(z)dz = 2/ u(z)w(z) - Vu(x)dr = 0 (on rappelle que w - V(u?) = sz\il
Q

Q
wiDi(uQ)).

Corrigé—  On utilise le résulat de la question précédente avec ¢ = u> et le fait que D; (uz) = 2uD;u, on obtient

N
0= / w - V(’u,z)d:l; = Z/ 2w;uDudx = 2/ uw - Vudzx.
Q = /o Q

Partie II Soit € un ouvert borné de IR ™, a frontiere lipschiztienne (cette hypothese donne Iexistence de I’opérateur
“trace”, noté -, linéaire continu de H'(Q) dans L2(99) et t.q. y(u) = usur O si u € C(Q) N HY(Q) et
Ker(y) = H{ (). Soient a € RY etw € (L>(2))V t.q. div(w) = 0 dans D*(12). Soient f € L*(Q) et g € Im
7. On cherche w solution du probléme suivant :

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(02)),

/QaVu(x) -Vo(z)dx + /Q u(z)w(z) - Vo(z)dr = /Qf(x)v(a:)dac, Vv € Hi (Q).

(2.72)

1. Soit G € H'(Q) t.q. 7(G) = g (dans L?(9S2)). Montrer que u est solution de (2.72) si et seulement si u = G+7u
avec u solution de (2.73).

S

€ Hy (),

aVi(z) - Vo(z)dz + /Q u(z)w(z) - Vo(z)dr = (2.73)

f@)v(x)dx — /Q aVG(z) - Vou(z)dx — /Q G(x)w(z) - Vo(x)dr, Vv € Hi ().

S—5—

Q
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Corrigé —  On suppose que wu est solution de (2.72) et on pose @ = u — G. On a alorsw € H* (2) et, comme y est
un opérateur linéaire, (@) = vy(u) — v(G) = g — g = 0 (dans L*(9S2)), ce qui prouve que @ € H{(Q). Puis, si
v e HS (82), en remplagant w par @ + G dans (2.72), on montre bien que u est solution de (2.73).

Réciproquement, on suppose que T est solution de (2.73). On pose alors v = T + G, on a bien v € H’ (Q) et
y(u) = y(@) +v(G) = 0+ g = g (dans L*(0N2)). Puis, siv € Hy(Q), en remplagant @ par u — G dans (2.73), on
montre bien que u est solution de (2.72).

On a bien ainsi montré I’équivalence désirée.

2. Montrer que (2.72) admet une et une seule solution.

Corrigé — En utilisant la lemme de Lax-Milgram (lemme 2.4) on va montrer que (2.73) admet une et une seule
solution (grace a la question précédente, on en déduit que (2.72) admet une et une seule solution).
Le probleme (2.73) peut s’écrire

ue€e H, (2.742)

a(u,v) = T'(v) pour toutv € H, (2.74b)
avec H = Hj(Q), .

a(u,v) = / aVu(z) - Vo(z)dx +/ u(z)w(x) - Vo(x)ds

. Q Q

T(v) = /sz flz)v(z)de — /sz aVG(z) - Vou(z)dx — / G(z)w(z) - Vo(z)dz.

Q
L’espace H est bien un espace de Hilbert (avec sa norme naturelle). L’application T est bien linéaire de H dans IR et,
en utilisant I'inégalité de Hélder, on voit que T est continue (on utilise ici le fait que f € L*(Q), G € H'(Q) etw €
L™ (Q)d). L’application @ est bien bilinéaire de H x H dans R et continue (grdce encore au fait que w € L (Q)d).

Pour montrer la coercivité de a, on utilise la question 3 de la partie I, elle donne, pour tout uw € H,
a(u,u) = / aVu(z) - Vu(z)dz + / u(z)w(x) - Vu(zr)de = / aVu(z) - Vu(z)dr = aHuHHé(Q).

Comme a > 0, on en déduit bien que a est coercive. On peut donc appliquer le lemme 2.4, il donne [’existence et
l'unicité de u solution de (2.73). Grdce a la question précédente, on en déduit I’existence et ['unicité de u solution de
(2.72).

On note u cette solution dans la suite de cette partie.

3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H}(€2)). Montrer que a||u||§{é < / f(@)u(x)dz.
Q

Corrigé — Il sufffit de prendre v = w dans (2.72). Avec la question 3 de la partie I on obtient

aHuH?{%(m = /{2]‘(7’)11(7)117

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans Q et que g < b p.p. sur OS2 (pour la mesure
N — 1-dimensionnelle sur 9¢2). Montrer que u < b p.p. dans . [On pourra admettre que (u — b)* € H(Q) et
que V(u — b)T = 1,55 Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme 2.21), utiliser (2.72) et la partie 1.]

Corrigé —  Comme (u—b)" € H{ (), on peut prendre v = (u—b)" dans (2.72), on obtient, en utilisant V (u—b) ™ =
lussVupp.et f <0p.p.,

/>b aVu(z) - Vu(x)dr + /Q uw(z)w(z) - V(u —b)"(z)dz = /57 f(@)(u—b)T(x)dz < 0. (2.75)
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On remarque maintenant que [, _, aVu(z) - Vu(z)dr = [, aV(u — b V(u—b)" =al(u— Z))+||H[1)(Q) et que

u(@)w(z) - V(u—1b)" (z)dz =
J J

JQ

(u(z) — byw(z) - V(u —b)* (x)ds + b/ w(x) - V(u—b)*(z)dx

Q

= /Q(u(7) —b)Tw(z) - V(u—b)"(z)dx +b / w(z) - V(u—0b)(z)dz.

Q

La question 3 de la partie I donne [,(u(z) — b)Tw(z) - V(u — b) ¥ (x)dx = 0. D’autre part, comme div(w) = 0
dans D*(Q), on a [, w - Vodz = 0 pour tout ¢ € C°(Q). Par densité de C°(Q) dans H () on a aussi (on
utilise ici seulement le fait que w € LQ(Q)N) fn w - Vodx = 0 pour tout ¢ € HE(Q) et done, en particulier pour
© = (u — b)". On en déduit que

/ uw(z)w(z) - V(u —b)*(x)dz = 0.
Q

Revenant a (2.75), on obtient finalement a||(u — b)* ||H(1)(Q) < 0etdonc (u—b)" =0p.p., cest-a-direu < bp.p.
dans €.

Remarque : On suppose maintenant g = 0 et on note u la solution de (2.72). La démonstration précédente montre
donc que w < 0 p.p. dans Q si f < 0 p.p. dans Q. Si maintenant on suppose f > 0 On remarque que (—u) est la
solution de (2.72) avec (— f) au lieu de f. On a donc (—u) < 0 p.p., c’est-a-dire w > 0 p.p..

Partie IIT Dans cette partie on prend N = 2, Q =0, 1[2, w = (—1,0) et g¢ = 0. On suppose aussi que f € L>()
et que f > 0 p.p. sur Q. On note u,, la solution de (2.48) pour a = 1/n (n € IN*) et on s’intéresse 2 la limite de
Uy, quand n — oo.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]
Corrigé —  Le fait que u,, > 0 p.p. dans §2 est une conséquence directe de la remarque a la fin de la démonstration de

la question 4 de la partie II.

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C', ne dépendant que de f, t.q. ||ty (o) < C1. [On pourra, par exemple,
chercher de quel probleme de type (2.72) est solution la fonction w,, + 81, avec ¥ () = x4 et 8 convenablement
choisi, et utiliser la Partie II, question 4.]

Corrigé —  La fonction u,, vérfie
Un € H[% (Q)7

% /QV?I,,L (x) - Vo(z)dx — /Q'IL,L(:I:)DM)(J;)d:I: = /Qf(I)U(T)dI Yo € Hg(Q).

On pose U, = un + B (de sorte que Vi, = Vu, + B(1, O)L). Les formules d’intégration par parties dans HI(Q)
(théoréme 1.22) donnent que, pour une fonction v € Hg (), ona

Dyvdx =0, /’(/)Dﬂ)d:E:*/ U01’Lfﬁdm=*/ vdzr.
Ja JQ Q Q2

On en déduit que la fonction u., est solution de
Un € H (Q), v(un) = Ba1 (dans L*(8Q)),
17 . .
= / Vi, (z) - Vo(z)dx — / Un(z)Drv(x)de = / (f(z) + Bv(x)dx, Yv € Hy(RQ).
nJo Jo JQ
On choisit B = —||f||Lee(q). On a alors f 4+ 5 < 0 p.p. dans Q et fx1 < 0 sur Q. On peut donc appliquer la

question 4 de la partie 2, elle donne i, < 0 p.p. dans Q et donc u, < || f||Le(q) p.p. dans Q. Avec la question
précédente, ceci donne 0 < uy, < || f||Loo (o) p.p. dans Q. On peut donc choisir C1 = || f|| Lo ().

3. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C», ne dépendant que de f, t.q. [|un || g1 (o) < C2v/n.
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Corrigé — La question 3 de la partie 1l donne

1 2
H P
Comme (avec Cy donné a la question précédente) [, fun dz < An(Q)||[unlloo]|flloo < An(Q2)Ch
2 Y
‘“nHHé(sz) < nAN(Q)C1 | floo-

|, 01 a donc

On peut donc prendre Cs = /AN () C1]| f]] co-

4. En utilisant la remarque 2.14, montrer que u,, € H?($) pour tout n. € IN*.

Corrigé — Soit n € IN*. La fonction ., est la solution faible de —Au,, = f — Diu,. Comme ) est convexe et que
f — Diu, € L2(Q) (car u,, € Hy(Q)), la remarque 2.14 donne que v € H? ().

_ Ouy, Ouy,
5. Soit n € IN*. Si u,, € C1(Q), déduire de la question 1 de la partie IIT que aL(O?wg) > 0et %(1,9:2) <
T L1

0 0

ﬂ(331,0) > Un (z1,1) < 0 pour tout z1 €]0,1[). On admettra,
Oz 0

dans la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?2(Q), au sens y(Dju,)(0,72) > 0
et y(Diuy)(1,22) < 0 p.p. en zo €]0,1[ (de méme y(Dauy,)(z1,0) > 0 et y(Dauy,)(z1,1) < 0 p.p. en
1 6}0, 1[)

0 pour tout x5 €]0,1[ (de méme,

Corrigé —  Comme u,, € C*(Q) et que u, = 0 sur S, on a, pour tout x2 €]0,1],

dun . 'll/n(,'l/'l..’l,‘z)
0, x: lim ———=~.
0x1 ( 2) x1—0"1 x1

La question 1 de la partie III donne que u,,(x1,x2) > 0 pour tout (x1,x2) € ) (comme u,, est continue, le fait que
Un > 0 p.p. dans Q2 implique que v, > 0 partout dans ). On en déduit que 3 ‘)“” (0 x2) > 0 pour tout x2 €0, 1.

Les trois autres propriétés demandées se montrent de maniere analogue.

6. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (a une sous suite pres) que u, — u
*-faiblement dans L>°(€2) quand n — +o0, ¢’est a dire :

/ n(@)p(x)dx — / x)dz, pour tout o € L'(Q).

Montrer que u > 0 p.p..

Corrigé —  La question 2 de la partie Il donne que la suite (un )new est borné dans L (). 1l existe donc une sous
suite de la suite (un)ncw, encore notée (un)new, et il existe w € L% (Q) t.q. un — u x-faiblement dans L ()
quand n — +00.

En prenant ¢ = 1y,<o, on remarque que fﬂ uppdxr > 0 (car u, > 0 p.p.) et donc fQ updx > 0, c’est-a-dire

/ u(x)dx > 0.
Ju<o

Ceci donne bien u > 0 p.p..

On cherche, dans la suite, I’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.
7. Montrer que Dyu = f dans D*(2).

Corrigé — Soit p € C°(Q). Pour toutn € IN* on a

/Vun (z) - V(z)dx — / Un ()01 p(x)dx */ f(z)p(z)dz. (2.76)
Ja
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Comme |[un | g3 () < Cav/n, ona
&
‘* / Vun(z) (w)dr| < — ”“’nHHl(Q)H@”H ) = \/HHSDHH(;(Q)‘

On a donc limy oo = [, Vun(z) - Vip(z)dz = 0.
D’autre part, on a u, — u *-faiblement dans L°° (), on en déduit que

lim Q un () O1p (@ )(ll‘-A?L(m)@lp(:E)(i:E.

n—+oo

Quand n — 400 dans (2.76), on obtient donc
- [w@orp(a)de = [ f@)p()da
Jo Q
ce qui donne bien Diu = f dans D*(Q).

8. Soitn € IN* et ¢ € C*(Q), montrer que

—_

1 1t 1
ﬁ/ Vun,(x)Vo(z)dr + 5/ Y(D1un)(0, 22)p(0, z2)dxe — f/ ¥(Dyuy) (1, z2)p(1, z2)dxs
Q 0 0
1t 1
+5/ ¥(Dauy ) (21,0) (21, 0)dz — / Y(Daun)(x1,1)o(z1,1)da,
0 0y

/ n(xa— da:—/f

Corrigé —  Comme u,, € H?(SY), la dérivée par transposition —Au,, est un élément de L*(Q) et (2.76) donne

S\HS

'6

1
——Auy + Diuy = f pop..
n

En multipliant cette équation par o (on utilise ici uniquement le fait que p € L2(Q)) on a donc

—l/ Aunapdw—&—/@Dlundw:/ﬂpdw. 2.77)
nJa Q Q

Comme les fonctions Diu,, et Dau,, sont dans H l(Q), on peut maintenant utiliser les formules d’intégration par

parties (théoréme 1.22). On obtient (comme ¢ € C*(Q))
1 [ 1 [ e
—= / (D1D1up)pdr = — / DiunOpdx + 7/ Y(D1un) (0, 22)¢(0, z2)dx2
n Jo nJq n J,

L /O Y(Drun ) (1, x2) (1, 22)d>.

n,
et

1 I I
—— / (D2Dsup ) dx = f/ DounO2pdx + — / ¥(Daun)(x1,0)p(z1,0)de:
n Jq n Jq n Jo

L /0 Y(Daun)(z1, 1) p(x1, 1)day.

n,

Une intégration par parties donne aussi (comme w, € Hg (Q))

/leun dx = 7/ unO1p da.
Q Q

En utilisant ces trois intégrations par parties dans (2.77), on obtient I’égalité demandée.

9. Soit ¢ € C1(Q) t.q. ¢ > 0 sur IQ. Montrer que
¢
— | u(e)o=(e)de < | f(z)p(x)de.
0 8$1 Q
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Corrigé —  Comme p > 0 sur 00, la question 5 et I’égalité de la question 8 donnent, pour tout n. € IN*,

%/Q Vuﬂ,(w)VW(x)dx—/ﬂ Un(x)%(lﬂ)dx < /ﬂf(fﬂ)ip(l’)d:r.

On peut alors passer a la limite quand n — +00o, comme a la question 7, et on obtient bien (2.78).

— — 0
10. On suppose, dans cette question, que u € C1(Q) et que f € C(9). Montrer que a—u = f partout dans € et que
€T
u(0, z2) = 0 pour tout z2 €]0, 1].
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f ?

Corrigé — La question 7 donne Diu = f dans D*(2). Comme u est de classe CY, Dy est représenté par la dérivée
classique de u. Puis, comme O1u et [ sont continues sur (), on en déduit que O1u = [ partout dans ). Comme O u et
f sont continues sur Q, on a méme dyu = f partout dans Q.

On prend maintenant p € C*(Q) t.q. ¢ > 0 sur 0Q, o(z) = 0si v = (21, x2) € I, 1 # 0.. Une intégration par
parties dans (2.78) donne alors

1
/ u(0,22)¢(0, z2) dza < 0.
0

Dans cette inégalité, la fonction p(0,-) peut étre égale (par exemple) a n’importe quelle fonction appartenant a
C(]0,1[) et prenant ses valeurs dans IR .. Comme u(0,-) est une fonction continue sur |0, 1], On déduit donc
de cette inégalité que u(0, x2) < 0 pour tout x2 €0, 1].

La question 6 donne u > 0 p.p. sur Q. Comme w est continue sur ), on a donc u > 0 partout sur Q0. On obtient donc
Sfinalement u(0, z2) = 0 pour tout x5 €)0, 1] (et méme [0, 1)).

La fonction w est bien entierement déterminée par f, on a

(w1, w3) = /0 F(t, 22)dt.

11. On remplage w = (—1,0) par w € IR? \ {0}.... De quel probleme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]

Corrigé — On pose w = (a, 3), avec o, 8 # 0. En reprenant la méme méthode que celle développée ci dessus pour
le cas w = (—1,0), la question équivalente a la question 10 donnera que  est solution du probléme suivant :
—w - Vu = [ dans <,
u(0, z2) = 0 pour tout x2 €]0,1[ si « < 0 et u(1,z2) = 0 pour tout x5 €0, 1[ si o > 0.
u(z1,0) = 0 pour tout x1 €]0,1[si B < 0 et u(xy,1) = 0 pour tout x1 €]0,1[si B > 0.
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