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Chapitre 5

Problemes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux équations hyperboliques scalaires, et nous allons démontrer
le théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique dii a Kruskov. Nous n’aborderons pas le cas des
systemes, pour lesquels la théorie reste pour le moment trés incompléte. Nous commengons par le cas unidimen-
sionnel.

5.1 Le cas unidimensionnel

Les équations de type hyperbolique interviennent principalement en mécanique des fluides (aéronautique, écoule-
ments diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant
les phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles a 1’échelle considérée) dans les équations de conservation
de la mécanique. L’exemple le plus classique d’équation hyperbolique linéaire est 1’équation de transport (ou d’ad-
vection).

u—u, =0, t€ Ry, v € R, 5.1)

avec condition initiale :
u(z,0) = ug(x). (5.2)

Dans le cas ou la condition initiale u est suffisamment réguliere, il est facile de voir que la fonction :
u(z,t) = ug(z + 1), (5.3)

est solution de (5.1)-(5.2). Si ug est non réguliere (par exemple discontinue), nous verrons qu’il y a encore moyen
de montrer que la fonction définie par (5.3) est solution en un sens que nous qualifierons de “faible”.
Si I’équation est non linéaire, i.e.

ur+ (f(u), =0,t € Ry, z € IR, 5.4

avec par exemple f(u) = u?, et condition initiale (5.2), on peut encore définir des solutions faibles, mais leur
calcul est plus difficile.

Remarque 5.1 Sur le plan de la simulation numérique, les équations hyperboliques sont discrétisées de maniere
usuelle par la méthode des volumes finis. Les discrétisations par éléments finis menent souvent a des schémas
instables (en particulier, les solutions discretes ne vérifient pas certaines propriétés physiques souvent souhaitées).
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

On se donne f € C}(IR,IR) et uyp € C1(IR) et on considére maintenant I’équation hyperbolique non linéaire :

ut"—(.fu)x:O? (xvt)em'xm:
{ 0} + (5.5)

Commencons par donner la définition de solution classique de ce probléme méme si, comme nous le verrons apres,
le probleme (5.5) n’a pas, en général, de solution classique.

Notations. Soit () une partie de IR” (p > 1) et k& € IN. On dit que u € C*(Q) si u est la restriction & Q d’une
fonction de classe C* sur IR?. (Ceci est équivalent 2 la définition usuelle si k& = 0. Bien siir, cette définition
s’applique aussi si @ est fermé et donc Q = @.) On utilisera aussi la notation u € C¥(Q) qui signifie que
u € C*(Q) et qu’il existe K C Q, K compact t.q. u = 0 sur K¢. Cette notation sera utilisée par exemple pour
Q=R xRiou@Q=Rx[0,T]

Définition 5.2 (Solution classique) On suppose que ug € C1(IR) et f € C1(IR,R). Alors u est solution clas-
sique de (5.5) siu € C*(IR x Ry, IR) et u vérifie

{ (ut + (f(u)z)(z,t) =0, V(z,t) e R x R%,
u(x,0) = ug(z), vz € R.

Avant de donner un résultat de non existence d’une solution classique (proposition 5.5), nous rappelons le résultat
classique d’existence et d’unicité locale de solutions pour une équation différentielle non linéaire (théoreme de
Cauchy-Lipschitz), avec une fonction a localement lipschitzienne de R x IR} dans R et zp € IR,

0 =co0, tems, 56

Pour tout 7' > 0, le probléeme (5.6) admet au plus une solution (classique) définie sur [0, T'[. Il existe Tyax > 0
(éventuellement égal & +00) et une fonction u continue sur [0, Ti,ax [, de classe C1 sur ]0, Tiax[, solution (clas-
sique) de (5.6). De plus, si Tynax < 400 alors |x(t)| — 400 lorsque ¢t — Thax-

Soit u une solution classique de (5.5). On pose alors a(x,t) = f'(u(z,t)) (de sorte que @ € C(IR x R4, IR)). 1l
est clair que la fonction u est alors une solution classique du probleme suivant :

{ ut(x:t) + a(m7t)um(xat) =0, (ZL’,t) €R x IRTH (5.7)

u(z,0) = ug(x).
Nous donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques pour 1’équation (5.7), qui permet le lien entre
les équations hyperboliques linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.3 (Courbe caractéristique) o localement lipschitzienne de R x Ry dans IR et xo € IR, On appelle
courbe caractéristique du probleme (5.7) issue de xo € IR, la courbe définie par le probléeme de Cauchy suivant :

/
{ 2'(t) = a(x(t),t) 5.8
z(0) = a9
Proposition 5.4 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) Soit f € C?(IR,R), uy € C*(IR) et u une
solution classique de (5.5). Alors, pour tout zo € IR et tout t € Ry, on a u(zo + f'(uo(xo))t,t) = uo(zo).
Autrement dit, pour tout o € IR, la fonction v est constante sur la droite t — (t) = xo + f'(uo(x0))t. (Cette
droite est la courbe caractéristique du probléme (5.7) issue de xo € IR avec a(z,t) = f'(u(z,t)).)
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Démonstration On pose a(z,t) = f'(u(z,t)). Comme f € C%2(IR,IR) et que u € C*(IR x IR, R), La fonction
a est bien a localement lipschitzienne de IR x IR dans IR. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc
pour le probleme (5.7). Soit zy € IR, le probleme (5.7) a alors une solution maximale z(¢) définie sur [0, Tinax],
et |z(¢)| tend vers Uinfini lorsque ¢ tend vers Tyax Si Tinax < +00. Les trois étapes de la démonstration sont les
suivantes :

1. Comme wu est solution classique, on a u(x(t),t) = ug(xo), Vt € [0, Tmax]|, €t donc u (solution de (5.5)) est
constante sur la droite caractéristique issue de zo. En effet, soit ¢ définie par ¢(t) = u(x(t),t); en
dérivant ¢, on obtient : ¢'(t) = wi(x(t),t) + ux(x(t),t)z’(t). Comme z vérifie (5.8), ceci entraine :
o' (t) = ue(x(t),t) + f(u(z(t),t))us(z(t), t), et donc

©'(t) = (ue + (f(w)o)(x(t),1) = 0.

La fonction ¢ est donc constante, et on a :

u(z(t), 1) = ¢(t) = ¢(0) = u(x(0),0) = u(wo,0) = uo(0), Vt € [0, Trnax|

2. Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(z(t),t) = wug(xo), ¥t € [0, Tmax|, et donc z'(t) =
f'(uo(xo)). En intégrant, on obtient que le systeme (5.8) décrit la droite d’équation :

z(t) = f'(uo(z0))t + 0. (5.9)

3. Tmax = +oo et donc u(x,t) = ug(zo) Vi € [0, +00].
En effet, puisque x vérifie (5.9), on a donc, si Tiax < 00,

lim |z(t)] < 400. On en déduit que Tyax = +00.

t—Tmax

Proposition 5.5 (Non existence d’une solution classique) Soit f € C%(IR,IR), on suppose que f' n’est pas
constante, alors il existe ug € C°(IR) telle que (5.5) n’admette pas de solution classique.

Démonstration Comme [’ est non constante, il existe vy, vy tel que f’(vg) > f’(v1), et on peut construire ug €
C*(R,R) telle que ug (o) = vp et ug(z1) = v1, olt g et 21 sont donnés et z:p < x1, voir figure 5.1. Supposons

t

z(t) = 21 + f'(v1)t

o T ) T1

FIGURE 5.1 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

que u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors, par la proposition 5.4 :

w(zo + f(uo(x0))t,t) = uo(zo) = vo et u(zy + £ (uo(z1))t, t) = ug(w1) = v1.
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Soit T' tel que z¢ + f/(vo)T = z1 + f/(v1)T = T, c’est a dire
o 1 — Xo
f'(vo) = f'(v1)
On a alors :
w(z,T) = ug(xo) = v = up(x1) = v1,

ce qui est impossible. On en conclut que (5.5) n’admet pas de solution classique pour cette donnée initiale.

Définition 5.6 (Solution faible) Soit ug € L®(IR) et f € C*(IR,IR), On appelle solution faible de (5.5) une
Sonction u € L*®(IR x R ) telle que

// [u(z, t)pe(x,t) + flu(z, t))ps(z, t)]dedt —I—/ uo(z)p(z,0)dz = 0,Yp € CHIR x R4, R). (5.10)
R R

xR 4
Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.7 Soient f € C1(IR,IR) et ug € L>(IR).
1. Si u est solution classique de (5.5) (et donc ug € CH(IR,R)) alors u est solution faible de (5.5).

2. Siu € CHIR x R) est solution faible de (5.5) alors uy € C1(IR,R) (au sens oit la classe de fonctions
ug admet un représentant de classe C" et est alors identifiée a ce représentant) et u est solution classique
de (5.5).

3. Soitoc € R, Dy ={(z,t) e R x R ;x < ot} et Dy = {(x,t) € R x R ;x > ot}

(a) On suppose que u € C(IR x RY), que up, € C*(D;,R), i = 1,2, que la premiére équation de (5.5)
est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.5)) est satisfaite p.p.. Alors
u est solution faible de (5.5).

(b) Plus généralement, on suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2), que la premiére équation de (5.5) est
vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.5)) est satisfaite p.p.. Pour
t € R4, on pose
uy(ot,t) = }»lfr?t u(z,t) et u_(ot,t) = lim u(z, t),

wtot
[u](ot,t) = us(ot,t) — u_(ot,t),
[f(w](ot,t) = f(ui(at,t)) = fu(at,1)).
Alors u est solution faible de (5.5) si et seulement si
olu](ot,t) = [f(uw)](ot,t) pour tout t € R . (5.11)
Cette relation s’appelle “relation de Rankine-Hugoniot”.

Démonstration

1. Supposons que u est solution classique de (5.5), c’est-a-dire de :

{ut—i—(f(u))m:O, (x,t) € R x R,
u(z,0) = uo(z), z€lR.
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Soit p € CL(IR, x IR 1, R). Multiplions (5.5) par ¢ et intégrons sur IR, x IR ;. On obtient :

/]R/]R+ “t(xvt)@(l‘,t)dtdx—i-/]RA+(f(u))m($,t)@(x,t)dtdx—O.

L’application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

—/]Ru(ac,O)cp(gL',O)dsc—/]R/]R+ u(w,t)gpt(x,t)dtdx—A‘h/]Rf(u)(x?t)cpw(x,t)dxdtzo,

(car le support de ¢ est un compact de IR x IR ;). On obtient donc bien la relation (5.10), grace a la condition
initiale u(x,0) = ug(z).

2. Soit u une solution faible de (5.5), qui vérifie de plus u € C*(IR x [0, 4+o0[). On a donc suffisamment de
régularité pour intégrer par parties dans (5.10).

Commengons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, +o0c[. On a donc ¢(z, 0) = 0, et une intégration
par parties dans (5.10) donne :

// ug(x, t)p artdtdﬂc—/ / Yo(x, t)dxdt = 0.
R R

/ /IR (ue(z,t) + (f(u)o(, 1)) p(2,t)dtdr = 0,9 € CH(IR x]0, +o0).

On a donc :

Comme u; + (f(u)), est continue sur IR x ]Ri, on en déduit que u; + (f(u)), = 0. En effet, on rappelle
que si h € L}, (IRx]0,+o0|) et [ fIR+ z,t))p(x, t)dtdr = 0 pour toute fonction ¢ appartenant a

C}(R x]0, +00]), alors f = 0 p.p.; si de plus h est continue sur IR x]0, +oo|, alors f = 0 partout sur
R x]0, 4+o0].
On prend alors ¢ € CL(IR x IR, ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.10) donne

/IRu(as,oy,o(%o)dx—/}R/1R+ (ut(m)+(f(u))x(m))@(m,t)dtdx—/Ruo(x)go(x,())dx:o.

Mais on vient de montrer que u; + (f(u)), = 0. On en déduit que

/IR(uo(x) — ula,0))p(a, 0)dz = 0,¥p € CL(R x R.).

Ceci donne up = u(+,0) p.p.. Comme u est continue, on a donc uq continue (au sens ot on identifie ug et
u(+,0)) et u est solution classique de (5.5).

3. On montre directement I’item (b) (qui contient I’item (a)). On suppose que v p, € C 1(Di, R) ¢ = 1,2),
que la premiére équation de (5.5) est vérifiée pour tout (z,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de
(5.5)) est satisfaite p.p. sur IR. Nous allons montrer que u est solution faible de (5.5) si et seulement si (5.11)
est vérifiée. Pour cela, on pose

X = / /]R+ z,t)pi(z,t) dtdm—l—/ /]Rf(u)(m,t)@z(z,t)dmdt.
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5.1. LE CAS UNIDIMENSIONNEL CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

On a donc X = X7 + X5, avec

X = / / u(z, t)pe(x, t)dtde et Xo = / / (z,t)pz(z, t)dxdt.
Ry Ry

Calculons X ;. Comme u n’est de classe C'! que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR x IR, entier. On va donc décomposer I'intégrale sur D; et D5 ; supposons par exemple
o < 0, voir figure 5.2. (Le cas ¢ > 0 se traite de fagon similaire et le cas o = 0 est plutot plus simple). On a
alors Dy = {(z,t);z c R_et0<t< Z}et Dy =Ry xRy U{(a,t);z cR_et 2 <t < +oo}.

Dl D2

FIGURE 5.2 — Les domaines D1 et Do

On a donc :

+oo g
X, = / / u(z, t)pi(z, t)dtdx —I—/ / u(z,t)pi(x, t)dtdx —I—/ / w(z, t)p(x, t)dtde.
Ry JIR 4

Comme u est de classe C'! sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :
x T G
X = / u_(z, =)p(z, —)dx — / u(z,0)p(x,0)dr — / / ug(x, t)o(x, t)dtde
_ g o R_ R_Jo
x x Hoo
- / uy(z, =)p(z, —)dx — / / ug(x, t)p(x, t)dtdr
R_ g g R_JZ

f/ u(as,O)cp(@O)d;z:f/ / ug(x, t)p(x, t)dtde.  (5.12)
R R, JR,

En regroupant, il vient :
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Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de varaible ¢ = 2/o. On obtient

X, = —/]Ru(gr;,O)cp(gv?O)dav—//D1 u,g(ac,t)go(ar,t)dtalav—//D2 ug(z, t)p(z, t)dtdx
+o [ |

u](ot, t)p(ot, t)dt.
R4
On décompose de méme X sur Dq U Do, en remarquant maintenant que Dy = {(z,t) € R x R} ;z < ot}
et Dy = {(z,t) e R x R ;x> ot} :

X, = /m + /_ Z Flu) (@, )pa(z, t)dadt + /}R + /U :Oo F) (@, ) (@, t)dadt.

La fonction u est de classe C'' sur chacun des domaines, on peut 1a encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR x IR, on obtient :

n--[[ () ) )t ~ [ ] (e et s

D

—/ [f(w)](at, t)p(at, t)dt.
R
Comme Ut + (f(u))a: = 0 sur D1 et DZa on a donc :

X:X1+X2:—/

u(zx,0)p(x,0)dr + / (oful(at,t) = [f(u)](at,t))p(ot, t)dt.
R

R
On en déduit bien que u est solution faible de (5.5) si et seulement si (5.11) est vérifiée.
[

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir 1’unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modele, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

up + (u?), =0, (5.13)

et des données initiales particulieres, sous la forme

_J ugsiz <O,
uo(x)—{ ugsiz >0,

avec ug, ug € IR. Ces données initiales définissent un probleme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de
Riemann.

Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec u, = —1 et uq = 1. Le probleme considéré est donc
le probléme suivant, avec f(u) = u?, ug=—1ug=1:

ut + (f(w))e =0,
_f ugsiz <0, (5.14)
uo () = { uZ siz > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
u(z,t) = (5.15)
ug sl x > ot.
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Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation = = ot dans le plan (z, t). On remplace
u(z,t) par ces valeurs dans (5.10). D’apres la proposition 5.7 on sait que u est solution faible si la condition
suivante (condition de Rankine et Hugoniot) est vérifiée :

o(ug —ug) = (f(ua) — f(ug)), (5.16)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—=1)2 = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles. Si u est solution réguliére, on sait que sur les courbes caracté-
ristiques, qui ont pour équation z(t) = g + f'(uo(z0))t, la fonction u est constante. Comme f'(u) = 2u, les
courbes caractéristiques sont donc des droites de pente -2 si zp < 0, et de pente 2 si zy > 0. Construisons ces
caractéristiques sur la figure 5.3 : Dans la zone du milieu, ou I’on a représenté un point d’interrogation, on cherche

T = T =9

FIGURE 5.3 — Probleme de Riemann pour léquation de Burgers
u sous la forme u(x,t) = ¢ (%) et telle que u soit continue sur IR x IR’ . La fonction u suivante convient :
—1lsix < —2t,

u(z,t) = %Si ot <a <2t (5.17)

1sixz > 2t.

Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (5.15) et(5.17) ? Comme les probléemes hyperboliques sont
souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir
la solution est de chercher la limite du probleme de diffusion associé qui s’écrit :

ug + (f(u))e — EUza = 0, (5.18)

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c’est-a-dire lorsque € tend vers 0. Soit u. la solution de (5.18)
avec la condition initiale u.(-,0) = ug(-) (on admet pour I’instant I’existence et 1’unicité de u.). On peut montrer
que u,. tend vers v (en un sens convenable) lorsque € tend vers 0, ol u est la “solution faible entropique” de (5.18),
définie comme suit.

Définition 5.8 (Solution entropique) Soit ug € L>°(IR) et f € C1(IR). Soit u € L>°(IR x R ). On dit que u
est solution faible entropique de (5.5) si pour toute fonction n € C*(IR) convexe, appelée “entropie”, et ¢ € C*
telle que &' = f'n/, appelé “flux d’entropie”, on a :

/ / (n(u)ps + d(u) ey )dadt + / n(uo(2))p(z,0)dr > 0,¥p € CHIR x R, Ry ). (5.19)
R JR, R
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Bien siir, si u est solution faible entropique alors w est solution faible (proposition 5.11).

Remarque 5.9 (Condition initiale) Noter que dans la définition 5.8, on prend une fois de plus ¢ € CL(IR x
R .,IR ) de maniére a bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas toujours fait de cette maniére
dans les travaux plus anciens sur le sujet. Si la condition initiale est prise en compte seulement dans la définition
de solution faible (et n’est pas reprise dans la condition d’entropie), le choix de 1’espace fonctionel dans lequel on
recherche la solution devient crucial pour ne pas perdre 1’unicité de la solution entropique. Un exemple est donné
dans I’exercice 5.8. On peut toutefois préciser en quel sens la condition initiale est satisfaite. Si u est solution
entropique, alors u € C([0, +oo, LL .(IR)) et u(t) — ug dans Li , quand t — 0.

loc loc

Nous démontrerons plus loin le théoréme 5.17 dans le cadre multidimensionnel (mais avec la variable spatiale dans
un domaine borné plutdt que dans tout I’espace). Ce théoréme affirme que si ug € L¥(IR) et f € C*(IR) alors
il existe une unique solution entropique de (5.5) au sens de la définition 5.8. Voyons maintenant les liens entre
solution classique, solution faible et solution entropique.

Proposition 5.10 Soit f € C1(IR,R) et ug € L®(R) N CY(IR, R). Si u est solution classique de (5.5), alors u
est solution (faible) entropique.

Démonstration Soit u une solution classique de (5.5). Soit 7 € C(IR) (la convexité de 7 est inutile ici) et ¢ tel
que ¢’ = f'n’ (¢ est la fonction flux associée a 7). Multiplions (5.5) par 1’ (u) :
1 (wuy + f'(w)uen'(u) =0
Soit encore, puisque ¢’ = f'1’,
(n(u))e + ¢ (w)ue =0
On a donc finalement :
(n(w): + (6(w)2 =0 (5.20)

De plus, comme u(x,0) = ug(x), on a aussi : n(u(z,0)) = n(ug(z)). Soit ¢ € CL(R x R4, R), on multiplie
(5.20) par ¢, on integre sur IR x IR et on obtient (5.19) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une
solution classique, I’inégalité d’entropie est une égalité. u

Une solution faible entropique est solution faible :

Proposition 5.11 Soit f € C*(IR,IR) et ug € L>®(IR). Si u est solution faible entropique de (5.5), alors u est
solution faible de (5.5).

Démonstration 11 suffit de prendre 7(u) = w et n(u) = —u dans (5.19) pour se convaincre du résultat. L]

On déduit de la proposition 5.10 et du théoreme 5.17 de Kruskov que si on a plusieurs solutions faibles au pro-
bleme (5.5) et que ’'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution entropique. La
caractérisation suivante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 5.12 (Entropies de Kruskov) Soit uy € L¥(IR) et f € CY(R). Soit u € L®(R x R,). La
fonction u est solution entropique de (5.5) (au sens de la définition 5.8) si et seulement si pour tout k € IR (5.19)
est vérifiée avec n définie par 1)(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associé, défini par :

o(u) = f(max(u, k)) — f(min(u, k)).
Notons que la fonction n, dite “entropie de Kruskov”, n’est pas de classe C*.

Nous examinons maintenant le cas particulier des solutions ayant une ligne de discontinuité, comme dans la der-
niere partie de la proposition 5.7.
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Proposition 5.13 Soient f € C*'(IR,IR) et ug € L*(IR). Soit 0 € R, Dy = {(z,t) € R x R ;z < ot} et
Dy = {(z,t) € R x R ;z > ot}. On suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2), que la premiére équation
de (5.5) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (de (5.5)) est satisfaite p.p.. Pour
t € R4, on pose

uy(ot,t) = ilrglt u(z,t) etu_(ot,t) = ilTr?t u(z,t),

[u](ot,t) = uy(ot,t) —u_(ot,t),
[f(w)l(ot, 1) = f(us(ot, 1)) = f(u-(t,1)).

Alors u est solution faible entropique de (5.5) si et seulement si
olul(at,t) = [f(u)](ot,t) pour toutrt € R4 (5.21)
et, pour toute fonction 1 € C1(IR) convexe et ¢ € C* telle que ¢' = f'r/,
o[n(w)](ot,t) > [p(u)](ot,t) pour toutt € R . (5.22)

Démonstration La proposition 5.7 montre que u est solution faible si et seulement si (5.21) est satisfaite. En
reprenant la démonstration de la proposition 5.7, on montre que u est solution faible entropique si et seulement si
(5.21) et (5.22) sont satisfaites. Ceci fait I’objet de la premiere question de 1’exercice 5.9. ]

Dans le cas ou la fonction f est strictement convexe, la proposition 5.13 peut étre précisée. Ceci est fait dans la
proposition 5.14, non démontrée ici.

Proposition 5.14 Sous les hypotheses de la proposition 5.13, on suppose que u est solution faible de (5.5). On
suppose de plus que f est strictement convexe, les trois conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. u est solution faible entropique,
2. u_(ot,t) > uy(ot,t) pour tout t € R,
3. il existe ) strictement convexe (de R dans R) .q. (5.22) est vérifiée (avec ¢ telle que ¢' = f'n’).

Remarquons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale.
Plus précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 5.15 Soit uy € L°°(IR) et soit A et B € R tels que A < ug < B p.p.. Soit f € C*(RR), alors la
solution entropique u € L™ (IR x R ) de (5.5) vérifie : A < u(x) < Bp.p.dans R x R .

Cette propriété est essentielle dans les phénomenes de transport, et il est souhaitable qu’elle soit préservée pour la
solution approchée donnée par un schéma numérique.

Remarque 5.16 Que faire si le domaine spatial est différent de IR, par exemple si le probleme (5.5) est posé pour
x € I ou I est un intervalle de IR. Si f/ ne change pas de signe, il est assez facile de donner une bonne définition
de solution entropique et de montrer un théoreme d’existence et d’unicité de la solution entropique. Dans le cas
ol f’ change de signe (et ce cas est trés intéressant pour de nombreux probleémes), le probleme est beaucoup plus
difficile. Le premier résultat sur la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec (1979). Dans la thése de Otto
(1996), il y a une tres joli formulation pour les conditions aux limites. Un intérét considérable de cette formulation
est qu’elle est tres pratique pour montrer la convergence des schémas numériques. Dans le cas multidimensionnel
de la section suivante, on s’intéressera a un probleme similaire a (5.5) posé dans un domaine borné de RY (N >1)
mais sans aborder vraiment ce délicat probleme des conditions aux limites (car dans le théoréme 5.17 on considere
un champ de vecteurs b nul sur le bord du domaine considéré).
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5.2 Cas multidimensionnel

Soit @ ¢ RN, N =2,3, etsoitb € C'(Q x [0,7])V. On étudie maintenant le probleme suivant :
ug + div(bf(u)) = 0 sur 2x]0, T,
u(z,0) = up(x), sur . (5.23)

Plus précisément, nous allons démontrer, avec des hypotheses convenables sur les données, le théoreme d’existence
et d’unicité des solutions entropiques de ce probleme.

Théoréme 5.17 (Kruskov,1955) Soit Q2 un ouvert borné de RY (N >1) a frontiere lipschitzienne. Soit T > 0 et
be CHQx[0,T)N t.g. b= 0sur 9Q x [0,T] et divb = 0 dans Q x [0, T). Soit ug € L>=(Q) et f € C}(R, R).
Alors, il existe une unique solution entropique de (5.23), c’est-a-dire solution de

u e L=(Qx]0,T]),

[ [ @t s 000 -5y awars [ o0 ar = o
Q
Vo € C(Q x [0,T[,Ry),¥n € C*(IR,TR) convexe et  tel que ®' = n' f'. (5.24)
De plus, si A <0et B> 0sonttq. A<ug<Bp.p. surQ, onaalors A<u < Bp.p.sur Q2x]0,T].

Démonstration
Etape 1 Construction d’une solution approchée. Soit u(™ solution de

u™ e L2(]0,T[, H} (),

// gptdxdt—//bf ")) . Vo de dt + — //WW Ve dz dt

f/ wo(@)p(x, 0) di = 0,¥ip € C2(Q x [0, +00[).  (5.25)
Q

On connait ’existence et 1’unicite de (™) par le chapitre 4. On a vu aussi au chapitre 4 que cette formulation est
équivalente au probleme suivant :

u™ € L2()0, T[, H: (), u{™ € L2(10, T[, H (), u™ (0) = uo,

T T T
/ (uYL),v)Hfl’Hldt—// bf(u<">).vvdxdt+1// Vu™ . Vo dz dt =0,
0 0 JoJa n JoJa

Vv € L2(J0,T[, H3(Q)). (5.26)

On va se servir fortement de cette équivalence.

Etape 2 Estimations sur la solution approchée.

Soit ug € L>(Q) ilexiste Aet B € R, A <0< B, tels que A < ug < B p.p. (A et B sont donc indépendants
de n). On en déduit par les résultats du chapitre 4 que pour tout ¢ € [0, 7], A < u(™ < Bpp..La suite(u("))n@N
est donc bornée dans L (Q2x]0, T'[).

On prend maintenant v = w(™ dans (5.26). Par des calculs vu au chapitre 4,on a :

1 (I e 2 1 /T/ (n)2
— (||lu\"™ (T — ||ug )4’* Vu'™|? dz dt = 0.
5 (1™ (D220 = lluollze(e) ) + | Q\ |
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On en déduit que

17 . 1
ﬁ/o /Q|Vu( )12 de dt < iuuouiz(m < 400 (5.27)

ce qui donne une estimation L2(Q2x ]0, T[)? sur (\%Vu("))nem. Cette estimation ne donne rien pour la compa-
cité, mais elle est utile pour passer a la limite (quand n — +00).

Grice a la premiére estimation (I’estimation de u,, dans L>°(2x]0, T'[)), aprés extraction d’une sous suite, on peut
supposer que u(™) — u x-faiblement dans L>°(Q x]0, T'[).

Si f(u) = u, on montre assez facilement que w est solution faible de (5.23) ( ¢’est-a-dire solution de 5.24 avec
seulement 7(s) = s mais avec tout ¢ dans C°(2 x [0, T[,IR) et avec = au lieu de >). Puis on peut montrer
(un peu moins facilement) que u est solution de (5.24) et cela termine la partie “existence” du théoreme 5.17. Si
la fonction f” est non constante, la situation est beaucoup plus difficile, méme pour montrer seulement que u est
solution faible de (5.23), car la convergence de u(™ vers u n’est que faible et donc on ne sait pas si f (u(”)) tend
vers f(u) (et, plus généralement, on ne sait pas si 77(u(™)) tend vers 7)(u) et ¢(u(™) tend vers ¢(u)). Pour résoudre
cette difficulté, deux méthodes ont été développées.

Une premiére méthode, due a Kruskov, suppose, dans un premier temps, que la donnée initiale u( appartient a

I’espace BV (2). Par définition,
luol v () = SUP{/ updivep da, o € C (RN, RY), ||| (o) < 1}
Q

On démontre alors que la suite (u(™),, e est bornée dans BV (Q x [0, T]). L’idée, pour montrer cette borne sur
u(™ est de dériver la premiére équation de (5.23) par rapport & x; et de multiplier par sign(d;u). Grice a cette
estimation sur »(™, on peut appliquer ensuite le théoréme de Helly donné ci apres.

Théoréme 5.18 (Helly) Soit d > 1 et (uy,)neN une suite bornée dans L' (Q) et bornée dans BV (Q) oit Q est un
compact de R? alors (upn)ne est relativement compact dans L*(Q).

On applique donc le théoreme de Helly avec Q = Q x [0,T] (et d = N + 1). Puisque u(™ — wu dans L*(Q),
2 une sous suite pres, on a u{™ — u dans LP(Q) pour tout p < —+00 et on peut aussi supposer (toujours apres
extraction éventuelle d’une sous suite) que (™) — u p.p.. On peut alors montrer que u est solution de (5.24) ( ce
qu’on fera a I’étape 3 plus loin), ce qui donne ’existence d’une solution a (5.24) si ug € BV (£2). Si ug n’est que
dans L*°(2) (et c’est probablment ici I’apport majeur de Kruskov), on peut approcher u¢ par une suite d’éléments
de L>(Q) N BV (Q) et montrer que la suite des solutions entropiques associées converge (en un sens convenable,
apres extraction d’une sous suite) vers une solution entropique associée a ug. On peut également montrer 1’unicité
de la solution de (5.24) (étape 4 ci apres). L'inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle ne semble pas
marcher pour montrer la convergence des schémas numériques car méme si la condition initiale est supposée étre
dans BV (Q), la solution approchée obtenue par un schéma numérique n’est pas bornée dans BV (Q x [0,7])
indépendamment des parametres de discrétisation (sauf dans le cas des maillages cartésiens).

C’est pour cela qu’on peut lui préférer la deuxieme méthode, qui ne passe pas par ’estimation BV. On prend
uniquement ug dans L>°(2), et on ne cherche pas & montrer directement une compacité forte de la suite u(™ dans
L' (Qx]0, T[). Grace a I’estimation de «(™ dans L>(€2x]0, T'[), on montre que (aprés extraction d’une sous suite)
u(™) — 4, en un sens convenable, ot & dépend d’une variable supplémentaire. (Il s’agit donc d’un théoréme de
compacité un peu inhabituel donnant une convergence que nous appelons “convergence non linéaire faible-x").
Puis, on montre que @ est une solution du probleme en un sens plus général que (5.24), que nous appelons “sens
processus”. Cette preuve est trés voisine de celle de I’étape 3 ci aprés. On démontre ensuite I’unicité de la solution
au sens processus et que la solution processus est solution entropique ( ¢’est-a-dire solution de (5.24)). Cette preuve
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d’unicité est tres voisine de celle donnée dans I’étape 4 ci apres. Ceci termine la démonstration de 1’existence d’une
solution a (5.24) (directement avec u dans L°°(£2)). (L' unicité est toujours donnée par 1’étape 4.) Un sous produit
de cette démonstration est la convergence (forte) de u(™) vers u dans tout les espaces LP(Q2x]0,T]), p < 400,y
compris si f est linéaire (ou est linéaire sur des intervalles de IR). L’idée essentielle a donc été de remplacer le
théoreme de compacité (forte) de Helly par un théoreme de compacité plus faible combiné avec un résulat d’unicité
de la solution “au sens processus” de (5.23).

Etape 3. On reprend ici la méthode 1, et on va effectuer le passage a la limite, quand n — 400, en supposant que
ugp € BV et donc que u(™ — u p.p. (pour une sous suite). On admet donc la partie “estimation BV de u(™)”.

1. Montrons que u est solution faible. Soit ¢ € C'°(£2 x [0, +00[), on a

T 1 (T
// (u(n)% + bf(u(”)) V) da dt + / uo(z)p(x,0) de — — // Vo™ . Vedzdt =0
0/Q Q nJoJa

On remarque tout d’abord que le dernier terme du membre de gauche tend vers 0, griace a I’estimation (5.27)
et a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet

I 1,1
5 [ 9u Voot < 2= 1V a9 Lixasgniy

et ||ﬁ\Vu(")|||L2(QX]O,TD < (1/v2)||uol| 2 (o) par (5.27) etdonc L [ [ Vul™ - Vi — 0 lorsque n — 0.
Les autres termes convergent par convergence dominée, et donc en passant a la limite, on obtient

T
// (upr + bf(u) - Vo) de dt + / uo(x)e(x,0) de = 0. (5.28)
0Ja Q
2. Montrons que v est solution entropique. Comme u(™) est solution faible de
n . 1
u™ 4 div(bf(u™)) — —Au™ =0, (5.29)
n

on peut montrer (on 1’admettra) que u(™ € C?(Q2x]0, T) (c’est ce que 1’on appelle I’effet régularisant pour
une équation parabolique). La fonction u(™) est donc solution classique de (5.29). On peut alors mutiplier
cette équation par 7/ (u(™) avec € C?(IR, IR) convexe. On obtient, sur Qx]0, T/,

1
(n(u™)); + bf' (™)' (w™) - Vu,, — =7 (w™)Au™ = 0.
n
On en déduit :
™)), +b- V(™) - ldiv 7 (u™)Vu™) + L u™)|Vu™? = 0.
(n( ] U
n n
Mais 27 (u(™))[Vu(™ |2 > 0, on a donc
1
(n(u™)); +b- V(@) = ~div(y/ (™) Vul™)) <0.
n
En multipliant cette équation par ¢, avec ¢ € C°(Q2 x [0, T[,IR.), on obtient, toujours sur 2x]0, T,

Pn(u™))s + pb - V(™) ~ pdiv () Vul)) < 0
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On integre sur [e, T[x 2 avec € > 0 et, apreés intégration par parties, on obtient :

T T
,/E/Q(n(u(n)))%*/nn(u(n)(g))tp(%e) dxf/e/Q (bq)(u("))-VgoJr%n’(u("))Vu(”)-Vga) dz dt < 0.

Mais on a, quand £ — 0, u(™ (&) — u(™(0) = ug dans L?(Q) et n(u™ (¢)) — n(ug) dans L?(£2) et donc

T T
- [ [ @tne = [ awoe@0) de= [ [ @) Tot L @)vu Vi) drat <o,

Lorsque n — oo, on a n(u™) — n(u) et ®(u™) — ®(u) dans L*(9x]0,T]) et, avec Cpap =
max{ i/ (), A < 5 < B},

I—=[Vu™]]

\*// WMV .V dedt| < Cpap—— rz@xjo,rp lIVelllzz@xjorp — 0

1 1
Vnyn
lorsque n — +o0.

On obtient ainsi, finalement,

// Nes 4+ b- ®(u™)Ve dz dt +/ n(uo)e(x,0) dz >0
Q 0
pour tout ¢ € C°(2 x [0,T[,IR), ce qui termine la preuve de I’existence.

Etape 4. Unicité

Soit u une solution de (5.24). On montre tout d’abord que 1’on peut prendre ¢ € C2° (]RN x [0,T[,IR4) dans
(5.24). C’est ici que I’hypothese b = 0 sur le bord de (2 est utile.

On constuit une suite (¢, ),cnv appartenant & C°(2) et telle que ¢, = 1 sur K,, = {z € Q;d(z,00) > 1},
0 <y, <1let|Ve,| < Cqn, ou Cq ne dépend que 2 (la régularité lipschitzienne de 2 est importante ici). Soit
0 e C®(MRYN x [0,T[,R), On prend alors o(z, t)¢, () comme fonction test dans (5.24), on obtient

T
//ﬂ onn(w)er + en®(u)b Vs@) dz dt+/ n(uo(z))pn(z)e(z,0) dach/O/Qb(I)(u)go-chn dz dt > 0.

Les premiers termes convergent par convergence dominée. Appelons R,, le dernier terme. On va montrer sa conver-
gence assez facilement grace au fait qu’on a suppose b nul sur le bord.

T T
R, = // bO(u)p - Vi, de dt = / / bo(u)p - Vo,
0Ja o Ja,

ou Cp, = Q\ K,.Onadonc
[Bn| < T[bll () Cupll@lloc Can mes(Cr),

ot Cy,¢ = max{|¢(s)], s € [-v,7]}, avec v = |[u| L= (x]o,7)- Comme b = 0 sur IQ x [0,T] (et b continue),
ona b p=(c,) — 0 quand n — oo. Enfin, la suite (n mes(Cl,))new est bornée. On a donc limy, 4 o Ry, = 0 et
on obtient donc

T
/ / n(w)pr + b®(u) - Vi da di + / n(u)p(x,0) dz > 0 Vi € CX(RY x [0, 7], R.),
0JQ Q
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pour tout € C?(IR, IR), i convexe.

Par un procédé de régularisation, il est alors assez facile de montrer que 1’hypothese de régularité sur 7 ( c’est-a-
dire 17 de classe C?) peut étre remplacée par I’hypothése plus faible “n localement lipschitzienne”, ce qui a 1’intérét
de pouvoir utiliser les entropies de Kruskov.

On peut maintenant montrer I’unicité de la solution de (5.24). Soient u et v deux solutions de (5.24). On va
utiliser (5.24) en prenant pour 7 une entropie de Kruskov et des fonctions ¢ € C° (IRN x [0, T[,IR+) (on vient
de montrer que cela est possible). On reprend ici une idée de Kruskov, dite de dédoublement de variables. Elle
consiste tout d’abord 2 choisir, dans (5.24), k = v(y, s) et a prendre (x,t) = ¥ (t)pn(x — y)p,,(t — s) avec
¥ € C([0, T[,IR 1), pn(x) = n p(nz) et p,(t) = np(nt), olt p et p sont des noyaux régularisants, et 2 intégrer
par rapport a y et s. La fonction p est a valeurs positives, est de classe C'*° sur RY, ason support dans la boule de
rayon 1 et son intégrale sur IR™ vaut 1. De méme, la fonction 5 est a valeurs positives, est de classe C™ sur IR, a
son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur IR vaut 1. De plus, on choisit p de maniere a ce que son
support soit dans IR _. Avec ce choix de fonction test (et n assez grand pour que la fonction test soit admissible
dans (5.24)) écrit avec des éléments de ¢ € C°(IRY x [0, T[,IR), on obtient :

Al,n + A2,n + AS,n =+ A4,n > 07 (530)

avec

T T
A= [ [ [ [ et = ot 00 Ot = 1)p ¢ = s)dadrayas.
T T
Ag = /0 /Q/O /Q lu(z, t) — v(y, 8)|Y(t) pn(x — y)pl, (t — s)dxdtdyds,
T T
Azp = /0 /Q/O /Q(f(u(%t)) — f(oly, ) (sign(u(z,t) — v(y, s))Y ()b Vpu(x — y)pu(t — s)dzdtdyds,

T
Aip = /0 /Q /Q fup () — 0y, $)(0) (& — ) (—s)dxdyds.

On passe maintenant a limite quand n — 400 dans (5.30). Il n’est pas difficile de montrer que

T
lim ALn:/O /Q|u(:r,t)—v(x,t))|1/) (t)dxdt.

n——+4oo

On montre ensuite que As ,, + A3 , < 0. Pour cela, on considére la formulation entropique pour v, écrite avec y et
s comme variables. On choisit I’entropie de Kruskov associée a k = u(x,t) et o(y, s) = ¥(t)pn(x — y)p,,(t — 3).
Enfin, on integre par rapport a z € Q et t € IR. On obtient

—/ // /|’U(yvs)—U(xyt)|’l/)(t)P"(x—y)ﬁ;(t—s)dydsdwdt
0 QJo Q

T T
- / /2 / (¢ 00.9)) =l 0) sign(o(y:5) = OO Tpu o~ 1)t ~ )y > 0.

Ce qui donne A; ,, + A3, < 0. On notera que le terme associé a la condition initiale est nul car p,, (t) = 0sit > 0.

11 suffit maintenant de montrer que lim,,_, 4 » A4 ,, = 0 pour conclure en passant & limite dans (5.30) que
T
/ /|u(x,t) — ol )| () ddt > 0. (531)
0o Jao
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Pour montrer que lim, 4~ A4, = 0, on reprend la formulation entropique pour v écrite avec y et s comme
variables. On choisit I’entropie de Kruskov associée a k = ug(z) et (y, s) = ¥(0)pn(x—y) [° D, (—7)dT (avec
n assez grand pour cette fonction test  soit admissible). Enfin, on integre par rapport a = € 2. On obtient

Ag — /0 /Q /Q (f(v(y,S))—f(uO(x))(sign(v(y,s)—uO(x))ib(O)prn(x—y)(./s " pu(—r)dr)dydsdz

[ [ uotw) = @) (@l ~ y)dody = .
aJa
On a donc
0 S A4m S-ASm'+*4&n7

avec

Agp = — / / / — F(uo(2)) (sign(v(y, 5) — uo())(0)b- Vo (x — ) /:oﬁn(—T)dT)dydsdx,

Agn = /Q /ﬂ luo(y) — 1o ()| (0)pn (z — y)derdy.

I n’est pas difficile de montrer que lim;,—; 1 oo A5 5 = limy, o0 As,n = 0. On en déduit que lim,, ;o Agn =0
et, finalement, on obtient (5.31).

On peut maintenant conclure. Soit 0 < & < T'. On peut choisir ¢ € C°([0, T[,IR4) t.q. ' < 0sur]0,T — ¢].
L’inégalité (5.31) donne alors u = v p.p. sur 2x]0, T — [. Comme ¢ est arbitrairement petit, on en conclut que
u = v p.p. sur 2x]0, T, ce qui termine la preuve de 1’unicité. ]

£

Remarque 5.19 (Pour le cas ou €2 est non borné) Dans la partie “unicité” (Etape 4) de la démonstration précé-
dente, il aurait été possible de prendre un fonction ¢ dépendant aussi de x. On aurait alors obtenu

// lu — |1y dz dt + // f(v)sign(u — v) - Vopdadt > 0 V) € C(RY x [0, T[,IR4). (5.32)

Ceci est intéressant pour montrer alors 1’unicité dans le cas ol I’ouvert € est non borné (par exemple, 2 = R™)
en profitant de la propriété de “propagation a vitesse finie” pour les problemes hyperboliques. Plus précisément,
on prend dans (5.32) ¥(z, t) = r(t)p,(|z| +wt), avec w = L¢||b|| oo, ot Ly est un majorant de | f’| sur I’intervalle
[=7.7] avec = max{[[ulloc, [0]loc . 7(t) = (1/T)(T — )" et pg € C((0,00[, Roy). ¢ = 1 sur [0, a] pour
a > 0 donné et ¢, décroissante (on peut remarquer qu’un argument simple de régularisation autorise de prendre
une telle fonction ¢ dans (5.32)). On obtient alors

1 T T L
——// lu — v|pe(|z] + wt) dz dt+/ / |u —vlr(t)¢l(Jz] + wt)w dz dt
T JoJmn o Jm¥

! x
+ /(; AN b(f(u) — f(v))sign(u — v)r(t)e, (|z| + Wt)mdl’dt > 0.

Mais,
T
[ ot st or@gital +on t< = [0l o 0ele + e

< - / / lu — v|r(t), (|| + wt)wdzdt,
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carw = Ly||b||. On a donc

1 /7
f—/ / lu — v|pa(|z] + wt)dzdt > 0.
T 0 ]R,N

On en déduit, avec B, ; = {z t.q. |z| + wt < a} que fOT(fB , |u—vl|dz)dt = 0. On fait tendre maintenant a vers

+00. On obtient, par convergence monotone, fOT Jo lu— v|dzdt = 0 et donc u = v p.p. sur 2x]0, T

Remarque 5.20 (hypothéses sur b)

1. On a besoin d’une régularité C'' de b pour obtenir ’estimation BV sur les solutions approchées. Si on n’uti-
lise pas I’estimation BV, on a de toutes facons besoin de la régularité C'' de b pour 1’unicité. Actuellement,
le probléme b ¢ C* est un probléme ouvert.

2. On a supposé divb = 0. On pourrait remplacer cette hypothese par divb € L> a condition de supposer que
f soit lipschitzienne. On a aussi supposé que b = 0 sur 92 (pour ne pas traiter le cas, difficile, des conditions
aux limites) mais on pourrait remplacer cette condition par b - n = 0 sans grande difficulté supplémentaire.
Le probléme des conditions aux limites interviendrait si b - n # 0.

5.3 Exercices

Exercice 5.1 (Construction d’une solution faible) Corrigé 5.1 page 209

On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

up + (u?), = 0dans IR x IR,
{ u(+,0) = up dans IR. (5-33)
Construire une solution faible de (5.33) pour ug définie par :
1 six <0,
u(z)=<¢ 1—z si0<z <1,
0 six > 1.
Exercice 5.2 (Non unicité des solutions faibles)
On considere I’équation
ug + (u?), =0
ug six <0 (5.34)

u((),ac):{ uqg six >0

avec ug < Ug.

u(t,z) =uy siz <ot
u(t,z) =uq six>ot
Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.34).

1. Montrer qu’il existe ¢ € IR tel que si alors u est solution faible de (5.34).

2. Montrer que u définie par :
u(t,z) =uy, stz <2ugt
u(t,z) = 57 s12ugt < < 2ugt (5.35)
u(t,z) =uq siz > 2ugt

alors w est solution faible entropique de (5.34).
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Exercice 5.3 (Construction d’une solution entropique)

On considere dans cet exercice 1’équation de Burgers avec une condition initiale :

uy + (u?)y = 0dans R x IR,
u(+,0) = up dans IR.

Construire une solution entropique de (5.36) pour u définie par :

0 six <0,
w(x)=¢ 1—a si0<z<l,
1 six > 1.

Exercice 5.4 (Probleme de Riemann (1))

(5.36)

Soit f la fonction de IR dans IR définie par f(s) = s*. Soit u, et uy des réels. Calculer la solution entropique du

probleme de Riemann (5.14) avec données u, et u, en fonction de ug et u,.

Exercice 5.5 (Probleme de Riemann (2))

1. Déterminer la solution entropique de (5.14) dans le cas ou f est strictement concave.

2. On se place dans le cas ol f est convexe puis concave : plus précisément, on considére f € C2(IR,IR) avec

M f(0) =0, f/(0) = f'(1) =0

(i) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur|0, a[, f est strictement concave sur |a, 1.

On supposera de plus ug = 1, uq = 0.

(a) Soit b I'unique élément b €]a, 1] tel que @ = f’(b) ; montrer que u définie par :

u(t,z) =1 six <0
ult,x) =¢ siz=f'(t, b<i<1
u(t,z) =0 sixz> f(b)t

est la solution faible entropique de (5.14) (sous les hypotheses précédentes).

(b) Construire la solution entropique du probleme de Riemann dans le cas f(u) =

[0, 1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )

Exercice 5.6 (Solution entropique (1))

Construire la solution entropique du probléme

ug + (u?), =0
0 sizx<O0
w(z,0) =up(z) =4 = size€0,1]
0 si>1

Vérifier que pour tout ¢ > 0 on a bien [i, u(z,t)dz = [ uo(x)da.

Exercice 5.7 (Solution entropique (2))

EDP, Télé-enseignement, M2 206

W
w2y (=u

& etug, uq €

4



5.3. EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Construire la solution entropique du probléme

u+ (1), =0
1 six<—1,
0 si—1<z<0,
u(z,0) =uo(*) =9 9 Go<yp< 1,
0 siz>1.
Exercice 5.8 (Solution non entropique)
On s’intéresse a 1’équation de Burgers.
ur(t,z) + (u?)(t,z) =0, t e Ry, z € R, (5.37)
u(0,2) =0, z € R. (5.38)

1. (Question de cours...) Donner le sens de “u solution faible de (5.37)-(5.38)” et “u solution entropique de
(5.37)-(5.38)”.

On définit v de R, x IR dans IR par:

u(t,z) =0, te Ry, z € R, = < -1, (5.39)
u(t,x):%, teRY, z€R, —Vi<az< i, (5.40)
u(t,z) =0, t e Ry, z € R, = > Vt. (5.41)

2. Montrer que u € L} (R4 xR)etu? € L} (IR x IR). (On rappelle qu'une fonction v de R x IR dans

loc loc

R appartienta L} (IR y x R) sivlx € L} (IR x R) pour tout K C IR x R = [0, 0o[xIR, K compact.)

loc

3. (Solution faible ?) Montrer que u vérifie :

/ (u(t, 2)@s(t, ) + u*(t, x) @ (t, x))dzdt = 0, Vo € C} (R, x R, R). (5.42)
R4 xR

La fonction u est-elle solution faible de (5.37)-(5.38) ?
4. (Solution entropique ?) Soit 1 une fonction convexe de IR dans IR, de classe C''. On définit ¢ de IR dans IR

s 7

par: ¢(s) = [, n'(€)f(§)dE, pour tout s € IR. Montrer que u vérifie :

/]R ]R(n(u)(t7 z)pi(t, z) + ¢(u)(t, )y (t, 2))dadt > 0, Ve € CH(RG x R,R4). (5.43)

[On pourra commencer par étudier, grice a la convexité de 7, le signe de ¢(s) — sn(s).]
La fonction u est-elle solution entropique de (5.37)-(5.38) ?

N.B. : Dans tout I’exercice, bien distinguer IR’ et IR ;. (en particulier distinguer C} (IR x IR,IR) et C}(IR x
IR, IR). Bien justifier dans les 3¢me et 4¢éme questions que les quantités sous le signe [ sont intégrables. La 4¢me
question montre que 7(u)¢ + ¢(u), < 0 au sens des dérivées par transposition dans R’ x IR.

EDP, Télé-enseignement, M2 207



5.3. EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

Exercice 5.9 (Flux strictement convexe et entropie) Soit f € C*(IR,IR) et up € L>(IR). On s’intéresse ici a
la solution entropique du probléme suivant :

ut+(f( ) 7 (xvt)E]RXR-‘rv
5.44
{ u(,0) = (). G449
Soit ¢ € R, Dy = {(z,t) € R x R};x < ot} et Dy = {(z,t) € R x R};x > ot}. On suppose que
u|p, € CY(D;,IR) (i = 1,2) et que u est solution faible de (5.44). En particulier, on a donc (voir la proposition
5.7)
olu](ot,t) = [f(u)](at,t) pour tout t € R . (5.45)

1. Montrer que u est solution entropique de (5.44) si et seulement si
o[n(u)(ot,t) > [¢(u)](ot,t) pour tout t € Ry, (5.46)

pour toute fonction n € C1(IR, IR) convexe et ¢ € CH(IR, IR) telle que ¢’ = f'7.

2. Si f est strictement convexe et u est solution entropique de (5.44), montrer que u_ (ot t) > u, (ot,t) pour tout
teR". [On pourra choisir n = f dans (5.46).]

On rappelle que uy (ot,t) = limy o u(x,t), u_(ot, t) = limgyes u(z, t), [ul(ot,t) = uy(ot, t) — u_(ot,t) et
l9(w)](at,t) = g(uy (ot 1)) — g(u—(at,t)) pour g = f, 7 ou ¢.
Exercice 5.10 (Effet “Landau’) Corrigé 5.2 page 209

Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution
(faible) du probleme suivant :

ou ou .
E(xayat)+y%(xayat) =0, z,y € R, tEIR+7 (5.47)
1. Donner explicitement en fonction de f 1’unique solution faible de (5.47).

Dans la suite, on note u cette solution faible.

: P
On remarquera que u est continue de IR dans L

(IR?) pour tout p < co.

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et r > 0, on pose

y+r
F(y,r) = i/ f(2)d=.

2r Sy

2. (Question liminaire) Montrer que lim, _, 1 o, F'(y, ) = m, uniformément par rapporta y € IR.

3. Soit a,b € IR et § > 0. Montrer que

b+o
lim / u(z,y, t)drdy = 46°m

t—+o00

[On pourra remarquer que fbbf; flxz —yt)dy = 20F (x — bt, dt).]

4. Montrer que u(., .,t) — m x-faiblement dans L (IR?), quand t — +oc.
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0 0
5. Montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on remplace dans (5.47) ya—u par a(y) a—u otta € CY(IR,R)
x

et a’(y) # 0 pour tout y € IR. (Plus généralement, ce résultat reste vrai sous ’hypothése plus faible que
I’ensemble des points ou a’ s’annule est de mesure nulle.)
Exercice 5.11 (Principe du maximum et positivité)

Soit v une fonction lipschitzienne et de classe C* de IR dans IR. Soit ug € C(IR,IR). On s’intéresse aux deux
problémes suivants :

ou ou .

E(m,t)—i—v%(a:,t)—o, relR, te R, (5.48)
u(z,0) = uo(x), z € R.

ou ovu .

E(:c,t)wLE(wJ)fO, reR, te R, (5.49)

u(z,0) = up(x), z € R.

1. Soit A,B € R t.q. A < ug(xz) < B pour tout z € IR. Soit u la solution (continue) de (5.48), montrer que
A < wu(z,t) < Bpourtoutz € IR ett € IR. Montrer (en donnant un exemple) que cette propriété peut étre
fausse si u est solution de (5.49).

2. On suppose que ug(z) > 0 pour tout 2z € IR. Soit u la solution (continue) de (5.49), montrer que u(x,t) > 0
pourtoutz € Rett € IRy.

5.4 Corrigés d’exercices

Corrigé 5.1 (Construction d’une solution faible)

On considere dans cet exercice I’équation de Burgers avec une condition initiale :

{ ug + (u?), = 0dans R x RY, (5.50)

u(+,0) = ug dans IR.
Construire une solution faible de (5.50) pour uy définie par :

1 sixz <0,
wl(z)=q¢ 1—z si0<z<l,
0 six > 1.

Corrigé — Pour 0 < t < 1/2, la solution est continue et on peut la trouver en construisant les courbes caractéristiques.
Puis, en t = 1/2, certaines courbes caractéristiques se rencontrent (au point x = 1), une disontinuité apparaiit et se
propage a une vitesse conforme a la relation de Rankine Hugoniot. Ceci nous permet de construire la solution.
On pose :
Dy ={(z,t),0 <t <% z<2}U{(z,t),t>L o<t + 1}
Dy ={(z,t),0<t< 1,2t <z <1},

X 1 o o 1 1 o
D3 = {(z,t),0<t < 5,1 <z} U{(z,t),t> 5, t+ 35 <z},
on prend u(x,t) = 1si (x,t) € D1, u(z,t) = 0si (x,t) € D3 et u(w,t) = =% si (z,t) € Da. La fonction u est bien
solution faible de (5.50).

Corrigé 5.2 (Effet “Landau”)
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Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution
(faible) du probléme suivant :

ou ou N
a(w,y,t)ﬂ-y%(x,y,t) =0, z,y € R, tEIR+, (5.51)
u(z,y,0) = f(z), z,y € R.

1. Donner explicitement en fonction de f 1’'unique solution faible de (5.51).

Corrigé — La premiere équation de (5.51) peut s’écrire 8—1:(76, Y, t) + % (z,y,t) = 0. La notion de solution faible

pour cette équation est donc parfaitement définie.

Etape 1, construction d’une solution
Le probleme (5.51) correspond a une équation de transport dans la direction x, la vitesse du transport dépendant de
la variable y (que I’on peut voir ici comme un paramétre). Le début du chapitre 5 nous suggere alors la forme de la
solution faible. Pour (z,y,t) € R X IR x IR, on pose

u(z,y,t) = flz - yt).
La fonction w ainsi définie appartient bien a L (IR x R x IR ). On montre maintenant que w est solution faible de
(5.51).
Soit p € CL(IR* x IR, R). On va montrer que

/ / / u(f&,yvt)(%(x?y,t)+Wm(x-,y7t))dxdydt=7/ f(z)e(z,y,0) dz dy. (5.52)
JrR, JR IR R

Ceci montrera bien que u est solution faible de (5.51). On considere de terme de gauche de (5.52) en remplacant
u(x,y,t) par f(x — yt) et on utilise dans 'intégrale par rapport & x le changement de variable x — yt = z (pour y
et t fixés, on profite aussi ici du théoreme de Fubini). On obtient

/]R /m /]R fl@—yt)(ee(z, y,t) + ypo(z,y,t)) do dy dt

:/ //f(Z)(wt(Z+yt7y,t)+W:c(z+yt,y,t))dzdydt
R, /R JR

(Noter que @, désigne toujours la dérivée de @ par rapport a sa premiere variable et @ désigne toujours la dérivée
de @ par rapport a sa troisieme variable.)

Pourz,y € Rett € Ry, onpose ¥(z,y,t) = o(z+yt,y,t), de sorte que U (z,y,t) = ypz (2 +yt,y,t) + (2 +
yt, y,t). On obtient ainsi

[ | te-went rveeasayai= [ [ [ feutnn
R, JRJR Ry JRJ/R
On peut maintenant intégrer le terme de droite d’abord par rapport a t (grdce au théoreme de Fubini), on obtient
[ [t nt +vere ) doayd == [ [ .0 dzay
R, /R JR R JIR
Ce qui donne
[ ] | et +vere ) doayd == [ [ 0.0 dza.
Ry JRJR JRJR

On a bien montré (5.52). La fonction u est donc bien une solution faible de (5.51).

Unicité de la solution faible de (5.51)

Grdce a la linéarité de la premiere équation de (5.51), il suffit de montrer que si u est solution de (5.52) (pour tout
0 € CYIR?* x R4, R)) avec f = 0 p.p., alors u = 0 p.p.. On suppose donc que u appartient & L°°(IR* x R et
vérifie

/ / / w(z,y, ) (pe (2,9, 1) + ypa(x,y, 1)) dz dy dt = 0 pour tout ¢ € CH(IR® x R, IR). (5.53)
R, JRJR
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On va montrer que u = 0 p.p..

Soit 1 € CH(IR? x R4, IR). Pour z,y € R ett € IR, on pose

400
plat) == [ wlo =yt = 5)..5) ds.
t

On a aussi ¢ € CH(IR? x R4, 1R) et on remarque que pour tout z, y € IR et tourt > 0 on a
0o

Pu(e, ) v, ) = bl )+ [ bl = (e = 5),p,5) ds

Jt

“+oo
u [ ale = e 5)) ds
t
et donc
(2,9, t) + ypa (T, y, 1) = P(2,9,1).
En prenant cette fonction  dans (5.53) on obtient

/ / / u(z,y, ) (x, y, t) dz dy dt = 0 pour tour p € CL(IR® x R4, IR).
Ry R

On en déduit que u = 0 p.p..
N.B. La méthode que nous venons d’utiliser est une méthode classique pour obtenir ’unicité d’un probléme par la
résolution du probléme adjoint (qui est ici i + Yp = ¥ avec = 0 comme donnée “finale”.)

Dans la suite, on note u cette solution faible.

: p
On remarquera que u est continue de IR dans L,

(IR?) pour tout p < co.

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et > 0, on pose

y+r
Fon) =5 [ s

2r Jy_r

2. (Question liminaire) Montrer que lim,_, { o, F'(y, ) = m, uniformément par rapporta y € IR.
Corrigé — SoitT > 0tq. f(z+T) = f(z) pour tout z € R (la fonction f est donc de période T).
Soity € Retr>T. llexistep, g€ Z t.q. (p— DT <y—r <pT <qT <y+r <(¢g+1)T. Onaalors
pT qT y+r pT Y+
2rF(y,r) = / f(z)dz + / f(z)dz + / f(z)dz = / f(z)dz+ (¢ — p)mT + / f(z)dz.
y—r pT qT y—r qT
Ceci donne

F(y,r) =m+ (M Yym + —/ f(z)dz + — f(z)dz.

2r
Comme 0 < 2r — (q — p)T < 2T et que, avec M = max{|f(z)|, z € R},

’/Ij.f(z)dd = /il |f(2)ldz < MT, ‘/iﬂ f(z)dz| < /yﬁ |f(z)|dz < MT,

JqT
(|m|+ M)T

”
ce qui prouve bien que lim,_, o F'(y,r) = m, uniformément par rapport a y € R.

2r

on a donc
|F(y,r) —m| <
3. Soita,b € R et § > 0. Montrer que

b+6
lim / u(z,y, t)drdy = 46°m

t—+4o0

[On pourra remarquer que fbbj; flz —yt)dy = 20F (z — bt, dt).]
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Corrigé —  Soit v € R et t > 0. En utilisant le changement de variable z = x — yt, c’est-a-dire y = (xz — z)/t, on

obtient s o
e —yyay = [ 1@ 4, — 95F(x — b, 6
flz—yt)dy = ;- 4z = 20F (z — bt, ot).
b—§ z—bt—§8t

Soit maintenant t > 0. On sait que U(T y t) = f(x — yt), on a donc

b+5 "b+6
/ / (z,y,t)dzdy = / / (z — yt)dzdy.
b—

Avec le théoréme de Fubini, on a donc

b+6 a+§8 a+46 b+6 a+48
/ / u(z,y, t)dedy = / (/ flx— yt)dy) dx = 25/ F(x — bt,ot)dx
b—d a—6 a—é b—6 a—o

La deuxiéme question donne lim;_, oo F'(x — bt,0t) = m, uniformément par rapport a x, on a donc bien

b+5
lim / / u(z,y, t)dzdy = 46%*m.
b

t—+o00

4. Montrer que u(., .,t) — m x-faiblement dans L (IR?), quand t — +oc.

Corrigé —  On remarque d’abord que (avec M = max{|f(z)|,z € R})
lu(:, -, )| oo (m2)y < M pour tout t > 0.
On pose
C={lja—s,ats[xJp—s.a+s[» a,b € R, § > 0}

La question précédente montre que pour tout p € C on a

lim/ / u(ﬂf,yvt)cﬂ(:v-,y)dmdy:m/ / w(x,y)dedy. (5.54)
t= Jr JR R JR

On note maintenant E [’espace vectoriel engendré par C. Par linéarité de l'intégrale, on a alors (5.54) pour tout
p e k.

L’espace vectoriel E est dense dans L* (]R2) (pour la mesure de Lebesgue). Pour montrer ceci, il suffit, par exemple,
d’utiliser la densité de C.(IR? | IR) dans L*(IR?) puis de remarquer que tout élément de C.(IR?, R peut étre appro-
ché d’aussi prés que I’on veut pour la norme de L* (]RQ) par un élément de . On en déduit bien que E est dense dans
L*(IR?). Grace a cette densité et a la borne L™ (IR?) sur u(-, -, t), on conclut facilement que (5.54) est vrai pour tout
u € L*(IR?). Ceci donne bien que ul., .,t) — m *-faiblement dans L™ (IR?), quand t — +oo.

0 0
5. Montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on remplace dans (5.47) ya—u par a(y) a—u ota € CY(R,R)
x x

et a’(y) # 0 pour tout y € IR. (Plus généralement, ce résultat reste vrai sous 1’hypothése plus faible que
I’ensemble des points ou a’ s’annule est de mesure nulle.)
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