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1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1.6 Valeurs propres et vecteurs propres

Les techniques de recherche des éléments propres, c.a.d. des valeurs et vecteurs propres (voir Définition 1.2 page
7) d’une matrice sont essentielles dans de nombreux domaines d’application, par exemple en dynamique des struc-
tures : la recherche des modes propres d’une structure peut s’avérer importante pour le dimensionnement de struc-
tures sous contraintes dynamiques ; elle est essentielle dans la compréhension des phénomenes acoustiques.

On peut se demander pourquoi on parle dans ce chapitre, intitulé “systémes linéaires” du probléme de recherche des
valeurs propres : il s’agit en effet d’un probleme non linéaire, les valeurs propres étant les solutions du polyndme
caractéristique, qui est un polyndme de degré n, ou n est la dimension de la matrice. Il n’est malheureusement
pas possible de calculer numériquement les valeurs propres comme les racines du polyndme caractéristique, car
cet algorithme est instable : une petite perturbation sur les coefficients du polyndme peut entrainer une erreur tres
grande sur les racines (voir par exemple le chapitre 5 du polycopié d’E. Hairer, cité dans I’introduction de ce cours,
en ligne sur le web). De nombreux algorithmes ont été développés pour le calcul des valeurs propres et vecteurs
propres. Ces méthodes sont en fait assez semblables aux méthodes de résolution de systemes linéaires. Dans le
cadre de ce cours, nous nous restreignons a deux méthodes trés connues : la méthode de la puissance (et son
adaptation de la puissance inverse), et la méthode dite Q R.

1.6.1 Méthode de la puissance et de la puissance inverse

Pour expliquer I’algorithme de la puissance, commencons par un exemple simple. Prenons par exemple la matrice

2 -1
S
dont les val t1et3,etl t igs 0 = 2 |H o p@ = w2 [ 1] pay
ont les valeurs propres sont 1 et 3, et les vecteurs propres associés f'°/ = %= e =% _ | - Partons
dex = 0 et faisons tourner scilab en itérant les instructions suivantes :
-—>x = A * X ; X = x/norm(x)
ce qui correspond a la construction de la suite
0 k
w(0)2i7 x(l):Awi(),...7m(k+1):A$7() (1.141)
]| Az ()| | Az k) |
ol ||x|| désigne la norme euclidienne.
On obtient les résultats suivants :
0.8944272 0.7808688 0.7327935 0.7157819 0.7100107 0.7080761 0.7074300
-0.4472136 - 0.6246950 - 0.6804511 -0.6983239 -0.7061361 -0.7067834 - 0.706999
o . -1 .
On voit clairement sur cet exemple que la suite 2(*) converge vers f, = 4 [ J lorsque k — +o00. Si maintenant

on fait tourner Scilab en lui demandant de calculer ensuite le produit scalaire de Ax avec « :

——>x= A*x;xX=X/norm(x);mu=(Axx)’ *x

ce qui correspond au calcul de la suite i, = Az - () k > 0, on obtient la suite :
2.8,2.9756098, 2.9972603, 2.9996952, 2.9999661, ...

qui a tout I’air de converger vers 3! En fait on a le théoréme suivant, qui montre que dans un certain nombre de
cas, on a effectivement convergence de I’algorithme vers la valeur propre dite dominante (celle qui correspond au
rayon spectral).
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1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Théoréeme 1.61 (Convergence de la méthode de la puissance). Soir A une matrice de M,,(C). Onnote Ay, -+ , Ay,
les valeurs propres de A, (f1,-- , f,,) une base orthonormée de trigonalisation de A telle que Af, = A\n¥,, -
On suppose que la valeur propre \,, est dominante, c.a.d. que

|)‘n| > |)‘n—1| 22 |)\1|7

et on suppose de plus que ), € R. Soit x(©) & Vect(f,,--- s Fr_1)- Alors, la suite de vecteurs xoy, définie par
(1.141) converge vers un vecteur unitaire qui est vecteur propre de A pour la valeur propre dominante \,,.

De plus, si la norme choisie dans I’algorithme (1.141) est la norme 2, alors la suite (Axy, - Tk )reNn converge vers
Ap lorsque k — +oc.

Démonstration. La démonstration de ce résultat fait I’objet de ’exercice 72 dans le cas plus simple ot A est une
matrice symétrique, et donc diagonalisable dans IR. O

La méthode de la puissance souffre de plusieurs inconvénients :

1. Elle ne permet de calculer que la plus grande valeur propre. Or tres souvent, on veut pouvoir calculer la plus
petite valeur propre.

2. De plus, elle ne peut converger que si cette valeur propre est simple.

3. Enfin, méme dans le cas ou elle est simple, si le rapport des deux plus grandes valeurs propres est proche de
1, la méthode va converger trop lentement.

De maniere assez miraculeuse, il existe un remede a chacun de ces maux :

1. Pour calculer plusieurs valeurs propres simultanément, on procede par blocs : on part de p vecteurs orthogo-
naux x§°>, . wéo) (au lieu d’un seul). Une itération de la méthode consiste alors a multiplier les p vecteurs
par A et a les orthogonaliser par Gram-Schmidt. En répétant cette itération, on approche, si tout se passe

bien, p valeurs propres et vecteurs propres de A, et la vitesse de convergence de la méthode est maintenant
n—p
An C

2. SiI’on veut calculer la plus petite valeur propre, on applique la méthode de la puissance 4 A~!. On a alors
convergence (toujours si tout se passe bien) de A~1xy, - ) vers 1/|)\1]. Bien sir, la mise en oeuvre effective
ne s’effectue pas avec I'inverse de A, mais en effectuant une décomposition LU de A qui permet ensuite la
résolution du systeme linéaire A&y 1 = =) (et i1 = Tpr1/||Trsa|])-

3. Enfin, pour accélérer la convergence de la méthode, on utilise une translation sur A, qui permet de se rap-
procher de la valeur propre que 1’on veut effectivement calculer. Voir a ce propos 1’exercice 73.

1.6.2 Méthode QR

Toute matrice A peut se décomposer sous la forme A = QR, ou ) est une matrice orthogonale et R une matrice
triangulaire supérieure. Dans le cas ol A est inversible, cette décomposition est unique. On a donc le théoréme
suivant :

Théoréme 1.62 (Décomposition QR d’une matrice). Soit A € M,,(IR). Alors il existe Q matrice orthogonale et
R matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs ou nuls tels que A = QR. Si la matrice A est
inversible, alors cette décomposition est unique.

La démonstration est effectuée dans le cas inversible dans la question 1 de I’exercice 76. La décomposition QR
d’une matrice A inversible s’obtient de maniére trés simple par la méthode de Gram-Schmidt, qui permet de
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1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

construire une base orthonormée q,, . .., g,, (les colonnes de la matrice @), a partir de n vecteurs vecteurs indé-
pendants aq, . . ., a, (les colonnes de la matrice A). On se reportera a I’exercice 74 pour un éventuel raffraichisse-
ment de mémoire sur Gram-Schmidt. Dans le cas ot A n’est pas inversible (et méme non carrée), la décomposition
existe mais n’est pas unique. La démonstration dans le cadre général se trouve dans le livre de Ph. Ciarlet conseillé
en début de ce cours.

L’algorithme @) R pour la recherche des valeurs propres d’une matrice est exttmement simple : Si A est une matrice
inversible, on pose Ag = A, on effectue la décomposition QR de A: A = Ay = Qo Ry et on calcule A1 = RyQo.
Comme le produit de matrices n’est pas commutatif, les matrices Ag et A; ne sont pas égales, mais en revanche
elles sont semblables ; en effet, grice a 1’associativité du produit matriciel, on a :

A1 = RoQo = (Q ' Qo) RoQo = Qy ' (QuRo)Qo = Q" AQo.

Les matrices Ag et A; ont donc méme valeurs propres.

On recommence alors 1’opération : a I’itération k, on effectue la décomposition QR de Ay : A = Qr Ry et on
calcule Agy1 = RiQp.

Par miracle, pour la plupart des matrices, les coefficients diagonaux de la matrice Ay tendent vers les valeurs
propres de la matrice A, et, pour une matrice symétrique, les colonnes de la matrice (), vers les vecteurs propres
associés. On sait démontrer cette convergence pour certaines matrices ; on pourra trouver par exemple dans les
livres de Serre ou Hubbard-Hubert la démonstration sous une hypothese assez technique et difficile a vérifier en
pratique ; I’exercice 76 donne la démonstration (avec la méme hypothese technique) pour le cas plus simple d’une
matrice symétrique définie positive.

Pour améliorer la convergence de 1’algorithme Q) R, on utilise souvent la technique dite de “shift” (translation en
frangais). A ’itération n, au lieu d’effectuer la décomposition QR de la matrice A,,, on travaille sur la matrice

(k)

A, — bl, ou b est choisi proche de la plus grande valeur propre. En général on choisit le coefficient b = ayy, .
L’exercice 75 donne un exemple de 1’application de la méthode Q R avec shift.

1.6.3 Exercices (valeurs propres, vecteurs propres)

Exercice 72 (Méthode de la puissance). Suggestions en page 141, corrigé en page 142

1.

(b)

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique (non nulle). Soit \,, € IR valeur propre de A t.q. [\,| = p(A)
et soit ¥(©) € IR™. On suppose que —\,, n’est pas une valeur propre de A et que y°) n’est pas orthogonal
a Ker(A — A\, Id), ce qui revient a dire que lorsqu’on écrit le y(© dans une base formée de vecteurs propres
de A, la composante sur sous-espace propre associé a A, est non nulle. (L’espace R™ est muni de la norme
euclidienne.) On définit la suite (y(k))ke]N par y*t1) = Ay®) pour k € IN. Montrer que

(k)

(a) Yy y,quand k — oo, avec y # O et Ay = A\, y.

(An)E
ly ™)

— p(A) quand k& — oc.
oy P

(c) Wy% — x quand k — oo avec Ax = \,zet|z| = 1.

Cette méthode de calcul de la plus grande valeur propre s’appelle “méthode de la puissance”.

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR". Pour calculer « t.q. Az = b, on considere un méthode

itérative : on se donne un choix initial (), et on construit la suite *) telle que z**Y = Bz® + ¢ avec
¢ = (Id — B)A~'b, et on suppose B symétrique. On rappelle que si p(B) < 1, la suite (y*)) ey tend vers .
Montrer que, sauf cas particuliers a préciser,

2P+ —a||

(@) llz” ==l p(B) quand k — oo (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence de la méthode
[[2) —a]]

itérative).
|zt ()|

(b) m — p(B) quand k — oo (ceci permet d’estimer p(B) au cours des itérations).

Exercice 73 (Méthode de la puissance inverse avec shift). Suggestions en page 141. Corrigé en page 143.
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1.6. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Soient A € M, (IR) une matrice symétrique et A1, ..., A, (p < n) les valeurs propres de A. Soiti € {1,...,p},
on cherche  calculer );. Soit (?) € IR™. On suppose que x(*) n’est pas orthogonal a Ker(A — \;Id). On suppose
également connaitre 4 € IR t.q. 0 < | — \;| < | — ;| pour tout j # 4. On définit la suite (z¥)),ey par
(A — pId)z*+1) = 2(*) pour k € IN.

1. Vérifier que la construction de la suite revient a appliquer la méthode de la puissance a la matrice A — puId)~ L.

2. Montrer que ®) (\; — )* — a, quand k& — oo, ol z est un vecteur propre associé a la valeur propre \;, c.a.d.
x # 0et Ax = \;x.

[Nl 1
_>
]| =]

3. Montrer que quand k& — oo.

Exercice 74 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Corrigé en page 143

Soient u et v deux vecteurs de IR™, u # 0. On rappelle que la projection orthogonale proj,, (v) du vecteur v sur
la droite vectorielle engendrée par u peut s’écrire de la maniere suivante :

. v-u

proj, (v) = T a
oll u - v désigne le produit scalaire des vecteurs w et v. On note || - || la norme euclidienne sur IR™.
1. Soient (@, . .., an) une base de IR". On rappelle qu’a partir de cette base, on peut obtenir une base orthogonale
(v1,...,v,) et une base orthonormale (g4, ..., q,,) par le procédé de Gram-Schmidt qui s’écrit :
Pourk =1,...,n,

ap v v

kU5 k
Uk:ak—Z—]vj, q,=7—7- (1.142)

Ui [l

1. Montrer par récurrence que la famille (v1, ..., v, ) est une base orthogonale de IR".

2. Soient A la matrice carrée d’ordre n dont les colonnes sont les vecteurs a; et ) la matrice carrée d’ordre N
dont les colonnes sont les vecteurs g ; définis par le procédé de Gram-Schmidt (1.142), ce qu’on note :

A:[al as ... an}, Q:[ql qs ... qn].

Montrer que

k—1
ap - vV;
ar = [lvkllg, + > Lq;.
= vl

En déduire que A = @R, ol R est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont positifs.

3. Montrer que pour toute matrice A € M,,(IR) inversible, on peut construire une matrice orthogonale () (c.a. d.
telle que QQ! = Id) et une matrice triangulaire supérieure R a coefficients diagonaux positifs telles que A = QR.

1 4

1 0]°

5. On considere maintenant I’algorithme suivant (ot I’on stocke la matrice ) orthogonale cherchée dans la matrice
A de départ (qui est donc écrasée)

4. Donner la décomposition QR de A = {

Algorithme 1.63 (Gram-Schmidt modifié).
Pourk=1,...,n,
Calcul de la norme de ay,

1
ik = (3 afy)?

Normalisation
Pourt=1,....n
Qe = Qe [Tk
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Fin pour ¢

Pourj=k+1,...,n

Produit scalaire correspondant a qy, - a;
N n

Thj 1= D iy Qikij
On soustrait la projection de ay, sur q; sur tous les vecteurs de A apres k.
Pouri=k+1,...,n,
Qg5 1= Qg5 — QikTkj

Fin pour i

Fin pour j

Montrer que la matrice A résultant de cet algorithme est identique a la matrice ) donnée par la méthode de Gram-
Schmidet, et que la matrice R est celle de Gram-Schmidt. (Cet algorithme est celui qui est effectivement implanté,
car il est plus stable que le calcul par le procédé de Gram-Schmidt original. )

cosf sin 9}

Exercice 75 (Méthode QR avec shift). Soit A = [sin P 0

1. Calculer les valeurs propres de la matrice A.
2. Effectuer la décomposition QR de la matrice A.

3. Calculer A; = RQ et A; = RQ — bId o b est le terme aks de la matrice A;
4. Effectuer la décomposition QR de A; et Ay, et calculer les matrices Ay = R1Qq et Ay = Ry Ql.

Exercice 76 (Méthode (Q R pour la recherche de valeurs propres). Corrigé en page 144

Soit A une matrice inversible. Pour trouver les valeurs propres de A, on propose la méthode suivante, dite “méthode
QR”: Onpose A; = A et on construit une matrice orthogonale () et une matrice triangulaire supérieure R; telles
que A; = @1 Ry (par exemple par I’algorithme de Gram-Schmidt). On pose alors A; = R1Q1, qui est aussi une
matrice inversible. On construit ensuite une matrice orthogonale ()5 et une matrice triangulaire supérieure Ry telles
que As = Q2 Ry et on pose A3 = R3(3. On continue et on construit une suite de matrices Ay, telles que :

Al =A=Q 1R, RiQ1=A42 = Q2Rs, ..., RiQr = Ar = Qry1Riy1. (1.143)

Dans de nombreux cas, cette construction permet d’obenir les valeurs propres de la matrice A sur la diagonale
des matrices Ag. Nous allons démontrer que ceci est vrai pour le cas particulier des matrices symétriques définies
positives dont les valeurs propres sont simples et vérifiant I’hypothese (1.145) (on peut le montrer pour une classe
plus large de matrices).

On suppose a partir de maintenant que A est une matrice symétrique définie positive qui admet n valeurs propres
(strictement positives) vérifiant A\ < Ao < ... < A,. On adonc :

A= PAP', avec A = diag(\1,...,\n), et P est une matrice orthogonale. (1.144)
(La notation diag(A1, . .., \,) désigne la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont Aq,... ,A,).
On suppose de plus que
P' admet une décomposition LU et que les coefficients diagonaux de U sont strictement positifs. (1.145)

On va montrer que Ay, tend vers A = diag(A1, ..., ).

2. Soient (); et R; les matrices orthogonales et triangulaires supérieures définies par (1.143).
2.1 Montrer que A% = Q2Rs avec Qi = Q1Qz et Ry, = RoR;.
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2.2 Montrer, par récurrence sur k, que o
A* = Qi Ry, (1.146)

avec

Qr=0Q1Q2...Qs-1Qr et Ry, = Ry Ry—1 ... RoRy. (1.147)

2.3 Justifier brievement le fait que Q % est une matrice orthogonale et Rk est une matrice triangulaire a coefficients
diagonaux positifs.

3. Soit My, = A*LA=F.

3.1 Montrer que PMj, = Q gl ouTy = Rk U~1A~* est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients
diagonaux sont positifs.

3.2 Calculer les coefficients de M}, en fonction de ceux de L et des valeurs propres de A.

3.3 En déduire que M;, tend vers la matrice identité et que Q1 T}, tend vers P lorsque k — +0c.

4. Soient (By ) ke et (Ck)ren deux suites de matrices telles que les matrices By, sont orthogonales et les matrices
C}, triangulaires supérieures et de coefficients diagonaux positifs. On va montrer que si By C}; tend vers la matrice

orthogonale B lorsque k& tend vers I’infini alors By, tend vers B et C}, tend vers ’identité lorsque k tend vers
I’infini.

On suppose donc que By C}, tend vers la matrice orthogonale B. On note by, bs, . . ., b, les colonnes de la matrice
Bet bgk), b;k), e bg,k) les colonnes de la matrice By, ou encore :
B=1[0 by ... b)), Bip= [bgm ) ]

et on note cgkj) les coefficients de C}.

(k) (k)

4.1 Montrer que la premiére colonne de By C}, est égale a cg{?bl . En déduire que ¢;] — 1 et que bgk)

— by.

4.2 Montrer que la seconde colonne de B;,C}, est égale a cglgbgk) + cék% bék). En déduire que cgk% — 0, puis que
cék% — letque bék) — ba.

(k)
0.

(k

4.3 Montrer que lorsque k — 400, onac; ;. — 0sii # j, puis que Cm) —let bgk) — b;.

4.4 En déduire que By, tend B et C, tend vers I’identité lorsque & tend vers I’infini.
5. Déduire des questions 3 et 4 que Qy, tend vers P et T}, tend vers Id lorsque k — +0c.

6. Montrer que Rk(ﬁk,l)*l = T ATy_1. En déduire que Ry, et Ay tendent vers A.

1.6.4 Suggestions
Exercice 72 page 138 (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A.)

1. Décomposer () sur une base de vecteurs propres orthonormée de A, et utiliser le fait que —\,, n’est pas valeur
propre.

2. a/ Raisonner avec y*) = 2(¥) — & ol - est la solution de Az = b et appliquer la question 1.

b/ Raisonner avec y*) = g(+1) — g(k),

Exercice 73 page 138 (Méthode de la puissance inverse)

Appliquer I’exercice précédent a la matrice B = (A — uld) .
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1.6.5 Corrigés
Exercice 72 page 138 (Méthode de la puissance pour calculer le rayon spectral de A)

1. Comme A est une matrice symétrique (non nulle), A est diagonalisable dans IR. Soit (f1, ..., f) une base
orthonormée de IR"™ formée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres Aj, ..., A, (qui sont
réelles). On décompose y(© sur (fi)iz1,..n : y© = 37 aifi. On adonc Ay® = 37 Naifi et
Aby© 3 N,

On en déduit :

(k) ™o\ F
y i
w2 (5) o

i=1
Comme — )\, n’est pas valeur propre,
. Nivk e
lim (=—)"=0si )\ # \p. (1.148)
k—4o00 Ap
Soient A1, ..., A, les valeurs propres différentes de A, et Ap1,..., A, = Ap. On a donc
<k> n

limy, 400 & 5= >impr1 Qifi =y, avec Ay = Any.

De plus, y # 0:eneffet, y(©) ¢ (Ker(A—\,Id))* = Vect{f,..., fp},etdoncilexistei € {p+1,...,n}
tel que o; # 0.

Pour montrer (b), remarquons que

(k+1)
ey 5 Iyl
e = | Ay —2— = |An| 1 = || lorsque & — +o00.
ly®] y®) lyll
155
(2k) y(k) 2k (2k)
y Iy
Enfin. 1o = e Tyoey o, T = 1ol
(2k)
Onadonc lim ————— =z, avecz = ”y—”
koo [|y(2H)| v

2. a) La méthode I s’écrit a partir de 2 connu : zk*tD) = Bz 4 ¢ pour k > 1,avecc = (I — B)A_lb.

On a donc
g+ — g = Bz + (Id— B)z —z

_ Ba® ), (1.149)

Siy®) = 2 — 2 onadonc y*+1) = By(¥) et d’apres la question 1a) si y(*) } Ker(B — u,Id) ot
Ln est la plus grande valeur propre de B, (avec |u,| = p(B)et — ., non valeur propre), alors

[y 0|
W — p(B) lorsque k — +OO,
Y
c’est—a—dire
m — p(B) lorsque k — +o0
e —a PO '

b) On applique maintenant la) a y*) = z(*+1 — 2(¥) ayec
y© =z — 20 op V) = A2

On demande que () — (%) ¢ Ker(B — u,Id)* comme en a), et on a bien y*+1) = By donc
(k+1)
”ﬁ @ ”” — p(B) lorsque k — +00.
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Exercice 73 page 138 (Méthode de la puissance inverse avec shift)

Comme 0 < |p — A;| < |u — Aj| pour tout j # 4, la matrice A — pId est inversible. On peut donc appliquer

I’exercice 72 a la matrice B = (A — puId)~!. Les valeurs propres de B sont les valeurs de

J
ol les \; sont les valeurs propres de A.

1
Comme | — Ai| < [p—A;|, Vj#i,onap(B)= et
i — M
Or, est valeur propre de B et ne I’est pas. En effet, si était valeur propre, il existerait j tel
i K B = A
1 1 1
que = ———, cequiest imp0551ble car [ — A;| < |p— Aj| pour j # i. Donc p(B) =

=X  Aj—p
On a également Ker(B — 3

/\i—/ﬁ.

! Id) = Ker(A — \;Id), donc
W

i —
1
i M

2 ¢ (Ker(B — X Id)* = (Ker(A — N\ Id)*

On peut donc appliquer I’exercice 72 page 138 qui donne 1 et 2.

Exercice 74 page 139 (Orthogonalisation par Gram-Schmidt)

1. Par définition de la projection orthogonale, on a vy - v2 = a1 - (a2 — proj,, (az)) = 0.
Supposons la récurrence vraie au rang k£ — 1 et montrons que vy, est orthogonal a tous les v; pours = 1,...,k — 1.

SR k—1
Par définition, vy = a), — Y7, b ZJ v;, et donc
J
k—1
Q- Uy
Vg "V = Ak -V — E —v’-vi:ak-vi—akmi
j=1 Uj - Uj

par hypothése de récurrence. On en déduit que vy, - v; = 0 et donc que la famille (vy, . .. v,,) est une base orthogo-
nale.

2. De larelation (1.142), on déduit que :

ak Uj
ap = Vi + E vj,
Vj - Uj
j=1

et comme v; = ||v,/gj, on a bien :

ar = |Jvkllqr + Z

La k-iéme colonne de A est donc une combinaison linéaire de la k-eme colonne de Q affectée du poids ||Uk|| et
des k — 1 premigres affectées des poids & H H

vall

carrée dont les coefficients sont Ry, = ||vk|| R = Hv H sij <k,etR;, =0sij> k. Lamatrice R est donc
bien triangulaire supérieure et a coefficients diagonaux positifs.

3. Si A estinversible, par le procédé de Gram-Schmidt (1.142) on construit la matrice Q = [ql q ... qn} s
et par la question 2, on sait construire une matrice R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs

A=QR.

4. Onaa; = E] etdonc g1 = 3 [g}
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Puisa2[4 2 ﬂ],et@%{ﬁ ﬁ}

0 1] [2] o3[ B w12

_ [l B [V2 2v2 1 [V2 V2
= (151 o] = [0 Sl a2 73 )

, 4
etdonc vy = ag— 2%y = { }

—

Exercice 76 page 140 (Méthode () R pour la recherche de valeurs propres)

1.1 Par définition et associativité du produit des matrices,

A% = (Q1R1)(Q1R1) = Q1(R1Q1)R1 = Q1(R1Q1)R1 = Q1(Q2R2)R1 = (Q1Q2)(RaR1) = Q2Ro
avec QQ = Qle et Rz = Ri1Rs.

1.2 La propri€té est vraie pour k = 2. Supposons la vraie jusqu’au rang k — 1 et montrons la au rang k. Par
définition, A¥ = A*~1 A et donc par hypothese de récurrence, A* = Qj_1 Rj_1A. On en déduit que :

AF = Q1R 1 Q1 Ry
=Q1...Qp-1Ri—1... Ro(R1Q1) Ry
=Q1...Qp-1Ri—1... R2(Q2R2) Ry
=Q1...Qr-1Rp—1...(R2Q2)Ra Ry
=Q1...Qp-1R;—1... R3(Q3R3)RaRy

=Q1...Qr-1Ri-1...Rj(Q;R;)Rj—1...RoRy
=Q1...Qr-1Rk—1-..Rj+1(R;Q;)Rj—1... RoRy
=Q1...Qr1Rr—1...Rj11(Qj11Rj)Rj_1 ... Ro Ry
=Q1.. Q1R 1(Qr—1Rr—1)Rp—2 ... RoRy
=Q1.. Qr—1(Rk—1Qp—1)Rk—1R—2 ... Ro Ry
=Q1.. Qr-1(QrRr)Re—1R—2 ... Ro Ry
= QiRy,
1.3 La matrice Q, est un produit de matrices orthogonales et elle est donc orthogonale. (On rappelle que si P et Q

sont des matrices orthogonales, c.a.d. P~1 = Ptet Q=1 = Q, alors (PQ)™! = Q7 1P~! = Q'P! = (PQ)' et
donc PQ est orthogonale.)

De méme, le produit de deux matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux positifs est encore une
matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs.

2.1 Par définition, PMj, = PAKLA=% = PA*P'P~'LA~F = AFP~'LAF.

Mais A*¥ = Q. Ry, et Pt = LU, et donc :

PM;, = QpRyU 'A% = QuT) ot T, = RiU'A~*. La matrice T} est bien triangulaire supérieure a co-
efficients diagonaux positifs, car c¢’est un produit de matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux

positifs.
2.2
L;,; sii =j,
k
(My)i,; = (AkLA_k)m = %Li,j sii > j,
0 sinon.

2.3 On déduit facilement de la question précédente que, lorsque k — +o0, (My)i; — 0sii# jet (Myg)i; — 1
et donc que M}, tend vers la matrice identité et que QT tend vers P lorsque k — +o0.
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3.1 Par définition, (BrCr)in1 = D yp—_1 ,,(Br)i,e(Cr)e,1 = (Br)i1 (Cr)1,1 car Cy, est triangulaire supérieure. Donc

la premiere colonne de B, C}, est bien égale a cgkf bgk).

Comme By, C, tend vers B, la premigre colonne bgk) de B C}, tend vers la premiere colonne de B, c’est -a-dire

C§k1) bﬁ’“) — by lorsque k — oc.

Comme les matrices B et By sont des matrices orthogonales, leurs vecteurs colonnes sont de norme 1, et donc
k k)4 (k
5] = (168 || — [[b1 || = 1 lorsque k — oo

On en déduit que |cgk1)| — 1 lorsque & — o0, et donc limg_, 4 cgkf = =1. Or, par hypothese, la matrice

C™®) a tous ses coefficients diagonaux positifs, on a donc bien cgkf — 1 lorsque £ — 400 . Par conséquent, on a

bgk) — by lorsque k — oo.

3.2 Comme CY, est triangulaire supérieure, on a :

(BkCi)iz = 3 (Br)ie(Cr)e2 = (Br)in(Ci)ia + (Bi)i2(Cr)a,1,

{=1n
et donc la seconde colonne de Bj,C}; est bien égale a cggbgk) + cé@ bgk).
On a donc
cﬁ’f%b(l’“) + cékz) bék) — by lorsque k — +00. (1.150)

La matrice By, est orthogonale, et donc bgk) - bgk) =1let bgk) : bgk) = 0. De plus, par la question précédente,

bgk) — by lorsque k — +00, On a donc, en prenant le produit scalaire du membre de gauche de (1.150) avec bgk) ,

cgk% = (cglfgbgk) + cé]gbék)> . bgk) — by - by = 0lorsque k — +o0.

Comme cgk% — Oet b(lk) — by on obtient par (1.150) que

cgk% bék) — by lorsque k — +o0.

Le méme raisonnement que celui de la question précédente nous donne alors que cgkz) — let b;k) — by lorsque

k — +oo.
3.3 On sait déja par les deux questions précédentes que ces assertions sont vraies pour

i
) 5 0sid # j, puis que M

1.7 iy

= 1 et 2. Supposons
qu’elles sont vérifiées jusqu’au rang ¢ — 1, et montrons que ¢ — let bgk) — b;.

Comme CY, est triangulaire supérieure, on a :

(BkCi)ij = > (Br)ie(Ci)ej = z_:(Bk)M(Ck)g,j + (Bk)i, (Ck)jj»
(=1n =1

et donc la j-€me colonne de B, C}; est égale a Zi;} cgcj) bgc) + cgfcj) b;k). On a donc

j—1
Z cg?bﬁk) + C§Z)b§_k) — b; lorsque k — +4-00. (1.151)
=1

La matrice By, est orthogonale, et donc bZ(.k) . b‘gk) = ;. De plus, par hypothése de récurrence, on sait que

bgk) — by pour tout ¢ < j — 1. En prenant le produit scalaire du membre de gauche de (1.151) avec bfff), pour
m < j, on obtient

j—1
Cgr’f,)j = (Z Cz(z?bﬁk) + C;i-)b;k)> B = by, - b; = 0 lorsque k — +o00.
=1
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On déduit alors de (1.151) que c;f? b;k) — bj lorsque k — o0, et le méme raisonnement que celui de la question

4.1 nous donne alors que c;kj) — let b;k) — b; lorsque k — +o0.
ce qui conclut le raisonnement par récurrence.

3.4 En déduire que By, tend B et C}, tend vers I’identité lorsque & tend vers I’infini.
On a montré aux trois questions précédentes que la j-ieme colonne de By, tend vers la j-ieéme colonne de B, et que

c(,k) — &, ; lorque k tend vers +oco. On a donc bien le résultat demandé.

,J
4. D’apres la question 3, Q1 T}, tend vers P, et d’apres la question 4, comme Q. est orthogonale et T}, triangulaire
supérieure a coefficients positifs, on a bien Q) qui tend vers P et T}, qui tend vers Id lorsque & — +oc0.

5.0na Rk = TkAkU et donc Rk(Rkjl)jl = TkAkUUilAikJrlTk,l =TpATy_1. L
Comme T}, tend vers Id, on a Ry, = Ry (Rj_1) ! qui tend vers A. De plus, Ay = Qi Ry, ot Q1 = Qr(Qr—1)""
tend vers Id et Ry tend vers A. Donc Ay, tend vers A.
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Chapitre 2

Systemes non linéaires

Dans le premier chapitre, on a étudié quelques méthodes de résolution de systemes linéaires en dimension finie.
L’ objectif est maintenant de développer des méthodes de résolution de systémes non linéaires, toujours en dimen-
sion finie. On se donne g € C(IR",IR") et on cherche x dans IR™ solution de :

{ zeR"
g(x) = 0.
Au Chapitre T on a étudié des méthodes de résolution du systeme (2.1) dans le cas particulier g(z) = Az — b,

A € M,(R), b € R". On va maintenant étendre le champ d’étude au cas oll g n’est pas forcément affine. On
étudiera deux familles de méthodes pour la résolution approchée du systeme (2.1) :

Q2.1

— les méthodes de point fixe : point fixe de contraction et point fixe de monotonie
— les méthodes de type Newton !.

2.1 Rappels et notations de calcul différentiel

Le premier chapitre faisait appel a vos connaissances en algebre linéaire. Ce chapitre-ci, ainsi que le suivant
(optimisation) s’appuieront sur vos connaissances en calcul différentiel, et nous allons donc réviser les quelques
notions qui nous seront utiles.

Définition 2.1 (Application différentiable). Soient E et F' des espaces vectoriels normés, f une application de E
dans F et x € E. On rappelle que f est différentiable en x s’il existe T, € L(E, F) (ou L(E, F) est I’ensemble
des applications linéaires continues de E dans F') telle que

flx+h) = f(z) + Tu(h) + |h]|ge(h) avec e(h) — 0 quand h — 0. 2.2)

L’application T, est alors unique? et on note Df (x) = T, € L(E, F) la différentielle de f au point x. Si f est
différentiable en tout point de E, alors on appelle différentielle de f I’application Df = E — L(E, F) qui a
x € E associe I’application linéaire continue D f () de E dans F.

Remarquons tout de suite que si f est une application linéaire continue de E dans F’, alors f est différentiable, et
Df = f.Eneffet, si f estlinéaire, f(x + h) — f(x) = f(h), et donc I’égalité (2.2) est vérifiée avec T, = f et
e=0.

Voyons maintenant quelques cas particuliers d’espaces E et F':

1. Isaac Newton, 1643 - 1727, né d’une famille de fermiers, est un philosophe, mathématicien, physicien, alchimiste et astronome anglais.
Figure emblématique des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et la création, en concurrence avec Leibniz,
du calcul infinitésimal.
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Casou I/ =R et ' =1R Si f est une fonction de IR dans IR, dire que f est différentiable en x revient a dire
que f est dérivable en x. En effet, dire que f est dérivable en x revient a dire que

i LEEM = F@) e et T L& = [(@)
h—0 h h—0 h

= f'(2),

ce qui s’écrit encore
= f'(x) +e(h), avec e(h) — 0 lorsque h — 0,

c’est-a-dire

f(@+h) = f(z) = To(h) + he(h), avec Ty (h) = f'(2)h,

ce qui revient a dire que f est différentiable en x, et que sa différentielle en x est I’application linéaire T, : IR —
IR, qui & h associe f'(z)h. On a ainsi vérifié que pour une fonction de IR dans IR, la notion de différentielle
coincide avec celle de dérivée.

Exemple 2.2. Prenons f : R — IR définie par f(x) = sinz. Alors f est dérivable en tout point et sa dérivée
vaut f'(x) = cosx. La fonction f est donc aussi différentiable en tout point. La différentielle de f au point x est
I’application linéaire D f (x) qui a h € R associe D f(x)(h) = cosx h. La différentielle de f est ’application de
R dans L(IR,R), qui a x associe D f (x) (qui est donc elle méme une application linéaire).

Casou F =R"et FF = IR? Soit f: IR"™ — IR,z € IR" et supposons que f est différentiable en x ; alors
Df(xz) € L(IR",IRP); par caractérisation d’une application linéaire de IR” dans IR", il existe une unique matrice
Jr(x) € M, n(IR) telle que

Df(x)ly) = Jp(x)y, vy € R™.
ERP eRP

On confond alors souvent I’application linéaire D f(x) € L(IR",IR?) avec la matrice J;(x) € M, ,,(IR) qui la

représente, qu’on appelle matrice jacobienne de f au point x et qu’on note J¢. On écrit donc :

0; désignant la dérivée partielle par rapport a la j-éme variable.
Notons que si n = p = 1, la fonction f est de IR dans IR et la matrice jacobienne en = n’est autre que la dérivée
enz: Jg(x) = f'(x). On confond dans cette écriture la matrice J;(x) qui est de taille 1 x 1 avec le scalaire f(x).

Exemple 2.3. Prenonsn =3 etp = 2; soit f : R% - R? définie par :

x% + a:% + x§ T
f(x) = y Vo = Z2
2x1 — T2 3

Soit h € R® de composantes (h1, ha, hs). Pour calculer la différentielle de f (en x appliquée a h), on peut calculer

flx+h)— f(z):
[(z1 + h1)? — af + (w2 + ho)® — 23 + (23 + ha)* — 23

2(3?1 + hl) —2x1 — 2(.%'2 + h2) + 2x9
[221h1 + h? + 323hs + 322h% + h3 + —4a3hs + —423h% + hi

2h1 — 2+ ho

et on peut ainsi vérifier I’égalité (2.2) avec :

2x1hy + 3%%/12 + 4x§h3

Dfe)h = 2hy — ho
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et donc, avec les notations précédentes,

2¢1 3x% 43
Jf(m):[zl 1 03]

Bien siir; dans la pratique, on n’a pas besoin de calculer la différentielle en effectuant la différence f(x+h)— f(x).
On peut directement calculer les dériées partielles pour calculer la matrice jacobienne J;.

Casou £ = R", F = IR C’est en fait un sous-cas du paragraphe précédent, puisqu’on est ici dans le cas
p = 1. Soit z € IR™ et f une fonction de E dans F différentiable en « ; on a donc J¢(z) € My ,(IR) : J¢ est une
matrice ligne. On définit le gradient de f en x comme le vecteur de IR"™ dont les composantes sont les coefficients
de la matrice colonne (J¢(x))*, ce qu’on écrit, avec un abus de notation, V f(x) = (Jf(z))' € R". (Labus de
notation est dii au fait qu’a gauche, il s’agit d’un vecteur de IR", et a droite, une matrice n x 1, qui sont des objets
mathématiques différents, mais qu’on identifie pour alléger les notations). Pour (z,y) € (IR™)?, on a donc

" O1f(x)
Df(x)(y) = Jp(x)y = Y 9; f(x)y; = Vf(x)-you Vf(x) = : eR"
=t O f(z)

Attention, lorsque 1’on écrit J¢(x)y il s’agit d’un produit matrice vecteur, alors que lorsqu’on écrit V f(x) - y, il

s’agit du produit scalaire entre les vecteurs V f (x) et y, qu’on peut aussi écrire V(f(z))'y.

Cas ou E est un espace de Hilbert et /' = IR. On généralise ici le cas présenté au paragraphe précédent. Soit
f : E — IR différentiable en € E. Alors Df(z) € L(E,IR) = E’, o E’ désigne le dual topologique de
FE, c.a.d. 'ensemble des formes linéaires continues sur . Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe un
unique u € F tel que D f(z)(y) = (u|y) g pour touty € E, ot (.|.) g désigne le produit scalaire sur E. On appelle
encore gradient de f en x ce vecteur u. Onadoncu = Vf(x) € Eetpoury € E, Df(z)(y) = (Vf(z)|y)E.

Différentielle d’ordre 2, matrice hessienne.

Revenons maintenant au cas général de deux espaces vectoriels normés F et F', et supposons maintenant que
f € C?(E,F). Le fait que f € C?(E, F) signifie que Df € CY(E,L(E, F)). Par définition, on a D?f(z) €
L(E,L(E,F))etdoncpoury € E, D?f(x)(y) € L(E, F), etpour z € E, D?f(z)(y)(z) € F.

Considérons maintenant le cas particulier E =TR" et F =R.Ona:

feC*R"R) & [fe CHR",R)etVfe C(R",R")].
et
D?f(z) € L(R"™, L(IR",IR))

Mais a toute application linéaire ¢ € L(IR", L(IR",IR)), on peut associer de maniére unique une forme bilinéaire
¢ sur IR"™ de la maniére suivante :

¢ R"xR" — R 2.3)
(u,0) = d(u,v) = (p(w)  (v) . (24)
~——

€L(R",R) ER™

On dit qu’il existe une isométrie canonique (un isomorphisme qui conserve la norme) entre 1I’espace vectoriel
normé L(IR™, L(IR"™,IR)) et I’espace des formes bilinéaires sur IR"™.

On appelle matrice hessienne de f et on note H¢(x) la matrice de la forme bilinéaire ainsi associée a I’application
linéaire D?f(x) € L(IR", L(R",R)).

On a donc D?f(x)(y)(z) = y'H(x)z. La matrice hessienne H () peut se calculer a I’aide des dérivées par-
tielles : Hy(x) = (b;;)ij=1..8 € My(IR) ot b; ; = 83Jf(x) et 8% désigne la dérivée partielle par rapport
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a la variable ¢ de la dérivée partielle par rapport a la variable j. Notons que par définition (toujours avec 1’abus
de notation qui consiste a identifier les applications linéaires avec les matrices qui les représentent), Dg(z) est la
matrice jacobienne de g = V f en x.

Remarque 2.4 (Sur les différentielles, gradient et Hessienne). Pour définir la différentielle d’une fonction f d’un
expace vectoriel de dimension finie E dans IR, on a besoin d’'une norme sur E.

Si f est différentiable en x € E, pour définir le gradient de f en x, on a besoin d’un produit scalaire sur E pour
pouvoir utiliser le théoreme de representation de Riesz mentionné plus haut. Le gradient est défini de maniére
unique par le produit scalaire, mais ses composantes dépendent de la base choisie.

Enfin, si f est deux fois différentiable en © € E, on a besoin d’une base de E pour définir la matrice hessienne en
x, et cette matrice hessienne dépend de la base choisie.

2.2 Les méthodes de point fixe

2.2.1 Point fixe de contraction

Soit g € C(IR",R"™), on définit la fonction f € C(R",IR") par f(z) = x — g(z). On peut alors remarquer que
g(x) = 0 i et seulement si f(z) = x. Résoudre le systeéme non linéaire (2.1) revient donc a trouver un point fixe
de f. Encore faut-il qu’un tel point fixe existe. .. On rappelle le théoréme de point fixe bien connu :

Théoreme 2.5 (Point fixe). Soit E un espace métrique complet, d la distance sur E, et f : E — E une fonction
strictement contractante, c¢’est—a—dire telle qu’il existe x €]0,1[ tel que d(f(x), f(y)) < rd(z,y) pour tout
x,y € E. Alors il existe un unique point fixe & € E qui vérifie f(z) = . De plus si (0 € E, et x*+1) = f(2(F),
Vk > 0, alors x*) — % quand n + .

DEMONSTRATION —  Etape 1 : Existence de T et convergence de la suite
Soit 2% € E et (®) e la suite définie par z ¥+ = (™) pour k& > 0. On va montrer que :

1. la suite (w<k))kem est de Cauchy (donc convergente car E est complet),

2. lim 2™ =zest point fixe de f.

n—-+oo
Par hypothese, on sait que pour tout & > 1,
d(@*, 2y = d(f(a™), f@* 7)) < rd(z®,2*7Y).
Par récurrence sur k, on obtient que
d(@® Y 2™y < Fd@® 2 ), vk > 0.
Soitk > 0etp > 1,onadonc :

d(x(k+p),x(k)) < d(m(k+p),m(k+p_l)) N d(:c(k"'l),x(k))

p
< Z d(m(k+Q), x(k+q—1))

q=1
P
< Z Hk+q71d(x(1)7x(0))
qg=1

<d@M, e 1+ K+ + kP

k
< d(mm,m(o))lﬁ— — Oquand k — 4oocark < 1.

La suite (z*)) e est done de Cauchy, i.e. :
Ve >0, JkeeIN; Vk>k, ¥V p>1 dz®™P W) <e
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Comme E est complet, on a donc +® — 7 dans E quand £ — +o0o. Comme la fonction f est strictement
contractante, elle est continue, donc on a aussi f(z*)) — f(Z) dans E quand k — +oc. En passant a la limite
dans I’égalité 2+ = f(2*), on en déduit que z = f(Z).

Etape 2 : Unicité
Soit Z et i des points fixes de f, qui satisfont donc z = f(z) ety = f(y). Alors d(f(Z), f(y)) = d(z,y) <
kd(Z,y); comme k < 1, ceci est impossible sauf si z = .

La méthode du point fixe s’appelle aussi méthode des itérations successives. Dans le cadre de ce cours, nous
prendrons F = IR", et la distance associée a la norme euclidienne, que nous noterons | - |.

n 2

V(z,y) e R" xIR"avecx = (z1,...,2n), Yy = (Y1,..-,Yn), d(x,y) = |z —y| = Z(ac, —y)?

i=1

A titre d’illustration, essayons de la mettre en oeuvre pour trouver les points fixes de la fonction z — x2.

Y Y
F®) o
|
= a*
[ |
! ) ) Yy =1
y=; y = a2 £( ()] Y A : |
' %) = I
Ja®y -7 ! 4
A Ry b
! I I I I
Py o | I
\ | |
, ! | ! A
FP) s | ! o
I | L [ |
R
20 2@ L0 L0 1 PTIRRT) B

FIGURE 2.1: Comportement des itérés successifs du point fixe pour z — 22— A gauche : (9 < 1, a droite :
(0)
) > 1.

Pour la fonction z — 2, on voit sur la figure 2.1, c6té gauche, que si I’on part de z = z(®©) < 1, la méthode
converge rapidement vers 0 ; or la fonction x ~ 2 n’est strictement contractante que sur I'intervalle | — %, %[
Doncsiz = z(©) €]- %, % [, on est dans les conditions d”application du théoréme du point fixe. Mais en fait, la suite
(%)) ke définie par le point fixe converge pour tout 2:(*) €] — 1, 1[; ceci est trés facile a voir car (%) = (z(*))2
et on a donc convergence vers 0 si |z| < 1.

Par contre si 1’on part de (%) > 1 (a droite sur la figure 2.1), on diverge rapidement : mais rien de surprenant 2
cela, puisque la fonction & — 22 n’est pas contractante sur [1, oo

Dans le cas de la fonction x — +/x, on voit sur la figure 2.2 que les itérés convergent vers 1 que 1’on parte a
droite ou 2 gauche de z = 1; on peut méme démontrer (exercice) que si z(?) > 0, la suite (z)ken converge vers
1 lorsque & — +o0. Pourtant la fonction z — /x n’est contractante que pour z > i ; mais on n’atteint jamais
le point fixe 0, ce qui est moral, puisque la fonction n’est pas contractante en 0. On se rend compte encore sur cet
exemple que le théoreme du point fixe donne une condition suffisante de convergence, mais que cette condition
n’est pas nécessaire.

Remarquons que I’hypothese que f envoie F dans E est cruciale. Par exemple la fonction f : x — % est lipschit-
zienne de rapport k < 1 sur [1 + €, +00[ pour tout £ > 0 mais elle n’envoie pas [1 4 &, +o0o[ dans [1 4 &, +00[. La
méthode du point fixe a partir du choix initial = # 1 donne la suite z, 2,2, 1,..., z, 1 qui ne converge pas.

Yoty g

Remarque 2.6 (Vitesse de convergence). Sous les hypothéses du théoréme 2.5, d(z**+1) | z) = d(f(z™®), f(z)) <
N = . _ (k+1) & . . ..

kd(z™®) | z); donc si %) # Z alors %m < k (< 1), voir a ce sujet la définition 2.14. La convergence est

donc au moins linéaire (méme si de fait, cette méthode converge en général assez lentement).
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y=vz
f(i.(ﬂ)) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
fEwy L
@y L ‘
F(z®) Lo | |
f(.l‘“)) g :; ! 3 i I
1) o |
=z 2(0) () — ,,‘;(2) #) 70

FIGURE 2.2: Comportement des itérés successifs du point fixe pour z — /T

Remarque 2.7 (Généralisation). Le théoreme 2.5 se généralise en remplacant I’hypothése “ f strictement contrac-
tante” par “ il existe k > 0 tel que f () = fo fo...of eststrictement contractante ” (reprendre la démonstra-
|

k fois
tion du théoreme pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire pour résoudre g(x) = 0 si la méthode du point fixe
appliquée a la fonction 2 — 2 — g(x) ne converge pas ? Dans ce cas, f n’est pas strictement contractante ; une
idée possible est de pondérer la fonction g par un paramétre w # 0 et d’appliquer les itérations de point fixe a la
fonction f,, () = x — wg(x) ; on remarque 1a encore que x est encore solution du systeme (2.1) si et seulement si
x est point fixe de f,,(x). On aimerait dans ce cas trouver w pour que f,, soit strictement contractante, c.a.d. pour
que

Ifo(@) — fuy)| = |2 —y — w(g(z) — g9(y))| < klx — y| pour (x,y) € R™ x R", avec k < 1.

|z —y—wlg(x) —gW)I* = (z —y —w(g(z) — g(»))) - (z —y —w(g(z) — 9(v)))
=z —y[* —2(z —y) - (w(g(x) — 9(¥))) +w’lg(x) — g(y)I*.

Supposons que g soit lipschitzienne, et soit M > 0 sa constante de Lipschitz :
l9(z) — g(y)| < M|z —y|, Yo,y € R". 2.5)
On a donc

2 —y—w(g(z) —gW)> <A+’ M|z —y> —2(z —y) - (w(g(z) —9()))

Oron veut |z — y — w(g(z) — g(y))|? < K|z — y|?, avec k < 1. On a donc intérét a ce que le terme —2(z — y) -
(w(g(z) — g(y))) soit de la forme —a|z — y|? avec a strictement positif. Pour obtenir ceci, on va supposer de plus

que :

Ja > 0tel que (g(z) —g(y)) - (x —y) > oz — y\2,V33,y eR", (2.6)

On obtient alors :
[z —y —w(glx) —gW)* < (1 +w’M? - 2wa)|z — y|*.

Et donc si w €]0, %[, le polyndme w?M? — 2wa est strictement négatif : soit —u (noter que p €]0, 1[) et on
obtient que
&~y —w(g(z) —gW)* < (1 - wlz —y*.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :
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Théoreme 2.8 (Point fixe de contraction avec relaxation). On désigne par | - | la norme euclidienne sur R". Soit
g € C(R"™,IR") lipschitzienne de constante de Lipschitz M > 0, et telle que (2.6) est vérifiée : alors la fonction

. . 2a . -
fuw i@ = x — wg(x) est strictement contractante si 0 < w < ViR 11 existe donc un et un seul & € R™ tel que

g(@) =0 et z*) — z quand n — 400 avec x*+tV) = f, (M) = 2B — g(x().

Remarque 2.9. Le théoréme 2.8 permet de montrer que sous les hypothéses (2.6) et (2.5), et pour w €]0, % [, on
peut obtenir la solution de (2.1) en construisant la suite :

(k+1) — (k) _ (k)
x =z wg(z'™) n >0,
2.
{ z© ¢ R™ @7
Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante (avec f(z) = v — g(x)) :
gD = f(2xR) vn >0 )3
kD) p(k+1) + (1 —w)x(k), 20 ¢ R™. (2.8)

En effet si = D) est donné par la suite (2.8), alors
2D = Et D L (1 —w)z® = wf(E®) + (1 - w)z® = —wg(x®) + 2®),
Le procédé de construction de la suite (2.8) est I’algorithme de relaxation sur f.
La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’une fonction vérifie les hypotheses (2.6) et (2.5).

Proposition 2.10. Soith € C*(IR",R), et (\;)i=1,n les valeurs propres de la matrice hessienne de h. On suppose
qu’il existe des réels strictement positifs o« et M tels que

a<(z)<M,Vie{l...n}, Ve e R".

(Notons que cette hypothése est plausible puisque les valeurs propres de la matrice hessienne sont réelles). Alors
la fonction g = V h (gradient de h) vérifie les hypothéses (2.6) et (2.5) du théoréme 2.8.

DEMONSTRATION —  Montrons d’abord que I’hypothése (2.6) est vérifiée. Soit (z,y) € (IR™)?, on veut montrer que
(9(z) — g(v)) - (x — y) > |z — y|*. On introduit pour cela la fonction ¢ € C* (IR, IR™) définie par :

p(t) = g(z +tly — x)).
On a donc

(1) = 9(0) = ) - o) = | (0
Or ¢/(t) = Dg(z + t(y — 2))(y — z). Donc O
9(y) - glz) = / Dyl 4 1y — )y — )it
On en déduit que :
(9(y) —g()) (y —x) = /01 (Dg(z+t(y —2))(y —z) - (y — z))dt.

Comme \;(z) € [a, M]Vi € {1,...,n},ona
alw|* < Dg(z)w - w < M|w|* pour tout w, z € R"™

On adonc : L
(9(y) — 9(a)) - (v — ) > / aly — xf*dt = aly — =

ce qui montre que I’hypothese (2.6) est bien vérifiée.
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Montrons maintenant que I’hypothése (2.5) est vérifiée. On veut montrer que |g(y) — g(z)| < M|y — z|. Comme

o(y) — g(a) = / Dyle + 1y — 2))(y — 2)dt,
on a ¢

9(y) - 9(@)] < / Dy (e + t(y — o))y — o)]dt

1
< / Dyl + £y — o))y — ald,
0

ot |.| est la norme sur M, (IR ) induite par la norme euclidienne sur IR".
Or, comme \;(z) € [o, M] pour tout i = 1, ..., n, lamatrice Dg(z + t(y — z)) est symétrique définie positive et donc,
d’apres la proposition 1.30 page 63, son rayon spectral est égal a sa norme, pour la norme induite par la norme euclidienne.
On a donc :

|Dg(z + t(y — z)| = p(Dg(x + t(y —z)) < M.

On a donc ainsi montré que : [g(y) — g(z)| < M|y — z|, ce qui termine la démonstration. L]

2.2.2 Point fixe de monotonie

Dans de nombreux cas issus de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles, le probleme de résolution d’un
probleme non linéaire apparait sous la forme Az = R(x) ol A est une matrice carrée d’ordre n inversible, et
R € C(IR™,IR"™). On peut le réécrire sous la forme x = A~1R(x) et appliquer I’algorithme de point fixe sur la
fonction f : = +— A~'Rz, ce qui donne comme itération : z(**+1) = AilR(x(k)). Si on pratique un point fixe
avec relaxation, dont le parametre de relaxation w > 0, alors I’itération s’écrit :

D = AT R(2z ™)), ) = kD 4 (1 — )z ®),

Si la matrice A posséde une propriété dite “de monotonie”, on peut montrer la convergence de 1’algorithme du
point fixe ; c’est I’objet du théoreéme suivant.

Théoreme 2.11 (Point fixe de monotonie).
Soient A € M,,(IR) et R € C(IR",IR"™). On suppose que :

1. La matrice A est une matrice d’inverse positive, ou IP-matrice (voir exercice 10), c’est-a-dire que A est
inversible et tous les coefficients de A~! sont positifs ou nuls, ce qui est équivalent a dire que :

Ar > 0= 2 >0,
au sens composante par composante, c’est-a-dire
(Az); >0,Vi=1,...,n)=(z; >0,Vi=1,...,n).
2. R est monotone, c’est-a-dire que si x > y (composante par composante) alors R(x) > R(y) (composante

par composante).

3. 0 est une sous-solution du probléme, c¢’est-a-dire que 0 < R(0) et il existe & € R™ ; & > 0 tel que & est une
sur-solution du probléme, c¢’est-a-dire que A% > R(Z).

On pose (0 = 0 et Az*+D) = R(2®)). On a alors :
1. 0<z® < VEel,
2. gkt > () Vi e N,
3. 2 — & quand k — +oc0 et Az = R().
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DEMONSTRATION — Comme A est inversible la suite (")), e vérifiant

z© =0,
Az**HY = R(z®), k>0

est bien définie. On va montrer par récurrence sur k que 0 < ™ < F pour tout £ > 0 et que z® < gk +D pour tout
k> 0.

1. Pourk = 0,onaz® = 0etdonc 0 < ¥ < 7 et AzV = R(0) > 0. On en déduit que @M >0 grice aux
hypotheses 1 et 3 et donc A > 2@ = 0.

2. On suppose maintenant (hypothése de récurrence) que 0 < P < et zP < £ P+

pour toutp € {0,...,n—1}.
On veut montrer que 0 < =™ < F et que x® < g+ par hypotheése de récurrence pour p = k — 1, on
sait que z® > k=D ¢ que z®*=1 > 0. On a donc z* > 0. Par hypothese de récurrence, on a également
que z*~V < Z et grice A I’hypothese 2, on a donc R(z*~Y) < R(Z). Par définition de la suite (z*)zen, on
a Az® = R(z*~V) et grice a I'hypothese 3, on sait que AZ > R(Z). On a donc : A(F — ™) > R(z) —
R(z*~1) > 0. On en déduit alors (grice a ’hypothese 1) que 2" <

z.
De plus, comme Az®) = R(z*~V) et Az*+Y = R(z™), ona A(z*+V) — 2®)) = R(z®) — R(z**~Y) >0
par I’hypothése 2, et donc grice a ’hypothese 1, z*+1) > z(*),

On a donc ainsi montré (par récurrence) que

0<z® <z Vk>0

z® < 2*+H) 0 yE > 0.
Ces inégalités s’entendent composante par composante, ¢.2.d. que si z*) = (xgk) . x;“)t cR etz = (%1...%.)" €
R"™, alors 0 < a:l(.m < et xgk) < :cng), Vie{l,...,n}, etVk > 0.

Soit ¢ € {1,...,n}; la suite (m§k>),Lem C IR est croissante et majorée par Z; donc il existe Z; € IR tel que T; =
lim :rEk) Sionpose T = (Z1...Z»)" € IR™, onadonc z® sz quand k& — +o0.
k—+o0o

Enfin, comme Az*+D) = R(m(k)) et comme R est continue, on obtient par passage a la limite lorsque £k — +o0o que
Az = R(Z)etque 0 <z < Z. n

L’hypothese 1 du théoréme 2.11 est vérifiée par exemple par les matrices A qu’on a obtenues par discrétisation par
différences finies des opérateurs —u'" sur I'intervalle ]0, 1 (voir page 11 et I’exercice 52) et Aw sur |0, 1[x]0, 1]
(voir page 14).

Théoreme 2.12 (Généralisation du précédent).
Soit A € M,(R), R € C*(R"™,R"), R= (Ry,...,Ry,)" tels que

1. Pourtout B > 0 et pourtoutz € R"™, Az + x> 0=z >0

OR;
2. 3 L >0, Vi,jtq i # j (R; est monotone croissante par rapport & la variable x; si j # i) et Iy > 0,
Ly
—y < 3 . <0,VzeR", Vie{l,...,n}(R;est monotone décroissante par rapport a la variable x;).
L

3. 0 < R(0) (0 est sous-solution) et il existe & > 0 tel que A(Z) > R(Z) (% est sur-solution).

Soient (0 = 0, B > ~, et (¥)),.c la suite définie par Ax*+D + BzF+D) = R(z®)) + BxK). Cette suite
converge vers © € IR"™ et Az = R(Z). De plus, 0 < z®) <7 VneNerz® < z*+tD vn e IN.

DEMONSTRATION —  On se raméne au théoreme précédent avec A+ S1d au lieu de A et R+ ( au lieu de R. [

Remarque 2.13 (Point fixe de Brouwer). On s est intéressé ici uniquement a des théorémes de point fixe “construc-
tifs”, i.e. qui donnent un algorithme pour le déterminer. Il existe aussi un théoréme de point fixe dans R" avec des
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hypothéses beaucoup plus générales (mais le théoréme est non constructif), c’est le théoréme de Brouwer? : si f
est une fonction continue de la boule unité de R" dans la boule unité, alors elle admet un point fixe dans la boule
unité.

2.2.3 Vitesse de convergence

Définition 2.14 (Vitesse de convergence). Soit (z(*)),cv € R™ et Z € IR™. On suppose que %) — & lorsque
k — 400, que la suite est non stationnaire, c.a.d. que *) # Z pour tout k € IN, et que

lz*+Y — 3|

lim =B €0, 1]. (2.9)

Sy o
On s’intéresse a la “vitesse de convergence” de la suite (m(k))ke]N. On dit que :

1. La convergence est sous-linéaire si § = 1.

2. La convergence est au moins linéaire si 3 € [0, 1|.

3. La convergence est linéaire si 5 €]0, 1].

4. La convergence est super linéaire si 8 = 0. Dans ce cas, on dit également que :

(a) La convergence est au moins quadratique s’il existe v € R et il existe ng € IN tels que si k > ng
alors ||z*+1) — z|| < v||z® — |2

(b) La convergence est quadratique si

D) — Z|

lim

Plus généralement, on dit que :
(a) La convergence est au moins d’ordre p s’il existe v € IR et il existe kg € IN tels que si k > ko
alors ||z*+t1) — z|| < y||z®) — z||P.
(b) La convergence est d’ordre p si
lz+D — z|

lim

ke 2 g

Remarque 2.15 (Sur la vitesse de convergence des suites).

— Remarquons d’abord que si une suite (:y(k>) ke de IR™ converge vers Z lorsque k tend vers I’infini, et qu’il
existe 8 vérifiant (2.9), alors on a forcément 5 < 1. En effet, si la suite vérifie (2.9) avec 5 > 1, alors il
existe kg € IN tel que si k > ko, |z, — Z| > |k, — Z| pour tout k& > kg, ce qui contredit la convergence.

— Quelques exemples de suites qui convergent sous-linéairement : xj, = ﬁ, T = %, mais aussi, de maniere
moins intuitive : xy = 1%2 Toutes ces suites vérifient I’égalité (2.9) avec 8 = 1.

— Attention donc, contrairement a ce que pourrait suggérer son nom, la convergence linéaire (au sens donné
ci-dessus), est déja une convergence trés rapide. Les suites géométriques définies par x;, = 3* avec 8 €]0, 1]
sont des suites qui convergent linéairement (vers 0), car elles verifient évidemment bien (2.9) avec 3 €]0, 1[.

— la convergence quadratique est encore plus rapide ! Par exemple la suite définie par z1.1 = 7 converge de
maniére quadratique pour un choix initial zy €] — 1, 1[. Mais si par malheur le choix initial est en dehors

3. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien néerlandais.
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de cet intervalle, la suite diverge alors tres vite... de maniere exponentielle, en fait (pour zog > 1, on a
T = 2kIn zg

k=€ ).
C’est le cas de la méthode de Newton, que nous allons introduire maintenant. Lorsqu’elle converge, elle
converge tres vite (nous démontrerons que la vitesse de convergence est quadratique). Mais lorsqu’elle di-
verge, elle diverge aussi tres vite...

Pour construire des méthodes itératives qui convergent “super vite”, nous allons donc essayer d’obtenir des vitesses
de convergence super linéaires. C’est dans cet esprit que nous étudions dans la proposition suivante des conditions
suffisantes de convergence de vitesse quadratique pour une méthode de type point fixe, dans le cas d’une fonction
fde R dans IR.

Proposition 2.16 (Vitesse de convergence d’une méthode de point fixe). Soit f € C*(IR,IR); on suppose qu’il
existe T € IR tel que f(T) = Z. On construit la suite

e R
LR+ — f(:c(k>).

1. Si on suppose que f'(z) # 0 et |f'(z)| < 1, alors il existe o > 0 tel que si t'°) € I, = [¥ — a, 7 +a] ona
z®) — Z lorsque k — +o0. De plus si %) % % pour tout k € IN, alors

‘x(k-‘rl) _ i‘|

Tz |f'(2)| = B avec B €]0,1].

La convergence est donc linéaire.

2. Si on suppose maintenant que f'(z) = 0 et f € C*(IR,IR), alors il existe o > 0 tel que si 0 € I, =
[z — a,Z + al, alors 2*) — T quand k — +oc, et si 2% # z, Yn € IN alors

|x(k+1) — I
2 = af?

@)

—>6:2

Dans ce cas, la convergence est donc au moins quadratique.

DEMONSTRATION —

1. Supposons que |f'(Z)| < 1, et montrons qu’il existe a > 0 tel que si (¥ € I, alors *) — Z. Comme f €

C'(IR,TR) il existe o > 0 tel que v = maxer, |f (z)] < 1 (par continuité de f”).

On va maintenant montrer que f : I, — I, est strictement contractante, on pourra alors appliquer le théoréme du
point fixe & f|7,, (Io étant fermé), pour obtenir que z® = T ol T est I’unique point fixe de f|7q.

Soit 2 € I, ; montrons d’abord que f(z) € I, : comme f € C*(IR,TR), il existe ¢ €]z, z[ tel que |f(z) — | =
If(z) = f@)] = |F©)|lz— 7| < 7|z —Z| < o, ce qui prouve que f(z) € I,. On vérifie alors que fis,
est strictement contractante en remarquant que pour tous z,y € Ia, < ¥, il existe & €]z, y[(C Ia) tel que
|f(x) = f(y)| = |f'(€)]|z — y| < ~|z — y|avec ¥ < 1. On a ainsi montré que z*) — Z si z©) € I,.

Cherchons maintenant la vitesse de convergence de la suite. Supposons que f'(Z) # 0 et ") £z pour tout . € IN.
Comme z* D = f(z™) etz = f(z),ona |[¢*) —z| = | (™) — f(Z)]. Comme f € C'(IR,IR), il existe
& €)™, z[ou |z, 2™, tel que f(z®) — f(z) = f' (&) (2™ — Z). On a donc

‘m(k+l) - -’Z| ’ 1/ (k) _ ’ .
AECE = |f' ()| — |f ()| car ') — Z et f est continue.
zlk) — g
On a donc une convergence linéaire.
2. Supposons maintenant que f € C?(IR,IR) et f'(Z) = 0. On sait déja par ce qui précéde qu’il existe o > 0 tel que
si 2@ e I, alors 2% — 7 lorsque kK — +o0. On veut estimer la vitesse de convergence ; on suppose pour cela

que %) #£ Z pour tout k € IN. Comme f € C?(IR,IR), il existe & €]z*), Z[ tel que
1 4 —
1) = @) = £ @@ - )+ 57" (€)Y - )
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—I= %f”(fk)(x(k) — Z)? ce qui entraine, par continuité de f”, que

(k+1)

On a donc : z*+1D)

|z
EEEFE

La convergence est donc au moins quadratique.

—a = L@ — L@ quand ko

2.2.4 Méthode de Newton dans IR

On va étudier dans le paragraphe suivant la méthode de Newton pour la résolution d’un syst¢me non linéaire. (En
fait, il semble que ’idée de cette méthode revienne plutdt & Simpson* Donnons 1’idée de la méthode de Newton
dans le cas n = 1 a partir des résultats de la proposition précédente. Soit g € C3(IR,IR) et z € IR tel que
g(#) = 0. On cherche une méthode de construction d’une suite (z(*)),.cpy C IR™ qui converge vers Z de manigre
quadratique. On pose

f(x) =z — h(z)g(x) avec h € C*(R,R) tel que h(z) # 0 Vz € R,
et on a donc
f@) =z g(x)=0.

Si par miracle f/(Z) = 0, la méthode de point fixe sur f va donner (pour z(°) € I, donné par la proposition 2.16)
(), e tel que ¥) — Z de maniére au moins quadratique. Or on a f'(x) = 1 — h/(x)g(x) — ¢'(x)h(z) et

1
donc f'(Z) = 1 — ¢’(Z)h(Z). 1l suffit donc de prendre h tel que h (Z) = 7@
g \x

En résumé, si g € C3(IR, IR) est telle que g’ (T) # 0 et g(Z) = 0, on peut construire, pour x assez proche de Z, la
fonction f € C?*(IR,IR) définie par

. Ceci est possible si ¢’ (Z) # 0.

R (C))
==y

Grice 2 la proposition 2.16, il existe a > 0 tel que si #(?) € I,, alors la suite définie par

(k)
(k41) _ e (R)y _ k) 9@™)
x =f(aW)=x )

converge vers & de maniere au moins quadratique.

Remarquons que dans le cas n = 1, la suite de Newton peut s’obtenir naturellement en remplacant 1’équation
g(T) = 0 par g(z**+1)) = 0, et g(z*+1)) par le développement limité en z* :

g(z®+D)y) = g(x(k)) + g/(x(k))(x(k'ﬂ) — m(k’)) + |x(k+1) _ x(k)|€(x(k+1) — x(k)).
C’est le plus sir moyen mnémotechnique pour retrouver I’itération de Newton :
g(z®) + ¢’ (z®) (2*+D — 2y = 0 ou encore ¢/ (x®) (xFFTD — 2By = g (). (2.10)

Comparons sur un exemple les méthodes de point fixe et de Newton. On cherche le zéro de la fonction g :  +— 22—
3 sur IR ;.. Notons en passant que la construction de la suite #(*) par point fixe ou Newton permet I”’approximation
effective de v/3. Si on applique le point fixe standard, la suite (%) s’écrit

z(© donné ,
kD) = (k) _ (:c(”“))2 + 3.

4. Voir Nick Kollerstrom (1992). Thomas Simpson and “Newton’s method of approximation” : an enduring myth, The British Journal for
the History of Science, 25, pp 347-354 doi :10.1017/S0007087400029150 — Thomas Simpson est un mathématicien anglais du 18-eme siécle
a qui on attribue généralement la méthode du méme nom pour le calcul approché des intégrales, probablement a tort car celle-ci apparait déja
dans les travaux de Kepler deux siecles plus tot !
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Si on applique le point fixe avec paramétre de relaxation w, la suite z(¥) s”écrit

29 donné ,
2D = () 4 (=22 1 3)
Si maintenant on applique la méthode de Newton, la suite z(*) s’écrit
29 donné ,
x(k’"l‘l) _ (x(k))Q _ 3
2x(k)
Comparons les suites produites par scilab 2 partir de 2(?) = 1 par le point fixe standard, le point fixe avec relaxation
(w = .1) et la méthode de Newton.

— point fixestandard : 1. 3. -3 -9 -87 -7653 -58576059 -3.431D+15 -1.177D+31

— point fixe avec relaxation :
1. 1.2 1.356 14721264 1.5554108 1.6134805 1.6531486 1.6798586 1.6976661

1.7094591 1.717234  1.7223448 1.7256976  1.7278944  1.7293325 1.7302734  1.7308888
1.7312912  1.7315543 1.7317263 1.7318387 1.7319122 1.7319602 1.7319916 1.7320121
1.73204 1.7320437 1.7320462 1.7320478 1.7320488 1.7320495 1.73205 1.7320503

1.7320504 1.7320506 1.7320507 1.7320507 1.7320507 1.7320508

— Newton :
1. 2. 175 1.7321429 1.7320508 1.7320508

Remarque 2.17 (Attention a I’utilisation du théoréme des accroissements finis...). On a fait grand usage du
théoréme des accroissements finis dans ce qui précede. Rappelons que sous la forme qu’on a utilisée, ce théoréme
n’est valide que pour les fonctions de IR dans IR. On pourra s’en convaincre en considérant la fonction de IR dans

IR? définie par :
(a:) _|sinz
P = eosz|

On peut vérifier facilement qu’il n’existe pas de £ € R, tel que p(27) — (0) = 27’ (§).

2.2.5 Exercices (méthodes de point fixe)

Exercice 77 (Calcul différentiel). Suggestions en page 161, corrigé détaillé en page 161
Soit f € C*(R",IR).
1. Montrer que pour tout 2z € IR", il existe un unique vecteur a(z) € R" tel que D f(x)(h) = a(x) - h pour tout
heR"™.
Montrer que (a(x)); = 0; f(x).
X

2. On pose Vf(x) = (01 f(z),...,01f(x))". Soit ¢ I’application définie de R" dans R" par p(z) = V f(z).
Montrer que ¢ € C'(IR",R") et que Dy(z)(y) = A(z)y, ou (A(x)); = 07, f(x).
Exercice 78 (Calcul différentiel, suite). Corrigé en page 162

1. Soit f € C? (]RQ7 R) la fonction définie par f(z1,x2) = axy + bxs + cx12, 0l a, b, et ¢ sont trois réels fixés.
Donner la définition et I’expression de D f (), Vf(x),Df, D> f(z), H¢(x).
2. Méme question pour la fonction f € C?(IR?,TR) définie par f(x1, w2, x3) = &7 + 272 + o sin(z3).

Exercice 79 (Point fixe dans R). Corrigé en page 163

1
1. Etudier la convergence de la suite (a:(k))kelN, définie par (0 € [0,1] et k1) = cos <1+7(k)>
x
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2. Soit I = [0,1], et f : x — x*. Montrer que la suite des itérés de point fixe converge pour tout z € [0, 1] et
donner la limite de la suite en fonction du choix initial ().

Exercice 80 (Point fixe et Newton). Corrigé détaillé en page 163.

1. On veut résoudre 1’équation 2xe® = 1.
(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : © = %e‘f.
(b) Ecrire I’algorithme de point fixe, et calculer les itérés xg, x1, x2 et 3 en partant depuis xg = 1.
(c) Justifier la convergence de 1’algorithme donné en (b).

2. On veut résoudre 1’équation 22 —-2=0,z>0.

(a) Vérifier que cette équation peut s’écrire sous forme de point fixe : © = %

(b) Ecrire I’algorithme de point fixe, et tracer sur un graphique les itérés xg, x1, x2 et x3 en partant de
o = letxyg = 2.

:J:2+2
2z

(d) Pour suivre les traces de Newton (ou plutot Simpson, semble-t-il) : a x,, connu, écrire le développement
limité de g(x) = 2> — 2 entre (") et ("1, remplacer I’équation g(Z) = 0 par g(z(**t1)) = 0, et
g(z(™*1) par le développement limité en 2™*! , et en déduire I’approximation z("+1) = 2(m) —

(n) e . L
%. Retrouver ainsi Iitération de la question précédente (pour g(z) = 22 — 2).

(c) Essayer ensuite le point fixe sur z = . Pas tres facile a deviner, n’est ce pas ?

Exercice 81 (Méthode de monotonie). Suggestions en page 161, corrigé détaillé en page 164.

On suppose que f € C1(IR,IR), f(0) = 0 et que f est croissante. On s’intéresse, pour A > 0, au systéme non

linéaire suivant de n équations a n inconnues (notées w1, ..., uy) :
(Au); = aif(ui) + Ab; Vi€ {1,...,n},
u=(u,...,u,) € R", (2.11)
olt a; > O pourtouti € {1,...,n}, b; > O0pourtouti € {1,...,n}et A € M, (IR) est une matrice vérifiant
velR"™, Au>0=u>0. (2.12)

On suppose qu’il existe ;2 > 0 t.q. (2.11) ait une solution, notée u(*), pour A = p1. On suppose aussi que u(*) > 0.
Soit 0 < A < p. On définit la suite (v(k))nE]N C R" par 0 = e, pour n. > 0,

(Av* D), = a; f(0™)) + Ab; Vi € {1, n}. (2.13)

Montrer que la suite (v(k))nem est bien définie, convergente (dans IR™) et que sa limite, notée u™, est solution
de (2.11) (et vérifie 0 < u® < 1),

Exercice 82 (Point fixe amélioré). Suggestions en page 161, Corrigé en page 165

Soitg € C3(IR,IR) et T € R tels que g(T) = O et ¢'(Z) # 0.
On se donne p € CH(IR, R) telle que p(T) = 7.
On considere I’algorithme suivant :
o € IR,
(2.14)
Zpy1 = h(xy),n > 0.

g(z)
9'(p(x))
1) Montrer qu’il existe o > 0 tel que si zg € [T — o, T + o] = I,,, alors la suite donnée par I’algorithme (2.14) est
bien définie ; montrer que x,, — ¥ lorsque n — +o0.

avec h(z) =z —

On prend maintenant zy € I, ou « est donné par la question 1.
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2) Montrer que la convergence de la suite (x,, ),en définie par I’algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) On suppose que ¢’ est lipschitzienne et que ¢’ (T) = 3 Montrer que la convergence de la suite (xy )xen définie

par (2.14) est au moins cubique, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € IR tel que
|zp1 — T| < clzg — T, VEk > 1.
4) Soit § € R, tel que ¢’(x) # 0 Va € Ig =|T — 3, % + ([; montrer que si on prend ¢ telle que :

_ g(x)
A= )

alors la suite définie par I’algorithme (2.14) converge de maniere cubique.

sixz € Ig,

Suggestions

Exercice 77 page 159 (Calcul différentiel) 1. Utiliser le fait que D f(x) est une application linéaire et le théo-
reme de Riesz. Appliquer ensuite la différentielle a un vecteur h bien choisi.
2. Mémes idées...

Exercice 81 page 160 (Méthode de monotonie) Pour montrer que la suite (v(k) )nelN est bien définie, remarquer
que la matrice A est inversible. Pour montrer qu’elle est convergente, montrer que les hypothéses du théoreme du
point fixe de monotonie vu en cours sont vérifiées.

Exercice 82 page 160 (Point fixe amélior¢)
1) Montrer qu’on peut choisir « de maniere a ce que |h/(z)| < 1si z € I,, et en déduire que g’ (p(z,) # 0 si xo
est bien choisi.
2) Remarquer que

9(xk) — 9(T)
ze —T)g (o)

foisn — 7 = (e = )(1 — ¢ (2.15)

En déduire que

1
[Tn41 =T < Zfan —/? sup | (@)] sup |g" (z)].

zely z€la

3) Reprendre le méme raisonnement avec des développements d’ordre supérieur.
4) Montrer que ¢ vérifie les hypotheses de la question 3).
Corrigés

Exercice 77 page 159 1. Par définition, T = D f(x) est une application linéaire de IR" dans IR"™, qui s’écrit
donc sous la forme : T'(h) = Y. ; a;h; = a - h. Or I'application T' dépend de z, donc le vecteur a aussi.
Montrons maintenant que (a(z)); = 9;f(x), pour 1 < i < n Soit h?) € R™ défini par hy) = hd;j,ouh >0
et 0; ; désigne le symbole de Kronecker, i.e. §; ; = 1si¢ = j et d; ; = 0 sinon. En appliquant la définition de la
différentielle avec ("), on obtient :

fl@+hD) = f(z) = Df(@)(hD) + |hDe(h),
c’est—a—dire :
flar,. o xim,xs +hoxioa, .o o) — fa,.. .7.’[,'n) = (a(x))zh + hE(h(i)).

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient alors que (a(z)); = 0;f(x).

2. Comme f € C?*(R",IR), ona d;f € C}(R",IR), et donc ¢ € C'(IR",IR™). Comme Dy(z) est une
application linéaire de IR dans IR", il existe une matrice A(z) carrée d’ordre n telle que Dy(x)(y) = A(z)y
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pour tout y € IR". Il reste & montrer que (A(z)); ; = 07, f(x). Soit R € IR™ défini 2 la question préceédente,
pouri, j=1,...,n,ona

(De(x)(h9)); = (A()h); Zam Yy = hay ().

Or par définition de la différentielle,
#ile +h9) = gi(z) = (D) (D)) + KD (hD),

ce qui entraine, en divisant par h et en faisant tendre h vers 0 : 9j¢;(x) = a, ;(x). Or p;(x) = 0; f(x), et donc

(A(2))ij = aij(z) = 07, f(2).

Exercice 78 page 159 (Calcul différentiel, suite)
1. D f(x) est la différentielle de f en z, c’est-a-dire I’application linéaire telle que f(z + h) — f(z) — Df(x)h =
he(h) pour tout h € R?, ot e(h) tend vers 0 lorsque |h| tend vers 0. Calculons les dérivées partielles de f.

O1f(x1,72) = a + cxa,
agf(llil,l‘g) = b+C£171.

D f(x) est donc I’application linéaire qui a (h1, ho) € R? associe 9y f(x1, x2)h1+0af (71, 22)ha = (a+cxa)hi+
(b + cx1)he.
Par définition du gradient,ona: Df(z)h = Vf(x) - het

o =it = )

Df est la différentielle de f, c’est-a-dire la fonction de R? dans £L(R?,R) qui a z = (z1,22) associe Df(z)
définie plus haut.

La différentielle d’ordre 2 de f en x est une application linéaire de R? dans £(R% R), telle que Df(x + h) —
Df(x) — D?f(z)(h) = |h|e(h) pour tout h € R?, ol £(h) tend vers 0 lorsque |h| tend vers O (noter que £(h) €
L£(R?,R)). Elle vérifie, pour 2, y € R?, D2 f(z)(h)(y) = H(x)h -y, ot Hy(z) est la matrice hessienne de f en
x, donnée par les dérivées partielles secondes : Hy(x); ; = 07 ; f(x), pourd, j =1,...,3.

Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :

ailf(x) =0, 81272f(:c) =
822,1f(917) = 62272f(x) =
2. Calculons les dérivées partielles de f.

o1 f(x1,x2,x3) = 221 (1 + 2),
Do f (w1, 22, x3) = 23 + sin(x3),
O3 f (w1, 72, 73) = 22 cos(x3).

On adonc Vf(x) = (2x1(1 + x2), 2% + sin(x3), —w2 cos x3))*. L application D f(z) est une application linéaire
de R? dans R, définie par

Df(x)(y) = (2z1(1 + z2))y1 + (27 + sin(x3))y2 — 2 cos(x3)ys. (2.16)

L application D f appartient 2 C*(R3, £(R3,R), eta = € R3, elle associe D f(z) € L(R?,R).
Calculons maintenant les dérivées partielles secondes :
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ailf(f) = 2(1 + x2), 3%,2f($) = 2xy, 612’3]"(:17) =0,
951 f(x) = 21, 95 o f(x) =0, 95 5 f () = cos(x3)),
8%71f(x) =0, 6?%12f(x) = cos(z3), 8?%’3]0(:10) = —x9sin(xg).

[l

La matrice Hj () est définie par Hy(x); ; = 87, f(x), pour i, j = 1,...,3. L'application D?f(x) est une appli-
cation linéaire de R? dans £(R3,R), définie par D? f(x)(y) = sy et (D?f(2)(y))(2) = ¥z (2) = Hf(2)y - 2.
Enfin, I’application D? est une fonction continue de R? dans £(R3, £(R?,R)), définie par D% f(z)(y) = ¥z,
pour tout z, y € R3.

Corrigé de I’exercice 80 page 160 (Point fixe dans IR)
1
1. On vérifie que I’application f : x > cos (r) est une application de [0, 1] dans lui-méme qui est
x
1
contractante. En effet, 0 < T2 <1< §pourtoutz € [0,1], donc f(x) € [0, 1] pour tout z € [0, 1]. De
x

1 1
plus, f/'(z) = msin <1—|——x) On voit que f/(z) > 0 pour tout z € [0,1] et f'(x) < sin(1) < 1.
On peut donc appliquer le théoreme de point fixe de Banach pour déduire que f admet un unique point fixe
dans I’intervalle [0, 1] qui est limite de toutes les suites définies par (9 € [0, 1], z(*+1) = f(2(®).
2. La suite des itérés de point fixe est définie par x¢ € [0, 1] et 2,41 = (z,)*.
(a) Sixp = 0, la suite est stationnaire et égale a 0.
(b) Sizg =1, la suite est stationnaire et égale a 1.
(c) Sixzg €]0, 1], on montre par une récurrence facile que
I Tn+1 < Tnp,
ii. Tn+1 6}0,1[
On en déduit que la suite converge vers une limite /, et en passant a la limite sur 2,41 = (2,)%, on
obtient { = 0 ou 1. Comme ¢ < zy < 1, on en dduit que ¢ = 0.

Corrigé de I’exercice 80 page 160 (Point fixe et Newton)
1. Résolution de I’équation 2ze® = 1.

(a) Comme e® ne s’annule pas, I’équation 2xe” = 1 est équivalente a I’équation x = %6*1, qui est sous
forme point fixe z = f(z) avec f(z) = $e~".

(b) L’algorithme de point fixe s’écrit

29 donné (2.17a)
2B = f(), (2.17b)
Scilab donne :
1 X = 1.
2 X = 0.1839397
3 X = 0.4159930
4 X = 0.3298425

Notons que la suite n’est pas monotone.

(¢) Ona f'(z) = —4e " etdonc |f'(z)| < 5 pour z € [0,1]. De plus f(z) € [0,1] si z € [0,1].
Lapplication z — f(z) = 2e~" est donc strictement contractante de [0, 1] dans [0, 1], et elle admet
donc un point fixe, qui est limite de la suite construite par 1’algorithme précédent.

2. Résolution de I’équation 22 — 2 = 0.
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(a) On se place sur I'intervalle |0, 4[. L’équation 2 — 2 = 0 est manifestement équivalente a I’équation

2 qui est sous forme point fixe z = f(z) avec f(z) = 2.

(b) Lalgorithme de point fixe s’écrit toujours (2.17), mais si on part de zop = 1 ou ¢y = 2, on obtient une
suite cyclique (1,2, 1,2,1,2...)ou (2, 1,2, 1, 2, 1, 2...) qui ne converge pas.

(c) Scilab donne

xTr =

% x = 1.

$ x = 1.5

& x = 1.4166667
$ x = 1.4142157

(d) Le développement limité de g(z) = z> — 2 entre (™ et ("1 s*écrit :
g(w(nﬂ)) = g(x(”)) + (x(nJrl) _ x("))g’(x(”)) + (x(nﬂ) — w(n))g(x(nﬂ) — x(n))’

avec £(z) — 0lorsque x — 0. En écrivant qu’on cherche z("+1) tel que g(z("*1)) = 0 eten négligeant
le terme de reste du développement limité, on obtient :

0= g(z™) + (2D — ) g/ (M),
Pour g(z) = 22 —2,0na ¢/(z) = 2z et donc I’équation précédente donne bien I’itération de la question
précédente.
Corrigé de I’exercice 81 page 160 (Méthode de monotonie) Montrons que la suite v(*) est bien définie.
Supposons v(¥) connu ; alors v(*+1) est bien défini si le systeme

ApF+D) — gk,

ol d*) est défini par : dgk) = aif(vgk)) + Ab; pour ¢ = 1,...,n, admet une solution. Or, grace au fait que

Av >0 = v > 0, lamatrice A est inversible, ce qui prouve I’existence et 1’unicité de pk+1),

Montrons maintenant que les hypotheses du théoréme de convergence du point fixe de monotonie sont bien satis-
faites.

On pose RE)‘) (u) = o f(u;) + Ab;. Le systéme a résoudre s’ écrit donc :

Au = R™ (u)

Or 0 est sous—solution car 0 < «a; f(0) + A\b; (gréce au fait que f(0) = 0, A > 0etb; > 0).
Cherchons maintenant une sur—solution, ¢’est-a—dire & € IR™ tel que

@ > RM(a).
Par hypotheése, il existe ;> 0 et u(*) > 0 tel que
(Au®); = af(ui™) + pb;.

Comme A\ < petb; > 0,0ona
(AuM); > ai f(ul™) + Aoy = R (u).

Donc u(") est sur—solution. Les hypothéses du théoréme dont bien vérifiées, et donc v(*) — 7 lorsque n — 400,
ol u est tel que Au = R(u).
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Corrigé de I’exercice 82 page 160 (Point fixe amélioré)

1) La suite donnée par I’algorithme (2.14) est bien définie si pour tout n € IN, ¢’ o ¢(x,) # 0. Remarquons
d’abord que ¢’ o ¢(T) # 0. Or la fonction g’ o ¢ est continue; pour £ > 0 fixé, il existe donc 5 € IR, tel que

lg" o p(x)| > e pour tout z € [T — 3,T + (] = Ig. Remarquons ensuite que ' (T) = 1 — Egjgggz = 0.0r A/ est
aussi continue. On en déduit I’existence de v € IR ;. tel que |h/(z)| < 1 pourtout z € [T — v, T + 7] = I,.

Soit maintenant & = min(3,7); si zg € I,, alors g’ o p(xp) # 0. Comme h est strictement contractante sur I,
(et que h(T) = T), on en déduit que 1 € I,, et, par récurrence sur n, x, € I, pour tout n € IN (et la suite est
bien définie). De plus, comme / est strictement contractante sur I, le théoréme du point fixe (théoréme 2.5 page
150 donne la convergence de la suite (x,,)neN Vers .

2) Remarquons d’abord que si ¢ € C?(IR, R), on peut directement appliquer la proposition 2.16 (item 2), car dans
ce cas h € C?(IR, IR), puisqu’on a déja vu que 1/(Z) = 0. Effectuons maintenant le calcul dans le cas ol I'on n’a
que » € CH(IR, R). Calculons |74, 1 — T|. Par définition de w441, 0n a:

$k+1*f:$k*ffig(xk) ;
9'(p(xr))
ce qui entraine que
_ _ 9(zn) — 9(T) )
ntl — T = (T — 1- — . 2.18
=7 = =) (1- LD 19

Oril existe 8,, € I(T,x,), ou I(T, x,) désigne I'intervalle d’extrémités T et x,,, tel que

Mais comme g € C3(IR, IR) il existe ¢, € I(0n, ¢(z,)) tel que :

9'(0n) = g'(#(xn)) + (0n = p(2n))g" (Cn)-

On en déduit que
1
_9"() (2.19)

Par inégalité triangulaire, on a :
|0 = @(xn)| <100 — T + [T — o(20)| = [0n — Z| + |@(F) — o(2n)]-
Comme 0,, € I(Z,x,), onadonc |0, —T| < |z, —Z|; deplus: [p(T) — @(x,)] < sup,er ¢ (z)||zn —Z]. On

en déduit que

60 — ()| < 20 — T (1 + sup Iw’(fc))l) |

z€l,
En reportant dans (2.19), on en déduit que :
_ 1 —12 / "
|nt1 =T < —fan —T[7{ 1+ sup |¢'(2))] | sup |g"(2)],
€ €l z€ly

ou ¢ est donné a la question 1 par choix de a.
On a ainsi montré que la convergence de la suite (z, ), définie par I”algorithme (2.14) est au moins quadratique.

3) Reprenons le calcul de la question précédente en montant en ordre sur les développements. Calculons |z, 1 —T|.
Ecrivons maintenant qu’il existe u,, € I(Z, z,) tel que

9(en) = 9(7) + (20 = T/ () + 5 (0 — 79" ().
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CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

2.2. LES METHODES DE POINT FIXE

Tpt1 — T = (xp, — T) (1 = (20 —7) (xn —T)g' (p(zn))

De (2.18), on en déduit que
9'(@) + 5(wn - f)g”(un)>

Or il existe v, € I(T, p(zy)) tel que
g'(p(an)) = ¢'(T) + (p(xn) — @(T))g" (vn)-

On a donc : _ )
v ((etn) = o(@)g" ) = o = g0

Tptl =T = ————~
i g'(p(zn))
o(T) + ¢' (&) (xn — T), 00 &, € I(T, z,). Comme ¢’ est lipschitzienne, on a

Ecrivons maintenant que o(z,,) =
'(T) + €n = 3 + €n, avec |e,| < M|z, — T|, ol M est la constante de Lipschitz de ¢’. On a donc :

¢'(En) = ¢
pnin =7 = s (o =BG ) () 5~ T ().

et donc (avec € donné a la question 1 par choix de o) :
= 1 —|2 1 1" 1 1
|xn+1 - I| < g|xn - I| (5(9 (Vn) -9 (,un)) +€ng (Vn) :

Mais de méme, comme g € C3(IR, IR), et que p., et v, € I(T,x,),ona

19" (1) — 9" (vn)| < sup |g" (z)||2n — 7.

z€ly

On en déduit finalement que :
_ —(3 " M "
|Tpi1 — 7| < Clz, — 7|, avec C = — sup |¢" ()| + — sup |g"(z)|.

2e x€l, € zel,

4) Pour montrer que la suite définie par 1’algorithme (2.14) converge de maniere cubique, il suffit de montrer
que ¢ vérifie les hypotheéses de la question 3). On a évidemment p(z) = z. Comme g € C3(IR,IR) et que
g'(x) #0, Vx € Iz, onen déduit que p € C?(IR,IR). De plus

1g'(@)? —g"(@9(@) _ 1

La fonction ¢ vérifie donc bien les hypotheses de la question 3.
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TP scilab n°5

Méthode de la puissance

On considere nos deux probléemes favoris :

10 7 8 7 32
| T3 65 ,_ | 23
| 8 6 10 9 — | 33
7 5 9 10 31
2 -1 0 o -~ 0 sin (27—
-1 2 -1 0 - 0 ( ”“)
Ap=(n+1)? oot A E Mo(R) B i (2- )
n=(n+ eM, n= sin (272
0 0 -1 2 " 0 A
: Lo '
0 - 0 -1 2 Sin(%#l)

On se propose de montrer pourquoi la méthode de Jacobi ne fonctionne pas dans un des
problémes indiqués plus haut. La méthode de la puissance permet d'approcher la plus grande
valeur propre (en valeur absolue) d’une matrice A. L'idée consiste a construire une suite (X*)
de vecteurs telle que :

(1) k41 _ 1 aAvk
XU = oo, AX

{XOER"\{O}

Alors (AX* X*) tend vers A (quand k — 00), ol A est la plus grande valeur propre de A
(en valeur absolue).

1. Ecrire une fonction scilab meth_puiss qui, a partir d'une matrice A et du nombre
d'itérations nb_iter, renvoie une approximation de Lambda, la plus grande valeur
propre (en valeur absolue) de A. On propose la syntaxe suivante pour meth_puiss :

function [Lambdal=meth_puiss(A,nb_iter),
endfunction;
2. A l'aide de meth_puiss, calculez le rayon spectral de M !N pour les méthodes de
Jacobi et de Gauss Seidel appliquées aux deux matrices a et A,,.

Rappels : Pour la méthode de Jacobi : M =D et N=F+ F.
Pour la méthode de Jacobi: M =D — E et N=F.

3. Que se passe-til si I'on remplace la norme 2 par la norme 1 dans I'algorithme (1)



Exercice 2 : Méthode QR

La méthode QR est une méthode qui permet de retrouver, de maniére approchée, les
valeurs propres d'une matrice. Elle utilise la décomposition QR d'une matrice (A = QR ou
(@ est une matrice orthogonale et R une matrice triangulaire supérieure).

L'algorithme de la méthode QR est le suivant (en pratique, tol est une petite valeur) :

B+ A

Tant qu'il existe des coefficients sous la diagonale de B plus grand que tol (en valeur absolue),
(@, ] qr(B)
B+ RQ

Fin de la boucle

Retourner B

On va tester la méthode QR sur différentes matrices diagonalisables, et étudier (numériquement)
la convergence de la méthode :

1. Construire une matrice symétrique 4 x 4 en prenant une matrice M tirée au hasard
(fonction random) et en écrivant P = M M?!. Vérifier que P est inversible.

2. On pose alors :

A; = PD; P!
6 00 0 500 0 500 0
05 0 0 0100 0300
etDi=17 ¢ 2 0 Da=119 0 2 0 Ds=119 10 2 0
000 1 0006 000 3

(a) Ecrire une fonction Scilab methQR qui implémente I'algorithme de la méthode QR
en prenant en entrée une matrice A. On pourra faire appel a la fonction Scilab qr
qui réalise la décomposition QR d’une matrice.

Testez ensuite la méthode sur les matrices A; et As et As.

(b) Modifiez la fonction de maniere a ne pas faire plus de 1000 itérations.

(c) Testez la fonction ainsi modifiée sur la matrice A4 avec :

500 0
020 0
Di=1 190 01
0010

Que remarquez-vous ? Calculez les valeurs propres de la sous-matrice composée
des deux derniéres colonnes et des deux derniéres lignes du résultat de methQR (A4).
Que constatez-vous maintenant ?
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TP scilab n°5
Exercice 1 (Point fixe et Newton)

On cherche 3 calculer 7 = /3,

1. par le point fixe sur la fonction f(x) =z — 2% + 3,

2. par le point fixe avec relaxation sur la méme fonction,
3. par la méthode de Newton.

Programmer les trois méthodes et comparer les vitesses de convergence en partant de g = 1.
Tester ensuite plusieurs initialisations possibles, et pour la méthode de relaxation, plusieurs pa-
rametres.

Evaluer la vitesse de convergence des algorithmes en calculant, pour p bien choisi

2D — 7

o) — z?

Exercice 2 (Suites récurrentes - Visualisation)

On considere la suite réccurente u,,+1 = f(uy) Reproduire les graphes ci-dessous qui correspondent

aux fonctions
2 + 22 e~ "

fl(x) = 1’27 fg(fl') - o0 fS(fL') = 7

Exercice 3 (Suite de Feigenbaum)

On consideére la suite :

(@) = z(1 —2),
(1) u&h = fr(u™) avec A € [0,4],
ugA) € [0,1].

1. Créer la fonction : (z,\) — fi(z).



2. Créer une fonction qui renvoie pour A, u(()/\> et n, p fixés, ugl’\_gl pouri=1,---,p.

3. Pour A € [0,4], ug’\) = 0.5, visualiser les points u$dM pour n = 101,...,110. On doit
obtenir ce que I'on appelle la cascade de Feigenbaum :

4. Interpréter ce graphique.

Exercice 4 (Newton et les échelles. . .)

4dm
Soient deux échelles de longueurs respec-
tives 3 et 4 m, posées contre deux murs
verticaux selon la figure ci-contre. On sait
que les échelles se croisent a 1m du sol, 3m
et on cherche a connaitre la distance d o :
entre les deux murs. 1 1m
|
i
A __ Mo . B
d
1. Montrer que le probleme revient a déterminer z et y tels que
(2) 1627 = (22 + 1)(z + y)?
(3) 9° = (v’ + 1) (z +y)*

2. Ecrire une fonction sous scilab qui a (z(9), y(9)) associe (z(*), y(*)) le k**™¢ itéré de I'al-
gorithme de Newton pour la résolution du systeme (2)-(3).

3. Visualiser les premiers itérés z:(F) et y(k) construits par la méthode de Newton en partant
de 0 =1 ety =1.
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Projet PageRank

L’objectif de ce projet est d’étudier sur I'exemple du classement des pages web, la
méthode de la puissance. Ce sujet est fortement inspiré d’un sujet d’agreg option B,
2008.

Le projet contient une partie a faire avec scilab, partie facultative, et une partie a rendre
pour le deuxieme devoir, qui comptera pour la note de contréle continu.

La recherche d’informations pertinentes sur le Web est un des problemes les plus cru-
ciaux pour l'utilisation de de ce dernier. Des enjeux économiques colossaux sont en jeu,
et diverses multinationales se livrent a de grandes manoeuvres. Le leader actuel de ce
marché, Google, utilise pour déterminer la pertinence des références fournies, un cer-
tain nombre d’algorithmes dont certains sont des secrets industriels jalousement gardés,
mais d’autres sont publics. On va s’intéresser ici & 1'algorithme PageRank !, lequel fait
intervenir des valeurs propres et vecteurs propres d’une énorme matrice.

1 Le principe de ’algorithme PageRank

On peut considérer pour simplifier que le Web est une collection de N € N pages, avec N
tres grand (de lordre de 10'° en octobre 2005). La plupart de ces pages incluent des liens
hypertextes vers d’autres pages. On dit qu’elles pointent vers ces autres pages. L’idée de
base utilisée par les moteurs de recherche pour classer les pages par ordre de pertinence
décroissante consiste a considérer que plus une page est la cible de liens venant d’autres
pages, c’est-a-dire plus il y a de pages qui pointent vers elle, plus elle a de chances
d’étre fiable et intéressante pour 'utilisateur final, et réciproquement. Il s’agit donc de
quantifier cette idée, c’est-a-dire d’attribuer un score de pertinence a chaque page.

Pour ce faire, on représente le Web comme un graphe orienté : un graphe est un ensemble
de points, dont certaines paires sont directement reliées par un “lien”. Ces liens peuvent
étre orientés, c¢’est-a-dire qu’un lien entre deux points u et v relie soit u vers v, soit v vers
u : dans ce cas, le graphe est dit orienté. Sinon, les liens sont symétriques, et le graphe est
non-orienté. Les points sont généralement appelés sommets, et les liens “arétes”. On peut
représenter le graphe par une matrice, qu’on appelle matrice d’adjacence : le coefficient de
la i-eme ligne et j-éme colonne est 1 s’il existe une aréte allant du sommet ¢ au sommet j,
et 0 sinon. Remarquer que si le graphe est non orienté, alors une aréte est définie comme
liant les sommets ¢ et j sans ordre, et la matrice d’adjacence est symétrique.

1. Le nom “PageRank” vient du nom de Larry Page, I'un des inventeurs de Google.
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FIGURE 1 — Exemple 1

Pour représenter le Web comme un graphe, on se donne donc un ordre arbitraire sur
I’ensemble des pages que 'on numérote ainsi de ¢ =1 a ¢ = N : ce sont les sommets du
graphe. La structure de connectivité du Web peut alors étre représentée par la matrice
d’adjacence C' de taille N x N telle que C;; = 1 si la page j pointe sur la page %, C;; = 0
sinon. Remarquons que c’est un graphe non symétrique. Les liens d'une page sur elle-
méme ne sont pas significatifs, on pose donc Cj;; = 0. Remarquons que la ligne ¢ de
la matrice C' contient tous les liens significatifs qui pointent sur la page ¢, alors que la
colonne j contient tous les liens significatifs qui partent de la page j.

Pour illustrer notre étude, on propose les trois exemples de graphe décrits sur les figures
1,2et 3. .

1. Ecrire les matrices Cp, Cy et C3 associées respectivement aux exemples 1, 2 et 3.

On souhaite attribuer a chaque page i un score r; € R% de facon a pouvoir classer
I’ensemble des pages par score décroissant et présenter a l'utilisateur une liste ainsi
classée des pages correspondant a sa requéte. L’algorithme PageRank part du principe
qu’un lien de la page j pointant sur la page ¢ contribue positivement au score de cette
derniere, avec une pondération par le score r; de la page dont est issu le lien (une page
ayant un score élevé a ainsi plus de poids qu’une n’ayant qu’un score médiocre) et par
le nombre total de liens présents sur ladite page N; = ZQ’:I Cj. On introduit donc la
matrice ) définie par Q;; = % si N; # 0, Q;; = 0 sinon.

2. Déterminer les matrices @1, Q2 et Q3 associées aux trois exemples. Vérifier que
la somme des coefficients des colonnes non nulles de Q vaut toujours 1.

3. Démontrer que toutes les colonnes non nulles de la matrice QQ générale sont telles
que la somme de leurs coefficients est égale a 1.
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L’application des principes ci-dessus conduit donc & une équation pour le vecteur r € RV
des scores des pages de la forme

N
(1) r; = ZQijrj c’est a dire r = Qr,

Jj=1

ou () est une matrice dont la somme des coefficients de chaque colonne non nulle est
égale a 1. Le probleme du classement des pages du Web se trouve ainsi ramené a la
recherche d’un vecteur propre d’une énorme matrice, associé a la valeur propre 1! Mais
il peut arriver que la matrice (Q n’admette pas la valeur propre 1 ce qui invalide quelque
peu la philosophie originale de I'algorithme.

4. Vérifier en utilisant scilab que les matrices Q1 et Q3 admettent 1 comme valeur
propre mais que ce n’est pas le cas de (Qg.

5. Soit Q la transposée d’une matrice stochastique?

(a) Montrer que 1 est valeur propre de Q' et donc de Q.

(b) Montrer que p(Q') = p(Q) = 1.
Pour faire en sorte que 1 soit valeur propre, on va donc modifier la matrice () de maniere
a ce qu’elle soit la transposée d’une matrice stochastique, et donc en particulier qu’elle
n’ait plus de colonne nulle. On considere pour cela les vecteurs e = (11---1)! € RY et
d € RY de composantes d;,j =1,...,N, avec d; = 1 si N; =0, d; = 0 sinon. On définit
alors la matrice

1
2 P = —ed".
(2) Q+ 5
6. Visualiser sur scilab les matrices Py, Py et P3 associées aux trois exemples et
calculer leurs valeurs propres a l'aide de la commande spec.

7. Montrer que le passage de ) a P revient a remplacer les colonnes de zéros de @)
par des colonnes dont toutes les composantes sont €gales a %

8. Montrer que P est bien la transposée d’une matrice stochastique, et en déduire
que P admet bien la valeur propre 1 et que p(P') et p(P) sont égaux a 1.

On remarque sur 'exemple 3 que la valeur propre 1 peut étre multiple. Or, notre probleme
consiste a trouver un vecteur propre associé a cette valeur propre et il est alors préférable
que 1 soit valeur propre simple. On va donc encore modifier la matrice de maniere a ce
que tous ses coefficients soient strictement positifs. En effet, on a le théoréme suivant :

2. On appelle matrice stochastique une matrice dont tous les coefficients appartiennent a [0, 1] et
dont la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1.
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Théoréme 1 (Perron-Frobenius, cas des matrices stochastiques) Soit A une ma-
trice transposée d’une matrice stochastique et qui est de plus strictement positive (c.a.d.

dont tous les coefficients sont strictement positifs). Alors p(A) =1, et 1 est une valeur

propre simple ; de plus, il existe un vecteur propre r strictement positif associé a la valeur
propre 1 .

Ce théoréme est important pour nous car il va nous permettre non seulement de construire
une matrice avec 1 comme valeur propre simple, mais de plus d’obtenir le vecteur r
donnant un classement des pages du web. La question 9 a pour objet de démontrer le
théoreme de Perron-Frobenius. En fait, sous les hypotheses de ce théoreme, on sait déja
par les questions précédentes que p(A) = 1 et que 1 est valeur propre. Il reste & montrer
que 1 est valeur propre simple et qu’il existe un vecteur propre r strictement positif
associé a la valeur propre 1.

9. Soit A= B! ou B est une matrice stochastique strictement positive.
(a) Montrer que le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 de B est Re.
(b) En déduire que la valeur propre 1 de A est simple.
(¢c) Soit f un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 .
i. Montrer que | fi| <3, ai;|f;| sauf siles f; sont tous de méme signe.
ii. En raisonnant sur ), |f;|, en déduire que les f; sont tous de méme signe.

Dans le but d’obtenir une matrice strictement positive, on effectue alors une derniere
modification sur la matrice en choisissant un nombre 0 < o < 1 et en posant

1
(3) A, =aP+ (1 - a)Neet.

10. Ecrire sous scilab les matrices Ay 1, A2 et An g associées aux trois evemples pour
a = 0.1 et « =0.5. Calculer les modules valeurs propres de ces matrices et classez
les par ordre décroissant (on pourra utiliser la commande gsort de scilab).

11.  Montrer que A, est toujours la transposée d’une matrice stochastique, et qu’elle
est de plus strictement positive. En déduire que p(A,) = 1, que 1 est une valeur
propre simple de A, et qu’ il existe un vecteur propre r, strictement positif associé
a la valeur propre 1.

Finalement, PageRank calcule un tel vecteur propre r, € RY, normalisé d’une facon ou
d’une autre, qui est tel que

(4) T = Ao/rom

dont les N composantes fournissent le classement recherché des pages du Web. On remar-
quera que pour N grand, la matrice A, n’est qu’une petite perturbation de la matrice
@. On sait combien cette stratégie s’est révélée efficace, puisque Google a totalement
laminé les moteurs de recherche de premiere génération, comme Altavista, lesquels ont
essentiellement disparu du paysage.
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2 Calcul effectif du score des pages web

On décrit dans cette section des méthodes pour approcher ce vecteur r.

1.

Programmer la méthode de la puissance : pour ro # 0

gk

5 qk:A kal,Tkzi.
) ° Taclh

On normalisera les vecteurs en utilisant la norme 1.

Approcher le vecteur r solution de r = Ayr pour nos trois exemples pour o = 0.1.
On pourra discuter le choix du test d’arrét utilisé pour stopper Ualgorithme.
E

Vérifier numériquement que |[ry — r]l2 < Ctelaps|® ot py est la seconde plus

grande valeur propre (en module) de P.

On remarque que les matrices A, sont des matrices pleines alors que la matrice initiale
Q était creuse. Il est en pratique hors de question d’assembler cette matrice A,.

2.

Montrer que si z € RN, 2 > 0 avec ||2]|y = 1, alors y = Apz = aQz + %e

ety > 0.

On a ainsi ramené le calcul du produit matrice pleine-vecteur original a un produit
matrice creuse-vecteur et a une évaluation de norme, effectivement calculables a 1’échelle
du Web (& condition de disposer de ressources informatiques conséquentes, quand méme).

3.

1
2
3
4
5
6
7
8

Programmer alors l’algorithme

Choisir r0

Tant que s >tol, faire
ri=alpha Q 70
beta=1—norm(rl,1)
r2=ri+beta/Nxe
s=norm(r2—r0,1)
r0=r2

retourner r0

Construire un exemple de réseau de pages webs de “grande taille” N = 1000 (la
taille réelle du WWW est de plusieurs milliards!... ) et comparer la vitesse de cet
algorithme avec l'algorithme de la puissance.



