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Chapitre 3

Optimisation

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Extrema, points critiques et points selle.

L’ objectif de ce chapitre est de rechercher des extrema, c’est-a-dire des minima ou des maxima d’une fonction
f € C(IR™,IR) avec ou sans contrainte. Notons que la recherche d’un minimum ou d’un maximum implique que
I’on ait une relation d’ordre, pour pouvoir comparer les valeurs prises par f. On insiste donc bien sur le fait que
la fonction f est & valeurs dans IR (et non pas IR", comme dans le chapitre précédent). Rappelons tout d’abord
quelques définitions du cours de calcul différentiel.

Définition 3.1 (Extremum d’une fonction). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR.
On dit que T est un minimum local de f s’il existe un voisinage V de T tel que

f(@) < f(z),Vz e V.
De méme, on dit que T est un maximum local de f s’il existe un voisinage V de x tel que
f(@) > f(z),Vx € V.

On dit que T est un extremum local de f si c’est un minimum local ou un maximum local.
On dit que T est un minimum global de f si

/(@) < f(z),va € E.
De méme, on dit que T est un maximum global de f si
/(@) > f(2), Ve € E.

On dit que T est un extremum global de f si c’est un minimum global ou un maximum global.

Le probléme d’optimisation sans contrainte s’écrit :

Trouver Z € R™ tel que : G.1)
f(@) < fly), vyeR™ '
Le probléeme d’optimisation avec contrainte s’ écrit :
Trouver z € Ktel que : (3.2)
f(@) < fly), WyeK. '
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3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS CHAPITRE 3. OPTIMISATION

ot K € R" et K # IR" L'ensemble K ot I’on recherche la solution est donc 1’ensemble qui représente les
contraintes. Par exemple, si 1’on cherche un miminum d’une fonction f de IR dans IR et que 1’on demande que les
points qui réalisent ce minimum soient positifs, on aura K = R ;.

Si z est solution du probleme (3.1), on dit que = € arg I]IPI{i}il f, et si z est solution du probleme (3.2), on dit que
T € arg m}%n f

Vous savez déja que si un point Z réalise le minimum d’une fonction f dérivable de IR dans IR, alors f/(T) = 0.
On dit que c’est un point critique (voir définition 3.2). La réciproque est évidemment fausse : la fonction z + 3
est dérivable sur IR, et sa dérivée s’annule en 0 qui est donc un point critique, mais O n’est pas un extremum (c’est
un point d’inflexion). Nous verrons plus loin que de maniere générale, lorsque la fonctionnelle f est différentiable,
les extrema sont des points critiques de f, au sens ou ils annulent le gradient.

Définition 3.2 (Point critique). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR différentiable. On dit que x € E
est un point critique de f si D f(z) = 0.

Pour illustrer un cas de point critique qui n’est pas un maximum ni
un minimum, prenons un exemple en dimension 2, avec

On a alors
Df(z1,22)(h1, ha) = 2(z1h1 — x2h2) et Df(0,0) = 0.

Le point (0, 0) est donc un point critique de f. Si on trace la surface
x + 22 — 23, on se rend compte que le point (0,0) est minimal
dans une direction et maximal dans une direction indépendante de la

premiere. C’est ce qu’on appelle un point selle

Définition 3.3 (Point selle). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR. On dit que T est un point selle de f
s’il existe I et G des sous espaces vectoriels de E tels que E = F & G et un voisinage V de % tel que

f(@+2)
f(@+2)

(),VzeF;z+z€V,

<f
> f(z),V2eG;z+z€ V.

3.1.2 Convexité

Définition 3.4 (Convexité). Soit E un espace vectoriel (sur R) et f : E — TR. On dit que f est convexe si
fltz+ (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y) pour tout (x,y) € E* ett € [0,1].
On dit que f est strictement convexe si

fltr + (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1t)f(y) pour tout (x,y) € E* t.q. x # yett €]0,1].

Proposition 3.5 (Premie¢re caractérisation de la convexité). Soit E un espace vectoriel normé (sur IR) et f €
CY(E,R) alors :
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1. la fonction f est convexe si et seulement si f(y) > f(x) + Df(x)(y — x), pour tout couple (x,y) € E?,

2. la fonction f est strictement convexe si et seulement si f(y) > f(z) + Df(x)(y — =) pour tout couple
(x,y) € E? tel que x # v.

DEMONSTRATION —  Démonstration de 1.
(=) Supposons que f est convexe : soit (=, y) € E?; on veut montrer que f(y) > f(x) + Df(z)(y — =). Soit t € [0, 1],
alors f(ty + (1 —t)x) < tf(y) + (1 —t) f(z) grice au fait que f est convexe. On a donc :
fle+it(y— =) = fz) <t(f(y) — f(2). 3.3)
Comme f est différentiable, f(z + t(y — z)) = f(z) + Df(z)(t(y — x)) + te(t) ou £(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers
0. Donc en reportant dans (3.3),
e(t) + Df(x)(y —2) < f(y) — f(=z), Vt€JO,1[.

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient alors :
f(y) = Df(z)(y —z) + f(z).

(<) Montrons maintenant la réciproque : Soit (m y) € B2, ett €]0,1[ (pour t = 0 ou = 1 on n’a rien & démontrer). On
veut montrer que f(tx + (1 — t)y) < tf(xz) + (1 —t)f(y). On pose z = tz + (1 — ¢)y. On a alors par hypothese :

(y) > f(2) + Df(2)(y — 2),

et f(z) > f(2)+ Df()(x - 2).

En multipliant la premiére inégalité par 1 — ¢, la deuxieme par ¢ et en les additionnant, on obtient :
(I=0)f(y) +if(z) = [f(z)+ A -t)Df(2)(y - 2) +tDf(z)(x - 2)
(I=0f@) +tf(z) = f(z)+DFE(1 =)y = 2) + iz - 2)).

Et comme (1 —¢)(y — 2) + t(x — z) = 0,onadonc (1 —t)f(y) + tf(z) > f(z) = ftz + (1 —t)y).

Démonstration de 2

(=) On suppose que f est strictement convexe, on veut montrer que f(y) > f(z) + Df(z)(y — ) si y # . Soit donc

(z,y) € E?, x # y.On pose z = %(y — x), et comme [ est convexe, on peut appliquer la partie 1. du théoréme et écrire

que f(z +2) > f(z) + Df(z)(z). Onadonc f(z) + Df(z)(L52) < f(ZEY). Comme f est strictement convexe, ceci
entraine que f(z) + Df(2)(452) < 1(f(z) + f(y)), d’ou le résultat.
(<) La méthode de démonstration est la méme que pour le 1. ]

Proposition 3.6 (Seconde caractérisation de la convexité). Soit E = R" et f € C?*(E,R). Soit Hs(z) la
hessienne de f au point x, i.e. (Hf(x))i; = 07 ; f(x). Alors

1. f est convexe si et seulement si Hy(x) est symétrique et positive pour tout v € E (c.a.d. Hy(z)" = Hy(z)
et Hy(z)y -y > 0 pourtouty € R"™)

2. f est strictement convexe si H(x) est symétrique définie positive pour tout x € E. (Attention la réciproque
est fausse.)

DEMONSTRATION —  Démonstration de 1.

(=) Soit f convexe, on veut montrer que H s (z) est symétrique positive. Il est clair que H¢(x) est symétrique car 83 =
03 .f car f est C*. Par définition, Hy(z) = D(Vf(z)) et Vf € C*(R",IR"). Soit (z,y) € E*, comme f est convexe
et de classe C, on a, grice a la proposition 3.5 :

fy) = f@) + V(@) (y — ). (3.4
Soit ¢ € C?*(IR, R définie par o(t) = f(z + t(y — x)). Alors :

fy) = f(2) = (1) = (0) = / ¢'()dt = [¢' ()t = Do —/ " (1) (t = 1)dt,

c’est-adire: f(y) — f(z) = +fo Y1 —¢8)dt.Or'(t) =V f(z+tly—=z)) - (y — ), et
@"(t):D(Vf(ert( - ))(y—w)~(y—w):Hf'(w+t(y—w))(y—m)-(y—w)-

On a donc :

fly) = f(x) =V f(x)(y — ) +/ Hy(z +t(y —=))(y — 2) - (y — ) (1 — t)dt. 3.5)

CHAPITRE 3. OPTIMISATION
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Les inégalités (3.4) et (3.5) entrainent : fol Hi(z+tly—2))(y—=z) - (y—2z)(1 —t)dt > 0Vz,y € E.Onadonc:

1
/ Hyi(x +tz)z-2(1—t)dt >0 Vz,Vz € E. 3.6)
0
En fixant € F, on écrit (3.6) avec z = ey, e > 0, y € IR™. On obtient :

1
52/ Hi(zx+tey)y-y(1 —t)dt >0 Va,y € E, Ve >0, etdonc:
0

1
/ Hf(zx+tey)y-y(1 —t)dt >0 Ve > 0.
0
Pour (z,y) € E? fixé, Hy(z + tey) tend vers H s (z) uniformément lorsque € — 0, pour ¢ € [0, 1]. On a donc :
1
1
/ Hy(z)y-y(1—t)dt >0, cad. EHf(m)y -y > 0.
0

Donc pour tout (x,y) € (IR™)?, Hy(2)y -y > 0 donc H(x) est positive.

(<=) Montrons maintenant la réciproque : On suppose que H(x) est positive pour tout © € E. On veut démontrer que
f est convexe ; on va pour cela utiliser la proposition 3.5 et montrer que : f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — =) pour tout
(z,y) € E. Grace 2 (3.5),ona:

f(y)*f(x)=Vf(w)'(y*m)+/ Hy(z +t(y — 2))(y — ) - (y — 2)(1 - t)dt.

Or Hi(x + t(y — x))(y — x) - (y — =) > 0 pour tout couple (z,y) € E% et 1 —¢ > 0 sur [0,1]. On a donc f(y) >
f(z) + Vf(z) - (y — ) pour tout couple (z,y) € E>. La fonction f est donc bien convexe.
Démonstration de 2.

(<=) On suppose que H(x) est strictement positive pour tout x € E, et on veut montrer que f est strictement convexe.
On va encore utiliser la caractérisation de la proposition 3.5. Soit donc (z,y) € E? tel que y # x. Alors :

f(y):f($)+Vf(m)-(y—I)+/ Hi(z+tly—x)(y—a) - (y—=z) (1-t) dt
>0 sizty #0 sit€]0,1[

Donc f(y) > f(z) + Vf(x)(y — x) si  # y, ce qui prouve que f est strictement convexe. L]

Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propose le contre-exemple suivant : Soit
n=1etf e C*R,R),onaalors Hf(z) = f"(x). Si f est la fonction définie par f(z) = z*, alors f est
strictement convexe mais f”(0) = 0.

3.1.3 Exercices (extrema, convexité)

Exercice 110 (Vrai / faux). corrigé en page 212

1. L'application 2 — |||/~ est convexe sur R2.

2. Lapplication z — ||z||» est strictement convexe sur IR 2.

3. L’application de IR? dans IR définie par F(z,y) = 2% — 22y + 3y* + y admet un unique minimum.
4. Soit A € M,,,,(IR), b € R"™, I’application = — ||Az — b||2 admet un unique minimum.

Exercice 111 (Minimisation dans IR). Corrigé en page 212

On considere les fonctions définies de IR dans IR par fo(z) = 22, f1(x) = 2%(z—1)2, fo(x) = ||, f3(x) = cosz,
fa(x) = |cosz|, fs(x) = €®. On pose K = [—1,1]. Pour chacune de ces fonctions, répondre aux questions
suivantes :

1. Etudier la différentiabilité et la (stricte) convexité éventuelles de la fonction, ; donner I’allure de son graphe.

2. La fonction admet elle un minimum global sur IR ; ce minimum est-il unique ? Le cas échéant, calculer ce
minimum.
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3. Lafonction admet elle un minimum sur K ; ce minimum est-il unique ? Le cas échéant, calculer ce minimum.
Exercice 112 (Fonctions quadratiques).
1. Montrer que la fonction f de IR? dans IR définie par f (z,y) = 22 + 4y + 3y? n’admet pas de minimum
en (0,0).

2. Trouver la matrice symétrique S telle que f(z) = z'Sxz, pour fi(z) = 2(23 + 23 + 23 — 2122 — 2273),
puis pour fo(x) = 2(2? + 23 + 2% — 2172 — ¥123 — 2273) Etudier la convexité des fonctions f; et fo.

3. Calculer les matrices hessiennes de g1 et g définies par: g1 (z,y) = st +a?y+y? et ga2(z,y) = 2 +ay—2z
et étudier la convexité de ces deux fonctions.
Exercice 113 (Convexité et continuité). Suggestions en page 211.

1. Soit f : IR — IR une fonction convexe.

(a) Montrer que f est continue.
(b) Montrer que f est localement lipschitzienne.
2.Soitn > 1et f: IR™ — IR. On suppose que f est convexe.

(a) Montrer f est bornée supérieurement sur les bornés (c’est-a-dire : pour tout R > 0, il existe mp t.q. f(z) <
mp si la norme de z est inférieure ou égale a R).

(b) Montrer que f est continue.

(c) Montrer que f est localement lipschitzienne.

(d) On remplace maintenant IR" par F, e.v.n. de dimension finie. Montrer que f est continue et que f est locale-
ment lipschitzienne.

3. Soient E un e.v.n. de dimension infinie et f : £ — IR. On suppose que f est convexe.

(a) On suppose, dans cette question, que f est bornée supérieurement sur les bornés. Montrer que f est continue.

(b) Donner un exemple d’e.v.n. (noté F) et de fonction convexe f : £ — IR t.q. f soit non continue.

Suggestions pour les exercices

Exercice 113 page 211 (Convexité et continuité)

1(a) Pour montrer la continuité en 0, soit z # 0, |z| < 1. On pose a = sgn(x) (= ‘%). Ecrire x comme une
combinaison convexe de 0 et a et écrire 0 comme une combinaison convexe de x et —a. En déduire une
majoration de | f(z) — f(0)].

(b) Utiliser la continuité de f et la majoration précédente.

2(a) Faire une récurrence sur n et pour & = (z1,y)" avec —R < 1 < Rety € R"™' (n > 1), majorer f(x) en
utilisant f(+R,y) et f(—R,y).

(b) Reprendre le raisonnement fait pour n = 1.
(c) Se ramenera £ = IR".
3(a) reprendre le raisonnement fait pour £ = IR.
(b) On pourra, par exemple choisir E = C([0,1],IR)...
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Corrigés des exercices

Exercice 110 page 210 (Minimisation dans R)
1. Vrai.

2. Faux. L’application est convexe mais pas strictement convexe. Si on fixe v; = (1,0) et v = (1, 1), alors
pour tout ¢ € [0, 1],

[tvr + (1 = t)valloc = [[(1,1 = t)][oc = 1 = t[V1 |0 + (1 = )]|V2]| -

3. Vrai. Posons X = (z,y)", on reconnait la fonctionnelle quadratique F(z,y) = 1(AX, X) — (b, X) avec

A= [_11 _31] eth = {ﬂ . La matrice A une matrice symétrique définie positive. Le cours nous dit alors

que F' admet un unique minimum.

0

4. Contre-exemple. Soit A = Ll) O} eth = [8] Alors ||Az — b||2 = 27 et toute la droite 71 = 0 réalise le

minimum de f.

Exercice 111 page 210 (Minimisation dans IR)

1. Lafonction fj est différentiable sur IR, et strictement convexe. Elle admet un minimum unique sur IR et sur
K et son minimum est réalisé en = 0, eton a fo(z) = 0.

2. Lafonction f; est différentiable sur IR, et non convexe. La fonction f; admet un maximum local en z = %,
etona f(z) = %. Elle admet un minimum global non unique, réalisé en O et 1, et dont la valeur est 0.

3. Lafonction f est différentiable sur IR \ {0}, et convexe, mais pas strictement convexe. La fonction f5 admet
un minimum unique sur IR et sur K~ et son minimum est réalisé en £ = 0, et on a f2(Z) = 0, mais la fonction
f2 n’est pas différentiable en 0.

4. La fonction f5 est différentiable sur IR, et non convexe. La fonction f3 admet un minimum, qui est -1, et qui
n’est pas unique car il est réalisé pour les points (2k + 1)m, k € Z .

5. La fonction f4 est différentiable sur IR, et non convexe. La fonction f4 admet un minimum, qui est 0, et qui
n’est pas unique car il est réalisé pour les points (2k + 1), k € Z . La fonction f4 n’est pas différentiable
en ces points.

6. La fonction f5 est différentiable et strictement convexe. Elle n’admet pas de minimum. On a f5(z) — 0
lorsque x — —oo mais f(z) > 0 pour tout z € IR.

3.2 Optimisation sans contrainte
3.2.1 Définition et condition d’optimalité
Soit f € C(E,R) et E un espace vectoriel normé. On cherche  minimum global de f, c.a.d. :
z e Etelque f(Z) < f(y) Yy € E, (3.7)
ou un minimum local, c.a.d. :
ztel que Ja > 0 f(z) < f(y) Yy € B(z, ). (3.8)

Proposition 3.7 (Condition nécessaire d’optimalité).
Soit E un espace vectoriel normé, et soient f € C(E,IR), et & € F tel que | est différentiable en . Si T est
solution de (3.8) alors D f(z) = 0.
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DEMONSTRATION —  Supposons qu’il existe a > 0 tel que f(Z) < f(y) pour touty € B(Z, ). Soit z € E \ {0},
alors si [t] < Tp-onar +tz € B(z,a) (o B(Z,a) désigne la boule ouverte de centre Z et de rayon a) et on a donc

f(z) < f(Z + tz). Comme f est différentiable en Z, on a :
f(@ +t2) = f(T) + Df(x)(t2) + [t]e= (D),
ol e,(t) — 0lorsque t — 0. On adonc f(Z) + tDf(Z)(z) + |tle=(t) > f(Z). Et pour

ﬁ >t>0,onaDf(z)(z) +

€. (t) > 0. En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que
Df(z)(z) >0, Vz€ E.
Onaaussi Df(Z)(—z) >0 Vz € E,etdonc: —Df(z)(z) >0 Vz € E.

On en conclut que
Df(z)=0.

Remarque 3.8. Attention, la proposition précédente donne une condition nécessaire mais non suffisante. En effet,
Df(z) = 0 n’entraine pas que f atteigne un minimum (ou un maximum) méme local, en Z. Prendre par exemple
E =1R, 7 = 0 etla fonction f définie par : f(z) = 2 pour s’en convaincre.

3.2.2 Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 3.9 (Existence). Soir E = IR" et f : E — IR une application telle que
(i)  f est continue,
(ii) f(z) = +oo quand ||z|| — +oo.

Alors il existe & € R" tel que f(z) < f(y) pour touty € R".

DEMONSTRATION —  La condition (77) peut encore s’écrire
VAEeR, IRe€R;|z||>R= f(z) > A. (3.9)
On écrit (3.9) avec A = f(0). On obtient alors :
JR e Rtelque ||z|| > R = f(x) > f(0).

On en déduit que infr~ f = infp, f, ot Br = {z € R";|z| < R}. Or, Bg est un compact de IR™ et f est continue
donc il existe T € Br tel que f(Z) = infp, f etdonc f(Z) = infrn f. L]

Remarque 3.10.

1. Le théoréme est faux si E est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet) de
dimension infinie car, dans ce cas, la boule fermée Br n’est pas compacte.

2. L’hypothese (i) du théoréme peut &tre remplacée par
(i1)’ db € IR",3R > Otel que ||z|| > R = f(x) > f(b).

3. Sous les hypotheses du théoreme il n’y a pas toujours unicité de z méme dans le cas n = 1, prendre pour
s’en convaincre la fonction f définie de IR dans IR par f(z) = 2?(x — 1)(x + 1).

Théoreme 3.11 (Condition suffisante d’unicité). Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR strictement
convexe alors il existe au plus un T € E tel que f(z) < f(y), Vy € E.
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DEMONSTRATION —  Soit f strictement convexe, supposons qu’il existe 7 et Z € E tels que f(Z) = f(T) = infrn f.
Comme f est strictement convexe, si T # T alors

J(E+ 58) < 57@) + 3 /(@) = nt .

ce qui est impossible ; donc T = . ]

Ce théoréme ne donne pas I’existence. Par exemple dans le cas n = 1 la fonction f définie par f(z) = e® n’atteint
pas son minimumn ; en effet, %15 f =0cet f(z) # 0 pour tout € IR, et pourtant f est strictement convexe. Par

contre, si on réunit les hypotheses des théorémes 3.9 et 3.11, on obtient le résultat d’existence et unicité suivant :

Théoréme 3.12 (Existence et unicité). Soir E = IR", et soit f : E — IR. On suppose que :
(i) f continue,
(ii) f(z) — 400 quand ||z|| — +o0,
(iii) f est strictement convexe;

alors il existe un unique & € R" tel que f(Z) = ]11£1fo

L’hypothese (7) du théoréme 3.12 est en fait inutile car une fonction convexe de IR" dans IR est nécessairement

continue.

Nous donnons maintenant des conditions suffisantes d’existence et d’unicité du minimum pour une fonction de
1

classe C".

Proposition 3.13 (Condition suffisante d’existence et unicité). Soit f € C*(IR"™,IR). On suppose que :
Ja > 0;(Vf(z) = VI(y)) (& —y) > oz —y|*, V(z,y) € R" x R", (3.10)

Alors :
1. f est strictement convexe,
2. f(x) — +oo quand |x| — +o0,

et en conséquence, il existe un unique & € R" tel que f(Z) = ]11%@ f

DEMONSTRATION —

1. Soit ¢ la fonction définie de IR dans IR™ par: ¢(t) = f(z + t(y — z)). Alors

) - () = (1) — p(0) = / V(a4 ty - ) - (y - 2,
On en déduit que
1) = F(@) = V(@) (y—a) = / (Vi@ +ty—2)) - (y— 7) = V() - (y — 2))dt,
c’est—a—dire :

£0) - () = VH(@) - (y—2) = / (V@ + 1y — 2)) — V() - (y — ) d.

>at|ly—z|?

Grice a I’hypothese (3.10) sur f, ceci entraine :

1
fly) = flz) =Vf(z) (y—x) > a/ tly — z|?dt = %\y—w\Q >0siy # . (3.11)
0
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On a donc, pour tout (z,y) € E2, f(y) > f(z) + Vf(z) - (y — x); d’aprés la premiére caractérisation de la
convexité, voir proposition 3.5, on en déduit que f est strictement convexe.

2. Montrons maintenant que f(y) — oo quand |y| — +o0. On écrit (3.11) pour z = 0: f(y) > f(0) + Vf(0) -
y+ %\yﬁ Comme V f(0) -y > —|V f(0)|(y), on a donc

@
£w) = £0) + 1yl (§ly] = [V£(0)]) = +o0 quand Jy| — +oo.
La fonction f vérifie donc bien les hypotheses du théoreme 3.30, et on en déduit qu’il existe un unique £ qui minimise f.

Remarque 3.14 (Généralisation & un espace de Hilbert). Le théoréme 3.12 reste vrai si F est un espace de Hilbert ;
on a besoin dans ce cas pour la partie existence des hypothéses (), (i¢) et de la convexité de f.

Proposition 3.15 (Caractérisation des points tels que f(z) = i%f ). Soit E espace vectoriel normé et f une

fonction de E dans R. On suppose que f € C1(E,R) et que f est convexe. Soit T € E. Alors :
f(z) = i%ff < Df(z)=0.
En particulier si E = R"™ alors f(z) = iIllRf flz) & Vi) =0.
zelR™

Démonstration
(=) Supposons que f(Z) = irElf f alors on sait (voir Proposition 3.7) que D f(Z) = 0 (la convexité est inutile).

(<) Si f est convexe et différentiable, d’apres la proposition 3.5, on a : f(y) > f(z) + Df(z)(y — x) pour tout
y € E et comme par hypothése D f(Z) = 0, on en déduit que f(y) > f(Z) pour touty € E. Donc f(z) = infg f.

Cas d’une fonction quadratique On appelle fonction quadratique une fonction de IR"™ dans IR, définie par
1
:c&—)f(w):iAsc-ac—Uw—Fc, (3.12)

ot A € M,,(R), b € R" et ¢ € IR. On peut vérifier facilement que f € C*°(IR",IR). Calculons le gradient de
f et sahessienne : on a

f(a:—l—h):%A(az+h)-(x+h)—b-(w+h)+c

:%Am~w+%Aawh—?—%Ah~w+%Ah~h—b~m—b-h+c
:f(w)+%(Am~h+Ah~m)fb~h+%Ah~h
:f(:n)—&-%(Aw—&—Atw)-h—b-h+%Ah~h.

Et comme |Ah - h| < ||A||2 |h|?, on en déduit que :

Vi(x)= %(A:B + Alz) —b. (3.13)

Si A est symétrique, on a donc V f

—

) = Ax — b. Calculons maintenant la hessienne de f. D’apres (3.13), ona:

Vf(@+h)==(Alx+h)+A(x+h)—b=Vf(z)+ %(Ah+Ath)

—~ [\)|;_A

etdonc Hy(x) = D(V f(x)) = 1 (A+ A"). On en déduit que si A est symétrique, Hy(x) = A. Dans le cas ot A
est symétrique définie positive, f est donc strictement convexe.
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De plus on a f(x) — +oo quand || — +oo. (On note comme d’habitude | - | la norme euclidienne de x.) En
effet,
Az - x > alz|? ol « est la plus petite valeur propre de A, et a > 0.

Donc o
f@) > Slal b 2|~ |c|
Mais comme |b - x| < |b||x|, on a

flx) > |z (@ - |b|) —|¢| — +o0 quand || — +o0.

On en déduit I’existence et 1’unicité de  qui minimise f. On a aussi :
V@) =0 f(@) = intf

et donc x est I’unique solution du syst¢tme Ax = b.
On en déduit le théoréme suivant, trés important, puisqu’il va nous permettre en particulier le lien entre certains
algorithmes d’optimisation et les méthodes de résolution de systemes linéaires vues au chapitre 1.

Théoréme 3.16 (Minimisation d’une fonction quadratique). Soit f une fonction de R"™ dans IR, définie par (3.12)
ou A € M, (IR) est une matrice symétrique définie positive et b € TR". Alors il existe un unique © € R" qui
minimise f, et T est [’unique solution du systéme linéaire Ax = b.

3.2.3 Exercices (optimisation sans contrainte)

Exercice 114 (Maximisation). Suggestions en page 218
Soit E un espace vectoriel normé et f : E — IR. En utilisant les résultats de la section 3.2.2, répondre aux
questions suivantes :

1. Donner une condition suffisante d’existence de & € E tel que f(Z) = sup,cp f(2).
2. Donner une condition suffisante d’unicité de € E tel que f(Z) = sup,cp f().

3. Donner une condition suffisante d’existence et unicité de z € E tel que f(z) = sup,cp f(2).
Exercice 115 (Complément de Schur). Corrigé en page 218

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Dans toute la suite, si u et v sont deux vecteurs de IRk, k>1,1le
produit scalaire de u et v est noté u - v. Soient A une matrice carrée d’ordre n, inversible, soit B une matrice n X p,
C' une matrice carrée d’ordre p, et soient f € IR" et g € IRP. On considere le systéme linéaire suivant :

x| _|f _|A B
M[y} = [g} , avec M = [Bt C} . (3.14)
1. On suppose dans cette question seulementquen =p =1,et A = [a] , B = [b] ,C= [c]

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, et ¢ pour que M soit inversible.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, et ¢ pour que M soit symétrique définie positive.

On définit la matrice S = C' — B! A~ B, qu’on appelle “complément de Schur".

1 1 1 1 1 0
2.CalculerSdanslecasA—{0 J,B— 0 1,C’_ 0 1l

3. Montrer qu’il existe une unique solution au probleme (3.14) si et seulement si la matrice S est inversible. Est-ce
le cas dans la question 2 ?

On suppose maintenant que A est symétrique définie positive.
4. On suppose dans cette question que C' est symétrique.
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(a) Vérifier que M est symétrique.
(b) Soientz € R™,y € R” et z = (z,y) € IR"*?. Calculer Mz - z en fonction de A, B, C,z et y.

(c) On fixe maintenant y € IR?, et on définit la fonction F' de IR" dans IR par: z — Az -z +2By-x+ Cy-y.
Calculer VF (), et calculer o € IR" tel que VF(xp) =0

(d) Montrer que la fonction F' définie en 3(c) admet un unique minimum, et calculer la valeur de ce mimimum.

(e) En déduire que M est définie positive si et seulement si .S est définie positive.

5. On suppose dans cette question que C' est la matrice (carrée d’ordre p) nulle.

(a) Montrer que la matrice S = —S est symétrique définie positive si et seulement si p < n et rang(B)=p. On
supposera que ces deux conditions sont vérifiées dans toute la suite de la question.

. . A . . .
(b) En déduire que la matrice P = [ 0 g} est symétrique définie positive.

(c) Calculer les valeurs propres de la matrice ' = P~!M (il peut étre utile de distinguer les cas KerB* = {0}
et KerB' # {0}).

Exercice 116 (Approximation au sens des moindres carrés).

1. Un premier exemple. Dans le plan (s, t), on cherche la droite d’équation t = av+ s qui passe par les points
(0,1), (1,9), (3,9), (4,21).

. . - o . . N oo
(a) Montrer que si cette droite existait, le vecteur x = { ﬁ] serait solution d’un systeme linéaire Az = b;

on donnera explicitement la matrice A et le vecteur b.

(b) Montrer qu’une telle droite n’existe pas. Dans la suite du probléme on va trouver la droite qui passe le
“plus pres” possible de ces quatre points, au sens de la norme euclidienne.

2. Un second exemple. On cherche maintenant a déterminer les coefficients «, 8 et v d’une fonction linéaire
T de IR? dans IR, dont on ne connait la valeur qu’en deux points : 7'(1,1,1) = 3 et T(0,1,1) = 2.

(a) Montrer que les coefficients o, 3 et v s’ils existent, satisfont un systéme linéaire Az = b; on donnera
explicitement la matrice A et le vecteur b.

(b) Montrer qu’il existe une infinité de solutions au systtme Az = b. Dans la suite du probleme on va
trouver les coefficients «, 8 et v qui donnent un vecteur x de norme euclidienne minimale.

On considére maintenant une matrice A d’ordre n x m et b € IR", et on veut résoudre dans un sens aussi “satis-
faisant" que possible le systeme linéaire

Ax=b, x € R™, (3.15)
, L
lorsque m # n ou lorsque m = n mais que A n’est pas inversible. On note ||y|| = (3-¢_, y?)* la norme
euclidienne sur IR”, p = n ou m suivant les cas et (- | -) le produit scalaire associé. Soit f la fonction définie de
IR™ dans IR par f(z) = | Az — b||%. On cherche a minimiser f, c.a.d. & trouver z € IR" tel que
f(Z) = min{f(z),z € R"}. (3.16)

3. Soit E un sous espace vectoriel de R™ tel que R™ = E @ KerA.
(a) Montrer que f(z) — 400 lorsque ||z|| — 400 avec z € E.
(b) Montrer que f est strictement convexe de F dans IR.

(c) En déduire qu’il existe un unique z € F tel que
f(z) < f(2),Vz € E.

4. Soit X}, = {Z+y,y € KerA}, ou z est défini a la question précédente. Montrer que X}, est égal a 1’ensemble
des solutions du probleme de minimisation (3.16).
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5. Montrer que z € X}, <= A'Ax = A'b, ou A désigne la matrice transposée de A. On appelle systéme
d’équations normales le systéme A’ Az = A?b.

6. Ecrire les équations normales dans le cas de 1’exemple de la question 1, et en déduire I’équation de la droite
obtenue par moindres carrés, i.e. par résolution de (3.16). Tracer les quatre points donnés a la question 1 et
la droite obtenue sur un graphique.

7. Ecrire les équations normales dans le cas de I’exemple de la question 2, et vérifier que le systéme obtenu
n’est pas inversible.

8. Pour y € KerA, on pose g(y) = |ly + z||%, ol z est définie a la question 3. Montrer qu’il existe un unique
y € KerA tel que g(y) < g(y) pour tout y € KerA. En déduire qu’il existe un unique & € X, tel que
|Z||* < ||x||? pour tout € X}. On appelle & pseudo-solution de (3.16).

9. Calculer x dans le cas des exemples des questions 1 et 2.

Dans la suite du probleéme, on considere, pour € > 0 fixé, une version pénalisée du probleme (3.16). On introduit
la fonction f. de R™ dans IR, définie par f.(z) = [|z|* + 1||A’Az — A’b||?, et on cherche a trouver z. solution
du probléme de minimisation suivant :

fe(ze) < fe(w), Vo € R™. (3.17)

10. Montrer que le probleme (3.17) possede une unique solution z..
11. Calculer V f.(x) et en déduire I’équation satisfaite par ..

12. Montrer que x. converge vers Z lorsque € — 0.

Suggestions pour les exercices

Exercice 114 page 216 (Maximisation) Appliquer les théorémes du cours a — f.

Corrigés des exercices
Exercice 115 page 216 (Complément de Schur)
1.
(a) La matrice M est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, c.2.d. ssi ac — b? # 0.

(b) La matrice M est symétrique par construction. Elle est définie positive si et seulement si ses valeurs propres
sont strictement positives, c.a.d. si et seulement si ac — b2 >0eta > 0.

1 0 1 01 —-1(1 1 0 0
Z'S[o 1][1 1“0 1“0 1}{—1 0}
3. Montrons que Ker(M) = {0} si et seulement si Ker(S) # {0}. Comme M et S sont des matrices carrées,

ceci revient a dire que le systeme (3.14) a une unique solution si et seulement si la matrice .S est inversible. Soit
(xz,y) € KerM.Comme A est inversible, ceci est équivalent a dire que

r——A"'By, (3.18)
(C—-B'A™'B)y =0. (3.19)

Ceci est équivalenta x = 0, y = 0 si et seulement si Ker(C' — BA~1B) = {0}, c.a.d ssi S est inversible. Ce n’est
pas le cas de la matrice S de la question (a).

4,

(@ Sii,j <n,m;; = a;; = aj; =mj,i;814,7 >n,m;; = ¢ =cj; =mj,i;etenfini <netj>n
m; ; = b;j = (B');; = m;,;. Donc M est bien symétrique.

(b) Mz-z=Ax-z+2By-z+ Cy -y.
(c) VF(z) = 2Ax + 2By, etxg = —A~ ' By.
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(d)

(e)

(a)

(b)

©

Si A est définie positive, alors la fonction F' définie en 3.(b) est quadratique, donc, d’aprés le cours, admet
un unique minimum en zo. La valeur de ce minimum est donc F(x¢) = —AA~'By - (—A~'By) + 2By -
(-A™'By)+Cy-y =Sy -y.

Supposons A et S définies positives. Soit z = (x,7) € R"™.Ona Mz -z = F(z) > Sy -yvx € R" si
A est définie positive, d’apres la question précédente. Donc Mz - z > 0 des que S est semi-définie positive.
Supposons Mz - z = 0, alors F'(x) = 0 mais comme S est définie positive, F'(x) > F(xz9) = Sy -y > 0
saufsiy = Oetx = g = —A~ 1By = 0, ce qui prouve que M est définie positive.

Réciproquement, si M est définie positive, alors en prenant successivement z = (x,0) puis z = (0,y), on
obtient facilement que A et C' sont définies positives ; la matrice .S est aussi définie positive, car Sy - y =
Fs(xg) =Mz-z> 0avec z = (xo,y), etdonc Sy -y > 0siy # 0.

Comme A est symétrique définie positive, A~ I’est également, et S est évidemment symétrique. On a
Sy y=—-Sy-y=B'A"'By-y=A"'By- By > 0 pourtout y € IRP. Soit z = By. On a donc :
Sy-y=A"12. 2 Supposons Sy -y = 0. Onadonc A~z - z =0, et donc z = 0. Si p < n etsi le rang de
B est p ceci entraine que y = 0.

Réciproquement, si p < n et si le rang de B n’est strictement inférieur a p, alors il existe yo # 0 élément de
KerB et donc Syq - yo = 0 alors que yo # 0.

D’autre part, si p > n, alors la matrice S est une matrice de rang au plus n et de taille p > n ; par le théoréme
du rang, dim Ker(S) = p — n > 0 et la matrice S n’est donc pas inversible.

On a donc bien montré 1’équivalence souhaitée. .

Soit z = (2,y) € R"™?;onaPz-2 = Az-2— Sy-y = Ax-x+ BA~' By -y. Supposons Pz-z = 0. On
déduit de la question précédente que x = 0 et y = 0, ce qui montre que P est symétrique définie positive.

Soit A une valeur propre de T et z = Lj un vecteur propre associé.

Rl

Ax + By = Mx
Blx = \Sy

Onadonc Mz = APz, c.ad.:

c.a.d.

Considérons tout d’abord le cas A = 1. On a alors By = 0, et donc y = 0 car le rang de B est p par
hypothése. On en déduit que Btz = 0, et donc il n’existe un vecteur propre associé a A que si kerB! # {0}.
Supposons maintenant que A # 1. Dans ce cas, on obtient que z = 1 AT 1By, et donc )\1 1Sy = \Sy.

Comme on veut que z # 0, on ay # 0 et donc Sy # 0. On en déduit que les valeurs propres sont les racines
du polyndme —\? + A + 1 = 0, c.a.dX = 3(1 £ V5).

Exercice 116 page 217 (Approximation au sens des moindres carrés)

1.

(a) Une condition nécessaire pour que la droite existe est que « et /3 vérifie le systeme linéaire

point (0, 1) a=1

point (1,9) : at+pB=9

point (3,9) : a+38=9
point (4,21) : a+48 =21
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. « .
Autrement dit x = [ 5} est une solution de Az = b, avec

A= etb =

== = =
=W = O
]

—_ e © =

(b) Montrer qu’une telle droite n’existe pas.
Si I’on on retranche la ligne 2 a la ligne 3 du systéme, on obtient 5 = 0 et si 1’on retranche la ligne 1 a
la ligne 2, on obtient 5 = 8. Donc le systéme n’admet pas de solution.

2. (a) Une condition nécessaire pour que la droite existe est que «, (3 et «y vérifie le systéme
a+p+y = 3
Bty = 2

. «
Autrement dit x = {

B

} est une solution de Az = b, avec

1 1 1 3
a=b Jas=[d.

1 0
(b) Une solution particuliere de ce systeme est x = |2], et le noyau de A est engendré par |—1|.
0 1
1 [0
L’ensemble des solutions est de la forme { 2| +~ | —=1| ,v € IR}, qui est infini.
0 1

3. (a) Ona
f(2) = (A2~ b) - (Az —b)
=Az - Az—2Az-b+0b-b
> || Az = 2||b]||| Az + [|b])? d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz
— 400 lorsque | Az|| = o0

Il reste maintenant & montrer que || Az|| — +oo lorsque ||z|| — oco. Pour cela, on remarque que

z
Az|| = || A~—|| Izl = inf Awl|||z]| = ||Aw]|||z
sl = e 11> _nt _ Nawllel = pala)
car 'ensemble K = {w € E, |jw|| = 1} est un compact de IR"™ et comme la fonction ¢ : K — R
définie par p(w) = || Aw|| est continue, elle atteint son minimum en w € K :
inf [ Aw|| = || Aw]
weEE,||w|=1

Or Aw # 0, et donc || Aw||||z|| = 400 lorsque ||z|| = +oo.

(b) Calculons Vf.
Va € E,Vf(x) = 2(A" Az — A'D)

Par conséquent, pour x,y € E,
fy) = V(@) - (y—2) = (Ay = b) - (Ay — b) — 2(Az — b) - Aly — @), ¥(a,y) € Bz #y.
= |Ay|? — 24y - b+ |b]* + 2|Ax|* — 2Ax - Ay +2b- Ay — 2b- Ax
= |Ay|® + b + 2|Az|? — 2Ax - Ay — 2b- Ax
= |Ay — Az|* + | Az — b|?
>0, V(z,y) € E%:z #1y.
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On en déduit que f est strictement convexe par la proposition 3.5 (premiere caractérisation de la
convexité).

(c) On applique le théoreme 3.12 : f est une application continue de F dans IR, qui tend vers I’infini a
I’infini et qui admet donc un minimum. L’unicité du minimum vient de la stricte convexité de cette
application.

4. Soitx € R™, x peut s’écrire x = z + y avec z € F ety € KerA, par suite
fl@) = Az +y) = b]* = Az = b]* = f(2) = f(2).

D’autre part,
f(Z+y) = f(Z2)Vy € KerA.
Donc X, est bien 1’ensemble des solutions du probléme de minimisation (3.16).
5. Condition nécessaire : On a déja vu que f est différentiable et que V f(z) = 2(A* Az — A'b). Comme f est
différentiable toute solution de (3.16) vérifie I'équation d’Euler V f(z) = 0.

Condition suffisante : Soit = tel que A* Az = A’b, c’est a dire tel que V f(x) = 0. Comme f est de classe
C' et convexe sur IR™, alors  est un minimum global de f. (Noter que la convexité de f peut se montrer
comme 2 la question 3(b) en remplagant F par IR™.)

6. Ona
el |48 ¢, |40
AA[8 9% et A'b = 120

Les équations normales de ce probleme s’écrivent donc

(0%

t
AA[B

| = a.

La matrice A*A est inversible, par conséquent il y a une unique solution  ces equations normales donnée

2]

111 3
A'A= |1 2 2| etA'b= |5
1 2 2 5

Les deux derniéres lignes de la matrice A A sont identiques donc la matrice n’est pas inversible. Comme les
deux derniéres lignes de A'D sont elles aussi identiques, on en déduit que le systtme admet une infinité de
solutions.

On peut échelonner le systeme :

111 | 3 111 | 3 10 0 | 1
1 2 2 | 5 — 011 ] 2 — (01 1] 2
1 2 2 | 5| TEDIED 00 9 0 | ol ™ P 1o 0 0 | 0
1] 0 1
On retrouve les solutions obtenues a la question 2-b: X = |2| +IR |—1| = |2| + KerA.
0] 1 0
-~

8. La fonction g est continue sur I’espace vectoriel Ker A et vérifie

9(y) = llylI* = 2llylllIz] + [I2]* — +oo lorsque ||z]] — +oc;
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par conséquent, g admet un minimum sur KerA. Ce minimum est unique car g est strictement convexe, car
c’est le carré de la norme euclidienne. On peut le montrer directement, ou si I’on ne connait pas ce résultat,
on peut dire que c’est la composée d’une application convexe et d’une application strictement convexe et
croissante : g = (N (z)) avec N : z + ||z|| convexe et q : s — s2. On pourrait également remarquer que
I’application

KerA - R
v = D?g(y)(v)(v)

est une forme quadratique définie positive, car
Dg(y)(w) =2(y + 2) - w, et D*g(y)(h)(v) =2h-v

L application v — D%g(y)(v)(v) = 2v - v est clairement définie positive, ce qui montre une fois de plus que
g est strictement convexe.

On en déduit alors qu’il existe un unique z € X, de norme minimale.

. . . L 2
9. Dans le premier exemple, les équations normales admettent une seule solution T = {

4] , voir question 6.

Pour le deuxieme exemple, on calcule ||x||? pour z = z + tu € Xj :
lz|? = |Z+ta]? =1+ @2 —t)2+2=5—4t+ 2> =2(t —1)° +3

1
On voit ||z||? est minimale pour ¢ = 1, autrement dit 7 = |1|.
1

10. La fonction f. est une fonction continue, infinie a I’infini car
f(x) > ||=|* — +oc lorsque ||z|| — oo.

On a donc existence d’un minimum pour f.. De plus, la fonction f. est de classe C avec
1 1
Vi(z) =2(x + -A"A(A' Az — A')), D*f.(x) = 2(Id + = (A'A)?)
€ €
La matrice A*A est positive, donc la matrice (A’ A)? est positive par suite la matrice D?f(z) est définie
positive. La fonction f. est donc strictement convexe. Par conséquent, f. admet un unique minimum.
11. On sait que le minimum z. de f. est un zéro de V f, soit

Te + 1zﬁltA(AtAJc6 —A'h) =0
€

etdonc (Id + 1(A'A)?)z. = 1A' AA'D, ce qui donne

T
1 1
x. = (Id+ =(A'A)*)"1 = AT AA".
€ €
12. On commence par remarquer que ||z.||?> < fe(x.) < f-(Z) = ||Z||*. Par conséquent, la famille{x., ¢ > 0}
est bornée dans IR™ qui est de dimension finie. Pour montrer que z. — T quand & — 0, il suffit donc de
montrer que T est la seule valeur d’adhérence de la famille {z., ¢ > 0}. Soit § une valeur d’adhérence de

la famille {z., € > 0}. Il existe une suite €,, — 0 pour laquelle z., converge vers y € IR™. Montrons que
At Ay = A'b. On rappelle que

1
—llA" Az — A'B|)* < fo(x.) < |2

On en déduit que
|A* Az, — A'||? < &,]|Z]|* — 0 lorsque n — oo

et en passant a la limite on obtient || A* Ay — A'b||? = 0. On a également par un argument analogue ||| <
|Z||?. Donc i € X, et comme Z est 1'unique vecteur de X}, de norme minimale, on en déduit que § = 7.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 222 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 29 janvier 2018



3.3. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRE 3. OPTIMISATION

3.3 Algorithmes d’optimisation sans contrainte

Soit f € C(IR™,IR). On suppose qu’il existe & € IR" tel que f () = glff

On cherche a calculer Z (si f est de classe C, on a nécessairement V f(z) = 0). On va donc maintenant dévelop-
per des algorithmes (ou méthodes de calcul) du point & qui réalise le minimum de f. Il existe deux grandes classes
de méthodes :

— Les méthodes dites “directes” ou bien “de descente”, qui cherchent a construire une suite minimisante, c.a.d.
une suite (z(F)) oy telle que

fla®H) < f(®),
z® -z quand k — +o0.

— Les méthodes basées sur I’équation d’Euler, qui consistent a chercher une solution de I’équation (dite d’Eu-
ler) V f(x) = 0 (ces méthodes nécessitent donc que f soit dérivable).

3.3.1 Méthodes de descente

Définition 3.17. Soir f € C(R"™,R).

1. Soitx € R", on dit que w € R"™ \ {0} est une direction de descente en x s’il existe oy > 0 tel que
f(z+ aw) < f(x), Ya € [0, a]

2. Soitx € R", on dit que w € R™ \ {0} est une direction de descente stricte en x si s’il existe g > 0 tel
que
flx+ aw) < f(x), Ya €]0, ag].
3. Une “méthode de descente" pour la recherche de x tel que f(x) = 111£3£ f consiste a construire une suite

(k) ke de la maniére suivante :

(a) Initialisation : £® ¢ R"™;
(b) Itération k : on suppose 0 ... x*) connus (k > 0);
i. On cherche w'®) direction de descente stricte en x*)

ii. On prend kD) = (k) 4 arw® avec ay, > 0 “bien choisi".

Proposition 3.18 (Caractérisation des directions de descente). Soient f € C*(IR",R), x € R" etw € IR™\{0};
alors

1. si w direction de descente en x alors w - V f(x) <0,
2. siw - Vf(x) < 0alors w direction de descente stricte en .,

3. siVf(x) # 0alorsw = —V f(x) est une direction de descente stricte en .

DEMONSTRATION —

1. Soitw € IR™ \ {0} une direction de descente en « : alors par définition,
Jap > 0tel que f(x + aw) < f(w), Va € [0, ao].
Soit ¢ la fonction de TR dans IR, définie par : () = f(z+aw).Onap € C*(IR,R) et o' (a) = Vf(z+ow) w.
Comme ¢(a) < ¢(0) pour tout a € [0, o] on a

Vo €]0, ao], 790(0() ; #(0) <0

en passant 2 la limite lorsque « tend vers 0, on déduit que ' (0) < 0, c.a.d. Vf(z) - w < 0.
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2. On reprend les notations précédentes. Si V f(x) - w < 0, on a ¢'(0) < 0. Par continuité de V f, il existe g > 0 tel
que ©'(a) < 0si @ € [0, ap]. En utilisant le théoréme des accroissements finis on en déduit que p(a) < (0) si
a €]0, a[ et donc que w est une direction de descente stricte.

3. SiVf(z) # 0, w = —V f(x) est une direction de descente stricte en x car Vf(x) - w < 0 = —|V f(x)* < 0.

|
Algorithme du gradient a pas fixe Soient f € C'(E,IR) et E = IR". On se donne o > 0.
Initialisation : «(©) € E,
Pt . (k) >
Itération & : '™ connu, (k > 0) (3.20)

w®) = -V f(xk),
m(k+1) e w(k) _|_ aw(k)

Théoréme 3.19 (Convergence du gradient a pas fixe). Soient E = R" et f € C1(E,R) vérifiant les hypothéses

3w > 0; (Vf(z) = VIy) - (z —y) > wlz—yl? V(z,y) € R" x R", (3:21a)

M > 0;|[Vf(z) = V)l < M|z —y|, ¥(z,y) € R" x R™ (3.21b)

L’hypothese 3.21a est I’hypothese 3.10 de la proposition 3.13. La fonction f est donc strictement convexe et
2

croissante a l'infini, et admet donc un unique minimum. De plus, si 0 < a < MWQ alors la suite (:c(k))kelN

construite par (3.20) converge vers T lorsque k — 400 .

DEMONSTRATION —

Montrons la convergence de la suite construite par 1’algorithme de gradient a pas fixe en nous ramenant a un algorithme de

point fixe. On pose h(x) = © — oV f(x). L’algorithme du gradient a pas fixe est alors un algorithme de point fixe pour h.
gD = g(®) _ an(a:(k)) = h(m(k)).

Gréce au théoreme 2.8 page 155, on sait que h est strictement contractante si
2w
O<a< W
Donc la suite (m<k))kelN converge vers 1’unique point fixe & de h, caractérisé par
z=h(z)=2—aVf(x)

On adonc Vf(x) = 0, et, comme f est strictement convexe, f(Z) = inff. L]
E

Algorithme du gradient a pas optimal 1’idée de I’algorithme du gradient & pas optimal est d’essayer de calculer
a chaque itération le parametre qui minimise la fonction dans la direction de descente donnée par le gradient. Soient
fe€CYE,R)et E =1R", cet algorithme s écrit :

Initialisation : (9 € R™.
Itérationn :  a® connu.
On calcule w®) = —V f(2(*)).
On choisit o, > 0 tel que
f@® + apw®) < f(x® + aw®) Va > 0.
On pose z*+t1) = 2(*) 4 qpaw®).

(3.22)

Les questions auxquelles on doit répondre pour s’assurer du bien fondé de ce nouvel algorithme sont les suivantes :
1. Existe—t-il o, tel que f(z® + aw®) < f(z® + aw®), Va > 0?
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2. Comment calcule—t’on ay ?
3. La suite (m(k) )keN construite par 1’algorithme converge—t—elle ?

La réponse aux questions 1. et 3. est apportée par le théoréme suivant :

Théoreme 3.20 (Convergence du gradient a pas optimal).
Soit f € C*(R",IR) telle que f(x) — +00 quand |x| — +oo. Alors :
1. Lasuite (x™*))xe est bien définie par (3.22). On choisit oy, > 0 tel que f(x™ +aw®) < f(zp+aw®)
Ya > 0 («y, existe mais n’est pas nécessairement unique).
2. La suite (x®))ew est bornée et si (x\F0)) e est une sous suite convergente, i.e. t**) — x lorsque

£ — 400, on a nécessairement NV f(x) = 0. De plus si f est convexe on a f(x) = %gf

3. Si f est strictement convexe on a alors ©*) — & quand k — o0, avec f(x) = %Ef

La démonstration de ce théoreme fait 1’objet de I’exercice 118. On en donne ici les idées principales.

1. On utilise I’hypothése f(x) — +oco quand || — oo pour montrer que la suite (%)) construite par
(3.22) existe : en effet, a ) connu,

ler cas : si Vf(z®)) = 0, alors £*+1) = (k) et donc 2?) = (¥ vp > £k,
2eme cas : si Vf(x®)) # 0, alors w*) = V f(x(*)) est une direction de descente stricte.

Dans ce deuxieéme cas, il existe donc ay tel que
f(@® + aw®) < fx®), Va €]0, ag). (3.23)

De plus, comme w® # 0, [x*) + aw®| — 400 quand @ — 400 et donc f(z®) + aw®) — +o00
quand a — +oo0. Il existe donc M > 0 tel que si o > M alors f(xy, + aw®) > f(2*)). On a donc :

f (k) WY = inf f(o® (k).
aérﬁ{if(:c + aw'™) QG%}M]f(ac + aw'™)

Comme [0, M| est compact, il existe oy, € [0, M] tel que f(zy + apw®) = i[IéfM]f(l"k + aw®). De
ac|0,

plus on a grace a (3.23) que o, > 0.

2. Le point 2. découle du fait que la suite (f(z*)))rc est décroissante, donc la suite (z(*)) ey est bornée
(car f(x) — +oco quand |&| — -+00). On montre ensuite que si () — a lorsque ¢ — +o0 alors
V f(x) = 0 (ceci est plus difficile, les étapes sont détaillées dans I’exercice 118).

Reste la question du calcul de oy, qui est le parameétre optimal dans la direction de descente w(*), ¢.a.d. le nombre
réel qui réalise le minimum de la fonction ¢ de IR dans IR définie par : p(a) = f(z® 4+ aw®). Comme
ag > 0et p(ay) < ¢(a) pour tout @ € IR 4, on a nécessairement

¢ (ar) = Vi® + apw®) . w® =0.

Cette équation donne en général le moyen de calculer .
Considérons par exemple le cas (important) d’une fonctionnelle quadratique, i.e. f(x) = %Aw -x—b-x, Aétant
une matrice symétrique définie positive. Alors V f (:c(k)) = Az — b, et donc

V™ + ap w®) . w® = (4z® + apAw® —b) . w® =0,
On a ainsi dans ce cas une expression explicite de o, avec rF) =p— Azg®),

(b= Az®) . w®  p®)
T T A ® w® . Aw® )

(3.24)
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Remarquons que Aw*) - w®) £ 0 (car A est symétrique définie positive).
Dans le cas d’une fonction f générale, on n’a pas en général de formule explicite pour ay. On peut par exemple le
calculer en cherchant le zéro de f’ par la méthode de la sécante ou la méthode de Newton. ..

L’ algorithme du gradient & pas optimal est donc une méthode de minimisation dont on a prouvé la convergence. Ce-
pendant, cette convergence est lente (en général linéaire), et de plus, 1algorithme nécessite le calcul du parametre
ay optimal.

Algorithme du gradient a pas variable Dans ce nouvel algorithme, on ne prend pas forcément le parametre
optimal pour «, mais on lui permet d’étre variable d’une itération a I’autre. L’algorithme s’écrit :

Initialisation : z(®) € R™.

Itération : On suppose z*) connu ; soit w®) = —V f(z®) ot : wk) #£0
(si w®) = 0 I’algorithme s’arréte). (3.25)
On prend oy, > 0 tel que f(x®) + aw®) < f(a).
On pose 1) = z(*) 4 ),

Théoreme 3.21 (Convergence du gradient a pas variable).
Soit f € CY(IR",R) une fonction telle que f(x) — +oo quand |x| — +oo, alors :

1. On peut définir une suite (z*) )y e par (3.25).

2. La suite (®))pe est bornée. Si %) — x quand £ — +oo et si V f(x*)) — 0 quand ¢ — +oo alors
Vf(x) = 0. Si de plus f est convexeona f(x) = ]115\1£f

3. SiVf(x®) — 0 quand k — +oc et si f est strictement convexe alors ¥ — x et f(z) = ﬁl{leLf

La démonstration s’effectue facilement a partir de la démonstration du théoreme précédent : reprendre en I’adaptant
I’exercice 118.

3.3.2 Algorithme du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel pour la minimisation de fonctions
quadratiques, c’est-a-dire de fonctions de la forme

flx) = %Aw'wfb-a:,
ol A € M,,(IR) est une matrice symétrique définie positive et b € IR™. On rappelle (voir le paragraphe 3.2.2) que
f(@®) :glif@Aa’c:b.
L’idée de la méthode du gradient conjugué est basée sur la remarque suivante : supposons qu’on sache construire n
vecteurs (les directions de descente) w(®), w™® ... w1 libres et tels que r() . w®) =0 pour tout p < n. On
aalors (™ = 0 : en effet la famille (w(o), w® . ,w(”*l)) engendre IR™ ; le vecteur (") est alors orthogonal
a tous les vecteurs d’une IR", et il est donc nul.
Pour obtenir une famille libre de directions de descente stricte, on va construire les vecteurs w(®, w®, ...,
w(™~1) de maniére a ce qu’ils soient orthogonaux pour le produit scalaire induit par A. Nous allons voir que ce
choix marche (presque) magnifiquement bien. Mais avant d’expliquer pourquoi, écrivons une méthode de descente
a pas optimal pour la minimisation de f, en supposant les directions de descente w(®) connues.
On part de (9 dans IR"™ donné ; a I'itération k, on suppose que (¥} = b — Az¥) £ 0 (sinon on a (¥ = z et
on a fini). On calcule le parametre oy, optimal dans la direction w(®) par la formule (3.24). Et on calcule ensuite le
nouvel itéré :

2D = 2 1 o aw®),
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Notons que 7**1) = b — Ax*+1 et donc
D = () oy Aw®), (3.26)
De plus, par définition du paramétre optimal a, on a V f(x*+1)) . w(¥) = 0 et donc
pEFD LR — (3.27)

Ces deux dernieres propriétés sont importantes pour montrer la convergence de la méthode. Mais il nous faut
maintenant choisir les vecteurs w*) qui soient des directions de descente strictes et qui forment une famille libre.
A I’étape 0, il est naturel de choisir la direction opposée du gradient :

w® = V(20 = O,

A I’étape k > 1, on choisit la direction de descente w®) comme combinaison linéaire de r*) et de w*—1), de

maniére 2 ce que w*) soit orthogonal 2 w*~1) pour le produit scalaire associé 2 la matrice A.
w® = O (3.28a)
w® =) 4 /\k'w(k*l), avec w® . Aw*—1 = 0, pour k > 1. (3.28b)

La contrainte d’orthogonalité Aw®) - w*~1) = 0 impose le choix du paramétre )\, suivant :

r(k) . Aw(k_l)
= T w1 . A1)

Remarquons que si 7(F) # 0 alors w® - 7*) > 0 car w®) . #*) = ¢(k) . (%) en raison de la propriété (3.27). On
adoncw®) . Vf (:c(k)) < 0, ce qui montre que w'* est bien une direction de descente stricte.
On a donc (on a déja fait ce calcul pour obtenir la formule (3.24) du parametre optimal)

(k) . qp(®) (k) . po(K)
=TT (3.29)
On suppose que %) = 0 pour tout k € {0,...,n — 1}. Montrons alors par récurrence que pourk = 1,...,n — 1,
ona:
(g r® . wP =0sip <k,
(40)k r®) P = 05sip <k,
(4i7) Aw™® . wP = 0sip <k,

Ces relations sont vérifiées pour k = 1. Supposons qu’elles le sont jusqu’au rang k, et montrons qu’elles le sont
aurang k + 1.

(i)k+1: Pourp =k, larelation (i), est verifiée au rang k + 1 grice 4 (3.27) ; pour p < k, on a
rEHD () = p(B) L p®) — ) Aw®) . 0 ®) =
par (3.26) et hypothese de récurrence.
(i4)g+1 :  Parles relations (3.28b) et (i)x41, on a, pour p < k,
D) L) — D) L (p(®) ) =1y — ),
(#i%)g+1 : Pour p = k la relation (4i%) g1 est vérifiée grace au choix de Ag41.
Pour p < k, on remarque que, avec (3.28b) et (iii)

w1 . Aw® = (T(k+1) + )\k+1w(k)) cAw® = D L AP
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On utilise maintenant (3.26) et (i);41 pour obtenir

wFTD . Aw® = ir(k-kl) ) (r(p) — r(p+1)) =0.
Qp
On a ainsi démontré la convergence de la méthode du gradient conjugué.
Mettons sous forme algorithmique les opérations que nous avons exposées, pour obtenir 1’algorithme du gradient
conjugué.
Algorithme 3.22 (Méthode du gradient conjugué).
1. Initialisation
Soitx® € R", etsoitr(® =b— Ax®) = —V f(z).
Sir® =0, alors Az(© = b et donc 2z = z, auquel cas ’algorithme s’arréte.
Sinon, on pose
w® = pO)
et on choisit g optimal dans la direction w'®) . On pose alors
z® = 2 4 qow®.
2. Itération k, 1 < k <n—1; on suppose x0 ... ) et w© .. . w* =V connus et on pose

r) —p— Ax®,

Sir®) =0, alors Ax'®) = b et donc ¥ = &, auquel cas I'algorithme s arréte.
Sinon on pose
w® =) 4 N w®D),

avec \i_1 tel que
w® . AwF-D = 0,

et on choisit oy, optimal dans la direction w'®), donné par (3.24). On pose alors

2D = (0 4 ).

Nous avons démontré plus haut la convergence de 1’algorithme, résultat que nous énongons dans le théoreme
suivant.

Théoreme 3.23 (Convergence de 1’algorithme du gradient conjugué). Soit A une symétrique définie positive,
AeM,(R),be R" et f(x) = §A:1: - —b-x. L’algorithme (3.22) définit une suite (:c(k))kzo,wp avecp <n
telle que ©P) = T avec AT = b. On obtient donc la solution exacte de la solution du systéme linéaire Az = b en
moins de n itérations.

Efficacité de la méthode du gradient conjugué On peut calculer le nombre d’opérations nécessaires pour cal-
culer x (c.a.d. pour calculer (") sauf dans le cas miraculeux ot z(*) = & pour k < n) et montrer (exercice)
que :
Nye = 2n% + O(n?).
3
On rappelle que le nombre d’opérations pour Choleski est n donc la méthode du gradient conjugué n’est pas

intéressante comme méthode directe car elle demande 12 fois plus d’opérations que Choleski.
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On peut alors se demander si la méthode est intéressante comme méthode itérative, c.a.d. si on peut espérer que
) soit “proche de Z" pour “k < n". Malheureusement, si la dimension n du systéme est grande, ceci n’est
pas le cas en raison de I’accumulation des erreurs d’arrondi. Il est méme possible de devoir effectuer plus de n
itérations pour se rapprocher de &. Cependant, dans les années 80, des chercheurs se sont rendus compte que ce
défaut pouvait étre corrigé a condition d’utiliser un “préconditionnement”. Donnons par exemple le principe du
préconditionnement dit de “Choleski incomplet”.

Méthode du gradient conjugué préconditionné par Choleski incomplet On commence par calculer une “ap-
proximation" de la matrice de Choleski de A c.a.d. qu’on cherche L triangulaire inférieure inversible telle que
A soit “proche” de LLY, en un sens a définir. Si on pose y = Lz, alors le systtme Ax = b peut aussi s écrire
L7YA(LY) 'y = L=1b, et le systeme (L')~'y = x est facile a résoudre car L' est triangulaire supérieure. Soit
B € M,,(IR) définie par B = L~YA(L?)~1, alors

Bt _ ((Lt)—l)tAt(L—l)t _ L—lA(Lt)—l — B
et donc B est symétrique. De plus,
Bx-x=L'ALY 'z -x= ALY 'z (L") 'a,

et donc Bx - > 0si ® # 0. La matrice B est donc symétrique définie positive. On peut donc appliquer
I’algorithme du gradient conjugué a la recherche du minimum de la fonction f définie par

fly) = 1By-y — L' y.
2

On en déduit I’expression de la suite (y*))en et done (7).
On peut alors montrer (voir exercice 125) que 1’algorithme du gradient conjugué préconditionné ainsi obtenu peut
s’écrire directement pour la suite (*)),c , de la manigre suivante :

Itération % On pose r*) = b — Ax(F),

on calcule s*) solution de LLts((’Z)) =),
__ s r k) _ o(k k-1
On pose alors A\, = EE =Y etw® = s 4 N, _jwk—1.

Le parametre optimal oy, a pour expression :
s(k) . p(k)

= A )’

et on pose alors 1) = 2(¥) 4 ),

Le choix de la matrice L peut se faire par exemple dans le cas d’une matrice creuse, en effectuant une factorisation
“LL*" incompléte, qui consiste 2 ne remplir que certaines diagonales de la matrice L pendant la factorisation, et
laisser les autres a 0.

Méthode du gradient conjugué pour une fonction non quadratique. On peut généraliser le principe de 1’al-
gorithme du gradient conjugué a une fonction f non quadratique. Pour cela, on reprend le méme algorithme que
(3.22), mais on adapte le calcul de A\;_; et a.

Itération n :
Az . x2® etw® . . w*D connus, on calcule 7*) = —V f(z(¥).
Si ) = 0 alors Vf(2®)) = 0 auquel cas 1’algorithme s’arréte (le point 22(¥) est un point critique de f et il
minimise f si f est convexe).
Sir(*) £ 0, on pose w*) = &) 1 X, _1w* =1 ot \y_; peut étre choisi de différentes manieres :
lere méthode (Fletcher—Reeves)
# B p(R)

Ak—1 = rh—1) . p(k—1)’
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2¢éme méthode (Polak—Ribiere)
(r(k) — /r(kil)) . r(k)

A-1 = r(k—1) . p(k—1)

On pose alors ) = (k) 4 akw(k), ol oy, est choisi, si possible, optimal dans la direction w®),
La démonstration de la convergence de I’algorithme de Polak—Ribiere fait I’objet de I’exercice 127 page 239.

En résumé, la méthode du gradient conjugué est tres efficace dans le cas d’une fonction quadratique a condition
de I'utiliser avec préconditionnement. Dans le cas d’une fonction non quadratique, le préconditionnement ne se
trouve pas de maniere naturelle et il vaut donc mieux réserver cette méthode dans le cas “n petit".

3.3.3 Méthodes de Newton et Quasi-Newton
Soit f € C*(R",R) etg = Vf € CL(IR",IR™). On a dans ce cas :

fl@) = inff = g(x) = 0.

Si de plus f est convexe alorson a g(x) = 0 = f(x) = 111%15" f. Dans ce cas d’équivalence, on peut employer la

méthode de Newton pour minimiser f en appliquant 1’algorithme de Newton pour chercher un zéro de ¢ = V f.
Ona D(Vf) = Hy ou Hy(x) est la matrice hessienne de f en . La méthode de Newton s’écrit dans ce cas :

e (0) n
{ Initialisation (¥ € R", (3.31)

Itération k Hp(x®)(z®+D) — 20y = v f(zr).

Remarque 3.24. La méthode de Newton pour minimiser une fonction f convexe est une méthode de descente.
En effet, si H;(z®)) est inversible, on a x*+1) — x®) = [H; ()]~ (=V f(z®)) soit encore z*+1) =
2™ + apw® ot oy, = 1etw® = [Hp(x®)]71(=V f(x®)). Si f est convexe, H; est une matrice symétrique
positive (déja vu). Comme on suppose H ¢ (x¥)) inversible par hypothése, la matrice H s (z*)) est donc symétrique
définie positive.

On en déduit que w® = 0si Vf(x®) =0et,si Vf(z*) #£0,

—w® - Vf(@®) = [Hy (@) V@) Vi) >0,

ce qui est une condition suffisante pour que w*) soit une direction de descente stricte.
La méthode de Newton est donc une méthode de descente avec w*) = —H(2®)"(V f(x*))) et ay, = 1.

On peut aussi remarquer, en vertu du théoréme 2.19 page 169, que si f € C3(IR", IR), si Z est tel que V f(x) = 0
etsi Hy(z) = D(Vf)(Z) est inversible alors il existe ¢ > 0 tel que si zg € B(&,¢), alors la suite (z*)) est
bien définie par (3.31) et z(*) — & lorsque k — +o0. De plus, d’aprés la proposition 2.16, il existe 3 > 0 tel que
le+1) — x| < Bla®) — 2| pour tout k € IN.

Remarque 3.25 (Sur I’'implantation numérique). La convergence de la méthode de Newton est trés rapide, mais
nécessite en revanche le calcul de H (), qui peut s’avérer impossible ou trop coliteux.

On va maintenant donner des variantes de la méthode de Newton qui évitent le calcul de la matrice hessienne.

Proposition 3.26. Soient f € C*(R",IR), ¢ € R" tel que Vf(x) # 0, et soit B € M, (IR) une matrice

symétrique définie positive ; alors w = — BV f(x) est une direction de descente stricte en x.

DEMONSTRATION — Ona:w-Vf(x) = =BV f(z) - Vf(x) < 0car B est symétrique définie positive et V f(x) # 0
donc w est une direction de descente stricte en x. En effet, soit ¢ la fonction de IR dans IR définie par ¢(a) = f(z+aw).
Il est clair que ¢ € C*(IR,IR), ¢’ (a) = Vf(x + aw) - w et ¢’ (0) = Vf(x) - w < 0. Donc Jap > 0 tel que ¢’ () < 0
si a €]0, a[. Par le théoréme des accroissements finis, ¢(a)) < ¢(0) Va €]0, ap[ donc w est une direction de descente
stricte. u
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Méthode de Broyden La premiere idée pour construire une méthode de type quasi Newton est de prendre comme
direction de descente en %) le vecteur w*) = —(B®))~=1(V f(x*))) ot la matrice B*) est censée approcher
H(z®) (sans calculer la dérivée seconde de f). On suppose z*), x(*~1) et B*~1) connus. Voyons comment
on peut déterminer B*). On peut demander par exemple que la condition suivante soit satisfaite :

Via®) - vi@h) = BB (gk) — gk-1) (3.32)

Ceci est un systeme a n équations et n X n inconnues, et ne permet donc pas de déterminer entierement la matrice
B™ si n > 1. Voici un moyen possible pour déterminer entierement B*), di a Broyden. On pose s(*) =
x®) — =1 on suppose que s(¥) #£ 0, et on pose y*) = V f(x*)) — V f(z*~1). On choisit alors B*) telle
que :

(k) g (k) — 4 (k)
{B N y (3.33)

Bk g = Bk-1g vg | sk

On a exactement le nombre de conditions qu’il faut avec (3.33) pour déterminer entirement B(¥). Ceci suggere la
méthode suivante :

Initialisation Soient (°) € IR"™ et B(®) une matrice symétrique définie positive. On pose
w® = (BO) 7 (~Vf(@));

alors w(®) est une direction de descente stricte sauf si V f(x(?)) = 0.

On pose alors
M) = 20 4 040

ot o) est optimal dans la direction w(?).

Itération k& On suppose %), 2(*=1) et B*~1) connus, (k > 1), et on calcule B par (3.33). On pose
w® = —(B®) (V).

On choisit a®) optimal en z(*) dans la direction w ¥, et on pose ¥t = (k) 4 o(F)qpy(*)

Le probleme avec cet algorithme est que si la matrice est B(*~1) symétrique définie positive, la matrice B*) ne
Iest pas forcément, et donc w*) n’est pas forcément une direction de descente stricte. On va donc modifier cet
algorithme dans ce qui suit.

Méthode de BFGS La méthode BFGS (de Broyden !, Fletcher?, Goldfarb3 et Shanno®) cherche a construire
B®) proche de B*~1 telle que B™*) vérifie (3.32) et telle que si B*~1 est symétrique définie positive alors
B(*) est symétrique définie positive. On munit M, (IR ) d’une norme induite par un produit scalaire, par exemple

1/2
siAeM,(IR)etA=(ai;)ij=1,.nonprend ||A|| = (Z" a? ) . M, (IR) est alors un espace de Hilbert.

i,J=1 "1,]
On suppose =¥, (k=1 B(:=1) connus, et on définit
Cr = {B € M, (IR)|B symétrique, vérifiant (3.32)},

qui est une partie de M,,(IR) convexe fermée non vide. On choisit alors B ) = Pe, B (E=1) on Pek_ désigne la
projection orthogonale sur Cj. La matrice B(¥) ainsi définie existe et est unique ; elle est symétrique d’apres le
choix de Cj. On peut aussi montrer que si B*~1) symétrique définie positive alors B*) est aussi symétrique
définie positive.

1. Broyden, C. G., The Convergence of a Class of Double-rank Minimization Algorithms, Journal of the Institute of Mathematics and Its
Applications 1970, 6, 76-90

2. Fletcher, R., A New Approach to Variable Metric Algorithms, Computer Journal 1970, 13, 317-322

3. Goldfarb, D., A Family of Variable Metric Updates Derived by Variational Means, Mathematics of Computation 1970, 24, 23-26

4. Shanno, D. F.,Conditioning of Quasi-Newton Methods for Function Minimization , Mathematics of Computation 1970, 24, 647-656
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Avec un choix convenable de la norme sur M,, (IR ), on obtient le choix suivant de BX*) si s(%) #£ 0et V f(x®)) # 0
(sinon I’algorithme s’arréte) :

y®B (y®)t =1 gk) (gk))t glk—1)
(st yk) (k) B—1) g(k)
L’ algorithme obtenu est 1’algorithme de BFGS.

Bk — pk—1)

(3.34)

Algorithme de BFGS

Initialisation ~ On choisit (®) € IR"™ et
B©) symétrique définie positive
( par exemple B(?) = Id) et on pose
w© = —BOY f(z(0))
si Vf(x(®) # 0, on choisit a(?) optimal
dans la direction w(?), et donc
w(® est une direction de descente stricte.
On pose () = (0 4 (0 qp(®),
Itération k Axz® k=1 et B, connus (k>1) (3.35)
On pose
s®) — o) _ k=1 o0 — 7 f(2®)) - V1 (@¢k-D)
sis) £ 0et VF(xk) £0,
on choisit B*) vérifiant (3.34)
On calcule w®) = —(B®)~1(V f(x*)))
(direction de descente stricte en x(*)).
On calcule a*) optimal dans la direction w*)
et on pose xF+t1) = (k) 1 o (klqp(k),

On donne ici sans démonstration le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 3.27 (Fletcher, 1976). Soit f € C*(IR", R) telle que f(xz) — +00 quand |x| — +00. On suppose de
plus que [ est strictement convexe (donc il existe un unique © € R" tel que f(x) = infr~ f) et on suppose que
la matrice hessienne H ¢ (&) est symétrique définie positive.

Alors si ) € R"™ et si B9 est symétrique définie positive, I’algorithme BFGS définit bien une suite %) et on
ax® = z quand k — +oo

De plus, si %) # & pour tout k, la convergence est super linéaire i.e.

(k+1) _ A
|u| — 0 quand k — +o0.
xzk) —

Pour éviter la résolution d’un systéme linéaire dans BFGS, on peut choisir de travailler sur (B*))~1 au lieu de
B,

Initialisation Soit z(*) € IR" et K () symétrique définie positive

telle que oy soit optimal dans la direction — KOV f(2(?)) = w(®)

M = 2O 1 qyuw®

Itération k : A (®) 2= K *=1) connus, k > 1,

on pose s(F) = 2(*0) — g(h=1) (k) = 7 f(2(*)) - v f(x(k~D) (3.36)
et KF) = po, K=,

On calcule w®*) = —K®V f(2(*)) et on choisit ay,

optimal dans la direction w*).

On pose alors x*+1) = (k) 1w ®),
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Remarquons que le calcul de la projection de Pe, K (k=1) peut s’effectuer avec la formule (3.34) ol on a remplacé
B =1 par K(*=1) Malheureusement, on obtient expérimentalement une convergence nettement moins bonne
pour I’algorithme de quasi-Newton modifié (3.36) que pour 1’algorithme de BFGS (3.34).

3.3.4 Résumé sur les méthodes d’optimisation

Faisons le point sur les avantages et inconvénients des méthodes qu’on a vues sur 1’optimisation sans contrainte.

Méthodes de gradient : Ces méthodes nécessitent le calcul de V f(2(¥)). Leur convergence est linéaire (donc
lente).

1
Méthode de gradient conjugué : Si f est quadratique (c.a.d. f(x) = 514(12 -x —b-x avec A symétrique définie
positive), la méthode est excellente si elle est utilisée avec un préconditionnement (pour n grand). Dans le
cas général, elle n’est efficace que si n n’est pas trop grand.

Méthode de Newton : La convergence de la méthode de Newton est excellente (convergence localement quadra-
tique) mais nécessite le calcul de Hy(x*)) (et de V f(x*))). Si on peut calculer Hy(x*)), cette méthode
est parfaite.

Méthode de quasi Newton : L’avantage de la méthode de quasi Newton est qu’on ne calcule que V f(z(*))
et pas Hy (x(k))). La convergence est super linéaire. Par rapport a une méthode de gradient ou on calcule
w®) = —V f(2®), la méthode BFGS nécessite une résolution de systeme linéaire :

BE) k) — fo(:c(k)).

Quasi—Newton modifié :
Pour éviter la résolution de systéme linéaire dans BEGS, on peut choisir de travailler sur (B*))~! au lieu de
B pour obtenir I algorithme de quasi Newton (3.36). Cependant, on perd alors en vitesse de convergence.

Comment faire si on ne veut (ou peut) pas calculer Vf(z(*)) ? On peut utiliser des “méthodes sans gradient",
c.a.d. qu’on choisit a priori les directions w®). Ceci peut se faire soit par un choix déterministe, soit par un
choix stochastique.

Un choix déterministe possible est de calculer () en résolvant n problémes de minimisation en une dimen-
sion d’espace. Pour chaque direction i = 1,...,n, on prend w(™% = e;, ol e; est le i-eme vecteur de la
base canonique, et pour i = 1,...,n, on cherche 6 € IR tel que :

f(xgk),xék),...797...,mglk)) < f(xgk),wgk),...,t,...,a:g“)),Vt € R.

Remarquons que si f est quadratique, on retrouve la méthode de Gauss Seidel.

3.3.5 Exercices (algorithmes pour I’optimisation sans contraintes)

Exercice 117 (Mise en oeuvre de GPF, GPO). Corrigé en page 242.

On considere la fonction f : IR? — IR définie par f(z1,2z0) = 227 + 23 — x125 — 321 — 29 + 4.
1. Montrer qu’il existe un unique z € IR? tel que T = min,cR2 f(x) et le calculer.

2. Calculer le premier itéré donné par 1’algorithme du gradient a pas fixe (GPF) et du gradient a pas optimal
(GPO), en partant de (Igo) , xéo)) = (0,0), pour un pas de & = .5 dans le cas de GPF.

Exercice 118 (Convergence de I’algorithme du gradient a pas optimal). Suggestions en page 241. Corrigé détaillé
en page 243

Soit f € C?(IR™,R) t.q. f(z) — oo quand |z| — oo. Soit zg € IR™. On va démontrer dans cet exercice la
convergence de 1’algorithme du gradient a pas optimal.

1. Montrer qu’il existe R > 0 t.q. f(x) > f(xo) pour tout x ¢ Bpg, avec Br = {x € R", || < R}.

2. Montrer qu’il existe M > 0 t.q. |H(z)y - y| < M|y|? pour touty € IR™ et tout z € Br1 (H(x) est la matrice
hessienne de f au point z, R est donné a la question 1).
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3. (Construction de “la” suite (xy )ren de I’algorithme du gradient a pas optimal.) On suppose zj connu (k € IN).
On pose wy, = —Vf(xg). Si wp = 0, on pose z+1 = k. Si wi # 0, montrer qu’il existe 5 > 0 t.q.
f(zr + pwi) < f(xk + pwy) pour tout p > 0. On choisit alors un py, > 0 t.q. f(xk + prwi) < f(zr + pwg)
pour tout p > 0 et on pose Tx+1 = Tk + PrWk-

On considere, dans les questions suivantes, la suite () ke ainsi construite.

4. Montrer que (avec R et M donnés aux questions précédentes)

(a) la suite (f(zx))ken est une suite convergente,
(b) x, € Br pour tout k € IN,
(©) flzr + pwr) < flar) = plwg]® + (p*/2) M [w|* pour tout p € [0, 1/[wy]].
@) f(zpr1) < flaw) = |wel?/(2M), si Jwg| < M.
() —f(xri1) + flazx) > |we|?/(2M), avec M = sup(M, M),
M = sup{|Vf(z)|, z € Br}.
5. Montrer que V f(z1) — 0 (quand k — o0) et qu’il existe une sous suite (ng)reN t.q. Tn, — = quand k — oo
et Vf(z) =0.
6. On suppose qu’il existe un unique T € IR" t.q. Vf(Z) = 0. Montrer que f(Z) < f(x) pour tout z € R"™ et que
), — T quand k — oo.

Exercice 119 (Jacobi et optimisation). Corrigé détaillé en page 245
Rappel Soit f € C*(IR",IR) ; on appelle méthode de descente a pas fixe « € IR” pour la minimisation de f,
une suite définie par

z(® € R" donné,

2D = ) 4 qw®) pour k > 0,

ot w'* est une direction de descente en z*).
Dans toute la suite, on considere la fonction f de IR"™ dans IR définie par

flx) = %Aw -z —b-x, (3.37)

ol A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive, et b € IR". On pose T = A~ 1b.

1. Montrer que la méthode de Jacobi pour la résolution du systeme Ax = b peut s’écrire comme une méthode
de descente a pas fixe pour la minimisation de la fonction f définie par (3.37). Donner I’expression du pas
« et de la direction de descente w(¥) a chaque itération k et vérifier que c’est bien une direction de descente
stricte si (%) #£ A~1b.

2. On cherche maintenant a améliorer la méthode de Jacobi en prenant non plus un pas fixe dans I’algorithme
de descente ci-dessus, mais un pas optimal qui est défini a I’itération k par

f&® + apwh)) = gli%f(w(k) + aw™), (3.38)

ott w*) est défini a la question précédente. On définit alors une méthode de descente & pas optimal par :
2*tD — 2 (k) 1 oy p®),

On appelle cette nouvelle méthode “méthode de Jacobi a pas optimal”.
(a) Justifier I’existence et I'unicité du pas optimal défini par (3.38), et donner son expression a chaque
itération.
7). () |2

(k)y — Rty = 27
(b) Montrer que |f(x'®)) — f(x )| Y CIRTG

si w®) £ 0.
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(c) Montrer que 7*) — 0 lorsque k — +00, et en déduire que la suite donnée par la méthode de Jacobi a
pas optimal converge vers la solution & du systéme linéaire Az = b.

(d) On suppose que la diagonale extraite D de la matrice A (qui est symétrique définie positive) est de la
forme D = ald avec a € R.
i. Ecrire I’algorithme de descente a pas optimal dans ce cas.

ii. Comparer les algorithmes de descente obtenus par Jacobi et Jacobi a pas optimal avec les algo-
rithmes de gradient que vous connaissez.

Exercice 120 (Fonction non croissante a ’infini). Suggestions en page 242.

Soientn > 1, f € C?(R",IR) et a € IR. On suppose que A = {z € R"; f(x) < f(a)} est un ensemble
borné de IR" et qu’il existe M € R t.q. |H(z)y - y| < M|y|? pour tout z, y € IR™ (ot H(x) désigne la matrice
hessienne de f au point ).

1. Montrer qu’il existe T € A t.q. f(T) = min{f(z), z € R"} (noter qu’il n’y a pas nécessairement unicité
de 7).

2. Soitz € Atq. Vf(x)# 0.0npose T'(z) = sup{a > 0; [z, — aV f(x)] C A}. Montrer que 0 < T'(x) <
+oo et que [z, — T(z)Vf(z)] C A} (ou [x,x — T(x)V f(z)] désigne I'ensemble {tx + (1 — ¢)(x —
T(x)Vf(x)),t € [0,1]}.

3. Pour calculer une valeur appochée de T (t.q. f(Z) = min{ f(z),z € IR"™}), on propose I’algorithme suivant :
Initialisation : x( € A,

Itérations : Soit k > 0.

Si Vf(zr) =0, 0npose zxy1 = zx. Si Vf(xg) # 0, on choisit ay, € [0, T (zg)] t.q. f(zr — arVf(zg)) =
min{f(zy — aVf(z)),0 < o < T'(xx)} (La fonction T est définie a la question 2) et on pose Tjy1 =
T — Oéka(l‘k).

(a) Montrer que, pour tout zp € A, I’algorithme précédent définit une suite (zx)ren C A (c’est—a—dire
que, pour xj, € A, il existe bien au moins un élément de [0, T'(x )], noté ag, t.q. f(zx — axrVf(xk) =
min{f(zx — aVf(zr)), 0 < a < T(zk)}).

(b) Montrer que cet algorithme n’est pas nécessairement I’algorithme du gradient a pas optimal. [on pourra
chercher un exemple avec n = 1.]

(c) Montrer que f(z) — f(Tr+1) > %, pour tout k£ € IN.
4. On montre maintenant la convergence de la suite (xy)renN construite a la question précédente.
(a) Montrer qu’il existe une sous suite (zj, )sew et & € A t.q. 2, — 2, quand £ — oo, et V f(z) = 0.
(b) On suppose, dans cette question, qu’il existe un et un seul élément z € A t.q. V f(z) = 0. Montrer que
xr — z,quand k — oo, et que f(z) = min{f(x),z € A}.
Exercice 121 (Application du GPO). Corrigé détaillé en page 245
Soit A € M, (IR) et .J la fonction définie de IR™ dans IR par .J(z) = el 4=lI* ot || - || désigne la norme euclidienne
sur IR™.
1. Montrer que J admet un minimum (on pourra le calculer.. . ).
2. On suppose que la matrice A est inversible, montrer que ce minimum est unique.
3. Ecrire I’algorithme du gradient a pas optimal pour la recherche de ce minimum. [On demande de calculer le
parametre optimal o, en fonction de A et de z.] A quelle condition suffisante cet algorithme converge-t-il ?

Exercice 122 (Méthode de relaxation). Corrigé détaillé en page 246
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Soit f une fonction continiiment différentiable de E = IR"™ dans IR vérifiant I’hypothése (3.10) :
1. Justifier I’existence et I’unicité de 7 € IR" tel que f(7) = infyer» f(2).

On propose 1’algorithme de recherche de minimum de f suivant :

Initialisation : z(© € E,
Itérationn: =) connu, (n > 0)
Calculer xgkﬂ) tel que, pour tout £ € IR,
k k) (K k k) (k k

F@ a2l ) < fe ),

Calculer a:gkﬂ) tel que, pourtout £ € IR,

f(x§k+1)7xék+l)7xgk)a e 7x£7k)) S f(xgk+1)a 57 $f°,k)7 BRI xslk))v

(3.39)
Calculer x,(ckﬂ) tel que, pourtout £ € IR,
k+1 k+1) (k+1) (K k
f(mg ),.. .,x,(cfl ),mé ),xEkll),...,x% ))
k+1 k+1 k k
Sf(xg )7"'71‘](.371)7 axEkl_l),'-'axgl))a

Calculer x%’“*” tel que, pour tout £ € IR,

f(x(lk+1),xék+l), e zflkjll), :cgﬁ_l)) < f(:z:gk+1), ey mglkjll), ).
2.Pourne INetl <k <N, soit @,ﬁkﬂ) la fonction de IR dans IR définie par :

E+1 k+1 k+1 k
P (s) = fY e sl ),
Montrer qu’il existe un unique élément 5 € IR tel que
(k1) 2y — inf kD)
ep(3) = inf o (s).

En déduire que la suite (z(*)),,cy construite par I’algorithme (3.39) est bien définie.
Dans toute la suite, on note || - || la norme euclidienne sur IR™ et (+|-) le produit scalaire associé. Pouri = 1,...,n,

on désigne par 9; f la dérivée partielle de f par rapport a la i-€me variable.

3. Soit (z*)),,cv 1a suite définie par I’algorithme (3.39).

Pour n > 0, on définit z("T1.0) = z(F) = (x(lk), . ,x;’“))t, etpour 1 <k <n,
p(MtLE) — (:vgkﬂ), . ,:r,gkﬂ),:c;ﬁl, xR

(de sorte que (1) = g(k+1)),

(a) Soitn € IN. Pour 1 < k < n, montrer que O f (z("*1%)) = 0, pour k = 1, ..., n. En déduire que

(n+1,k—1)y _ (n+1,k)y > &) (nt1k=1) _ (n+1,k) |12
f( )= f(=z )2 5l T [

(b) Montrer que la suite (z(*)),, ey vérifie

(67
Fa®) = @) = S - ot

En déduire que lim,,_, o ||2* —2*+FD || = 0 et que, pour 1 < k < n, limy,_, 4 o ||z THE) — g+ = 0,
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4. Montrer que

[ 3
(k+1) _ | < = (k+1)y2
[E: 7 < — (Z 0k f (1)) ) :

k=1

5. Montrer que les suites (z(F)),, e, et (2" t1F)), i, pour k = 1,.. ., n, sont bornées.
Montrer que
|0 f (%) | = 0 lorsque n — +o0.

(On rappelle que 9y, f (z("t1F)) = 0.)
Conclure quant a la convergence de la suite(z(*)),,c v lorsque n — +oo.

6. On suppose dans cette question que f(z) = 3(Axz|z) — (b|z). Montrer que dans ce cas, I'algorithme (3.39) est
équivalent a une méthode itérative de résolution de systemes linéaires qu’on identifiera.

7. On suppose dans cette question que n = 2. Soit g la fonction définie de IR? dans R par: g(z) = 2% + 23 —
2(z1 + m2) + 2|71 — 12|, avec & = (w1, x2)".

(a) Montrer qu’il existe un unique élément Z = (%, 72)" de R? tel que ¢(T) = inf,cpr> g(z).
(b) Montrer que T = (1,1)*.

(c) Montrer que si (0 = (0,0)t, ’algorithme (3.39) appliqué a g ne converge pas vers T. Quelle est I’hypothese
mise en défaut ici?

Exercice 123 (Mise en oeuvre de GC).
On considere la fonction f : R? — IR définie par f(z1,22) = 223 + 23 — 2109 — 371 — T2 + 4.
1. Montrer qu’il existe un unique Z € IR? tel que Z = min, g2 f(z) admet un unique minimum, et le calculer.
2. Calculer le premier itéré donné par I’algorithme du gradient conjugué, en partant de (xgo), a;éo)) = (0,0),
pour un pas de o = .5 dans le cas de GPF.

Exercice 124 (Gradient conjugué pour une matrice non symétrique). Corrigé détaillé en page 248

Soitn € IN, n > 1. On désigne par || - || la norme euclidienne sur IR", et on munit I’ensemble M,, (IR ) de la norme
induite par la norme || - ||, || - ||. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On définit M € M,,(IR) par M = A A.
On se donne un vecteur b € IR™, et on s’intéresse a la résolution du systéme linéaire

Ax =b;. (3.40)
1. Montrer que = € IR"™ est solution de (1.126) si et seulement si x est solution de
Mz = A';. (3.41)

2. On rappelle que le conditionnement d’une matrice C € M, (IR) inversible est défini par cond(C) =
ICIIC~| (et dépend donc de la norme considérée ; on rappelle qu’on a choisi ici la norme induite par
la norme euclidienne).

(a) Montrer que les valeurs propres de la matrice M sont toutes strictement positives.
(b) Montrer que cond(A) = 4/ i—’;, ou A, (resp. A1) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de
M.

3. Ecrire I’algorithme du gradient conjugué pour la résolution du systeme (3.41), en ne faisant intervenir que
les matrices A et A* (et pas la matrice M) et en essayant de minimiser le nombre de calculs. Donner une
estimation du nombre d’opérations nécessaires et comparer par rapport a I’algorithme du gradient conjugué
écrit dans le cas d’une matrice carré d’ordre n symétrique définie positive.

Exercice 125 (Gradient conjugué préconditionné par LL?). Corrigé en page 249
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Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive, et b € IR". Soit L une matrice triangulaire inférieure
inversible, soit B = L=YA(L!)"tetb = L~1b.

1. Montrer que B est symétrique définie positive.

2. Justifier I’existence et I'unicité de € IR" tel que Az = b,etde y € IR" tel que By = b. Ecrire z en
fonction de .

Soit 4(©) € R™ fixé. On pose 7 = @) = b — By Si #) £ 0, on pose alors ) = 3O + pe(©), avec

7#(0) . z(0)
PO = 3O A5 - 5
Pour n > 1, on suppose @, ..., y*) et @ ... w*=1 connus, et on pose : PR =p— By®) . si 7k # 0,

#0975 (0)

"1 avec Ap—1 = == et on pose alors : y* 1) = y(*) + 0 H*) avec

on calcule : ©®) = #(F) 4\, _
R ORO)

Ak = F® - BoE

3. En utilisant le cours, justifier que la famille y(*) ainsi construite est finie. A quoi est égale sa derniére valeur ?

Pour n € IN, on pose : #(F) = L=ty (avec L= = (L71)* = (L)1), r®) = b — Az w®) = L=tp(k) et
sk) = (LLH) =1y,

4. Soitn > 0 fixé. Montrer que :

(k) . p(k) (k) . 2.(k)

S r S r

(a) >\k71 = S(k_l) ] T(k—l)’ (b) Pn = w(k) ] Aw(’f)’

(© w® = s® 4 aw®D, (@) 2D = 5 4 ®.

5. On suppose que la matrice L L! est une factorisation de Choleski incompléte de la matrice A. Ecrire 1’algo-
rithme du gradient conjugué préconditionné par cette factorisation, pour la résolution du systeme Ax = b.

Exercice 126 (Méthode de quasi-linéarisation). Corrigé détaillé en page 251
Soit f € C3(IR,IR) une fonction croissante a I’infini, c. a.d. telle que f(z) — +oo lorsque |x| — 400 ; soit
d € IR et soit J la fonction de IR dans IR par

1. Montrer qu’il existe Z € IR tel que J(z) < J(z),Vz € R.

2. (Newton) On cherche ici a déterminer un minimum de J en appliquant la méthode de Newton pour trouver
une solution de 1’équation J'(x) = 0. Ecrire I’algorithme de Newton qui donne x4 1 en fonction de xj, et
des données d, f, f et f".

3. L’algorithme dit de “quasi-linéarisation" consiste a remplacer, a chaque itération & € IN, la minimisation de
la fonctionnelle J par celle de la fonctionnelle Jy, définie de IR, dans IR obtenue a partir de J en effectuant
un développement limité au premier ordre de f(z) en 2(*), c.a.d.

2

Tr(@) = (f(xr) + f'(2e) (@ — ax) — d)
Montrer que 2 k fixé, il existe un unique Z € IR qui minimise Jj, et le calculer (on supposera que f'(zy) #
0). On pose donc xx41 = Z. Que vous rappelle I’expression de x4 ?
4. Ecrire ’algorithme du gradient a pas fixe pour la minimisation de J.

5. Dans cette question, on prend f(z) = x2.

(a) Donner I’ensemble des valeurs € IR qui minimisent .J, selon la valeur de d. Y a t-il unicité de = ?

(b) Montrer que quelque soit la valeur de d, I’algorithme de Newton converge si le choix initial z( est
suffisamment proche de z.

(c) On suppose que d > 0; montrer que 1’algorithme de quasi-linéarisation converge pour un choix initial
xo dans un voisinage de 1.
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(d) On suppose maintenant que d = —1. Montrer que 1’algorithme de quasi-linéarisation ne converge que
pour un ensemble dénombrable de choix initiaux xg.

Exercice 127 (Méthode de Polak-Ribiere). Suggestions en page 242, corrigé en page 252

Dans cet exercice, on démontre la convergence de la méthode de Polak-Ribiere (méthode de gradient conjugué
pour une fonctionnelle non quadratique) sous des hypothéses “simples"” sur f.

Soit f € C?(IR",IR). On suppose qu’il existe a > 0, 3 > « tel que aly|? < H(z)y -y < Bly|? pour tout z,
y € IR™. (H (x) est la matrice hessienne de f au point x.)

1. Montrer que f est strictement convexe, que f(z) — oo quand |z| — oo et que le spectre VP(H (x)) de H(x)
est inclus dans [«, 5] pour tout z € IR".

On note T I’unique point de R" t.q. f(ZT) < f(x) pour tout x € R™ (I’existence et 1'unicité de T est donné par
la question précédente). On cherche une approximation de 7 en utilisant 1’algorithme de Polak-Ribiere :

initialisation. (°) € IR™. On pose ¢(¥) = —V f(2(?). Si ¢(®) = 0, I’algorithme s’arréte (on a 2(°) = 7). Si
g% #£ 0, on pose w®) = g et (V) = (O 4 pyw(® avec py “optimal” dans la direction w(®),
itération. (¥), w(*=1) connus (k > 1). On pose g*) = —V f(2*)). Si g*) = 0, I’algorithme s arréte (on a
x(k) = f) Sl g(k) ?é O’ on pose >\k71 = [g(k) . (g(k) —_ g(kfl))]/[g(kfl) . g(kil)]’ w(k) = g(k) + Akilw(kfl)
et p(FHD) = (k) 4 akw(k) avec oy, “optimal” dans la direction wg. (Noter que «y, existe bien.)
On suppose dans la suite que g*) # 0 pour tout k& € IN.

2. Montrer (par récurrence sur k) que g*t1 - w®) = 0 et g(¥) . g = ¢(®) . y(*) pour tout k € IN.

3. On pose

1
JE) = / H(z™ + fapw®)do.
0

Montrer que g*+1) = g(®) 4 a T w®) et que ag, = (—g*) - wk) /(JFEw®) . w*)) (pour tout k € IN).

4. Montrer que |w®| < (1 4 /a)|g®)| pour tout & € IN. [Utiliser, pour k& > 1, la question précédente et la
formule donnant Ag_1.]

5. Montrer que z*) — T quand k — cc.

Exercice 128 (Algorithme de quasi Newton).
Corrigé détaillé en page 254

Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive et b € IR™. On pose f(z) = (1/2)Az -« — b - x pour

xz € R". On rappelle que V f(z) = Az — b. Pour calculer T € R" t.q. f(ZT) < f(x) pour tout z € IR", on va
utiliser un algorithme de quasi Newton, c’est-a-dire :

initialisation. z(°) ¢ R".
itération. z(*) connu (n > 0. On pose ¥+ = £(*¥) — ¢, KF) g(F) ayec ¢(*) = Vf(x(k)), K®) une matrice

symétrique définie positive a déterminer et o, “optimal” dans la direction w*) = —K ) ¢(¥) (Noter que vy, existe
bien.)

Partie 1. Calcul de aj,. On suppose que g(¥) £ 0.

1. Montrer que w(*) est une direction de descente stricte en (%) et calculer la valeur de o, (en fonction de K (¥)
et ().

2. On suppose que, pour un certain n € IN, on a K®) = (H(2*)))~! (ot H () est la matrice hessienne de f en
x,on adoncici H(z) = A pour tout € IR™). Montrer que oy, = 1.

3. Montrer que la méthode de Newton pour calculer T converge en une itération (mais nécessite la résolution du
systeme linéaire A(z(M) — z(0) =p — Az, )
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Partie 2. Méthode de Fletcher-Powell. On prend maintenant K (°) = Id et

s M) (KOO ERBE®)
() () K®y® gk =5

avec S(k) — x(k"rl) — x(k) et y(k) — g(k+1) — g(k) — As(k)

KD k)

(3.42)

On va montrer que cet algorithme converge en au plus n itérations (c’est-a-dire qu’il existe n < n + 1 t.q.
TN41 =T.)

1. Soit n € IN. On suppose, dans cette question, que s(°), ... s(*~1) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls
etque KO . K®) sont des matrices symétriques définies positives t.q. KD As() = 50 si0<i<j<n
(pour n = 0 on demande seulement K (°) symétrique définie positive).

(a) On suppose que g¥) # 0. Montrer que s(*) # 0 (cf. Partie I) et que, pour i < n,
sF) . As) =0 ¢ . 5D = .

Montrer que g(*) - s() = 0 pour i < n. [On pourra remarquer que g(+1) . s() = g+ . () = ( et
(g — gl+1)Y . 5() = 0 par I’hypotheése de conjugaison de s(©), ... s(*~1) ] En déduire que s(*, ..., s
sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls.

(b) Montrer que K **1) est symétrique.

(c) Montrer que K*+1 As() = () 5i 0 < i < n.

(d) Montrer que, pour tout z € IR", on a

(K(k)z . x)(K(k)y(k) .y(k)) — (K(k)y(k) - x)? (S(k) -x)?

(k1) g —
R KE ) -y T A

En déduire que K1 est symétrique définie positive. [On rappelle (inégalité de Cauchy-Schwarz) que, si
K est symétrique définie positive, ona (Kx - y)? < (Kx - z)(Ky - y) et 'égalité a lieu si et seulement si =
et y sont colinéaires.]

2. On suppose que g*) # 0si 0 < n < n — 1. Montrer (par récurrence sur n, avec la question précédente) que
50 ... s("=1) sont des vecteurs A-conjugués et non-nuls et que K (M As® = s() si i < n. En déduire que
KM =A-1 o, =1etz(®) = A-1p =7

Exercice 129 (Méthodes de Gauss—Newton et de quasi-linéarisation). Corrigé en page 257

Soit f € C*(IR",RP), avec n,p € IN*. Soit C' € M,,(IR) une matrice réelle carrée d’ordre p, symétrique définie
positive, et d € IRP. Pour « € IR", on pose

On cherche a minimiser J.

1 Propriétés d’existence et d’unicité
(a) Montrer que J est bornée inférieurement.

(b) Donner trois exemples de fonctions f pour lesquels les fonctionnelles J associées sont telles que 1’on
ait :

i. existence et unicité de & € R" qui réalise le minimum de J, pour le premier exemple.
ii. existence et non unicité de & € IR™ qui réalise le minimum de J, pour le second exemple.
iii. non existence de & € R"™ qui réalise le minimum de .J, pour le troisieme exemple.
(On pourraprendre n =p = 1.)
Il Un peu de calcul différentiel
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(a) On note Df et Dsf les différentielles d’ordre 1 et 2 de f. A quels espaces appartiennent D f(x),
Dy f(x) (pour & € IR™), ainsi que D et Do f ? Montrer que pour tout x € IR", il existe M (x) €
M, »(IR), ot M, ,,(IR) désigne I’ensemble des matrices réelles a p lignes et n colonnes, telle que
Df(x)(y) = M(x)y pour tout y € R".

(b) Pour x € R", calculer V.J(x).

(c) Pour z € IR", calculer la matrice hessienne de J en x (qu’on notera H(x)). On suppose maintenant
que M ne dépend pas de @ ; montrer que dans ce cas H(xz) = 2M (x)'CM (x).

I Algorithmes d’optimisation Dans toute cette question, on suppose qu’il existe un unique bfz € IR" qui
réalise le minimum de .J, qu’on cherche a calculer de maniére itérative. On se donne pour cela xg € IR, et
on cherche & construire une suite (x)geN qui converge vers .

(a) On cherche a calculer x en utilisant la méthode de Newton pour annuler VJ. Justifier brievement cette
procédure et écrire I’algorithme obtenu.

(b) Lalgorithme dit de “Gauss-Newton" est une modification de la méthode précédente, qui consiste a
approcher, a chaque itération n, la matrice jacobienne de V.J en x, par la matrice obtenue en négligeant
les dérivées secondes de f. Ecrire 1’algorithme ainsi obtenu.

(c) Lalgorithme dit de “quasi—linéarisation" consiste a remplacer, a chaque itération k£ € IN, la minimisa-
tion de la fonctionnelle J par celle de la fonctionnelle .Jy, définie de IR™ dans IR, et obtenue a partir
de J en effectuant un développement limité au premier ordre de f(z) en (¥, c.a.d.

Je(@) = (f(@®) + Df(@®)(@ — ™) —d) - C(f(&V) + Df(a®)(x — 2) - d).

i. Soit k >0, z®) € R" connu, My = M(x™®) € M, .(IR), etz € IR™. Onpose h = x — x¥).
Montrer que

Je(x) = J(x™) + M{OMh - h+ 2MC(f(x®) — d) - h.

ii. Montrer que la recherche du minimum de .Jj, est équivalente a la résolution d’un systeme linéaire
dont on donnera I’expression.

iii. Ecrire I’algorithme de quasi-linéarisation, et le comparer avec 1’algorithme de Gauss-Newton.

Suggestions pour les exercices
Exercice 118 page 233 (Algorithme du gradient a pas optimal)

2. Utiliser le fait que H est continue.
3. Etudier la fonction ¢ : IR ; dans IR. définie par (p) = f(z + pw®).

4. a. Montrer que f est minorée et remarquer que la suite (f(zx))ken est décroissante.

4.b se déduit du 4.a

4.c. Utiliser la fonction ¢ définie plus haut, la question 4.b. et la question 2.

4.d. Utiliser le fait que le choix de ay, est optimal et le résultat de 4.c.

4.e. Etudier le polyndme du 2nd degré en p défini par : Py(p) = f(zx) — plw™® | + M |w*|2p? dans les cas
ot |w®| < M (fait la quesiton 4.c) puis dans le cas |w*)| > M.

5. utiliser I’inégalité prouvée en 4.e. pour montrer que |'w(k) | = 0lorsque n — +o0.

6. Pour montrer que toute la suite converge, utiliser I’argument d’unicité de la limite, en raisonnant par I’absurde
(supposer que la suite ne converge pas et aboutir a une contradiction).
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Exercice 120 page 235 (Cas ou f n’est pas croissante a ’infini)

S’inspirer des techniques utilisées lors des démonstrations de la proposition 3.13 et du théoreme 3.19 (il faut
impérativement les avoir fait avant...).

Exercice 127 page 239 (Méthode de Polak-Ribiere)

1. Utiliser la deuxieme caractérisation de la convexité. Pour montrer le comportement a I’infini, introduire la
fonction ¢ habituelle. .. (o(t) = f(z + ty)).

2. Pour montrer la convergence, utiliser le fait que si wy, - V f(xx) < 0 alors wy, est une direction de descente
stricte de f en 2y, et que si ay, est optimal alors V f (x5, + apw®) = 0.

3. Utiliser la fonction ¢ définie par ¢(8) = V f () + Oapw®).

4. C’est du calcul...

5. Montrer d’abord que —gpw™®) < —~|w®)||g.|. Montrer ensuite (en utilisant la bonne vieille fonction
définie par ©(t) = f(zy + tay), que g, — 0 lorsque n — +oc.

Exercice 132 page 263 (Fonctionnelle quadratique)

1. Pour montrer que K est non vide, remarquer que comme d # 0, il existe £ € IR" tel que d - T = o # 0. En
déduire I’existence de z € IR" tel que d - x = c.

2. Montrer par le théoréeme de Lagrange que si Z est solution de (3.49), alors y = (&, \)! est solution du
systeme (3.58), et montrer ensuite que le systeme (3.58) admet une unique solution.

Corrigés des exercices
Corrigé de I’exercice 117 page 233 (Mise en oeuvre de GPF et GPO)

1.Ona
_ 41‘1—$2—3 o 4 -1
Vi) = {2@—@ —1] ety = [—1 2}

La fonction f vérifie les hypotheses du théoréme 3.30 d’existence et d’unicité du minimum. En particulier la
4

. _21] est s.d.p.. Le minimum est obtenu pour

hessienne Hy = [

O f(r1,22) =421 —22 —3=0
Oaf(r1,22) =209 —21 —1=0
c’est-a-dire 71 = 1 et £y = 1. Ce minimum est f(Z1,Z2) = 2.
2. L algorithme du gradient a pas fixe s’écrit :
Initialisation : (¥ € IR?, p > 0
Itération k:  2(*) connu, (k > 0)

w® = —Vf(z®),

A la premigre itération, on a Vf(0,0) = (-3, —1) et donc w(® = (3,1). On en déduit, pour p = 0.5, z(}) =
(3p,p) = (3/2,1/2) et f(aV)) = 3.
L’algorithme du gradient & pas optimal s’écrit :

Initialisation : z(® ¢ R™.
Itération k : (%) connu.
On calcule w®) = —V f(z(*)).
On choisit pi > 0 tel que
F@® + ppw®) < f@® + pw®) vp > 0.

On pose z*+t1) = z(k) 4 o),
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Calculons le po optimal & Ditération 0. On a vu précédemment que w(® = (3,1). Le po optimal minimise la
fonction p — ¢(p) = f(2® + pw®) = f(3p, p). On doit donc avoir ¢'(py) = 0. Calculons ¢’(p). Par le
théoreme de dérivation des fonctions composées, on a :

¢ =16+ p®) o) = |20 7] =519+ (- =320 10

On en déduit que pg = <. On obtient alors (V) = (@ + pow(©® = (B, 2 et f(z(V) = 2.4375, ce qui est,
comme attendu, mieux qu’avec GPF.

Corrigé de I’exercice 118 page 233 (Convergence de I’algorithme du gradient a pas optimal)

1. On sait que f(z) — +oo lorsque || — +o0. Donc VA > 0, 3R € R, ;
particulier pour A = f(x¢) ceci entraine :

x| > R = f(x) > A. En

JReR4; =z € Bg = f(x) > f(xo).

2. Comme f € C%(IR"™,IR), sa hessienne H est continue, donc || H||2 atteint son max sur Bry1 qui est un
fermé borné de R™. Soit M = maxyepy,, |[H(z)||2, ona |[H(z)y - y| < My -y < M|y

3. Soit wy = —Vf($k>
Siwyg = 0, on pose Tyt = T.
Si wy, # 0, montrons qu’il existe p > 0 tel que

f(zr + pwr) < fzk + pwi) Vp > 0.

On sait que f(z) — 400 lorsque |z| — +o00.

Soit ¢ : IR+ — IR définie par p(p) = f(zr + pwi). Ona p(0) = f(xk) et @(p) = f(xr + pwi) — +00
lorsque p — +o0.

En effet si p — 400, on a |z + pwy| — +00. Donc ¢ étant continue, ¢ admet un minimum, atteint en p,
etdonc3p € Ry ; f(zk + pw) < f(ag + pwi) Vp > 0.

4. a) Montrons que la suite (f(zx))nen est convergente. La suite (f(xg))nen vérifie

f(@rgr) < fan).
De plus f(x) — +o0 lorsque || — +oo donc f est bornée inférieurement. On en conclut que la suite
(f(zk))ne est convergente.
b) Montrons que x;, € Br Vk € IN. On sait que si ¢ Bp alors f(x) > f(z¢). Or la suite (f(2x))nemr
est décroissante donc f(xy) < f(zo) Vk, donc xz, € Br, Yk € IN.

2
1
¢) Montrons que f(xy + pwi) < f(zg) — plwe|? + %M|wk|2, Vp € [0, ﬁ] Soit ¢ définie de IR
w
dans IR par ¢(p) = f(xk + pwi). Ona
2

@(p) = ¢(0) + py'(0) + %sﬂ”(p), ot €0, pl.

Or ¢'(p) = Vf(zk + pwy) - wg et @’ (p) = H(zy + pwg)wyg - wg. Donc

2
w(p) = p(0) +p V f(xr) -wi, + %H(xk + pwi)wi - Wy
~—~ N——

f(zx) —Wk
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Sip €0, Jona

|w|

VAN
8
il

+

|xg + pwp|
donc xy, + pwy € Bryi et par la question 2,
H(xk + ﬁwk)wk cwg < M|wk|2.
On a donc bien )
p
o(p) = fxr + pwi) < f(zr) — plwrl® + 7M|wk\2~

2
d) Montrons que f(zx41) < f(zx) — Igu&l

si |wk| < M.

Comme le choix de «y; est optimal, on a

f(@rs1) = flar + arwy) < flap + pwi), VpeRy.

donc en particulier

L}
|w]

f(rs1) < flog + pwi), Vp €0,

En utilisant la question précédente, on obtient

2
p 1
faren) < flax) — phowl® + 7M|wk|2 =¢(p), Vo €D, m}- (3:43)
Or la fonction ¢ atteint son minimum pour
—|wi|* + pM|wi|* = 0

1

1 1
37 €€ qui est possible si —— > i (puisque 3.43 est vraie si

|wi|

c’est—a—dire pM = 1 ou encore p =

< L).

= fwgl
Comme on a supposé |wg| < M, on a donc

S

|wg |*
f(@rt1) < fok) i M flxk) —

2M

2 — ~ ~
e) Montrons que — f (zg+1) + f(xk) > |ZE ol M = sup(M, M) avec M = sup{|V f(z)|, = € Bgr}.

On sait par la question précédente que si

|wg [*
<M - - > [kl
wi| < M, ona — fwp) = flaw) 2 55
2
Montrons que si |wg| > M, alors — f(zg41) + f(xg) > % On aura alors le résultat souhaité.

On a

2 P 2 1

Fl@rer) < flaw) = plwk]” + 5 Mlwg[*, ¥p € [0, w]~

Donc

2
frn) € min [f(oe) = plogl® + Z-MJwi ]

»Twgl

Pr(p)
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— lercassi |wg| < M, on a calculé ce min a la question c).

— si Jwg| > M, la fonction Py (p) est décroissante sur [0, —] et le minimum est donc atteint pour

|wg|
1
p=r
|wi|
1 M |wk|
op(—) = - =< [0k
r k<|wk|> fzr) — Jwi| + 5 < f(xx) 5
wp,|?
< - ~"
< fla) Y

en remarquant que |wy| < M.

5. Montrons que V f(z) — 0 lorsque & — 4-00. On a montré que Vk, |wy|> < 2M (f(xx) — f(xx11)). Or
la suite (f(x))new est convergente. Donc |wy| — 0 lorsque n — 400 et wy, = V f(x)) ce qui prouve le
résultat.

Lasuite (2 )nen estbornée donc I(ny ke et & € R™; z,, — & lorsque k — +ooetcomme V f (x,,, ) —
0, on a, par continuité, V f(z) = 0.

6. On suppose qu’il existe un unique Z € R" tel que Vf(Z) = 0. Comme f est croissante a 1’infini, il existe
un point qui réalise un minimum de f, et on sait qu’en ce point le gradient s’annule ; en utilisant I’hypothese
d’unicité, on en déduit que ce point est forcément . On remarque aussi que Z est la seule valeur d’adhérence
de la suite (bornée) (zx)ren, et donc que xx — & quand k — +o0.

Corrigé de I’exercice 121 page 235 (Algorithme du gradient a pas optimal)

Corrigé en cours de rédaction...

Corrigé de I’exercice 119 page 234 (Jacobi et optimisation)

1. La méthode de Jacobi peut s’écrire

2 ) — 1d — D' A)x™® + D7 'b
=z®™ 4+ Db - AzW)
= 2®) 4
avec w¥) = Db — Az®)) = D71r®) Onaw® . Vf(x®) = —D71r®) . () et comme A est

s.d.p., D™! Iest également, et donc w*) - Vf(z®)) < 0si 2(®) # A~1b. Ceci montre que w*) est une
direction de descente stricte en (%),

2. (a) Le pas optimal v, est celui qui minimise la fonction ¢ définie de IR dans IR par f(z* + aw®), qui
est de classe C, strictement convexe et croissante 2 1’infini, ce qui donne I’existence et I’unicité ; de
plus oy, vérifie :

V™ + apw®) . w® =0, cad (Az® + apAw® +b) - w® = 0.
On en déduit que (si w®) £ 0)

(b— Az®)) . w(®) () (k) r(B) . D=1p(k)
T T A ® - w®  Aw® -w®  AD-1p(®) . D 1p)

(Si w™ = 0, on a alors r*) = 0 et (*) = z, I"algorithme s’arréte.)
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(b) Ona:
f(w(kﬂ)) = f(iﬂ(k)) — yay, + 603,

avecy =r® - w® et § = L Aw™ - w*). Comme o, minimise ce polyndme de degré 2 en o, on a

(k1) ky_
F@0Y) - @) = -1
|r(k) .w(k)|2

2Aw®) k)’
d’ou le résultat.

(c) On suppose que w'¥) # 0 pour tout k. La suite (f(z*)))zen est décroissante et bornée inférieu-
rement (car la fonction f est bornée inférieurement). Elle est donc convergente. Ce qui prouve que
limgs oo (@5 = f(2®) = 0.

On sait que w®*) = D=17(*)_ On a donc, par la question précédente,

|r(k) .w(k)|2 |7.(k) ,D—1,.(k)|2
Aw® - w® — AD-1pk&) . D-1p(k)

=2 f(@) - f(@®*D)].
Or
0<AD '™ . D7) < (lp®P2

avec ¢ = || Al D73 et
r®) . D1 ®) > gp®I 2,

ol = minje(y, .. ny 1/a; ;. (Les a; ; étant les termes diagonaux de A.) On en déduit que

92
?|r(k)|2 < |f@®) = f@*+1)] = 0 lorsque k — 400,
et donc r*) — 0 lorsque k — +00.
Comme ®) —z = —A~17(*) on en déduit la convergence de la suite 2z(*) vers la solution du systéme.

(d i SiD=ald,ona

(b — Az®)) . w® ) ® 1 ). p)
Aw® - w®  Aw® . w® o Apk) k)

o =

=

ii. Jacobi simple= algorithme de gradient avec p =
Jacobi a pas optimal= algorithme de gradient a pas optimal.

Corrigé de I’exercice 122 page 235 (Méthode de relaxation)

1. On sait par la propostion 3.13 que si f vérifie I’hypothese (3.10) alors f est strictement convexe et tend vers
I’infini en I’infini, et donc il existe un unique & € IR"™ réalisant son minimum.

2. Ecrivons ’hypothése (3.10) avec © = se et y = teg ou (s,t) € IR? et ey, est le k-iéme vecteur de la base
canonique de IR"™ ; en notant 0y f la dérivée partielle de f par rapport a la k-iéme variable, il vient :

(0 (5) = DR (1))(s — 1) > als — t]2.
En appliquant 2 nouveau la proposition 3.13 au cas n = 1, on en déduit I’existence et unicité de 5 tel que

(k+1) = __ (k+1)
e (3) _slé‘nfa e (8)
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Comme I’algorithme (3.39) procede a n minimisations de ce type a chaque itération, on en déduit que la suite
(), cv construite par cet algorithme est bien définie.

3.(a) Par définition, xgﬁl) réalise le minimum de la fonction Lpgc sur IR. Comme de plus, gp( e ot (R,IR),

on a donc (gpgﬁl))’(x;jﬂ)) =0.0r (<p,(€k+l))’(z,(€k+l)) = O f(x(™T1LR)) et donc Oy, f (2" H1R)) = 0.
D’apres la démonstration de la proposition 3.13 (voir I'inégalité (3.11)), on a
f(x(nJrl,kfl)) _ f(x(nJrl,k)) > vf(x(nJrl,k)) . (x(n+1,kfl) _ x(n+1,k))

(o7 _
§|x(n+1,k 1) x(n+1,k)|2.

Or g(ntLE=1) _ g(nt1k) — —:E,(CkH)ek et Vf(z(mTLR)) e = 9, f (2 +10)) = 0. On en déduit que :

f(l,(n—&-l,k—l)) . f(x(n-&-l,k)) > 2| (n+1,k—1) _ (n+1,k)|2.

+

3.(b) Par définition de la suite (2(*)),,cy, ona :

n

Fa®) = f@0HD) = 37 flamtRD) - p(aie),

k=1
Par la question précédente, on a donc :

(k)y _ k+1 S @ (n+1,k—1)) (n+1,k)|2
F®) = f@) = 5 Z A
Or g+ 1LE=1) _ g(nt1.k) — —x,(fﬂ)ek, et (ex)ken est une base orthonormée. On peut donc écrire que
D far A g =S D@ — e
k=1

et )ey|?

I
NE
—~

a/\
=

_ |Z(x(n+1,k71)) _ x(nJrl,k))‘Q

k=1
- |x(k) — D)2,

On en déduit que
F@®)) — fa®+D) > %|x(k) — kD2,

La suite (f(z*)))re est bornée inférieurement par f(Z) ; I’inégalité précédente montre qu’elle est décroissante,
donc elle converge. On a donc f(z*)) — f(2**+1) — 0 lorsque n — 400, et donc par I’inégalité précédente,

lim |x(k) (k+1)| =0.
n—-+o00
De plus, pour 1 < k < n,
‘x(n-l-l,k) - x(k+1)|2 _ Z |(x§k) _ wékﬂ))ee\Q
1=k
k k+1)

= D@ = el
1=k

— | (x(n—i-l,é—l)) _ x(n+1,£))‘2
1=k

< |£C k) x(k+1)|2.
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d’oi I’on déduit que lim,, _, | o |2 THF) — g+ = 0.

4. En prenant z = 7 et y = 2(**1) dans I’hypothese (3.10) et en remarquant que, puisque Z réalise le minimum de
f,onaVf(Z) =0, on obtient :

(—Vf(x(k+l)) X (CE _ x(k-i—l)) > a@ _ :C(k+1)‘2,

et donc, par ’inégalité de Cauchy Schwarz :

1

1 n 2
o ®+D 7 < ~ (Z |akf<x<’“+”>|2> :

k=1

5. En vertu de la proposition 3.13, on sait que la fonction f est croissante a I’infini. Donc il existe R > 0 tel que
si |z] > R alors f(x) > f(zo). Or, la suite (f(xy))ken étant décroissante, on a f(zx)) < f(xo) pour tout n, et
donc |z | < R pour tout n. Par la question 3(b), on sait que pour tout k& > 1, lim,,_, 4 |x(”+1’k) — x(k+1)| =0,
ce qui prouve que les suites (z(" %)), o, pour k = 1,. .., n, sont également bornées.

Comme lim,, 4 o [ 1% — D] = 0, on a pour tout > 0, I'existence de N,, € IN tel que [z("+1HF) —

e Y| < psin > N,. Comme f € C'(IR,IR), la fonction 9 f est uniformément continue sur les bornés
(théoreme de Heine), et donc pour tout e > 0, il existe > 0 tel que si |z — y| < n alors |0k f(z) — Ok f(y)| < e.
On a donc, pour n > N,, : |9 f(z("F1R)) — 9y f(x*+1))| < ¢, ce qui démontre que :

|0k f (B | = 0 lorsque n — +oc.

On en conclut par le résultat de la question 4 que (*) — Z lorsque n — 400.

6. On a vu au paragraphe 3.2.2 que dans ce cas, V f(z) = %(A + A)z — b. L’ algorithme 3.39 est donc la méthode
de Gauss Seidel pour la résolution du systeme linéaire %(A + Az =b.

7 (a) La fonction g est strictement convexe (car somme d’une fonction strictement convexe : (r1,x2) — 7% + 22,
d’une fonction linéaire par morceaux : (x1,x2) — —2(x1 + 22) + 2|z1 — x2|. et croissante a Iinfini grice aux
termes en puissance 2. Il existe donc un unique élément 7 = (7, T2)*t de IR? tel que ¢(T) = inf,cr2 g(z).

7 (b) Soit € > 0. On a, pour tout z € R, ¢, (¢) = g(x,x + €) = 22 + (x + €)? — 4a, qui atteint (pour tout x) son
minimum pour ¢ = 0. Le minimum de g se situe donc sur ’axe = . Or ¢)(z) = g(x, ) = 222 — 4x atteint son
minimumen x = 1.

7 (¢) Si 2 = (0,0)¢, on vérifie facilement que I’algorithme (3.39) appliqué a g est stationnaire. La suite ne
converge donc pas vers Z. La fonction g n’est pas différentiable sur la droite 1 = x5.

Corrigé de I’exercice 124 page 237 (Gradient conjugué pour une matrice non symétrique)

1. Comme A est inversible, A I’est aussi et donc les systemes (3.40) et (3.41) sont équivalents.
2 (a) La matrice M est symétrique définie positive, car A est inversible et M = AA? est symétrique. Donc ses
valeurs propres sont strictement positives.

2 (b) On a cond(A) = ||A|||A~}||. Comme la norme est ici la norme euclidienne, on a : || A|| = (p(AA))? et
A=Y = (p((A"1)P A1)z = (p(AA?T)~1))2. On vérifie facilement que M = A’ A et A’ A ont mémes valeurs
propres et on en déduit le résultat.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 248 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 29 janvier 2018



3.3. ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTE CHAPITRE 3. OPTIMISATION

3. Ecrivons I’algorithme du gradient conjugué pour la résolution du systeme (3.41)

Initialisation
Soit (9 € R™, etsoit r(©) = Ath — A*Az(0) =
1) Sir(® =0, alors Az(®) = betdonc 2(?) = z,
auquel cas I’algorithme s’arréte.
7(0) . (0)

:.(0) 0) — (0 isi e S—
2) Si r\% =£ 0, alors on pose w T, et on choisit pg A AW . O

On pose alors (1) = z(0) + pew(©).

Itération 1 <n<n-—1:
On suppose (O, ... 2®) et w©® ... w* =1 connus et on pose
rf) = Ath — At Az,
1)Sir®*) =0ona Az®) = pdonc 2¥) =z
auquel cas I’algorithme s’ arréte.
2) Si r(*) £ 0, alors on pose w*) = r*) £\, k=1
(&) . k)

At Aw(k) (k)

(k) (k)
avec \y—1 = gD - et on pose g, =

On pose alors zF T = (") 4 a0

Si on implémente 1’algorithme sous cette forme, on a intérét i calculer d’abord b = A'b et M = A'A pour
minimiser le nombre de mutliplications matrice matrice et matrice vecteur. Au lieu du cofit de I’algorithme initial,
qui est en 2n3 + O(n?), on a donc un cofit en 3n3 + O(n?).

Maintenant si on est optimiste, on peut espérer converger en moins de n itérations (en fait, c’est malheureusement
rarement le cas), et dans ce cas il est plus économique d’écrire 1’ algorithme précédent sous la forme suivante.

Initialisation
Soit z(® € R"™, etsoit s = b — Az(® et soit () = Ats(O)
1) Si7(® =0, alors Az(®) = b et donc z(9) = z,
auquel cas I’algorithme s’arréte.
0) . (0
2) Si (9 =£ 0, alors on pose w(®) = (9 40 = A4 et on choisit py = %.
yry

On pose alors (1) = 2(9) 4 pw(©).

Itérationl <n<n-—1:
On suppose (%), ..., ) et w(® ... w1 connus et on pose
sk =b— Az et p(F) = Ats(k),
1)Sir®*) =0ona Az(®) = pdonc 2*) =z
auquel cas I’algorithme s’arréte.
2) Sir(*) £ 0, alors on pose w*) = r*) £\, w1

(k) . (k)
o p(F) . p(k) _r T
avec )\kfl = =D, oD eton pose o = W

On pose alors z(FtD) = (%) 4 qpw®),

avec y®) = Aw®).

On peut facilement vérifier que dans cette version, on a un produit matrice vecteur en plus a chaque itération, donc
le cofit est le méme pour n itérations, mais il est inférieur si on a moins de n itérations.

Remarque : Cette méthode s’appelle méthode du gradient conjugué appliquée aux équations normales. Elle est
facile a comprendre et a programmer. Malheureusement, elle ne marche pas tres bien dans la pratique, et on lui
préfere des méthodes plus sophistiquées telles sue la méthode "BICGSTAB" ou "GMRES".

Corrigé de ’exercice 125 page 237 (Gradient conjugué préconditionné par L L)

1. Soitx € R". OnaBr -z =L YALY) 'z -2 = ALY o - (LYY = ALY o (LYt = Ay - y
avec y = (LY)"'x. Donc Bx -x > 0, et Bx - x = 0 ssi (L') 'z = 0, c.a.d., puisque L est inversible,
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six = 0. De plus Bt = (L7*A(LY)~1)t = (LY~ ) AYL=Y) = L7YA(LY) ™! car A est symtrique. La
matrice B est donc symétrique dfinie positive.

2. Par dfinition, A et B son s.d.p. donc inversibles, et y = B~'b = B~'L~1b = (L~YA(L)"")"'L~'b =
L'A7'LL='b = Ltx.

3. On a montré en cours que l’algorithme du gradient conjugué pour la résolution d’un systeme linéaire avec
une matrice symétrique définie positive converge en au plus N itérations. Or la famille (yx ) est construite par
cet algorithme pour la résolution du systeme linéaire By = b, ou pour la minimisation de la fonctionnelle .J
définie par J(y) = 2By -y — b-y, car B est symétrique définie positive. On en déduit que la famille (y*)
est finie et que y™N) = y.

s(k) L (k)

7(F) 7(k)
4. (a) Ak—l = W Par dé‘ﬁnltloi’l )\k 1= m Or
#B — p o py®
= L7'—L7TALTly®
= L7Yb— Az
= L pt),

et donc # %) . 7B = [=1p() . [=1p(®) — (L) 1pe®) L pB) = s®) . (8) On en déduit que
$() (R
Ak—1 = =1, =D

b B s(F) . (k)
®) Pn = L Ap®
Par définition et par ce qui précéde,

(k) (k) s(F) . p(R)
W= T® - Ba® o) - Ba®
Or
w(k) . Bﬁ)(k) _ m(k) _LflA(Lfl)t{D(k)
_ (L—l)tw(k) ~A(L_1)t’u~)(k)
w® . Aw®)
On en déduit I’expression de .
©) w® = s®) 4+ \,w*1),
Par dfinition,
w® = (L~ l)t

o~~~

L~ 1) 1 (k)+Ak 1w(k 1)

o
1;3(%“+Ak1w“1w
L™
= s 4 N0k,

(@) z* D = 2®) 4 apw® . Par dfinition,
L) _ (k+1)

y
LY (y® + pa)
P w

8.
Z
+

5. D’apres les questions précédentes, I’algorithme du gradient conjugué préconditionné par Choleski incom-
plete s’écrit donc :
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Itération n On pose rk) = p— Az,
k)

on calcule s%) solution de LLts®) = p(k),
(k) . (k)

S @ w® =0+ Awlh,

s(k) . ()
FORTCK

On pose alors \,—1 =

Le parametre optimal oy, a pour expression : oy, = et on pose alors xt1) = zF) 4w

Corrigé de I’exercice 126 page 238 (Méthode de quasi-linéarisation)

Soit f € C*(IR,IR) une fonction croissante & I’infini, c. a.d. telle que f(z) — +oc lorsque |z| — +o0; soit
d € IR et soit J la fonction de IR dans IR par

1. La fonction J est continue et croissante a I’infini grice aux hypotheses surf, et il existe donc bien z € IR
tel que J(z) < J(z),Vz € RR.

2. L’algorithme de Newton qui donne x4 en fonction de xj, s’écrit
2(f"(@x))? = 2(f(z) — &) " (x1))] (wh1 —2x) = =2(f (xx) — d) ' (xx)-

3. Lafonction Jj, est quadratique, et on a vu en cours qu’elle admet donc un unique minimum z,y; € IR qui
est obtenu en annulant la dérivée. Or J;(z) = 2f'(xx) (f (zx) + f/(xk)(x — zx) — d), et donc

g = oy — LR —d
C N
C’est I’algorithme de Newton pour la résolution de f(z) = d.

4. L’algorithme du gradient s’écrit :

Tpi1 =z — pJ (1)

=y — 2p(f(xk) — d)f,(xk)

(a) Dans le cas o f(x) = x?, ona J(x) = (22 — d)%. La fonction J est positive ou nulle.

— Dans le cas ot d > 0, le minimum est donc atteint pour 22 — d = 0 c.a.d. 2 = ++/d. Il n’y a pas
unicité car la fonction J n’est pas strictement convexe.
— Dans le cas ou d < 0, le minimum est atteint pour z = 0, et dans ce cas J est strictement convexe
et la solution est unique.
(b) La fonction J’ appartient 2 C%[IR, IR par hypothése sur f, et donc d’aprés le cours on a convergence
locale quadratique.

(c) Soit zg le choix initial. La suite (x,,)n,eN construite par 1’algorithme de quasi-linéarisation s’ écrit :
2
2xp(Tpt1 — xk) = —(x7 — d)

C’est la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction ¢)(z) = 2% — d, dont on sait
par le théoreme du cours qu’elle converge localement (et quadratiquement).

(d) Soit z le choix initial. Soit (zx)ren la suite construite par ’algorithme de quasi-linéarisation ; elle
s’écrit :

22k (Tp41 — Tk) = —(x% +1)

C’est la méthode de Newton pour la recherche d’un zéro de la fonction ¥(x) = 22 + 1, qui n’a pas de
solution dans IR. Supposons que x, # 0 pour tout k et que la suite converge a ’infini vers une limite .
On aalors 0 = —(¢2 + 1) < 0, ce qui est impossible. Le seul cas de convergence est obtenu s’il existe
n tel que z,, = 0(= ). C’est le cas si g = 0, ou bien si zp = 1 (auquel cas z; = 0 et ’algorithme
s’arréte), ou bien si 1y = %(1 + /5) auquel cas x; = let o = Oetc...)
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Corrigé de I’exercice 127 page 239 (Méthode de Polak-Ribiere)

1. Montrons que f est strictement convexe et croissante a I’infini. Soit ¢ la fonction de IR dans IR définie par

o(t) = f(z+ty —2)).

Onay € C*(R,IR), p(0) = f(x) et o(1) = f(y), et donc :

En intégrant par parties, ceci entraine :

fy) — f(2) = &(0) + / (1 — )" (t)dt. (3.44)

Ory/'(t) =V(x+tly—=)) - - (y—x)etdonc ¢”’(t) = H(x + t(y — z))(y — z) - (y — ). On a donc par
hypothése ¢ (t) > aly — x|?. On déduit alors de 3.44 que

) 2 f@) + V(@) (y =) + Sy~ af (3.45)

L’inégalité 3.45 entraine la stricte convexité de f et sa croissance a ’infini (voir la démonstration de la
proposition 3.13).

1l reste & montrer que I’ensemble VP(H (x)) des valeurs propres de H (x) est inclus dans [a, 5]. Comme
f € C*(R,IR), H(x) est symétrique pour tout z € IR, et donc diagonalisable dans IR.. Soit A € VP(H (z)) ;
il existe doncy € IR", y # 0 tel que H(x)y = Ay, etdonc ay -y < Ay -y < By -y, VA € VP(H)(z)). On
en déduit que VP(H (z)) C [o, []-
2. Montrons par récurrence sur 1 que g5+ . w®) = et g(¥) . g*) = g(k) . y(*) pour tout k € IN.
Pour k = 0,ona w(® = g0 = —V f(z(0).
Si Vf(2(9) = 0 I’algorithme s’arréte. Supposons donc que V f(z(?)) # 0. Alors w(®) = —V f(2(?) est
une direction de descente stricte. Comme (1) = (9 4+ pow(® ot py est optimal dans la direction w(®), on
ag® . w® = —VfW). w® = 0. De plus, on a évidemment g(*) - () = g(0) . 4(0),
Supposons maintenant que g% - w* =1 = et g1 . g(h=1) = ¢(k=1) . 4y(k=1) ‘et montrons que g(¥ 1)
W) = 0 et g . gk = (k) (),
Par définition, on a :
wh) = g(k') + )\k._lw(k_l), donc
W® - g = B0 A D L ) Z ) )

par hypothése de récurrence. On déduit de cette égalité que w®) - g(¥) > 0 (car g*) # 0) et donc w*) est
une direction de descente stricte en 2(*). On a donc V f (z(*+1)) . (k) = 0, et finalement (k1) . (%) = 0,

3. Par définition, g(*) = —V f(2(®)) ; or on veut calculer g*+1) — g(k) = — v f(2(++1)) 4 v f(2*)). Soit ¢
la fonction de IR dans IR définie par :

o(t) = =V f(a® 4 t(z*+D — xRy,

On a donc :
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Calculons ¢’ : ¢/ (t) = H(x® 4 t(x*+1) — z(R))) (2D — 5(+)) Et comme z*+1) = 2(*) 4+ apw®), on
adonc:
S g — g 79 (3.46)

De plus, comme g(k"‘l) ~w® =0 (question 1), on obtient par (3.46) que

g - p®)

A= TR k) k)

(car JF)wF) . p*) £ 0, puisque J*) est symétrique définie positive).
4. Par définition, on a wh) = g(k) + )\k,lw(k_l), et donc
w®] < 1g™] + [ A D). (3.47)
Toujours par définition, on a :

gk=1) . g(k=1)

A1 =

Donc, par la question 3, on a :
ak*lg(k) . J(kil)w(k‘fl)
glk=1) . g(k=1)

Ak—1 =
En utilisant la question 2 et a nouveau la question 3, on a donc :

J=1) gy (k=1) ()

Ak—1 = T D (k—1) . y(k-1)°

et donc
|J(k—1)w(k—1) .g(k)‘

TR (k1) . (k—1)

[Ae—1] =

car J=1) est symétrique définie positive.
De plus, en utilisant les hypotheses sur H, on vérifie facilement que

alz? < JWz. 2 < Blz|? vz e R™.

On en déduit que
| JE=Dqp(k=1) . (k)|

[A—1] <

a|wk-1D2
On utilise alors I’inégalité de Cauchy—Schwarz :
‘J(k—l)w(k—l) ,g(k)| < ||J(k—1)H2 |w(k—1)| |g(k)|
< BV g,

On obtient donc que

ce qui donne bien grice a (3.47) :
0] < |g®](1+2).
!
5. e Montrons d’abord que la suite (f(z(®))),cn converge. Comme f(z*+1) = f(z®) 4+ agw®) <
f(@® 4+ pw®)) V¥p > 0, on a donc en particulier f(z**+1)) < f(z®). La suite (f(2*)),en est
donc décroissante. De plus, elle est minorée par f(x). Donc elle converge, vers une certaine limite

£ € IR, lorsque k tend vers +oo.
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e La suite (x(k)) ke est bornée : en effet, comme f est croissante a I’infini, il existe R > 0 tel que si
|z| > Ralors f(x) > f(z(?). Or f(z®)) < f(2(©) pout tout k € IN, et donc la suite (2(F)),,cpv est
incluse dans la boule de rayon R.

e Montrons que V f(x(*)) — 0 lorsque n — +oo.
On a, par définition de z(**+1),

FEFTD) < f@®) + pw®), Vp > 0.

En introduisant la fonction ¢ définie de IR dans IR par () = f(z*) +tpw*)), on montre facilement
(les calculs sont les mémes que ceux de la question 1) que

1
f(w(k) + pw(k)) — f(x(kr)) + pr(x(k)) cw® 4 p2/ H(x(k) + tpw(’“))w(’“) . w(k)(l —t)dt,
0
pour tout p > 0. Grace a I’hypothese sur H, on en déduit que
FE) < F@®) 4+ o fa®) - w® 4 §p2|w(k)|2, Vp >0,

Comme Vf(z®*)) . w®) = —gk) . 1p(k) = —|4(*)|2 (question 2) et comme [w*)| < |g*)|(1 + g)
(question 4), on en déduit que :

Fa®Dy < f@®) = plg® 2 + p2y]g®[2 = gy (p), Yp >0,

ouy = %2 + (14 §)2 La fonction 1) est un polyndme de degré 2 en p, qui atteint son minimum
1 1
lorsque 97, (p) = 0, i.e. pour p = —. On a donc, pour p = —,
2y 2y
1
(k+1)y <« (k)Y — —14(F)|2
FO) < F) = Sl

d’ol on déduit que
g™ < 4y (F(@®) = ™)~ 0

On a donc Vf(z*)) — 0lorsque k — +oc.

e Lasuite (2(®)),,cy étant bornée, il existe une sous—suite qui converge vers x € IR", comme V f (2(*)) —
0 et comme V f est continue, on a V f(x) = 0. Par unicité du minimum (f est croissante & 1’infini et
strictement convexe) on a donc x = .

Enfin on conclut a la convergence de toute la suite par un argument classique (voir question 6 de
I’exercice 118 page 233).

Corrigé de I’exercice 128 page 239 (Algorithme de quasi Newton)

Partie 1

1. Par définition de w(k), ona:
w) . Vf(a:(k)) = —K(k)Vf(x(k)) . Vf(:r(k)) <0

car K est symétrique définie positive.
Comme «y, est le parameétre optimal dans la direction w®), on a Vf(z® + agw®) - w® = 0, et
donc Az®) . w® + ap Aw® . w®) = . w® ; on en déduit que

A= T A k)
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Comme w®) = —K®) () ceci s’écrit encore :
B g®) . K#) g(k)
AKR) gk) (k) g (k)

(€73

2. Si K® = A~ laformule précédente donne immédiatement oy, = 1.
3. La méthode de Newton consiste & chercher le zéro de V f par 1’algorithme suivant (a I’itération 1) :

Hy(@ ) (@® = 2%) = =V ("),
(ol Hy(x) désigne la hessienne de f au point ) ¢’est—a—dire
A(zW — 2Oy = — A2 4 b,

On a donc Az®) = b, et comme la fonction f admet un unique minimum qui vérifie Az = b, on a
donc (1) = z, et la méthode converge en une itération.

Partie 2 Méthode de Fletcher—Powell.
1. Soit n € IN, on suppose que g\¥) £ 0. Par définition, on a s(¥) = z(+1) — (k) — ) K*) g(F) "avec
ay > 0. Comme K (*) est symétrique définie positive elle est donc inversible ; donc comme g(*) # 0,
ona K® gk £ et donc s #£ 0.
Soit i < n, par définition de s*), on a :

S8 45D = o K g0 440
Comme K %) est symétrique,
S8 A = g L ) A5,
Par hypothese, on a K(®) As() = 5() pour i < n, donc on a bien que si i < n
B 45 =0 o g . 50 =,

Montrons maintenant que g(*) - s() = 0 pour i < n.
eOna , , ) o
gt . () = _pig(&l) . K(f)g(l)
= —piglith ),
Or g(*1) = V f(2(+1) et p; est optimal dans la direction w(*). Donc

gl 5 —

eOna
(k) _ ,G+1)y . G _— (k) _ ApG+1)y . o(9)
(g g )-8 (Ax Az )-8

n—1

- Z (Ax(k'H) _ Ax(k)) . @
k=i+1
n—1

= Z As®) .S(i)7
k=i+1

=0

Par hypothese de A—conjugaison de la famille (s(i))izl,k,l on déduit alors facilement des deux
égalités précédentes que ¢*) - s(Y) = 0. Comme on a montré que g - s(9) = 0 si et seulement si
sF) . AgD) = 0, on en conclut que la famille (s(i))i:17...7n est A—conjuguée, et que les vecteurs
59 sont non nuls.
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2. Montrons que K 1) est symétrique. On a :

(K(k+1))t _ (K(k))t + (S(k)(s(k))t)t _ [(K(k)y(k))(K(k)y(k))t}t — K (k+1)
SR ) Ky ) !

car K () est symétrique.
3. Montrons que K *+tD As() = 5() sj0 < i <n.Ona:
S(k)(s(k))t ) (K(k)y(k))(K(k)(y(k))t

(k+1) go(1) — pr(k) gg(0) L 2 N2 ) p (1) _ (9
K As K'Y As +s(’“)-y(’<)As Ky ) As'Y. (3.48)

— Considérons d’abord le cas i < n. On a
s (s A = s (s 45D] = sFI[s(F) . 45(D] =
car s . As() = 0'sii < n. De plus, comme K (*) est symétrique, on a :
(K(k)y(k))([((k)y(k))tAS(i) = Ky k) (y(k))tK(k)AS(i).

Or par la question (c), on a K ¥ As() = 5() 5i 0 < i < n. De plus, par définition, y*) = As().
On en déduit que

(KB BN (K g0 A5 = R0 450y g0 — f(h)y(B) (50t 45 —

puisque on a montré en (a) que les vecteurs s(?), ..., s(*) sont A-conjugués. On déduit alors de
(3.48) que
KD A — R g5 — ()

— Considérons maintenant le cas ¢ = n. On a

sk (S(k))tAs(k) - (K Ry (k) (f (k) (y(k))tAs(k)

(k1) g5 — ) g . 5580
KA = KPAsT + a5 ) KE ) - k) ’

et comme y(k) = As) ,» ceci entraine que
KEHD 45k — (k) 45R) + sk _ K(k)y(k) — (B
4. Pour z € R™, calculons KtV . x

s () R (K Wy k)
) - ) K® ) (k)

KFEDgp. o= KWy g4

Or s (st . g = sF)(sF) . ) .z = (s¥) . )2, et de méme, (KB yR))(KFyE)ly . o =
(K®y*) . )2 On en déduit que

(S(k) -x)? B (K(k)y<k) -x)?

KtDp 0o = KWy 4

En remarquant que y*) = As(®), et en réduisant au méme dénominateur, on obtient alors que

(K(’f)x . x)(K(k)y(k) .y(k)) — (K(k)y(k) -x)? (s(k) -x)?

(k404 —
Ko (KEyH) ) MV FEOREOE

Montrons maintenant que K (*+1) est symétrique définie positive. Comme K (%) est symétrique définie
positive, on a grice a I’inégalité de Cauchy-Schwarz que (K F)y(®) . 2)2 < (K®) g . z)(K *)q k)
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avec égalité si et seulement si = et y*) sont colinéaires. Si x n’est pas colinéaire 2 y(*), on a donc donc
clairement
KDz 2> 0.
Si maintenant z est colinéaire 2 y*), i.e. z = ay® avec o € IR’ , on a, grice au fait que y*) = Ash)
(s . )2 2(S(k) - As(k))2

e ) 2\ e T (k+1) .,
A ) o 1) o > 0, etdonc K -z >0.

On en déduit que K (*+1) est symétrique définie positive.

5. On suppose que g'¥) # 0si 0 < n < n— 1. On prend comme hypothése de récurrence que les vecteurs
50, ... s =1 sont A-conjugués et non-nuls, que K As(®) = s si 0 < i < j < n et que les
matrices /) sont symétriques définies positives pour j =0, ..., n.

Cette hypothése est vérifiée au rang n = 1 gréce a la question 1 en prenant n = 0 et K (?)symétrique
définie positive.

On suppose qu’elle est vraie au rang n. La question 1 prouve qu’elle est vraie au rang n + 1.

11 reste maintenant a montrer que z("*t1) = A='h = Z. On a en effet K (™) As() = 5() pouri = 0 a
n — 1. Or les vecteurs s(0 ..., s(*~1) sont A-conjugués et non-nuls : ils forment donc une base. On
en déduit que K(™ A = Id, ce qui prouve que K (™ = A~!, et donc, par définition de ("1, que
() = A1y =7

Corrigé de I’exercice 129 page 240 (Méthodes de Gauss—Newton et de quasi-linéarisation)

I Propriétés d’existence et d’unicité
(a) Comme C est symétrique éfinie positive, on a y - Cy > 0 pour tout y € IR", ce qui prouve que
J(x) > 0 pour tout & € IR". Donc J est bornée inférieurement.
(b) Trois exemples
i. Sin=pet f(x) =, J(x) = (x —d) - C(x — d) qui est une fonction quadratique pour laquelle
on a existence et unicité de £ € IR™ qui réalise le minimum de J.

ii. Si f(x) =0, J(x) = d-Cd et J est donc constante. Il y a donc existence et non unicité de
z € IR"™ qui réalise le minimum de .J.
iii. Pourn =p = 1,si f(z) = e, avecc = letd = 0, J(z) = (¢*)? tend vers 0 en I'infini mais 0
n’est jamais atteint. Il ya donc non existence de = € IR™ qui réalise le minimum de J.
Il Un peu de calcul différentiel

(a) La fonction D f(z) est la différentielle de f en x et c’est donc une application linéaire de R™ dans
IR?. Donc il existe M(x) € M, ,(IR), ou M, ,(IR) désigne I’ensemble des matrices réelles a p
lignes et n colonnes, telle que Df(x)(y) = M(x)y pour tout y € IR". On a ensuite Dy f(x) €
L(R", L(R",IRP)). Enfin,ona Df € C*(R", £(R",IR”)) et Dof € L(IR™, L(IR™,RP)).

(b) Comme C ne dépend pas de &, ona VJ(x) = M (x)C(f(x) — d) + (f(x) — d)CM ().

©

IIT Algorithmes d’optimisation

3.4 Optimisation sous contraintes

3.4.1 Définitions

Soit E = IR", soit f € C'(E,IR), et soit K un sous ensemble de E. On s’intéresse a la recherche de u € K tel
que :

ue K
f(@) = i%ff (3.49)
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Ce probleme est un probléme de minimisation avec contrainte (ou “sous contrainte") au sens ou 1’on cherche v qui
minimise f en restreignant 1’étude de f aux éléments de K. Voyons quelques exemples de ces contraintes (définies
par I’ensemble K'), qu’on va expliciter a I’aide des p fonctions continues, g; € C(E,R)i=1...p.

1. Contraintes égalités. On pose K = {z € E, g;(x) = 04 = 1...p}. On verra plus loin que le probleme de
minimisation de f peut alors étre résolu grice au théoreme des multiplicateurs de Lagrange (voir théoréme
3.34).

2. Contraintes inégalités. On pose K = {x € E, g;(z) <0¢=1...,p}. On verra plus loin que le probléeme
de minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoreme de Kuhn—Tucker (voir théoréme 3.38).

— Programmation linéaire. Avec un tel ensemble de contraintes K, si de plus f est linéaire, c’est-a-dire
quiilexiste b € R" tel que f(x) = b-x, et les fonctions g; sont affines, ¢’est-a-dire qu’il existe b; € R"
et¢; € IR tels que g;(x) = b; -  + ¢, alors on dit qu’on a affaire 2 un probléme de “programmation
linéaire”. Ces problemes sont souvent résolus numériquement a 1’aide de I’algorithme de Dantzig,
inventé vers 1950.

— Programmation quadratique. Avec le méme ensemble de contraintes K, si de plus f est quadratique,

L 1 . .
c’est-a-dire si f est de la forme f(z) = §Aa: -x — b -z, et les fonctions g; sont affines, alors on dit

qu’on a affaire a un probléme de “programmation quadratique”.

3. Programmation convexe. Dans le cas ol f est convexe et K est convexe, on dit qu’on a affaire a un
probléme de “programmation convexe”.

3.4.2 Existence — Unicité — Conditions d’optimalité simple

Théoréme 3.28 (Existence). Soit E =TR" et f € C(E,R).

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné non vide de E, alors il existe & € K tel que f(x) = i%ff.

2. Si K est un sous-ensemble fermé non vide de E, et si f est croissante a 'infini, ¢’est—a—dire que f(x) — +00
quand |z| — 400, alors 3z € K tel que f(x) = i%ff

DEMONSTRATION —

1. Si K est un sous-ensemble fermé borné non vide de F, comme f est continue, elle atteint ses bornes sur K, d’ou
I’existence de .

2. Soitzo € K. Si f est croissante a I'infini, alors il existe R > 0 tel que si ||z — xzo|| > R alors f(z) > f(zo); donc

inff = inf  f, ol B(xo, R) désigne la boule (fermé) de centre z et de rayon R. L’ensemble K N B(zo, R)
K KnNB(zg,R)

est compact, car intersection d’un fermé et d’un compact. Donc, par ce qui précede, il existe & € K tel que f(Z) =

inf = inff.
Kﬂé?xo,R)f 1% f

Théoréme 3.29 (Unicité). Soit E = R" et f € C(E,IR). On suppose que | est strictement convexe et que K est
convexe. Alors il existe au plus un élément T de K tel que f(x) = i%f I
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DEMONSTRATION —  Supposons que & et Z soient deux solutions du probleme (3.49), avec T # &

Alors f(3& 4 3T) < %f(ic) + %f@) = i?(ff . On aboutit donc a une contradiction. [

Des théoremes d’existence 3.28 et d’unicité 3.29 on déduit immédiatement le théoreme d’existence et d’unicité
suivant :

Théoreme 3.30 (Existence et unicité). Soient E = R", f € C(E,IR") une fonction strictement convexe et K un
sous ensemble convexe fermé de E. Si K est borné ou si f est croissante a I'infini, ¢’est—a—dire si f(x) — 400
quand ||z|| — +oo, alors il existe un unique élément T de K solution du probleme de minimisation (3.49), i.e. tel

que f(2) = inff

Remarque 3.31. On peut remplacer E = R" par E espace de Hilbert de dimension infinie dans le dernier
théoreme, mais on a besoin dans ce cas de I’hypothese de convexité de f pour assurer I’existence de la solution
(voir cours de maitrise).

Proposition 3.32 (Condition simple d’optimalité). Soient E =", f € C(E,R) et € K tel que f(x) = i?(ff.

On suppose que f est différentiable en T

1. Siz e K alors Vf(x)=0.
2. Si K est convexe, alors V f(Z) - (x — &) > 0 pour tout x € K.

DEMONSTRATION — 1. Siz € K, alors il existe € > 0 tel que B(x,e) C K et f(z) < f(z) Yz € B(x,¢). Alors
on a déja vu (voir preuve de la Proposition 3.7 page 212) que ceci implique V f(Z) = 0.
2. Soitz € K. Comme & réalise le minimum de f sur K,ona: f(z + t(z — &)) = f(tz + (1 — t)z) > f(x) pour
tout ¢ €]0, 1], par convexité de . On en déduit que
f@tiz—z)) - f(@)
t
En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 0 dans cette derniére inégalité, on obtient : V f(Z) - (z — &) > 0.

> 0 pour tout ¢ €]0, 1].

3.4.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égalité

Dans tout ce paragraphe, on considerera les hypotheses et notations suivantes :

fe€CM™R), g€ C}MR",R), i=1...p;
K={uelR", gi(u)=0 Vi=1...p}; (3.50)
g=1(g1,...,9p)" € C*(R",IR?)

Remarque 3.33 (Quelques rappels de calcul différentiel).

Comme g € CH(IR",IR?), si u € R", alors Dg(u) € L(IR",IR?), ce qui revient a dire, en confondant I’ap-
plication linéaire Dg(u) avec sa matrice, que Dg(u) € M, (IR). Par définition, Im(Dg(u)) = {Dg(u)z, z €
R"} C RP, etrang(Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p. On rappelle de plus que

0z’ " Oz,
Dgtw)=| ... . ... |,
(9%17 ,8:6”

et que rang (Dg(u)) < min(n, p). De plus, si rang (Dg(u)) = p, alors les vecteurs (Dg;(u));=1..., sont linéaire-
ment indépendants dans IR".
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Théoréeme 3.34 (Multiplicateurs de Lagrange). Soiru € K tel que f(u) = i%f f- On suppose que f est différen-
tiable en u et dim(Im(Dg(u)) = p (ou rang (Dg(uw)) = p), alors :

P
il existe (\1,...,\p)" € R” tels que V f () + Z AiVg;(u) = 0.
i=1

(Cette derniere égalité a lieu dans R")

T

DEMONSTRATION —  Pour plus de clarté, donnons d’abord une idée “géométrique” de la démonstration dans le cas n = 2
etp=1.0Onadanscecas f € C'(IR?,R)et K = {(x,y) € R?g(x,y) = 0}, eton cherche v € K tel que f(u) = i%ff.

Tragons dans le repere (z,y) la courbe g(x,y) = 0, ainsi que les courbes de niveau de f. Si on se “promene" sur la courbe
g(z,y) = 0, en partant du point Py vers la droite (voir figure 3.1), on rencontre les courbes de niveau successives de f et
on se rend compte sur le dessin que la valeur minimale que prend f sur la courbe g(x,y) = 0 est atteinte lorsque cette
courbe est tangente a la courbe de niveau de f : sur le dessin, ceci correspond au point P; ot la courbe g(z,y) = 0 est
tangente a la courbe f(x,y) = 3. Une fois qu’on a passé ce point de tangence, on peut remarquer que f augmente.

g(z) =0

x _ ’ f@)=5

FIGURE 3.1: Interprétation géométrique des multiplicateurs de Lagrange

On utilise alors le fait que si ¢ est une fonction continiment différentiable de IR dans IR, le gradient de ¢ est orthogonal a
toute courbe de niveau de ¢, ¢’est-a-dire toute courbe de la forme ¢(x,y) = ¢, ot ¢ € IR. (En effet, soit (z(¢),y(t)), t €
IR un paramétrage de la courbe g(z,y) = c, en dérivant par rapport a ¢, on obtient : Vg(z(t),y(t)) - (' (¢), %' (t))" = 0).
En appliquant ceci a f et g, on en déduit qu’au point de tangence entre une courbe de niveau de f et la courbe g(z,y) = 0,
les gradients de f et g sont colinéaires. Et donc si Vg(u) # 0, il existe A # 0 tel que V f(u) = AVg(u).

Passons maintenant a la démonstration rigoureuse du théoréme dans laquelle on utilise le théoreme des fonctions impli-
S
cites”.

5. Théoréme des fonctions implicites Soient p et ¢ des entiers naturels, soit h € C*(IRY x IRP,IRP), et soient (Z,y) € IRY x IRP et
¢ € IRP tels que h(Z,y) = c. On suppose que la matrice de la différentielle D2h(Z,7)(€ Mp(IR)) est inversible. Alors il existe € > 0 et
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Par hypothése, Dg(u) € L(IR",IRP) et Im(Dg(u)) = IRP. Donc il existe un sous espace vectoriel F' de IR™ de
dimension p, tel que Dg (@) soit bijective de F' dans IR”. En effet, soit (e1 .. .ep) la base canonique de IR?, alors pour
tout: € {1,...p}, ilexiste y; € R™ tel que Dg(Z)y; = e;. Soit F le sous espace engendré par la famille {y1 ...yp};0on
remarque que cette famille est libre, car si Zi:l iyi = 0, alors Zi:l Aie; = 0,etdonc A\; = O pourtouti =1,...p.
On a ainsi montré I’existence d’un sous espace F' de dimension p telle que Dg(Z) soit bijective (car surjective) de F' dans
RP.

11 existe un sous espace vectoriel G de R™, tel que R" = F @) G. Pourv € F etw € G; on pose g(w, v) =
et f(w,v) = f(v4+w).Onadonc f € C(Gx F, R)etg € C* (G x F, R). De plus, D2g(w, v) € L(F, RP
tout z € F,ona Dag(w,v)z = Dg(v + w)=z.

Soit (0, w) € F x G tel que & = v 4 w. Alors D2g(w, v)z = Dg(u)z pour tout z € F. L’application D2g(w, v) est une
bijection de F sur IR?, car, par définition de F', Dg(u) est bijective de F' sur IR”.

On rappelle que K = {u € R" : g(u) = 0} et on définit K = {(w,v) € G x F, g(w,v) = 0}. Par définition de f et

de g,on a
(w,v) € K
{ f,7) < f(w,v) Y(w,v) € K (3.51)

g(v+ w)
), et pour

D’autre part, le théoreme des fonctions implicites (voir note de bas de page 260) entraine I’existence de ¢ > Oetv > 0
tels que pour tout w € Be (w, €) il existe un unique v € Br (7, v) tel que g(w,v) = 0. On note v = ¢(w) et on définit
ainsi une application ¢ € C' (B¢ (w, ), Br (v, v)).
On déduit alors de (3.51) que : ~ ~
fw, ¢(w)) < f(w, p(w))), Vw € Ba(w,e),
et donc
f) = f(w+ ¢(w)) < f(w+ ¢p(w)), Yw € Bg(w,e).

En posant 1(w) = f(w, $(w)), on peut donc écrire

P(w) = f(@,¢(w)) < P(w), Yw € Ba(w, e).
On a donc, grace a la proposition 3.32,

Dy(w) = 0. (3.52)
Par définition de v, de f etde §,ona:
Dip(w) = D1 f(, 6(()) + D2f (1, () D ().

D’apres le théoréme des fonctions implicites,

De(w) = —[Dag(w, ¢((w))] ™" D1g(w, p((w)).
On déduit donc de (3 52) que

1f (@, p((0))w — [Da2g(w, ¢((w))] ™" D1g(w, p((w))w = 0, pour tout w € G. (3.53)
De plus, comme Dgg(w &((0))] " Deg(w, ¢((w)) = Id,ona:
Daf(w,¢(())z — Daf(w, ¢((@)) [D2g(w, ¢((@))] " Dag(w, ¢((@))z =0, ¥z € F. (3.54)

Soitz € R", et (z,w) € F x G tel que x = z + w. En additionant (3.53) et (3.54), et en notant
A= *D2f( ¢((0)) [Dag(w, p((@))] ",

on obtient :
Df(u)z + ADg(u)x = 0,

ce qui donne, en transposant : V f() + Y 7| AiVgi(u) = 0,avec A = (A1,..., \p).

Remarque 3.35 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrange). Soit f € C*(R",IR), g = (g1,...,gp)" avec
9 € C(R",R)pouri=1,...,p,etsoit K = {uecR", ¢g;(u)=0, i=1,...,p}
Le probleme qu’on cherche a résoudre est le probléme de minimisation (3.49) qu’on rappelle ici :

iecK
f(u) = inff

v > 0 tels que pour tout x € B(Z, €), il existe un unique y € B(g, v) tel que h(z,y) = c. on peut ainsi définir une application ¢ de B(Z, )
dans B(y,v) par (z) = y.Ona ¢(z) =, ¢ € C'(RP,RP) et Dp(x) = —[D2h(z, d(x))] " - Dih(z,¢(z)).
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D’apres le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, si u est solution de (3.49) et Im(Dg(u)) = IR?, alors il
existe (A1, ..., Ap) € IRP tel que @ est solution du probleme

of S~ dg
gi(u) =0, i=1,...,p.

Le systeme (3.55) est un systeme non linéaire de de (n +p) équations et a (n+ p) inconnues (Z, ..., Zn, Ai ... Ap).
Ce systeme sera résolu par une méthode de résolution de systeme non linéaire (Newton par exemple).

Remarque 3.36. On vient de montrer que si T solution de (3.49) et Im(Dg(z)) = IR?, alors & solution de (3.55).
Par contre, si T est solution de (3.55), ceci n’entraine pas que x est solution de (3.49).

Des exemples d’application du théoréme des multiplicateurs de Lagrange sont donnés dans les exercices 131 page
263 et 132 page 263.

3.4.4 Contraintes inégalités

Soit f € C(R™,IR) et g; € C*(R",R) 4 = 1,...,p, on considére maintenant un ensemble K de la forme :
K ={zeR", gi(r) <0 Vi=1...p},eton cherche a résoudre le probleme de minimisation (3.49) qui sécrit :

{ zeK
f(@) < f(z), VzeK.

Remarque 3.37. Soit & une solution de (3.49) et supposons que g;(x) < 0, pour tout i € {1,...,p}. Il existe
alors € > 0 tel que si x € B(z,¢) alors g;(x) < 0 pourtouti =1,...,p.

Onadonc f(Z) < f(x) Yz € B(Z,¢). On est alors ramené a un probléme de minimisation sans contrainte, et si
f est différentiable en z, on a donc V f () = 0.

On donne maintenant sans démonstration le théoréme de Kuhn-Tiicker qui donne une caractérisation de la solution
du probleme (3.49).

Théoréme 3.38 (Kuhn-Tucker). Soit f € C(IR"™,R), soit g; € C*(R",IR), pouri = 1,...,p, et soit K =
{zx € R", gi(x) < 0 Vi = 1...p}. On suppose qu’il existe T solution de (3.49), et on pose I(x) = {i €
{1,...,p}; |9:(&) = 0}. On suppose que f est différentiable en & et que la famille (de R") {Vg;(Z),i € I(z)}
est libre. Alors il existe une famille (\;);cr(z) C IR 1 telle que

V@) + > \Ve(@) =0.

icl(z)

Remarque 3.39.

1. Le théoréme de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensembles de contrainte de type inégalité. Si on a une
contraite de type égalité, on peut évidemment se ramener a deux contraintes de type inégalité en remarquant
que {h(z) = 0} = {h(xz) < 0)} N {—h(z) < 0}. Cependant, si on pose g; = h et g = —h, on remarque
que la famille {Vg1(Z), Vg2(Z)} = {Vh(Z),—Vh(Z)} n’est pas libre. On ne peut donc pas appliquer
le théoreme de Kuhn-Tucker sous la forme donnée précédemment dans ce cas (mais on peut il existe des
versions du théoréme de Kuhn-Tucker permettant de traiter ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoréme de Kuhn-Tucker (i.e. I’existence de la famille
(Ai)ic1(z)) sous la forme du systéme de n + p équations et 2p inéquations a résoudre suivant :
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p
V@) + Y \iVgi(z) =0,
1=1
Azgl(i) = 07 VZ =4 2
gl(‘i) S 07 VZ = 17 7p7
Ai>0, Ye=1,...,p

3.4.5 Exercices (optimisation avec contraintes)

Exercice 130 (Sur I’existence et 'unicité). Corrigé en page 264
Etudier I’existence et ’unicité des solutions du probleme (3.49), avec les données suivantes: E =R, f : R — R
est définie par f(z) = 2, et pour les quatre différents ensembles K suivants :

(1)  K={lz|<1}; (i) K={lz[=1}

(i) K={lz|>1}; (v) K={Jz[>1}. (356)

Exercice 131 (Aire maximale d’un rectangle a périmetre donné). Corrigé en page 265

1. On cherche a maximiser 1’aire d’un rectangle de périmetre donné égal a 2. Montrer que ce probleme peut se
formuler comme un probleme de minimisation de la forme (3.49), ot K est de la forme K = {2 € R?; g(z) =
0}. On donnera f et g de maniére explicite.

2. Montrer que le probleme de minimisation ainsi obtenu est équivalent au probléme

{ Z=(T1,52) €K

f(jlv-i?) < f(z1,22), V (!El,xg)t c K’7 (3.57)

on K =Kn [0,1]2, K et f étant obtenus a la question 1. En déduire que le probleme de minimisation de 1aire
admet au moins une solution.

3. Calculer Dg(z) pour z € K et en déduire que si z est solution de (3.57) alors = (1/2,1/2). En déduire que
le probleme (3.57) admet une unique solution donnée par z = (1/2,1/2).

Exercice 132 (Fonctionnelle quadratique). Suggestions en page 242, corrigé en page 265
Soit f une fonction quadratique, i.e. f(x) = §A:v cx—b-xz, o0 A € My(IR) est une matrice symétrique
définie positive et b € IR™. On suppose que la contrainte g est une fonction linéaire de IR™ dans IR, ¢’est-a-dire

glx)=d-x—couceRetd € R", etqued # 0. Onpose K = {z € R", g(z) = 0} et on cherche a résoudre
le probleme de minimisation (3.49).

1. Montrer que I’ensemble K est non vide, fermé et convexe. En déduire que le probleme (3.49) admet une unique
solution.

2. Montrer que si Z est solution de (3.49), alors il existe A € R tel que y = (Z, \)! soit 'unique solution du
systéme :
A d z b
= (3.58)
dt 0 A c

Exercice 133 (Minimisation sans dérivabilité).

Soient A € M,,(IR) une matrice s.d.p., b € R", j : IR™ — IR une fonction continue et convexe, a valeurs
positives ou nulles (mais non nécessairement dérivable, par exemple j(v) = Z?Zl a;|vi|, avec «; > 0 pour tout
i € {1,...,n}). Soit U une partie non vide, fermée convexe de R". Pour v € IR", on pose J(v) = (1/2)Av-v —
b-v+j(v).

1. Montrer qu’il existe un et un seul u tel que :

uwe U, Ju) < J(), YveU. (3.59)
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2. Soit u € U, montrer que u est solution de (3.59) si et seulement si (Au — b) - (v — ) + j(v) — j(u) > 0, pour
toutv € U.

Exercice 134 (Utilisation du théoreme de Lagrange).
1. Pour (z,y) € IR?, on pose : f(z,y) = —y, g(x,y) = 22 + 3> — 1. Chercher le(s) point(s) ot f atteint son
maximum ou son minimum sous la contrainte g = 0.

2.Soita = (ay,...,a,) € R", a # 0.Pour z = (z1,...,2,) € R™, onpose: f(z) = Y, |lzi — ail?
g(x) = Y1, |z;|*. Chercher le(s) point(s) ou f atteint son maximum ou son minimum sous la contrainte
g=1.

3. Soient A € M,,(IR) symétrique, B € M,,(IR) s.d.p.etb € IR". Pourv € IR", on pose f(v) = (1/2)Av-v—b-v
et g(v) = Bv - v. Peut-on appliquer le théoréme de Lagrange et quelle condition donne-t-il sur u si f(u) =
min{f(v),v € K} avec K = {v € R"; g(v) =1}?

Exercice 135 (Contre exemple aux multiplicateurs de Lagrange).

Soient f et g : R? — IR, définies par : f(z,y) = y, et g(x,y) = y°> — 2%. Onpose K = {(z,y) € R?; g(z,y) =
0}.

1. Calculer le minimum de f sur K et le point (Z, %) ol ce minimum est atteint.

2. Existe-t-il A tel que D f(Z,y) = \Dg(Z,5) ?

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme des multiplicateurs de Lagrange ?

4. Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite “de Lagrange" pour trouver (Z,7) ?

Exercice 136 (Application simple du théoreme de Kuhn-Tucker). Corrigé en page 266

Soit f la fonction définie de £ = IR? dans R par f(z) = 22 +3? et K = {(z,y) € R*2z +y > 1}.
Justifier I’existence et I’unicité de la solution du probleme (3.49) et appliquer le théoréeme de Kuhn-Tucker pour la
détermination de cette solution.

Exercice 137 (Exemple d’opérateur de projection). Correction en page 266
1.Soit K =CT ={zxeR", z=(z1,...,2x), 2; >0, Vi=1,...,N}.
(a) Montrer que K est un convexe fermé non vide.
(b) Montrer que pour touty € R", ona: (px(y)); = max(y;,0).

2. Soit (;)i=1,... € R™ et (8;)i=1,...n C R" tels que a; < B; pour tout i = 1,...,n. Soit K = {z =
(T1,.. )04 < Biyi=1,...,n}.

(a) Montrer que K est un convexe fermé non vide.

(b) Soit px 1’opérateur de projection définie a la proposition 3.40 page 267. Montrer que pour tout y € IR", on
a:

(pk(y))i = max(o;, min(y;, 5;)), Vi=1,...,n.
Corrigés
Exercice 130 page 263 (Sur I’existence et I’unicité)

La fonction f : IR — IR définie par f(z) = z? est continue, strictement convexe, et croissante a I’infini. Etudions
maintenant les propriétés de K dans les quatre cas proposés :

(i) Lensemble K = {|z| < 1} est fermé borné et convexe. On peut donc appliquer le théoréme d’existence et
d’unicité 3.30 page 259. En remarquant que f(x) > 0 pour tout z € IR et que f(0) = 0, on en déduit que I’'unique
solution du probleme (3.49) est donc x = 0.
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(17) Lensemble K = {|z| = 1} est fermé borné mais non convexe. Le théoréme d’existence 3.28 page 258
s’applique donc, mais pas le théoréme d’unicité 3.29 page 258. De fait, on peut remarquer que K = {—1,1}, et
donc {f(x),z € K} = {1}. Il existe donc deux solutions du probleme (3.49) : 7, = letz; = —1.

(#91) L'ensemble K = {]z| > 1} est fermé, non borné et non convexe. Cependant, on peut écrire K = K; U K3
ou Ky = [1,4o00[ et K3 =] — 0o, —1] sont des ensembles convexes fermés. On peut donc appliquer le théoréme
3.30 page 259 : il existe un unique z; € IR et un unique z2 € IR solution de (3.49) pour K = K; et K = K>
respectivement. 11 suffit ensuite de comparer z; et zo. Comme z; = —1 et Zo = 1, on a existence mais pas unicité.

(iv) Lensemble K = {|z| > 1} n’est pas fermé, donc le théoréme 3.28 page 258 ne s’applique pas. De fait, il
n’existe pas de solution dans ce cas, car on a lim,_,1+ f(x) = 1, et donc inf i f = 1, mais cet infimum n’est pas
atteint.

Exercice 131 page 263 (Maximisation de I’aire d’un rectangle a périmetre donné)

1. On peut se ramener sans perte de généralité au cas du rectangle [0, 21] X [0, z2], dont I’aire est égale a z1x2 et
de périmetre 2(z1 + x2). On veut donc maximiser 1o, ou encore minimiser —x1xs. Pourr = (z1,12)" € R2,
posons f(x1,x2) = —x129 et g(x1,x2) = x1 + 2. Définissons

K ={z=(z1,22)" € (IR4)* tel que z; + 25 = 1}.

Le probléme de minimisation de I’aire du rectangle de périmetre donné et égal a 2 s’écrit alors :

Z1
{xg}eK (3.60)
f(Z1,22) < f(z1,22) V(r1,22) € K

2. Comme x; et x2 sont tous deux positifs, puisque leur somme doit étre égale El 1, ils sont forcément tous deux
inférieurs a 1. Il est donc équivalent de résoudre (3.60) ou (3.57). L’ensemble K est un convexe ferme borné, la
fonction f est continue, et donc par le théoreme 3.28 page 258, il existe au moins une solution du probleme (3.57)
(ou (3.60)).

3. Calculons Vg : Vg(z) = (1,1)%, donc rang Dg(z,y) = 1. Par le théoréme de Lagrange, si z = (z1,72)" est
solution de (3.60), il existe A € IR tel que

{Vﬂ%w+AVM%w=&
I+7=1

OrVf(z,y) = (—z,-9)" et Vg(z,y) = (1,1)". Le systtme précédent s’écrit donc :

—y+A=0
—Z+A=0
r+y=1.
On a donc ]

Exercice 132 page 263 (Fonctionnelle quadratique)

1. Comme d # 0, il existe & € IR" tel que d - & = a # 0. Soit x = £ alors d - = c. Donc I’ensemble K est
non vide. L’ensemble K est fermé car noyau d’une forme linéaire continue de IR™ dans IR, et K est évidemment
convexe. La fonction f est strictement convexe et f(x) — 400 quand |x| — +00, et donc par les théorémes 3.28
et 3.29 il existe un unique  solution de (3.49).
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2. On veut calculer 7. On a : Dg(z)z = d - z, et donc Dg(x) = d*. Comme d # 0 on a rang(Dg(x)) = 1, ou
encore Im(Dg(x)) = IR pour tout 2. Donc le théoreme de Lagrange s’applique. Il existe donc A € IR tel que
V£(Z) + AVg(Z) = 0, c’est-a-dire AT — b+ Ad = 0. Le couple (Z, \) est donc solution du probleme suivant* :

ArZ — b+ Ad =0,
{ d-7—c , (3.61)
A d 5
qui s’écrit sous forme matricielle : By = e, avec B = € Mp+1(R), y = { \ } e R et
dt 0
b
e = € R""!. Montrons maintenant que B est inversible. En effet, soit z [ Z } eR™" avecz € R" et
c

1 € R tel que Bz = 0. Alors
A d

=0
a | o H '

Ceci entraine Az — dy = Oetdlz = d-x = 0.0Onadonc Az - & — (d - z)u = 0. On en déduit que z = 0, et
comme d # 0, que ¢ = 0. On a donc finalement z = 0.

On en conclut que B est inversible, et qu’il existe un unique (z, \)¢ € IR™ ! solution de (3.61) et et Z est solution
de (3.49).

Exercice 136 page 264 (Application simple du théoréme de Kuhn-Tucker

La fonction f définie de £ = IR? dans IR par f(x) = 2 + y? est continue, strictement convexe et croissante 2
I’infini. Lensemble K qui peut aussi étre défini par : K = {(x,y) € R?; g(x,y) < 0}, avec g(z,y) =1 -z —y
est convexe et fermé. Par le théoreme 3.30 page 259, il y a donc existence et unicité de la solution du probleme
(3.49). Appliquons le théoreme de Kuhn-Tucker pour la détermination de cette solution. On a :

Vo) = ( ) ) aviwn - (5 ).

Il existe donc A € R tel que :

2 — A =0,

2y — A =0,
A(lfxfy)zov
17x7y§07
A>0.

Par la troisieme équation de ce systeme, on déduitque A = O0oul—xz—y =0.0rsi A = 0,onax = y = 0O par les
premiere et deuxieme équations, ce qui est impossible en raison de la quatrieme. On en déduitque 1 — x — y = 0,
et donc, par les premicre et deuxieme équations, x = y = %

Exercice 137 page 264 (Exemple d’opérateur de projection)
2. Soit px 1’opérateur de projection définie a la proposition 3.40 page 267, il est facile de montrer que, pour tout
i1=1,...,n,:

(rx(y)i =wi siy € o, B,
(rr(y)i =a; siy <ay, ce qui entraine

(P (y)i =06i siyi > B,
(pk (y))i = max(a;, min(y;, 3;)) pour touti = 1,...,n.
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3.5 Algorithmes d’optimisation sous contraintes

3.5.1 Méthodes de gradient avec projection
On rappelle le résultat suivant de projection sur un convexe fermé :

Proposition 3.40 (Projection sur un convexe fermé). Soit E un espace de Hilbert, muni d’une norme ||.|| induite
par un produit scalaire (.,.), et soit K un convexe fermé non vide de E. Alors, tout x € E, il existe un unique
xo € K tel que ||z — xo|| < ||z — y|| pour tout y € K. On note x¢y = pi (x) la projection orthogonale de x sur K.
Soient x € E et vy € K. On a également :

xo = pr(x) si et seulement si (v — xo,x0 —y) >0, Yy € K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons développer maintenant, nous
considererons £ = R", f € C'(IR",IR) une fonction convexe, et K fermé convexe non vide. On cherche a
calculer une solution approchée de z, solution du probleme (3.49).

Algorithme du gradient a pas fixe avec projection sur K (GPFK) Soit p > 0 donné, on considére 1’algorithme
suivant :
Algorithme (GPFK)
Initialisation : ¢ € K
Itération :
Zk, connu Trp+1 = pi (zk — pV f(zk))
ou px est la projection sur K définie par la proposition 3.40.

Lemme 3.41. Soit (x1)y construite par I’algorithme (GPFK). On suppose que x, — x quand n + oc. Alors x est
solution de (3.49).

DEMONSTRATION — Soit px : R™ — K C IR" la projection sur K définie par la proposition 3.40. Alors px est
continue. Donc si

zr — z quand n — +oo alors = px (z — pV f(z)) etz € K (car x5 € K et K est fermé).

La caractérisation de px (z — pV f(x)) donnée dans la proposition 3.40 donne alors :

(z — pVf(xz) —x/x —y) > 0pourtout y € K, et comme p > 0, ceci entraine (V f(z)/x —y) < 0 pourtouty € K.
Or f est convexe donc f(y) > f(z) + Vf(x)(y — =) pour tout y € K, et donc f(y) > f(z) pour touty € K, ce qui
termine la démonstration.

Théoreme 3.42 (Convergence de 1’algorithme GPFK).
Soit f € CY(IR",IR), et K convexe fermé non vide. On suppose que :

1. il existe o > O tel que (V f(x) — Vf(y)|x —y) > alz — y|?, pour tout (x,y) € R™ x R",
2. il existe M > 0 tel que |V f(x) — V f(y)| < M|x — y| pour tout (z,y) € R" x R",

alors :

1. il existe un unique élément x € K solution de (3.49),
2

2. siO<p<M2,

la suite (x) définie par I’algorithme (GPFK) converge vers T lorsque n. — +o0.
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DEMONSTRATION —

1. La condition 1. donne que f est strictement convexe et que f(z) — 400 quand |z| — +oc0. Comme K est convexe
fermé non vide, il existe donc un unique x solution de (3.49).

2. Onpose, pour z € R", h(z) = px(x — pV f(z)). Onadonc xx 41 = h(zk). Soit 0 < p < 2%. Pour montrer que

la suite (x)krenw converge, il suffit donc de montrer que h est strictement contractante. Grace au lemme 3.43, on sait
que px est contractante. Or h est définie par :

h(z) = px(h(z)) otih(z) = — pVf(z).
On a déja vu que h est strictement contractante (car 0 < p < If}’ , voir le théoreme 3.19 page 224). Plus précisément,
ona:

|h(z) = h(y)| < (1= 2ap + M?p*)|z — y*.
On en déduit que :
|h(z) = h(y)]* < px (h(z)) = pr (B(y)* < h(2) = h(y)[* < (1 = 2ap + p* M?)|x - y|*.
L application h est donc strictement contractante. La suite (zx)ren est donc convergente. on note Z sa limite. il reste

a montrer que £ = x. On remarque tout d’abord que & € K (car K est fermé). Puis, comme  est un point fixe de h,
onaZ = pg (& — pV f(Z)). La caractérisation de px donnée dans la proposition 3.40 donne alors

(Z—pVf(E)—%)-(Z—y)>0pourtouty € K,

ce qui donne V f(Z)-(y—&) > 0 pour touty € K et donc, comme f est convexe, f(y) > f(Z)+Vf(Z) (y—&) >
f(&) pour tout y € K. Ceci montre bien que Z = Z.

Lemme 3.43 (Propriété de contraction de la projection orthogonale). Soit E un espace de Hilbert, || - || la norme
et (-, +) le produit scalaire, K un convexe fermé non vide de E et py la projection orthogonale sur K définie par
la proposition 3.40, alors ||px (z) — px (v)|| < ||z — yl| pour tout (z,y) € E2.

DEMONSTRATION — Comme F est un espace de Hilbert,
Ipx (2) = P (W) = (P (2) = px () px (2) = P (Y))-

On a donc
lpx(z) —px (WI* = (pr(z) —z+z—y+y—pr(y)lpx(z) — pr(y))
= (px(2) — z|px(z) —px (V) E + (z — ylpx (%) — pr (y))+
(y — rr(y)lpx () — pr (v))

Px(Y))-
Or (px (z) — zlpr (z) — px (y)) < Oet (y — px (y)Ipx () — px(y)) <0, d’ou:
lpx () = prW)II* < (& = ylpx (2) — P (y)),
et donc, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
I () = pr W) I*<llz = yll llpx (@) — px )],
ce qui permet de conclure. [

Algorithme du gradient a pas optimal avec projection sur X' (GPOK)
L’algorithme du gradient & pas optimal avec projection sur K s’écrit :
Initialisation =o€ K
Itération Ty, connu
wy, = —V f(zk); calculer «y optimal dans la direction wy
Try1 = pr(Tr + Oékw(k))
La démonstration de convergence de cet algorithme se déduit de celle de I’algorithme a pas fixe.

Remarque 3.44. On pourrait aussi utiliser un algorithme de type Quasi—Newton avec projection sur K.
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Les algorithmes de projection sont simples a décrire, mais ils soulévent deux questions :
1. Comment calcule-t-on pg ?

2. Que faire si K n’est pas convexe ?

On peut donner une réponse a la premiere question dans les cas simples :
Cas 1. Onsupposeicique K = CT ={z e R", = = (z1,...,2)" z; >0 Vi}.

Siy e R™ y = (y1...yn)", on peut montrer (exercice 137 page 264) que

(pre(y))i =y = max(y;,0), Vie{1,...,n}
Cas 2. Soit (o;)i=1,..n. CIR™ et (8;)i=1,...n C R™ tels que o; < f3; pourtouts = 1,...,n.Si
K= H [aiaﬁi]a
1=1,n

alors
(px (v)); = max(a;, min(y;, 5;)), Vi=1,...,n

Dans le cas d’un convexe K plus “compliqué”, ou dans le cas ou K n’est pas convexe, on peut utiliser des méthodes

de dualité introduites dans le paragraphe suivant.

3.5.2 Méthodes de dualité

Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

feCH{R™R),
gi € Cl(IRn7IR)7
K={zeR", gi(xr) <0i=1,...,p}, et K estnon vide.

(3.62)

On définit un probleme “primal" comme étant le probleme de minimisation d’origine, ¢’est—a—dire

z €K,
f(z) < f(x), pourtout z € K,

On définit le “lagrangien" comme étant la fonction L définie de IR™ x IR? dans IR par :
P
L(x,A) = f(2) + A~ g(w) = f(2) + D Nigi(w),
i=1
avec g(z) = (g1(x), ..., gp(x)) et A = (A1, ..., )"

On note C* I’ensemble défini par

Ct={AeR”, A= (A\,...,2\)",\; >0pourtouti=1,...,p}.

(3.63)

(3.64)

Remarque 3.45. Sous les hypotheses du théoreme de Kuhn-Tucker, si T est solution du probleme primal (3.63)
alors il existe \ € C' tel que D1L(Z,\) = 0 (c’est—a~dire Df(z) + X - Dg(z) = 0) et X - g(z) = 0.

On définit alors I’application M de IR dans IR par :
M) = irllpf L(z,\), pourtout A € RP.
zeR™

(3.65)

On peut donc remarquer que M () réalise le minimum (en x) du probléme sans contrainte, qui s’écrit, pour

A e RP fixé:

xeR"
L(z,\) < L(y, A) pour tout x € R",
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Lemme 3.46. L’application M de RP dans R définie par (3.65) est concave (ou encore I’application -M est
convexe), ¢’est—a—dire que pour tous \, i € R? et pour tout t €]0,1[ on a M(tA + (1 — t)pu) > tM(N\) + (1 —
£)M(w)

DEMONSTRATION —  Soit A\, u € IR? et ¢ €]0, 1[; on veut montrer que M (tA + (1 — t)p) > tM(N) + (1 — t) M (p).
Soit z € R", alors :
Lz, tA+ (1 —t)p) = f(z)+ @A+ (1 —t)u)g(z)
=tf(z) + (1= t)f(x) + A+ (1 — )u)g(x).
Onadonc L(z,tA + (1 —t)u) = tL(x, ) + (1 — t) L(x, ). Par définition de M, on en déduit que pour tout z € IR",
Lia, A+ (1— t)u) > tM(N) + (1 — )M()
Or, toujours par définition de M,
M@ X+ (1 =t)u) = ngn Lz, tA+ (1= t)u) > tMN\) + (1 —t)M ().

On considére maintenant le probleme d’optimisation dit “dual” suivant :

peCt,
{ M(p) > M(X) YheCT. (3.67)

Définition 3.47. Soit L : R™ x R? — R et (z,u) € R™ x CF. On dit que (z, 1) est un point selle de L sur
R" x C7 si
L(z,\) < L(z, 1) < L(y, ) pour tout y € R™ et pour tout A € CF.

Proposition 3.48. Sous les hypothéses (3.62), soit L définie par L(xz,\) = f(x) + Ag(z) et (Z,u) € R™ x CF
un point selle de L sur R"™ x C™.
alors

1. x est solution du probléme (3.63),

2. p est solution de (3.67),

3. x est solution du probléme (3.66) avec A\ = L.

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothéses convenables sur f et g), si u est solution de (3.67), et
si Z solution de (3.66) avec A = p, alors (Z, 1) est un point selle de L, et donc Z est solution de (3.63).

De ces résultats découle 1’idée de base des méthodes de dualité : on cherche u solution de (3.67). On obtient ensuite
une solution & du probléme (3.63), en cherchant * comme solution du probléme (3.66) avec A = p (qui est un
probléme de minimisation sans contraintes). La recherche de la solution p du probleme dual (3.67) peut se faire
par exemple par I’algorithme treés classique d’Uzawa, que nous décrivons maintenant.

Algorithme d’Uzawa L algorithme d’Uzawa consiste a utiliser I’algorithme du gradient a pas fixe avec pro-

jection (qu’on a appelé “GPFK”, voir page 267) pour résoudre de maniere itérative le probleme dual (3.67). On

cherche donc ;1 € C tel que M (p) > M ()) pour tout A € C*. On se donne p > 0, et on note pc+ la projection

sur le convexe C (voir proposition 3.40 page 267). L’algorithme (GPFK) pour la recherche de p s’écrit donc :
Initialisation : ;o € C

Itération : Hk+1 = pc+(uk + pV M (p1,))
Pour définir completement 1’algorithme d’Uzawa, il reste a préciser les points suivants :
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1. Calcul de VM (),
2. calcul de po+ (M) pour A dans R"™.

On peut également s’intéresser aux propriétés de convergence de 1’algorithme.

La réponse au point 2 est simple (voir exercice 137 page 264) : pour A € IR”, on calcule pc, (\) = 7 avec
v=(71,...,7)" en posant v; = max (0, \;) pouri =1,...,p, 00 A = (A1,...,\p)"

La réponse au point 1. est une conséquence de la proposition suivante (qu’on admettra ici) :

Proposition 3.49. Sous les hypothéses (3.62), on suppose que pour tout A € IR", le probleme (3.66) admet une
solution unique, notée x ), et on suppose que l’application définie de IR? dans R"™ par \ — x, est différentiable.
Alors M (X\) = L(xx, \), M est différentiable en X\ pour tout A, et VM (X\) = g(z).

En conséquence, pour calculer VM (), on est ramené a chercher x solution du probléme de minimisation sans
contrainte (3.66). On peut dont maintenant donner le détail de I’itération générale de 1’algorithme d’Uzawa :

Itération de I’algorithme d’Uzawa. Soit 1, € CT connu;

Tk € IR”,

L(zg, pg) < Lz, pg), Vo € R™ (On adonc zi = x,,)

1. On cherche x, € IR"™ solution de {

2. On calcule VM (ug) = g(zk)
3. Fgyr = p + pV M (ur) = p + pg(xr) = (Fpg1)1s - - Frgr)p)’

4. pig1 = pe+ (Fgyr)s ©'est=a-dire pur1 = (1)1 - -5 (Bk+1)p)" avee (pp+1)i = max(0, (7y1)s) pour
toute =1,...,p.

L’exercice 139 donne un résulat de convergence contenant en particulier le cas tres intéressant d’une fonctionnelle
quadratique avec des contraintes affines “suffisamment” indépendantes (pour pouvoir appliquer le théoréeme de
Kuhn-Tucker).

Remarque 3.50 (Sur I’algorithme d’Uzawa).

1. L’algorithme est trés efficace si les contraintes sont affines : (i.e. si g;(x) = a;-x+ B; pourtouti =1,...,p,
avec a; € R" et 5; € IR).

2. Pour avoir I’hypothése 3 du théoréme, il suffit que les fonctions g; soient convexes. (On a dans ce cas
existence et unicité de la solution x ), du probleme (3.66) et existence et unicité de la solution T du probléme
(3.63).)

3.5.3 Exercices (algorithmes pour I’optimisation avec contraintes)

Exercice 138 (Méthode de pénalisation).
Soit f une fonction continue et strictement convexe de IR"™ dans IR, satisfaisant de plus :

lim f(z) = +o0.

|z|—+o00

Soit K un sous ensemble non vide, convexe (c’est-a—dire tel que V(z,y) € K2, tx + (1 — t)y € K, Vt €)0,1]),
et fermé de IR". Soit 1) une fonction continue de IR"™ dans [0, +o0] telle que ¢ (z) = O si et seulement si x € K.
Pour n € IN, on définit la fonction f, par fx(z) = f(z) + ny(z).

1. Montrer qu’il existe au moins un élément 7, € R" tel que f(Zx) = infer» fx(z), et qu’il existe un
unique élément Zx € K tel que f(Tx) = infyex f(x).

2. Montrer que pour toutn € IN,

3. En déduire qu’il existe une sous-suite (Z,,, )rew ety € K tels que z,,, — y lorsque k — +o0.
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4. Montrer que y = Z . En déduire que toute la suite (Zx)neN converge vers Ty .

5. Déduire de ces questions un algorithme (dit “de pénalisation") de résolution du probleéme de minimisation
suivant :

Trouver rx € K;
f@k) < f(z), Vz € K,

en donnant un exemple de fonction .

Exercice 139 (Convergence de 1’algorithme d’Uzawa). Corrigé en page 274
Soientn > 1 p € IN*. Soit f € C*(IR", R une fonction telle que

Ja >0, (Vf(z) = VI) (z—y) > alz —yf?, Yo,y € R".

Soit C' € M, ,(IR) (C est donc une matrice, a éléments réels, ayant p lignes et n colonnes) et d € IR”. On note
D={zeR",Czx<d}etCt ={uecRP, u>0}
On suppose D # () et on s’intéresse au probléme suivant :

veD, f(z)<fly), YyeD. (3.68)

1. Montrer que f(y) > f(z) + Vf(z)- (y — x) + $|z — y|* pour tout 2, y € IR".

2. Montrer que f est strictement convexe et que f(z) — oo quand |z| — co. En déduire qu’il existe une et une
seule solution au probleme (3.68).

Dans la suite, on note T cette solution.

Pouru € RP etz € R™, on pose L(z,u) = f(z) + u- (Cx —d).

3. Soit u € IR” (dans cette question, u est fixé). Montrer que I’application  — L(z, ) est strictement convexe
(de R™ dans IR) et que L(z,u) — oo quand |z| — oo [Utiliser la question 1]. En déduire qu’il existe une et
une seule solution au probléme suivant :

x€R", L(z,u) < L(y,u), Yy € R". (3.69)
Dans la suite, on note z,, cette solution. Montrer que ., est aussi I'unique élémentde R" t.q. V f(x,) + Ctu =
0.

4. On admet que le théoreme de Kuhn-Tucker s’applique ici (cf. cours). Il existe doncu € €T t.q. Vf(Z)+C'u = 0
et - (CT — d) = 0. Montrer que (T, %) est un point selle de L sur R" x €T, c’est-a-dire :

L(z,v) < L(z,n) < L(y,7), Y(y,v) € R™ x €T. (3.70)

Pour u € IR?, on pose M (u) = L(x,,u) (de sorte que M (u) = inf{L(z,u), x € R™}). On considere alors le
probléme suivant :

u€CT, M(u)> M), YveCt. (3.71)

5. Soit (z,u) € R™ x € un point selle de L sur R" x €t (c’est-a-dire L(z,v) < L(z,u) < L(y,u), pour
tout (y,v) € R™ x €1). Montrer que z = T = x,, (on rappelle que T est I'unique solution de (3.68) et x,, est
I’unique solution de (3.69)) et que u est solution de (3.71). [On pourra commencer par montrer, en utilisant la
premiére inégalité, que x € Detu - (Cx —d) = 0.]

Montrer que V f(Z) 4+ C'u = 0 et que u = Pe+ (u+ p(CT—d)), pour tout p > 0, olt Pe+ désigne I’opérateur de
projection orthogonale sur CT. [on rappelle que siv € RP etw € €T, onaw = Pe+v < ((v—w)-(w—2) >
0,Vz € €Ch).]

6. Déduire des questions 2, 4 et 5 que le probleme (3.71) admet au moins une solution.
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7. On admet que I’application v — x,, est dérivable. Montrer que I’algorithme du gradient a pas fixe avec projection
pour trouver la solution de (3.71) s’écrit (on désigne par p > 0 le pas de 1’algorithme) :

Initialisation. ug € CT.

Itérations. Pour u;, € €T connu (k > 0). On calcule 7, € R" t.q. Vf(2x) + Ctuy, = 0 (montrer qu’un tel ay,
existe et est unique) et on pose ux+1 = Pe+ (ug + p(Cx — d)).

Dans la suite, on s’intéresse a la convergence de la suite (xy, ux)renv donnée par cet algorithme.

8. Soit pt.q. 0 < p < 2a/||C||? avec ||C|| = sup{|Cx|, x € R" t.q. |2| = 1}. Soit (Z,u) € R™ x € un point
selle de L sur IR™ x €T (c’est-a-dire vérifiant (3.70)) et (2, ux)ke la suite donnée par I’algorithme de la
question précédente. Montrer que

lupr1 — @) < Jug, —a)* — p(2a — p||C|1?)|xx — T|?, Yk € R™.

En déduire que x;, — T quand k — oo.

Montrer que la suite (ux)ren est bornée et que, si @ est une valeur d’adhérence de la suite (uk)ken, On a
V f(Z) + C'a = 0. En déduire que, si rang(C')=p, on a ux, — w quand k — oo et que U est ['unique élément de
¢t tq. Vf(T)+ C'u=0.

Exercice 140 (Méthode de relaxation avec Newton problémes sous contrainte).
On considere le probleme :
Te K
{ TE R, (3.72)

f@) < f(x),Vz € K,
on K C R™

(a) Onprendici K = Hi:1,n[ai7 b;], ot (a;,b;) € IR? est tel que a; < b;. On considere 1’algorithme suivant :

Initialisation : z(© € E,

Itérationn : =) connu, (n > 0)
Calculer acng) € a1, b1] tel que :
f(a:(lkﬂ)mék), xék)7 . ,x%k)) < f(&, xék),xgk), e ,x%k)), pour tout £ € [aq, b1],
Calculer a:gkﬂ) € [ag, bs] tel que :
f(x§k+1)7x;k+1)’x§k)7...7x£Lk)) < f(xY““),f,:cé’“),...,x%’”),

pour tout £ € [ag, ba),

Calculer x,(ckﬂ) € [ag, bk, tel que :
k+1 k1) (k+1) _(k k
f(mg + )7...,x,(€j1 ),ajgc + ),chkll),...,x%))
< f(x§k+1)7 R xék;iil)a 7:52:2;,_1)7 R x’ELk)>7 pour toutg € [Clk, bk]a
Calculer 27T € [an, by] tel que :
P @ e e Y) < p@Y a6,

pour tout & € [ay, by

(3.73)
Montrer que la suite z(*) construite par 1’algorithme (3.73) est bien définie et converge vers T lorsque n tend
vers 400, ou T € K esttel que f(T) < f(x) pour tout z € K.
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(b) On prend maintenant n = 2, f la fonction de IR* dans TR, définie par f(z) = 23 + 23, et K = {(x,22)"
IR?; 21 +x5 > 2}. Montrer qu’il existe un unique élément T = (T, T2 )" de K tel que f(Z) = inf, > f(x).
Déterminer 7.

On considere I’algorithme suivant pour la recherche de 7 :

Initialisation : z(© € E,

Itérationn:  2® connu, (n > 0)
Calculer x%kﬂ) >2— xgk) tel que : 174
Fa D, 2$) < f(e, ), pourtout e = 2 — 2, G179
Calculer xgkﬂ) >2— xgk) tel que :

f(:v(lk+1),m§k+l)) < f(:cgkﬂ),f), pour tout £ > 2 — xgk).

Montrer (éventuellement graphiquement) que la suite construite par 1’algorithme ci-dessus ne converge vers
T que si I'une des composantes de z(*) vaut 1.

3.54 Corrigés
Exercice 139 page 272 (Convergence de I’algorithme d’Uzawa)

zes 2

1. Cette question a déja été corrigée. Soit x,y € R"™. En posant o(t) = f(ty + (1 — ¢)x), on remarque que

() — F(@) = p(1) — p(0) = / o (1)t = / Vi@ 4ty — o)) - (y — )i,

et donc
1 1 1 , o ,
fy)—f(x)=Vf(z) (y—=) :/o (Vf(x+t(y—w))—Vf(w))-t(y—w);dtZa/o tly—al"dt = S ly—al”.

2. Montrer que f est strictement convexe et que f(z) — oo quand |z| — oo. En déduire qu’il existe une et une
seule solution au probleme (3.68).

Cette question a aussi déja été corrigée. La question précédente donne f(y) > f(z)+ V f(z) - (y — x) pour tout
z,y € R". Ce qui montre que f est strictement convexe. Elle donne aussi, pour tout z € IR",

f(x) > f(0) +Vf(O) =+ %|$|2 — 400 quand |z| — +oo0.

De ces deux propriétés de f on déduit I’existence et I’unicité de la solution au probléme (3.68).

3. L’application z +— u - (Cz — d) est affine et donc convexe. Comme f est strictement convexe, on en déduit que
2+ L(x,u) est aussi strictement convexe.
La question précédente donne L(x, u) > f(0)+V f(0)-z+u:(Cz—d)+5|z|*. Onen déduit que L(x,u) — 400
quand |z| — +oo0.
De ces deux propriétés de L(-, u) on déduit ’existence et I’unicité de la solution au probleme (3.69).
Comme L(-,u) est strictement convexe, x,, est aussi I'unique point qui annule VL(-, u) (c’est-a-dire le gradient
de I’application z — L(x,u)). Ceci donne bien que x,, est 'unique point de IR" tel que V f(z,,) + Ctu = 0.

4. La question précédente nous dit que x4 est I'unique point de IR"™ tel que V f(z3) + C*a = 0. Comme V f(T) +
C'n =0, onadonc & = z et donc

L(z,u) < L(y,w) pour touty € R".
Soit maintenant v € CT. On a, comme CT < d (carT € D)etu - (CT — d) = 0,

L(E,v) = f(®) +v- (CF—d) < {(F) = f(@) +7- (CT — d) = L(z.7).
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5.0na L(x,v) < L(z,u) pour tout v € C* et donc
(v—wu)-(Cz —d) < 0pourtoutv € CF.

On note u = (u1,...,up)". Soiti € {1,...,p}. en prenant v = (v1,...,v,)" avec v; = w; si j # i et
v; = u; + 1 (on abien v € CT), la formule précédente nous montre que la i-ieme composante de (Cz — d) est
négative. Onadonc x € D.

Soit maintenant i € {1,...,p} tel que u; > 0. En prenant v = (v1,...,v,)" avecv; = u;sij #ietv; =0,la
formule précédente nous montre que la i-ieme composante de (Cxz — d) est positive. Elle donc nécessairement
nulle. Ceci nous donne bien que v - (Cx — d) = 0.

On utilise maintenant le fait que L(z, u) < L(y, u) pour tout y € IR". Ceci donne, bien siir, que © = z,,. Cela
donne aussi que
f@) +u-(Cx—d) < fly) +u- (Cy—ad).

Comme on sait que u - (Cz — d) = 0 etcomme u - (Cy —d) < 0siy € D, onen déduit que f(z) < f(y) pour
touty € D,etdoncxz =T.

Enfin, L(xz,u) = L(zy,u) = M(u) et L(z,v) > L(z,,v) = M(v). Comme L(z,v) < L(z,u) pour tout
v € C*, onadonc M(v) < M(u) pour tout v € €F.

On passe maintenant 2 la seconde partie de cette question. On a vu a la question 3 que V f(x,) + Ctu = 0.
Comme T = x,, on a donc V f(Z) + Ctu = 0.

Puis pour montrer que u = Pe+(u + p(CZT — d)), on utilise le rappel. Pour tout z € CT on a, en utilisant
u-(CT—d)=0etT € D,

(u+p(CT—d)—u) - (u—2)=p(CT—d) - (u—2)=—p(CT—d)-z>0.

Ceci donne bien que . = Pe+ (u + p(CT — d)).

6. La question 2 donne I’existence de T solution de (3.68). Puis la question 4 donne I’existence de w tel que (T, @)
est solution de (3.70). Enfin, la question 5 donne alors que u est solution de (3.71).

7. Les itérations de 1’algorithme du gradient a pas fixe avec projection pour trouver la solution de (3.71) s’écrivent
ugy1 = Pe+ (up + pV M (ug)).

Comme M (u) = L(z,,u) et x, annule le gradient de 1’application  — L(z,u), la dérivation de fonctions
composées (que ’on peut appliquer car I’application u +— x,, est supposée dérivable) nous donne VM (u) =
Cx, — d. Comme z,, = xj, on en déduit que

Uk+1 = Pe+ (uk + p(CCL'k — d))
8. Comme (T, u) est un point selle de L sur RY x €t 1a question 5 nous donne
U= Pe+ (U + p(CT — d)).

L’opérateur Pe+ étant contractant, on obtient, avec la question précédente, pour tout k,

ks — T < fug + p(Cag — d) — (@ + p(CT — )2
= |up —@|® + 2p(up, — @) - C(xp — T) + p?|C(xp — T) |2

Comme Cluy, = =V f(xy) et C'w = —V f(T), on obtient (avec I’hypothese sur V f)

w1 —Tl* < fug — T = 2p(V f (1) = V(@) - (@ = T) + p?|Clar — 7)
< ux = al* = 2pale = T + p*|C (2 = T)|* < |up —T* = p(2a = p||C||*) |2y, — 7.
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Comme 2a — p||C||? > 0, ceci montre que la suite (uy — ) e est décroissante (positive) et donc convergente.
11 suffit alors de remarquer que

1
< - -
~ p(2a—pl|C]?)

pour en déduire que x;, — T quand k — +oc.

La suite (ur — T)geN est convergente. La suite (ug)gen est donc bornée. Si @ est une valeur d’adhérence de la
suite (uy)gem, en passant a la limite sur 1’équation V f (zy) + Cuy, = 0 on obtient V f(Z) + C'u = 0.

Si rang(C)=p, on a aussi rang(C*)=p. L’application u > C?u est de IR¥ dans IR", on a donc dim(KerC?) =
p—rang(C*?) = 0. Ceci prouve qu’il existe un unique % tel que C*% = —V f(Z). La suite (ug)ren n’a alors
qu’une seule valeur d’adhérence et elle est donc convergente vers U et U est 1’'unique élément de C* t.q. Vf(T) +
C'u=0.

oy — T (Jur — > = Jupsr —T*)

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 276 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 29 janvier 2018



