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est indépendante de la tribu 6(X,,;) (on utilise ici I’indépendance de Xy,...,X,, et la proposition 2.60), les v.a.r.
X l{N>m) et Xy, sont indépendantes. Ceci donne (comme E(X;,;) = E(X1) = 0)
E(an{NZm}Xm) = E(an{NZWz})E(Xm) =0.
On a donc bien E(V,,V,;,) = 0.
Soit maintenant 1 € N*.
On sait déja que la v.ar. 1iNsy) est o(Xy, ..., X;-1)-mesurable. Les v.a.r. 1Ny et X;; sont donc indépendantes, ce

qui donne
E(V;7) = E(Ln2mXa) = E(Ljnzn) E(X7) = P(IN > n})E(X}) = P(IN > n})E(X7).
On a donc . . .
§:Eu§):axﬁ}ZPuNznn:mxﬁiinmuqznnzaxﬁaNy
n=1 = n=1

L’exercice 6.23 donne alors que la série Z+°° V,, converge dans L2(Q), A, P). On en déduit que Sy est de carré

intégrable et que la série Z 1 Vi converge dans L2(Q, A, P) vers Sx. On a donc aussi (comme E(V,,V,,,) = 0 si
n+#m)

)= ) E(Vir) = E(X])E(N) = E(N)Var(Xy).

N.B. : Le cas E(X) # 0 peut aussi étre traité. Il se ramene au cas E(X;) = 0 en considérant Y,, = X,, — E(X,,).

6.5.3 Théoréme de Radon-Nikodym et dualité dans L”

Exercice 6.40 (Fonctions absolument continues) Soit —co < a < b < +c0. On admet les 2 résultats suivant :

— Toute fonction monotone définie sur [a, b], a valeurs dans R, est dérivable en presque tout point de ]a, b|.

— Soit f € Lﬁk(]a, b[, B(]a, b[), ). Pour x € [a, b], on pose F(x ffl]u x[dA. La fonction F est alors dérivable
en presque tout point de |a,b[ etona F’ = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soit f une fonction monotone croissante définie sur [a, b] et a valeurs dans R.
(a) Montrer que [’ € Li(]a, b[, B(]a, b[), \) et que

[ 1mr< s~ s
[On pourra poser f(x) = f(b) pour x > b, considérer f,(x) = n(f(x+ %) — f(x)) et remarquer que f, — f’ p.p.
sur ]a, b[.]

Corrigé —  On remarque tout d’abord que f est mesurable (de |a, b[, muni de la tribu borélienne, dans R, muni de
la tribu borélienne) car I’'image réciproque par f d’un intervalle de R est un intervalle de ]a, b[). Comme |f| est
bornée (par max(|f (b)], |f(a)])), on a aussi f € L (Ja, b[, B(]a, b[), A).

On pose f(x) = f(b) pour x > b (de sorte que f est maintenant monotone croissante, et donc mesurable, de
]a, o[ dans R), et on définit pour n € N* la fonction f,, par f,(x) = n(f(x + ]ﬁ) — f(x)) pour x €la,b[. Pour
n € N, la fonction f;, est donc mesurable (de ]a, b[ dans R) positive et (en notant que f € L]k(]u, b, B(]a,b[), M) et
f+L)yeLk(la,bl,B(a,bl),A)ona:

=0 f o fREIO-f@ (6.:66)

Ja,b[
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Comme f est dérivable p.p., ona f, — f’ p.p. sur ]a, b[, c’est-a-dire qu’il existe A € B(]a, b]) t.q. XM(Ja, b[\A) = 0
et f,,(x) — f’(x) pour tout x € A. On pose g(x) = f’(x) si x € A et g(x) = 0 sinon. Le lemme de Fatou appliqué a
la suite f,; donne (par (6.66)) que g est mesurable positive (de ]a, b[ dans R) et

|, sarsror-s,
Ja,b[
Onadonc f’ € L]ﬁ(]a,b[,b’(]a,b[), A) (au sens ol I’on confond f” et la classe de ¢ car f” = g p.p.) et

flAX< f(b)- f(a).
Jab|

(b) Donner un exemple pour lequel I’'inégalité de la question précédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequel f est continue. . .)

Corrigé — Un exemple facile est obtenu en prenant f(x) = 0 si x €[4, %] et f(x)=1six€] #, b]. On a alors

’
f=0pp.etf(b)-f(a)=1.
On peut obtenir un exemple avec f continue en construisant f a partir de I’ensemble de Cantor (f est prise
constante sur chacun des intervalles ouverts formant le complémentaire de I’ensemble de Cantor, on a ainsi f’ = 0

p-p.)-

2. (Fonctions absolument continues.)
Une fonction définie sur [a, b] et a valeurs dans R est dite absolument continue si pour tout ¢ > 0 il existe 6> 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (]ag, bx[)1<k<, dont la somme des longueurs
est inférieure 2 0, ona } i, |f(bx) - f(ar)| <e

(a) Montrer que 1’absolue continuité implique I’uniforme continuité.

Corrigé — 1l suffit de prendre n = 1, on remarque alors que :

a<ay <by <b, by—a; <d=|f(b1)-f(ay)|<e.

Ce qui donne 1’uniforme continuité de f.

(b) Montrer que I’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme un espace vectoriel.

Corrigé — Soit f,g deux fonction absolument continues. Soit € > 0, il existe 6; > 0 [resp. 6, > 0] t.q. pour
toute famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (]ay, bx[); <k<; dont la somme des longueurs est inférieure
a 91 [resp. 93], on a ZZ:] |f (bk) — f(ak)| < e [resp. Zl';:l |g(bk) — g(ax)| < €]. On en déduit que pour toute
famille finie d’intervalles deux a deux disjoints (]ag, bx[);<k<, dont la somme des longueurs est inférieure a
0 =min(01,07)>0,0na

D I +8)(bi) = (f +&)ap)l < 2.
k=1

Ce qui prouve que f + g est absolument continue.
11 est facile de voir que o f est absolument continue si f est absolument continue et o € R.

L’ensemble des fonctions absolument continues sur [a, b] forme donc un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonction f définie sur [a, b] (et & valeurs dans R)
est dite a variation bornée s’il existe C t.q. pour toute subdivision du segment [a,b], a = x5 <x; <...<x,=Db,
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onait ) i, |f(xx) — f(x_1)| < C. Pour une fonction f a variation bornée, on peut définir, pour a < x < b, V[ f]
par :

VALf] = supl ) 1f () = f(xkn)l, @ =X <x1 <. <x, =, nEN)
k=1

On pose aussi VZ[f]=0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est a variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonction f (définie sur [a, b] et) absolument continue, la fonction x > V[ f] est absolument
continue sur [a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définie sur [4, b]) est la différence de
deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point de

]a, b]).

Corrigé — La question 3 est admise.

4. Soit f € Lﬁ%(]a, b[, B(]a, b[), ). Pour x € [a, b], on pose F(x) = ffl]a'x]dk. Montrer que F absolument continue.
Corrigé — Cette question est une conséquence de la proposition 4.49 du cours. Soit € > 0, il existe 0 > 0 t.q.
(A eB(]abl), MA) <) = J [fld\ <e.
A

Si (Jag, bx[)1<k<n est une famille finie d’intervalles deux a deux disjoints dont la somme des longueurs est inférieure
ad,onpose A=y, lag, bi[. OnaA(A) =}/, (bk —ax) < d et donc jA [fld)\ < e. On en déduit le résultat désiré

car:
Y IF(bg) ~ F(ag)| = ZIJ fdx < ZJ
k=1 k=1 7 k=1

5. Soit F une fonction absolument continue et monotone croissante de [a, b] dans R. On prolonge cette fonction sur
R en posant F(x) = F(a) si x < a et F(x) = F(b) si x > b. Une version étendue du théoréme de Carathéodory (cette
version étendue est donnée par le théoreme de Lebesgue-Stieltjes, théoreme 2.64, pour ce résultat il suffit de F
continue croissante) donne I’existence d’une (et une seule) mesure mg sur B(R) t.q. mg(]e, B[) = F(B) — F(a)
pour tout o, f € R, o < p.

|f|dk:JA|f|d)\§a.

ag, by | ag, by

(a) Montrer que mp est absolument continue par rapport a A. [Utiliser la régularité de A et I’absolue continuité de
F.]

Corrigé — Soit A € B(R) t.q. A(A) = 0. On veut montrer que mp(A) = 0 (ceci donnera bien que myp est
absolument continue par rapport a \).

Soit € > 0. Comme F est absolument continue sur [a,b], il existe & > 0 t.q. pour toute famille finie d’inter-
valles (de [a,b]) deux a deux disjoints (]ag, bx[);<k<, dont la somme des longueurs est inférieure a o, on a
22:1 |E(by) — F(ag)| < e. Comme F est constante et égale a F(a) sur | — oo, a] et constante et égale a F(b) sur
[b, +00[, cette propriété est aussi vrai si les intervalles sont des intervalles de R non nécessairement inclus dans
[a,b].

Par la régularité de A, il existe un ouvert O D A t.q. A(O) < d. Cet ouvert O peut s’écrire comme une réunion au
plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, O = ;2 Jak, bi[ (avec éventuellement a = by
pour certaines valeurs de k). Pour tout #n € N*, on a ZZ:] (bg —ag) < Zl‘f’:l (bx —ag) = MO) < detdonc:

mi(|_Jla, bel) = ) (F(be) ~ F(ap)) <.
k=1 k=1
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En faisant tendre # vers I’infini, la continuité croissante de my donne :

n—-+oo

mp(0) = tim mp(| Jlag, bl <,
k=1

et donc mp(A) < e (car A C O). Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on en déduit bien mp(A) = 0.

(b) Montrer qu’il existe g € L]%Q(R,B(R), A) tq. F(B) —F(a) = fgl]a’ﬁ[d)x, pour tout o, p € R, a < p. Montrer que
¢=F p.p.sur]abl.

Corrigé — Comme my est absolument continue par rapport a A, le théoreme de Radon-Nikodym (théoreme 6.78)
donne I’existence de g € M, (R, B(R)) t.q. mp = gA. On a donc, pour tout o, f € R, avec e < :

F(B) - F(a) = mp(J, b)) = ng]a,,w.

En faisant tendre « vers —oo et {3 vers +co, on en déduit jgdk =F(b)-F(a) <coetdonc g € LY(R, B(R),d)) (au
sens de la confusion habituelle, ¢’est-a-dire ot il existe h € £ (R, B(R), d)) t.q. g=hpp).

Pour tout x € [a,b], on a F(x) = F(a) + ng]a,x[dx' Le deuxieéme résultat admis donné au début de 1’énoncé donne
donc que F est dérivable p.p. sur |a, b[ et F' = ¢ p.p. sur ]a, [

6. Soit F une fonction absolument continue de [4, b] dans R. Montrer que F est dérivable en presque tout point de
la,b[,que F’ € L]%(]a, b[, B(]a, b[), ) et que pour tout x € [a,b] on a

F(x)—F(a) = fF/l]a,x[dX'

Corrigé — D’apres la question 3-(b), la fonction F est la différence de deux fonctions absolument continues
monotones croissantes, notées F; et F». On peut alors appliquer la question 5-(b) a Fj et F,, elle donne que F; et F
sont dérivables p.p. sur ]a, b[, que F{,F] € Lﬁ%(]a, b[, B(]a, b[), \) et que, pour tout x € [a,b] :

Fi(x)-F(a) = jF{ 1]a'x[d>\, Fy(x) - Fy(a) = jFél]a,x[dA'

Corr[lmZ]F =P — F,, on en déduit que F est dérivable p.p. sur ]a, b[, que F’ € L%R(]a, b[,B(]a,b[), \) et que, pour tout
X €la,b]:

F(x) - F(a) = JF’l]a,x[dx.

Exercice 6.41 (Décomposition d’une mesure) Soit d > 1 et m une mesure sur les boréliens de R?. On suppose
que m(RY) < +co0. On note B(R?) I’ensemble des boréliens de R? et A4 la mesure de Lebesgue sur B(R?). On pose

o = sup{m(C), C € B(RY) t.q. A4(C) = 0},
1. Montrer qu’il existe C € B(R?) t.q. A4(C) = 0 et a = m(C).
Corrigé —  Soit (Cy;),eN une suite de B(Rd) t.q. A4(Cy,) = 0 pour tout n et
supm(C,) = a.
neN

On pose C = [J,,ey Cp- On a donc A;(C) = 0 (par o-sous additivité de Ay) et m(C) = o (par monotonie de m et
définition de «).
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Soit C € B(RY) t.q. A4(C) = 0 et e = m(C).
Pour A € B(R?), on pose v(A) = m(ANC) et wA) =m(ANCE).
2. Montrer que p et v sont des mesures sur B (Rd) et que v est étrangere a Aj;.

Corrigé — Comme m((@) = 0, on a aussi v(0) = p(@) = 0. La o-additivité de m donne la 5-additivité de v et p. Ceci
prouve que p et v sont des mesures.

Comme Az (C) =0 et v(C%) =m(CNCF) =0, les mesures v et Az sont étrangeres.

3. Montrer que p est absolument continue par rapport a A;. En déduire qu’il existe une fonction f borélienne de R4
dans R, t.q. m= fA;+v.

Corrigé — Soit B e B(Rd) t.q. A4(B) =0.On pose D=CU(BNC).Onadonc 0 <A (D)< A (C)+A4(B)=0
et donc a = m(C) < m(D) < a. Ce qui prouve que m(D) = . Comme m(D) = m(C) + m(BN C°) = a +m(BN C°),
on a donc m(BN C) = 0, ¢’est-a-dire p(B) = 0 (on a utilisé ici que fait que a < +o0, ce qui est dii au fait que m est
une mesure finie). On a ainsi montré que p << A4. On peut maintenant appliquer le théoréme de Radon—Nikodym
(théoréme 6.78), il donne I’existence d’une fonction f borélienne de R4 dans Rytq. p=fAg.

PourtoutAeB(Rd), onam(A)=m(ANC)+m(ANC)=v(A)+u(A).Onadoncm=p+v=r,Az+v.

N.B. Dans ce corrigé, on a essentiellement repris la démonstration de la proposition 2.31 (qui considere un cas
plus général) et utilisé pour conclure le théoréme de Radon-Nikodym.

Exercice 6.42 (Dualité L!-L> par Radon-Nikodym) Soit (E, T, ) un espace mesuré fini et T € (L]}Q(E, T,m)) .
On suppose que T est positive, c’est a dire que, pour f € Lﬁ%(E, T,m), f > 0 p.p. implique T(f) > 0.
1. Pour A € T, on pose p(A) = T(1,4). Montrer que p est bien définie et que p est une mesure finie sur T.

Attention, il y a toujours cette confusion malheureuse de notations, la méme lettre T désigne la tribu sur E et un
élément de (LL(E, T, m))".
Onnote L = Ly (E, T, m) et L™ = L (E, T, m) (pour r = 1 et r = c0).

Corrigé — Soit A € T (tribu sur E), comme m est une mesure finie,ona 15 € ! (etdonc 14 € L! en confondant

un élément de £1 avec sa classe dans L1). On peut définir p(A) par T(14).

Pour montrer que p est une mesure sur T, on remarque tout d’abord que p(@) = T(1p) = T(0) = 0. Puis, soit
(ApnenCTtq. AyNA, =0sin=m. Onpose A ={J,cyAy. En utilisant le théoreme de convergence dominée,

on remarque que ZHN:O 14, — 14 dans L quand N — oo (en effet, on a bien une convergence p.p. et une domination
par 1 qui est intégrable). Comme T € (L)', on a donc ZnN:O T(1a,) = T(ZEI:O 1a,) = T(14) quand N — oo.
Avec la définition de p, on en déduit :

N
Z}A(An) — p(A) quand N — oo,
n=0

Ce qui montre bien que p est une mesure sur T.

Pour montrer que p est finie, il suffit de remarquer que p(E) = T(1g) € R (noter que 1 € £h.

2. En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, montrer qu’il existe g € M, t.q. T(14) = f gladm pour tout A e T.

Corrigé —  Soit A€ T t.q. m(A)=0.Onadonc 1o =0 p.p.. On en déduit que u(A) = T(15) = 0 (la fonction 1 5
est un élément de la classe de 0 dans LP).
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La mesure p est donc absolument continue par rapport a la mesure m. On peut appliquer le théoreme de Radon-
Nikodym (théoreme 6.78), il donne I’existence de g € M, t.q.:

T(1A):}4(A):ngAdm pour tout A€ T. (6.67)

3. Montrer que g € L (E, T, m) (plus précisément, il existe h € L' (E, T, m) t.q. h = g p.p.). [On pourra montrer
que [|glleo < ||T|l1y en choisissant bien A dans la formule trouvée a la question précédente. ]

Corrigé — On prend A = {g > ”T”(U ),}. Si m(A) > 0, on a, avec (6.67), en remarquant que ||1]l; = m(A) :

Tl 1y m(A) < jglAdrn =T(1a) <[Tllp1ym(A),

ce qui est impossible. On a donc m(A) = 0, ce qui prouve que ¢ = h p.p. avec h définie par h = g sur A€ et h = 0 sur
A. Comme h € L%, on adonc g € L™ (au sens ot il existe h € LZ'(E, T, m) t.q. h = g p.p.).

On a aussi montré que ||g|leo = [1H]lco < ||T||(L1)’~

4. Montrer que T(f) = jgfdm pour tout f € LﬁR(E, T, m).

Corrigé — Gréce a (6.67), on a, pour tout f =15 avec Ae T :
T(f):J-gfdm. (6.68)

Par linéarité de T (sur L) et par linéarité de 1’intégrale, on en déduit que (6.68) est encore vraie si f € £, N £ (on
confond encore f et sa classe).

Puis, si f € M, N LY il existe (fu)neN € €4 t.q. f, T f quand n — +oo. Comme f € £l et gf € £1, le théoreme de
convergence dominée donne f,, — f dans L! et gfn — gf dans L! quand 1 — +oo (noter que ( fn)nen est dominée
par f et (gf,)nen est dominée par gf). En écrivant (6.68) avec f = f, et en faisant n — +oo, on en déduit (6.68).
L’ égalité (6.68) est donc vraie pour tout f € M, N £l

Soit enfin f € L! (on confond f avec I'un de ses représentants). On écrit alors (6.68) pour f = f* e M, NL! et
f=f"eM,nL Enfaisant la différence on en déduit (6.68).

L égalité (6.68) est donc vraie pour tout f € Ll

Exercice 6.43 (Dualité L”-L9 pour p < 2) L’objet de cet exercice est de démontrer le théoréme de dualité 6.70
dans le cas p < 2.. Soit (E, T, m) un espace mesuré o—finiet 1 < p < 2. On pose g = p/(p—1) et on note L" I’espace
Lp(E, T,m) (pour r = p, r = q et r =2). Soit T € (LP)’. (Attention aux notations maladroites car T représente a
la fois la tribu sur E et la forme linéaire continue sur L”..., cette confusion de notations sera corrigée dans une
prochaine édition !)

1. On considere d’abord le cas ot m(E) < +o0.

(a) Montrer que L? C L? et que I’injection canonique ' de L? dans L est continue.

Corrigé — Cette question est faite dans la proposition 6.25 page 206. En particulier, I’inégalité (6.12) donne

lfllp < Clifll2 pour tout f € L2 avec C ne dépendant que de p et m(E). En fait, si m(E) > 0, le plus petit C
1.1

possible dans cette inégalité est C = (m(E))? 2 (voir la remarque 6.27).

1. On rappelle que I’injection canonique d’un ensemble G contenu dans un ensemble F est la restriction de 1’application identité a G. Pour
montrer la continuité de I’injection d’un espace vectoriel G muni d’une norme || - Vertginclus dans un espace vectoriel normé F muni d’une
norme || - Vertg , il suffit donc de montrer qu’il existe C > 0 tel que ||u||g < C||u||g pour tout u € G.
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(b) Montrer qu’il existe g € L? t.q. T(f) = ffgdm pour tout f € L2,

Corrigé — On appelle S la restriction de T a L2. La question précédente montre que S est bien défini est que
Se (Lz)’. Comme L2 est un espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.56) donne
I"existence (et I'unicité) de g € L% t.q. S(f) = (f/g)2 = ffgdm pour tout f € L?. Comme S = T sur L%, on a
donc bien :

T(f)= J-fgdm pour tout f € L2, (6.69)

(c) Montrer que la fonction g, trouvée a la question précédente, appartient a LY [distinguer les cas p > 1 et
p =1.Dans le cas p > 1, on pourra considérer les fonctions f,, = Igl(q‘2)g1{|g|sn}. Dans le cas p = 1, prendre

f=sgn(g)la ou A={lg|>Tllrry}]
Corrigé —  Dans toute la suite, on posera aussi L" = L (E, T, m) (pour r =p, r = qetr = 2).

Cas p > 1. Dans ce cas, on a 2 < g < co. On confond, comme d’habitude, g avec I’'un de ses représentants, de
sorte que g € £2. On pose alors fn= |g|(‘7_2) 81{jg|<n}- La fonction fu est mesurable (comme produit de fonctions
mesurables et bornée, on a donc f;, € L= C L2 c [P,

On peut donc prendre f = f,, dans (6.69), on obtient ffngdm =T(f,) et donc, en notant B, = {|g| < n} :
L lglTdm = T(fu) <IITllwryllfullp-

n

Comme ||fn||5 = IB,, |g|p(q’1)dm = IBn |g|9dm, on en déduit :

1

(fB Igl9dm)T < [Tl oy (6.10)
n

On remarque maintenant que |g|7 1g, T 1gl1 quand n — +o0. On peut donc appliquer le théoréme de convergence

monotone a la suite (|g]91p, )uen, I'inégalité (6.70) donne alors :

1
([ lgttdm)? <l
On adonc g € £1 (et g € L1 en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L7) et ligllg < I TllLey-

Cas p = 1. Dans ce cas, on a g = co. On confond aussi g avec I’un de ses représentants, de sorte que g € £2.0n
pose maintenant A = {|g| > ”T”(Ll)’} et f =sgn(g)1a. La fonction f est donc étagée etona f € L= C £2crl.

On obtient alors, avec (6.69) :
fA lgldm = ffgdm = T(F) < Tl iyl = [Tl (m(A)). ©671)

Or, si m(A) > 0, on a (par la définition de A), IA |gldm > ||T||(L1),m(A), en contradiction avec (6.71). On a
donc m(A) = 0, ce qui donne g € L= (et g € L™ en confondant g avec sa classe d’équivalence dans L™) et
lIgllco <IITll(L1y-

(d) Si f € LP, montrer que f, = f 1<) € L2. En déduire que il existe g € L1 t.q. T(f) = ffgdm, pour tout
f elr.

Corrigé — La fonction g recherchée est, bien siir, celle trouvée dans les questions précédentes.

Soit f € LP. On confond f avec I'un de ses représentants, de sorte que f € LP. Pour n € N, on pose fy, = f1{|f|<n)-

La fonction f;, est donc mesurable (comme produit de fonctions mesurables) et bornée, donc f,, € L= c £2. On
peut donc prendre f = f,, dans (6.69), on obtient :

T(fy) = angdm pour tout n € N. (6.72)
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Le théoreme de convergence dominée dans LP (théoréme 6.9) donne que f,, — f dans LP quand n — +oo (la suite
(fy1)nen converge bien p.p. vers f et est dominée par |f| € LP). Comme T € (LP)’, on a donc T(f,,) — T(f) quand
1 — +oo. D’autre part, comme ¢ € L9, on a Ifngdm — ffgdm quand n — +oo (en effet, I’inégalité de Holder

donne |_[fngdm - Ifgdml <Ifu = flpliglly)- On déduit donc de (6.72), quand 7 — +co, que T(f) = Ifgdm.

2. On considére maintenant le cas ot m(E) = +00. Comme m est o-finie, on peut écrire E = U A,,avec An C A,

neN
et m(A,)<+oo.Onnote T, ={AeT,ACA,},m, = my, et L"(m,) = Lg(A,, T, m,) (r = p ou q).

(a) Soit 1 € N. Pour f € LP(m,,), on pose T,(f) = T(f) avec f = f p.p. sur A, et f = 0 p.p. sur (A,,)°. Montrer
que T, € (LP(m,,))" et qu’il existe g,, € LY(m,,) t.q. :

T.(f) = ffgndmnt Vf eLF(m,).

Corrigé — On a déja vu que T), est une tribu sur A, (tribu trace) et que m1,, est une mesure sur T;, (mesure trace,
voir I’exercice 2.17 par exemple).

Attention ici aussi a la confusion de notations entre T}, tribu et T,, forme linéaire sur LP (m1,,).

La définition de T), est cohérente car, si f € LP(m,,), on confond f avec I’'un de ses représentants et la fonction
f estalors p.p. égale a f prolongée par 0 hors de A, qui est bien un élément de £P. On a donc f € LP (avec la

confusion habituelle) et T(f) est bien défini (il ne dépend du représentant choisi dans la classe de f).
On remarque aussi que T}, est linéaire et que, pour f € LP(m,,),
T (O = ITAHI < ITleylfliee = ITlwey I e om,,)-

Donc, T, € (LP(m,,)) et I TulliLe (m,)y < IITllLpy - Comme my,(Ay) = m(Ay) < oo, on peut alors utiliser la
premiere partie, elle donne qu’il existe g, € L1(m,;) t.q. :

(1) = [ Sgudma, 45 € 1P
La premiere partie donne aussi :
NgnllLa(m,) < I Taullwr (m,)y < NTlwe myy- (6.73)
On utilise (g,),en dans les questions suivantes.
(b) Montrer que si m > n, g, = g, p-p. sur A,,.

Corrigé — Soit f € LP = AC%(E, T,m) t.q. f = 0 p.p. sur Af,. On note f,, la restriction de f a A, et f;, la
restriction de f a A;,;. En confondant, comme d’habitude, un élément de LP avec I’un de ses représentants, on a
fn € LP(my), fi € LP (my,) et Ty(fy) = Tu(fin) = T(f). Donc,

angndmn = jfmgrndmm-

Comme f,, = f;; = f sur A, et que m1,, est aussi la restriction de 1, sur A,,, on a donc :

an(gn —gm)dmy = 0.

En prenant f = sign(g, — 8m){g, =g} Sur Ay et f =0 sur AS, (on a ici choisi des représentants pour g;, et g;,),
on en déduit g, = gy, Mmy-p.p. sur Ay, c’est-a-dire g, = gy, p.p. sur Ay, car m,, est la restriction de m sur A, (p.p.
est alors pris au sens m-p.p.).

(c) On définit g: E — R par g = g, sur A,,.
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i. Montrer que g € LY(E). (Distinguer les cas g < +oo et g = +00.)

Corrigé —  Plus précisément, on peut choisir, pour tout 7 € N un représentant de g, de maniere a avoir g, = g,
sur tout A, pour m > n. On peut alors définir ¢ : E — R par ¢ = g;, sur A,,. La fonction g est mesurable de E
dans R (car g, est mesurable de A;, dans R).

Cas p > 1. (c’est-a-dire g < o). Dans ce cas, on remarque que f,, T |g| quand n — +oo avec h,, défini par
hy, = 1g,| sur Ay, et hy, = 0 sur A Le théoreme de convergence monotone donne alors :

Adm= li Tdm = li q
J-Igl dm nngfhndnl ,,ngj|g”| dmy,.

Comme flgn|qdmn < ”T”?LP)’ (d’apres 6.73), on en déduit que g € L7 (et ||gll; < [IT||(Lr))- Donc, g € LT (en
confondant g avec sa classe).
Cas p = 1. (c’est-a-dire q = c0). Dans ce cas, on a, par (6.73), ||gll = (1, < ”T”(Ll)' pour tout 71 € N.

On en déduit que ||g]|oo < ||T||(L1)/ (car {g > ||T||(L1),} = Unenign > ||T||(L1),}). Donc, g € L* (en confondant
g avec sa classe).

ii. Montrer que T(f) = Jfgdm, pour tout f € LP.

Corrigé —  Soit f € LP, on pose f;, = flA”. D’apres théoréme de convergence dominé dans LP (théoréme 6.9),
ona f;, — f dans LP quand n — +oo. Donc :

T(f,) = T(f) quand 1 — +oo. (6.74)

Or, T(f,) = Ty(hy), ol hy, est la restriction de f;, a A,. On remarque alors que
Tu(hn) = J_gnhndmn = Jgﬂzdm~
Comme g € L9, I'inégalité de Holder donne que fgfndm. - fgfdm quand n — +oo (car Ijgfndm. -

Jefdml <liglglifu = fllp — 0 quand 1 — +o0).
On a donc T(f,) = T, (h,) — Igfdm quand 1 — +oo, ce qui, avec (6.74) donne T(f) = ffgdm.

Exercice 6.44 (Démonstration du théoréme de dualité LP — L7)

Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini : il existe une famille dénombrable (A,,),cn d’ensembles A,, qu’on peut

prendre disjoints deux a deux tels que m(A,) < +oo et E = U A,,. Soient p € [1,+oo[ et T une forme linéaire
neN
continue sur Lﬁ(E, T,m) =1LP.

Partie 1. (Rappel du cours.) On considére d’abord le cas p = 2, montrer qu’il existe un unique g € L? t.q.

T(f) = ffgdm, vV fel?

Partie 2. On s’intéresse maintenant au cas p € [1, 2]

2
1. Soit P, une fonction mesurable de E dans R. Montrer que si p € L, ot r = 7 p p’ alors, pour toute fonction f de

L2, 1a fonction f1 est dans LP.

Montrer qu’il existe une fonction { € L" de la forme : { = Zcxnl A, Q> 0.

neN
Dans toute la suite, 1 désignera une fonction particuliere de la forme précédente.
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2. Déduire des questions précédentes 1’existence d’une unique fonction G € L? t.q., pour toute fonction f de L? t.q.

£EL2,onaT(f):J.f$dm.

1 1
3. Soient p €]1, 2], et g tel que 1_7 + E = 1; on définit les fonctions f,, de E dans R, par :

fu =18 Dg1 g1 1, oug——etB UA (6.75)

(a) Montrer que : V n e N, & eL?.

G
(b) En déduire que g = $ € L. [l est fortement conseillé d’utiliser la continuité de T de LP dans R.)

4. Soient p = 1 et f € L'. On définit : f,, = sgn(g)11p, ot A = {|g| >[I Tl|(ry}-

(a) Montrer que : V n € N, % el

G
(b) En déduire que m(ANB,)=0,VneN,etque g (= $) eL*™.

5. Soient p € [1,2[ et f € L?, on définit f, = f1(r<,)1B,. Montrer que f—l; € L? et que f,, tend vers f dans L. En

déduire que il existe g € L9 t.q. T(f) = jfgdm, Y felPl.

Partie 3. On s’intéresse maintenant au cas p > 2, et on suppose ici que T > 0, i.e. T(f) > 0 pour toute fonction
f=0p.p. Soitqtelque%+%: 1.
1. On suppose dans cette question que la forme linéaire T est, de plus, continue pour la norme ||.||;1.

(a) Montrer qu’il existe g € L* t.q. T(f) = Jfgdm pour toute fonction f € L' NLP.

(b) Montrer que g € L9. [On pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 3 de la partie 2].

(c) En déduire qu’il existe g € LY t.q. T(f) = J-fgdm pour toute fonction f € L? et que ||g]lra = [[T|1py. [On
pourra utiliser un raisonnement similaire a celui de la question 5 de la partie 2].

2. On suppose ici qu’il existe une suite (T,,),cny de formes linéaires sur LP vérifiant les quatre propriétés suivantes :

V fell;f>0, 0<T,(f)< (f) (6.76)
V fell;f>0, T,(f)<T,. (6.77)
YV felP;f>0, <nffdm (6.78)
V felP;f>0, T,(f)converge vers T(f) lorsque n tend vers + co. (6.79)

(a) Montrer que, pour tout n € N, il existe g, € L1 tel que T,(f) = j gnfdm, pour tout f € LP. Montrer que
lIgnllLa < IITlley
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(b) Montrer que, pourtout n € N, 0 < g, <np.p.et g, < gu+1 pP-P--
(c) Montrer qu’il existe g € L9 t.q. T(f) = fgfdm, pour toute fonction f € LP.

3. Soit T,, I’application de L? dans R définie par :

SifelPetf>0, T,(f)= _inf (T((p)+nj(f—(p)dm),

@eLP,0<@<f
si f € LP est quelconque, T, (f) =T, (f7)—T.(f")
Montrer que T,, vérifie les propriétés (1) a (4).
4. Montrer que T,, est linéaire .

5. En déduire que, pour toute forme linéaire continue positive T sur LP, il existe une fonction g de L7 t.q. T(f) =

[ rsim.

6. Montrer que, pour toute forme linéaire continue T sur LP, il existe une fonction g de LY t.q. T(f) = J fgdm.

[Décomposer T en une partie positive et une partie négative].

6.5.4 Convergence faible, faible-=, étroite, en loi...

Exercice 6.45 (Convergence faible et convergence des normes = convergence forte) Soient (E, T, 1) un espace
mesuré, (f,)en C L2 = L2(E, T, m) et f € L? t.q. 1a suite (f,,),en tende faiblement vers f dans L2, ¢’est-a-dire :
| fapdm — [ fpdm pour toute fonction ¢ € L2,

1. Montrer que [|f [l < liminf, o Il

Corrigé — Comme f;, — f faiblement vers f dans L? (quand 1 — +co) et que f € L?, ona :

anfdm — szdm = ||f||% quand 1 — +o0.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne I fufdm <|/fyll2|lf]l2. On en déduit, en faisant tendre n vers I’infini :

||f||% =limy 400 ffnfdm =liminfy, jfnfdm <liminf, o llfull21lf1l2
=Ifll2 liminf, 1 ol full2,

etdonc [|f|lz < liminfy, oo [|full2.
2. On suppose de plus que ||f, > — ||fl, lorsque 1 — +oco. Montrer que la suite (f,),en tend vers f dans L2.

Corrigé —  On remarque que ||f, = fI13 = (fu = f/fu = )2 = Ifull3 + 11113 = 2 fufdm. On a l|fyll3 — lIfI3 et,

comme f;,, — f faiblement dans L2, on a aussi ff”fdm N ffzdm = ||f||%, quand 7 — +c0. On en déduit donc que
lfi = fll2 = 0 quand n — +oo.

Exercice 6.46 (Convergence faible) Soit (E, T, m) un espace mesuré o—fini. Pour 1 < r < oo, on note L" I’espace

Li(E, T,m). Soit 1 <p <ocoetq=p/(p—1).Soit (f,),eny CLP et f € LP.

1. Montrer que f, — f faiblement dans L? quand 1 — +co (voir la définition 6.80) si et seulement si

J.fngdeJ.fgdm, Vg el (6.80)
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Corrigé — Le cours (théoreme de dualité 6.70 page 227) donne que {(pg, g € L} = (LP)’, avec ¢g défini par
Pe(f)= I fgdm (pour f € LP). Ceci donne bien le résultat demandé (c’est-a-dire : f,, — f faiblement dans LP si et
seulement si g (fy;) — @g(f) pour tout g € LY).

2. Montrer que ||f]|, <liminf, . [Ifullp si f, — f faiblement dans LP, quand n — +oo. [Utiliser (6.80) avec un
choix convenable de g.]

Corrigé —  Soient (f;)nen C LP et f € LP t.q. f;, — f faiblement dans LP, quand # — +oco. On confond f avec I’un
de ses représentant et on pose g = |f |P -1 sign(f). La fonction est mesurable (comme produit de fonctions mesurables).
On a aussi g € £4 et, comme g(p — 1) = p, IIgIIZ = ||f||§. On en déduit, par I’inégalité de Holder :

1-1
[ susam <yl =gl [ 17Pam' 5.
Quand n — +oc0, on obtient :
1
) _ _ .. p 1-+
[vrpam= [ rgam= tim_ [ fugam<timintisiy( [ 1ream'7,

etdonc ||f]lp < liminfy, 4o llfullp-

On suppose dans les questions suivantes (questions 3 a 7) que :

m(E) < oo, f, = f pp., ACtq. [Ifull, <C, VneN, (6.81)
3. On suppose, dans cette question, que p > 1.

(a) Soit N € Net g € LY t.q. g = 0 p.p. sur E; avec Ex = (,sn{x € E; |f,,(x) — f(x)| < 1}. Montrer que
ffngdm - ffgdm, quand n — +oo.

Corrigé — Pour définir Eny, on a, comme d’habitude, confondu les fonctions f;, et f avec 1’un de leurs représen-
tants.

On remarque que g(f, — f) — 0 p.p. et que, pour 1 > N, |g(f,,— f)| < |g| p-p.. Comme g € L9 c L! (car m(E) < o0),
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne que g(f,, — f) — 0 dans L! et donc :

jgfndm—> Jgfdm, quand 71 — +o0.

(b) Montrer que f, — f faiblement dans L. [Pour g € L, introduire gy = g1g, -]

Corrigé —  Soit g € L (on confond g avec I'un de ses représentants). On pose g = g1, avec EN = [),;>N{x €
E; |fu(x)— f(x)] < 1}. On a alors :

angdm—ffgdm = jfn(g—gN)dm+Jﬁngdm
—fngdM+Jf(gN - g)dm.

Comme gN — g p.p- quand N — oo (car f;, — f p.p. quand 1 — +00), et que |gn| < |g| p.p. (pour tout N), on
peut appliquer le théoréme de convergence dominée dans LY (théoreme 6.9) car g € L7 et g < co (on a besoin ici
de I’hypothese p > 1). Il donne :

(6.82)

gN — g dans LY, quand N — co. (6.83)
Soit & > 0. En utilisant I'inégalité de Holder, I’hypothese ||f,[l, < C et (6.83), on peut donc choisir N t.q. :

| foten = ghdm < flplon - gl < Cllon =gl < (6.84)
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pour tout n € Net :

| rten-gimt < rlpllan -l < (65)
Puis, N étant fixé, la question précédente nous donne, quand n — +oo,
[ fugim = | fonan.
Il existe donc n(e) t.q.
nZn(s):>|jfngNdm—jngdm|£s. (6.86)

Avec (6.84), (6.85) et (6.86), on déduit alors de (6.82) :

nZn(e)2|ffngdm—jfgdm|§3€.

Ce qui prouve bien la convergence faible de f, vers f dans LP.

(c) Donner un exemple avec (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) pour lequel f,, /> f dans LP.

1
Corrigé — On prend f;, = n? 1]0’%[. Onallfyll, =1, fy = 0 p.p. et f, /> 0 dans LP (quand n — +co).

4. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que ||f||; < liminf,_, . ||f,/l;. Donner un exemple avec
(E, T, m) = (]0,1[, B(]0, 1]), A) pour lequel f, /> f faiblement dans L', quand 1 — +co0.

Corrigé — Le fait que ||f]|; <liminf, . ||f,ll1 est une conséquence immédiate du lemme de Fatou, lemme 4.19
(en choisissant des représentants pour f;, et f).

On peut prendre, comme exemple, f;, = nl]o i Onaf, - 0p.p.,|fulll =1et Ifnq)dm —>1#0sip=1)q]
(donc f;, /> 0 faiblement dans L, quand 1 — +00).

5. On suppose, dans cette question, que p > 1 et on prend 1 < r < p. Montrer que f, — f dans L", quand n — +co.
[On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de Vitali pour la suite (g;,)en avec g, = |f,, — f1".]

Corrigé — On pose g, = |f,, — fI". Ona g, — 0 p.p. et, pour tout A € T, on obtient en utilisant I'inégalité de Holder
avec les fonctions g, et 1o et les exposants g et son conjugué :

B i - r 1_r
jAgndm—jAvn £l s(jAvn FIPdm)? (m(A) 5

1_7

<fu = fllp(m(A)) 7.
On en déduit, comme || f[l, < C:
-1
p

Lgndms<c+||f||,,)’<m<A>> ,

d’ou I’on déduit que la suite (g;,),en est équi—intégrable. Le théoreme de Vitali (théoreme 4.50, voir aussi I’exercice
4.29) donne alors que g;, — 0 dans L!, d’oti I’on conclut que f,, — f dans L', quand n — +oo.
6. Pour cette question, on retire dans (6.81) I’hypothese m(E) < co et on suppose que p > 1. Montrer que f,, — f
faiblement dans L?.
Corrigé — 1l suffit ici de reprendre la méme démonstration qu’a la question 3 avec Ey remplacé par Eyy = EN N AN

ol (Ay)pen C Testt.q. ey Ay =E, Ayp1 DAy, pour tout n € N et m(A,;) < oo pour tout 1 € N.

7. Dans cette question, on conserve I’hypothése (6.81) mais on ne suppose plus que f € LP. Montrer que f appartient
nécessairement a LP.
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Corrigé — Le fait que f € LP est une conséquence immédiate du lemme de Fatou (appliqué a la suite (|f,|P);en)-

8. On prend maintenant (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0,1[), A) et on définit f,,, pour n € N par f, = 1 p.p. sur |2k/n, (2k +
1)/n[pourk e N, (2k+1)/n < 1et f,, = -1 p.p. sur |2k —1/n, 2k/n[ pour k € N*, 2k/n < 1. Montrer que f, — 0
faiblement dans LP, pour tout 1 < p < co. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de C([0,1],R) dans L'.]

Corrigé — On se limite a n pair (la démonstration pour 7 impair est similaire). On prend d’abord ¢ € C([0,1],R).

On a alors :
n 1
J‘fnq)dk ijz X)—@(x+— ))dx.

On en déduit :

-5
|Jﬂ,(pdk| < J; lp(x) —@(x + — ! )|dx — 0 quand 1 — +oo. (6.87)

Soit maintenant ¢ € LL. Soit ¢ > 0. Il existe PeC([0,1],R) t.q. [l¢ — Y|l; <& Onaalors:

|jfn(Pd/\| < |J‘fnq)d)\| +|ffn(1l)—(p)d/\| < |f01 fubd A+

Comme 1 € C([0,1],R), on peut utiliser (6.87) (avec { au lieu de ¢). Il existe donc n(e) t.q. UO fudA| < e pour
n > n(e), et donc :

w2 )= [ frpdn <2

ce qui donne bien jf,,q)dk — 0, quand 1 — +oo, pour tout ¢ € L.

On en déduit bien que f,, — 0 faiblement dans LP pour tout 1 < p < oo en utilisant la question 1 et le fait que L9 C L!
pour tout g > 1.

Exercice 6.47 (Borne dans L! = convergence faible)  Soit (f,),ey la suite de fonctions de ]0,1[ dans R
2

définie par f,(x n —n*x)*. On note A la mesure de Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de 0, 1], et
Lp—Lp (]o, 1[B ,A) pour p € [1,+00].

1. Montrer que la suite (f,),en est bornée dans L.

2. Montrer que la suite (f;),cn n’est pas bornée dans LP pour p > 1.

3. Y a-t’il convergence simple, convergence p.p., convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans
L?P (p € [1, +o0]) de la suite (f,,),en (ustifier vos réponses...) ?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ € C([0,1],R), on a an(pdx — @(0). En déduire que la suite (f,),en ne

converge pas faiblement dans L! (utiliser le fait que la mesure de Dirac n’est pas une mesure de densité, cf
exercice 5.1).

Exercice 6.48 (Convergence forte contre convergence faible) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour r € [1,+o0],
on note L" I’espace L (E, T, m).
Soit p € [1, 00 et g ’exposant conjugué de p. Soit (u,,) ey C LP, u € LP, (v;,),eny C L et v € LA,

1. On suppose que u,, — u faiblement dans L? et v,, — v dans L4, quand n — +co. Montrer que u,v, — uv
faiblement dans L', quand 1 — +co.

2. On suppose que p = 1, u,, — u faiblement dans L', v, = v p.p., quand # — +oo0, et qu’il existe C € R t.q., pour
tout nn € N, v,, < C p.p.. Montrer que u,,v,, — uv faiblement dans L', quand 1 — +oco.
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Exercice 6.49 (Convergence faible et non linéarité) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de
10, 1, par L? I’espace Lﬁ(]o, 1[,B(]0,1[), A) et par LP I’espace Q’ﬁ(]O, 1[, B(]0, 1[), A).

1. (Unicité de la limite faible). Soit (u,,),eny € L' et u,v € L1. On suppose que u,, — u faiblement dans L!, quand
1 — +00, (¢’est-a-dire que T(u,,) — T(u) pour toute application T linéaire continue de L' dans R) et que u,, — v
faiblement dans L!.

(a) Montrer que I(u —v)pdA = 0, pour tout ¢ € L.

Corrigé — Soit ¢ € L*. On sait que I’application w +— qu)d)\ est une application T linéaire continue de L!
dans R (voir la section 6.3). On a donc, quand 1 — +o00 :

fu,ﬁbdk — Juq)d)\ et Jun([)d)\ — fvdpdk.

On en déduit bien que fu([)dk = jvq)dk c’est-a-dire j(u -v)pdA =0.

(b) Montrer que u = v p.p.. [Choisir convenablement ¢ dans I’égalité précédente.]

Corrigé —  On choisit des représentants de u et v et on prend ¢ = sign(u—v)1{u = v}. La fonction ¢ est mesurable
(et méme étagée) et bornée, donc ¢ € L= (ou ¢ € L™ avec la confusion habituelle). Ce choix de ¢ dans la question
précédente donne alors ||u —v||; =0 et donc u = v p.p..

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit (v,,),,eny C L* et v € L*. On suppose qu’il existe C > 0 t.q.
[[v4]leo < C pour tout n € N et que v,, — v p.p., quand 1 — +oo.

(a) Montrer que v,, — v dans LP, quand n — +oo, pour tout 1 < p < co.

Corrigé —  Ceci est une conséquence immédiate du théoréme de convergence dominée dans LP (pour 1 < p < oo,
théoreme 6.9). En effet, on a v, — v p.p., |[v,| < Cl)o,1[ p-p- (pour tout n € N) et la fonction C1)o, 1| appartient &
LP.

(b) Donner un exemple pour lequel v,, /> v dans L*°.

Corrigé — 1l suffit de prendre v,, = 1]0 1 (plus précisément, v,, est I’élément de L™ donc 1]0 1 est I’un des
’n ’n

représentants) et v = 0. On a (vy,)en € L, ||vylloo = 1, pour tout n € N, v,, — 0 p.p. et v;; /> 0 dans L*° (quand
n— +00),

(c) Soit (1,,),ey € L et u € L. On suppose que ||u,||oo < C pour tout 1 € N et que u,, — u faiblement dans L',
quand n — +oo. Montrer que Iunvnd)\ — Juvdk, quand n — +oo. [Ecrire v, = v + (v,, — v).]

Corrigé — On remarque que

J-u”v,,dkz junvdk+J-u,,(v,,—v)dX. (6.88)

Comme u,, — u faiblement dans L', ona funvd)\ — fuvd)\, quand 17 — +o0.

Le deuxieme terme de (6.88) tends vers O car |Iun(v,, —v)dA| < luyllollvy — vlli < Cllvy, — vl — 0, quand
n — +oo, car on a montré précédemment que v,, — v dans Ll

On en déduit bien que funvndk — fuvd)», quand 1 — +oc0.

On se donne maintenant une fonction ¢ € C(RR,R).
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3. Soit u € L. Montrer que @ o u € L.

Corrigé — — Comme ¢ € C(R,R), ¢ est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, R étant muni de la
tribu de Borel). On en déduit que @ o u est mesurable comme composée de fonctions mesurables.

— On note M = max{|@(s)], Is| < ||ulle}. On a M < oo (car ¢ est continue sur le compact [—||u]|oo, [[1]lc0]) et
| ou| <M p.p. car |u| < ||ul|oo p-p.- On en déduit que @ ou € L= et || o 1|l <M.
4.SoituelL®etv,weu Montrerque {he L2 ;h=@ovpp)={hel®;h=¢owp.p.}.

Corrigé— Onav =w p.p. et donc @ ov = @ ow p.p., puisque, pour x €]0,1[. u(x) = v(x) implique @(u(x)) =
P(v(x)).
Sih :]0,1[— R, on adonc:

h=@oupp ©h=¢ovpp.,

ce quidonne bien {(h € L ;h=@ovpp}={heL®;h=powp.p].
Grace aux 2 questions précédentes, pour u € L, on pose, siv € u :
@(u)={he L>; h=@ov p.p.}, de sorte que (1) € L*.

On se donne maintenant (1,,),,cy € L. On suppose qu’il existe C > 0 t.q. ||u,]| < C pour tout n € N et qu’il
exiseu e Llet f :]0,1[> R tq.:

— u,, — u faiblement dans L', quand # — +oo,
— ¢(uy) = f p-p., quand 1 — +oo.
Le but de I’exercice est de comparer f et 9(14)
5. Montrer que IfulAd}\l < CA(A) pour tout A € B(]0, 1[). Montrer que u € L* que ||u||o, < C.
Corrigé — Soit A € B(]0, 1]). De I’hypothese ||t loo < C, on déduit :
|JunlAd)\| <lunlleolllally < CA(A). (6.89)

Comme 1, — u faiblement dans L quand 1 — +oc0, on a IunlAd}\ — IulAd}\ quand 1 — +oco0. On déduit donc
de (6.89), quand 1 — +c0 :

IJ-ul AdA| < CA(A). (6.90)

On choisit alors un représentant de u et on prend dans (6.90), A=A, ={u>C}. Si A(A;)>0,0na fulA+d)\ >
CA(A,), en contradiction avec (6.90). Ce qui prouve que A(A,) = 0.

On prend ensuite A = A_ ={u <—-C}. Si A(A_)>0,0ona

|J“1A,d>\| = J‘(fu)lAidX >CMAL),
en contradiction avec (6.90). Ce qui prouve que A(A_) = 0.

On a donc A({|lu] > C}) = MA;) + MA_) = 0. Ce qui donne u € L= et ||ul|, < C.

6. On suppose, dans cette question, que @ est affine (c’est-a-dire qu’il existe «, p € R t.q. ¢(s) = as + p pour tout
s € R). Montrer que f = ¢(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]
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Corrigé —  On rappelle d’abord (voir la section 6.3) que si (wy,)ery € L! et w € L, la suite (wy,),,exy tends vers w
faiblement dans L (quand 1 — +00) si et seulement fwnq)d A— qu)d A pour tout ¢ € L.

Soit ¢ € L, on a j(p(un)([)d)\ = j(aun +B)pdA = (xj Uy GdX + ﬁjc{)d}\. Comme u,, — u faiblement dans L!, on
en déduit que f(p(un)qxi)» - afuq)d)\+ [3[(1)&1)» = f(p(u)(pd)» (quand n — +00). Ceci montre que @(1;,) — @(u)
faiblement dans L! quand 1 — +oo.

On utilise maintenant le fait que @(u;,) — f p.p.. En notant M = max{|¢(s)|, |s| < C}, on a M < oo et |p(u,,)] <M

p.p. (car |u,| < C p.p.) pour tout n € N. On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée (car les
fonctions constantes sont intégrables, sur (]0,1[,8(]0,1[),A)). Il donne f € L! et ¢(u,) — f dans L! quand

n — +oo0. On en déduit alors aussi que (1) — f faiblement dans L! quand 1 — +oo (il suffit de remarquer que
Ifg(un)({)d)\— ffc[)d)‘l <llp(un) = fll1ll$pllc — 0, quand 1 — +co, pour tout ¢ € L*).

Par la question 1 (unicité de la limite faible), on peut donc conclure que f = @(u) p.p..

7. On suppose, dans cette question, que @ est injective. Montrer qu’il existe v € L* t.q. u,, — v p.p. quand 1 — +oco.
En déduire que v = u et f = @(u) p.p..

Corrigé — Pour chaque n € N, on choisit un représentant de u,,, encore noté u,,. Comme |u,| < C p.p. (pour tout
neN) et @(uy) — f p.p., il existe A € B(]0,1[) t.q. M(A) = 0, |uy(x)| < C, pour tout x € A et tout n € N, et
@(u,(x)) = f(x), quand n — +oo, pour tout x € A€.

Soit x € A°. La suite (1,,(x)),en est incluse dans le compact [-C, C]. Soit a une valeur d’adhérence de cette suite
(c’est-a-dire la limite d’une sous—suite convergente). Par continuité de ¢, ¢(a) est alors une valeur d’adhérence
de de la suite (@(u;,(x)))nen- Or, la suite (@(u,(x)))en converge vers f(x). Donc, @(a) = f(x). Comme ¢ est
injective, ceci montre que la suite (u,(x)),ecn n’a qu’une seule valeur d’adhérence et donc qu’elle est convergente
(on rappelle qu’une suite dans un compact, qui n’a qu’une seule valeur d’adhérence, est convergente). On pose alors
v(x) = limy 4 oo ty(%).

On a ainsi défini v p.p. (car A(A) = 0), et on a 1;, — v p.p.. On a aussi obtenu que @(v) = f p.p. (car @(v(x)) = f(x)
pour tout x € A°). N

Comme |u,| < C p.p. (pour tout 1), le théoreme de convergence dominée donne que u, — v dans L! (quand
# — +00). On en déduit, comme 2 la question précédente, que 1, — v faiblement dans L. La question 1 (unicité de
la limite faible) donne alors u = v p.p..

Enfin, on a déja montré que @(v) = f p.p. et donc @(u) = f p.p..

8. (Astuce de Minty pour passer a la limite sur les non linéarités) On suppose, dans cette question, que ¢ est
croissante.

(a) Soit v € L. Montrer que J( f—@@))(u—v)dX > 0. [Utiliser la croissance de ¢ et la question 2 (c).]
Corrigé — Soit v € L®°. Comme ¢ est croissante, on a (g(un) —g(v))(un —v) > 0 p.p. et donc j(g(un) -
g(v))(un —v)d\ > 0.

On remarque maintenant que :

= (p(un) = 9(v)) = (f — ¢(v)) p-p. (quand 1 — +00) et [lp(uy) - (v)llc <My +M; (pour tout 1) avec
M; = max{|p(s)], [s| < C} et My = max{|@(s)], Is| < [[v]leo} (pour tout n).
— (1, —v) = (1 — ) faiblement dans L (quand n — +c0) et ||, = V]|co < C + [|V]lco-

On peut utiliser la question 2 (c) et en déduire que j(cp(un) - o) (uy —v)dA — f(f —@(v))(u —v)dA quand
1 — +oo et donc : B B o

f(f — () (u—v)dA > 0.
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(b) Soit w € L*. Montrer que I(f —@(u))wdA < 0. [Utiliser la question précédente avec v = u + (1/n)w.]
Corrigé — La question précédente avec v = 1 + (1/n)w donne :
J-(f —pu+ %w))wdk <0.

Comme ¢ est continue, on a @(u + %w) — @(u) p.p. quand 17 — +oo. On a aussi |Q(u + %w)l <M p.p., pour
tout n € N, avec M = max{|@(s)], |s| < [[¢]leo + [lW|lw}. Le théoréme de convergence dominée donne alors
(f —o(u+ %w)) — (f —(u)) dans L!, quand # — +o0, et donc, comme w € L™ :

f(f —p(u+ %w))wdx - f(f - @(u))wdX.
On en déduit que I(f —g(u))wdk <0.

(c) Montrer que f = ¢@(u) p.p..
Corrigé — On choisit des représentants de f et g(u) et on pose
w =sign(f = @)1 fap(u)-

La question précédente donne alors, avec ce choix de w, ||f — ¢@(u)||; = 0 et donc f = @(u) p.p..

9. On définit u,,, pour n € N, par u,, = 1 p.p. sur |2k/2n,(2k + 1)/2n[ pour k € {0,...,n—1}, et u,, = —1 p.p. sur
12k —1/2n,2k/2n[ pour k € {1,...,n}.

(a) Montrer que junqm)\ — 0, quand 1 — +o0, pour tout ¢ € C([0,1],R).
Corrigé — Cette question et la suivante ont déja faites dans I’exercice 6.46. On reprend la méme démonstration.

Soit ¢ € C([0,1],R). On a:

funqu = ];ﬁ (P(x) = plx + ).
On en déduit, grace a la continuité uniforme de ¢ :
1—%11 1
|Junq)d)\| SJ [d(x) — d(x+ E)|dx—>0quandn—>+oo. (6.91)
0

(b) Montrer que u, — 0 faiblement dans L!, quand 1 — +co. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0,1],R) dans L'.] Montrer que u,, /> 0 dans L', quand 1 — +co.

Corrigé —  Soit ¢ € L. Soit e > 0. Il existe PeC([0,1],R) t.q. [l —Y|l; <& Onaalors:

|jun¢dx| < |fun¢dx| + |jun<np—¢>dM < |fol |+ e

Comme { € C([0,1],IR), on peut utiliser la question précédente. Il existe donc n(¢) t.q. |f01 uy PdA| < € pour
n > n(e), et donc :

n>n(e) = |jun¢dk| < 2e

Ceci donne que fu,,cl)dA — 0, quand 1 — +oo, pour tout ¢ € Ll
On en déduit bien que 1, — 0 faiblement dans L! carL® cL!.

D’autre part, 11, /> 0 dans L1, quand 7 — +oo, car ||u,,||; = 1 pour tout 1 € N.
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(c) Donner un exemple de fonction ¢ € C(IR,R) pour lequel ¢(u,,) — f p.p. et f = @(0) p.p.. (et donc ¢ n’est pas
croissante et n’est pas injective). - -

Corrigé — 11 suffit de prendre ¢(s) = 52 pour tout s € R. On a alors @(u,) = 1 p.p. pour tout n € N et donc
Pluy) — f p.p- avec f =1 p.p. alors que 9(0) =0p.p.-

(d) Donner un exemple de fonction ¢ € C(RR,R) croissante pour lequel @(11,) — f p.p. (et donc f = @(0) p.p., par
la question 8, et ¢ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)). -

Corrigé — 11 suffit de prendre @(s) = 0 pour tout s € R. On a alors @(u,) = 0 p.p. pour tout n € N et donc
p(uy) — f p.p.avec f = ¢(0)=0p.p..

Exercice 6.50 (Convergences faible et forte dans L!) Soit (X, T, ) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 0], on
note LP I’espace L%(X, T, m). Soit (f,)uen C LY, f € L! et C € R. On suppose que

~ fu — f faiblement dans L!, quand 1 — +co (c’est-a-dire que angdm — Jfgdm pour tout g € L®).
— Pourtoutn e N, f, > C p.p..
1. Montrer que f > C p.p..

Corrigé — Comme d’habitude, on choisit des représentants pour f et f,,, n € N. On pose ¢ = 1 avec A = {f < C}.
Comme g € L*®, on a

fﬁlgdm — ffgdm, quand 1 — +co. (6.92)

Mais, comme f,, > C p.p., ona jfngdm = jA fudm > Cm(A). on en déduit, grace a (6.92),

jAfdm = ffg > Cm(A) = JACdm.

On a donc j(C —f)1adm <0.Comme (C— f)1a >0, on a donc nécessairement (C— f)1 o = 0 p.p.. Enfin, comme
f <Csur A, on adonc m(A) = 0. Ce qui donne f > C p.p..

2. On suppose maintenant que f = C p.p..
Montrer que f,, — f dans L! (c’est-a-dire lim,,_, o ||f,, — fll1 = 0).

Corrigé — En prenant g =1x,ona jfndm — ffdm, quand 1 — +c0. On remarque maintenant que f,, > C = f
p.p.- On a donc

Ufu— fll = j|fn ~ Fldm = j(fn ~ f)dm — 0, quand 1 — +oo.

Exercice 6.51 (Convergence faible = convergence forte, dans /1)

On pose
1% = {x = (xy)nen C R; sup{|x,|, n € N} < oo},
I'= {x = (xu)nen CR; Y520 x| < oo},

Pour x = (x,) ey € [*° on pose ||x||o = sup{|x,|, n € N}.

Pour x = (x,)yen € ' on pose [[xll; = X5 b, -

1. Montrer que [* et ! sont des espaces de Banach.
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2. So0it Y = (Yn)nen €17
On définit T, : I' — R par

(o)

T)(x) = anyn, Vxell.

n=0
(Remarquer que la série ) ., x,,, est bien convergente, pour tout x € 1)
Montrer que T, € (I')’, et que || T, [| 1y = [[9llco-
. 1\, Iy : e —
3.S0it T € (I")’". Montrer qu’il existe y € I tel que T =T,
[On pourra poser v, = T(e™), avec el = = (Op,i)ien-]
4. Soit (x("),cny € 1! une suite telle que
i) x(" = (xgn)),-eN, xgn) — 0, quand 1 — oo, pour tout i € N.
ii) [Jx"]|; =1, pour tout € N.
a. Montrer que 1’on peut extraire de la suite (x(")),,cy une sous suite (x("¥)), .y et trouver une suite (ot )xeyy € N
telles que :

o
(”k 1 nk 3
Qg < e, Z|xi 5 Z lx; | > 3
i=0 o+l

i=

- 1
P E = VkeN,
Ogy1+1

b. Montrer qu’il existe y € [*° telle que Ty(x(”k)) 5 , pour tout k € N ((x("¥)) oy donnée en a.).

i=

5. Soient (x("),,cny € 1! et x € I'. Montrer que x(") — x faiblement dans I! (c’est-a-dire T(x")) — T(x) pour tout
T € (I')) si et seulement si x(") — x dans .

Exercice 6.52 (Convergence étroite de mesures) Soit (11,,),cn une suite de mesures finies sur 3(R) (on rap-
pelle que “m,, finie” signifie que “m,,(R) < c0”) et m une mesure finie sur 5(R). On rappelle que C,(R,R) C
K]}Q(R,B(R), m,), pour tout 1 € N, et que C,(R,R) C LﬁQ(R,B(R), m).

On suppose que :
jgdm,1 — Jgdm, pour tout g € Cy(R, R).

Soit f € C(R,R). On ne suppose pas que f est bornée, mais on suppose que f € K%R(R, B(R), m,,) pour tout n € N.
1. On pose a = sup,,y 7, (R). Montrer que a < oo.

Corrigé — La fonction constante et égale a 1 appartient a Cy (R, R). L’hypothese donne donc m,,(R) — m(R), quand
n — +o0. La suite (m,(R)),en est donc bornée (car convergente dans R). Ce qui donne « < oo.

2. On suppose, dans cette question, que :

—supj|f|2dmn < oo.

neN

(a) Soit @ une fonction continue de R dans R, a support compact et t.q. 0 < @(x) < 1 pour tout x € R. Montrer
qu’il existe C € R, ne dépendant que de « et  (définis ci-dessus), t.q. :

[vrtpam<c
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Corrigé — En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

1 1
J|f|(pdm,, < (ffzdmn)i(f@zdmn)i <p
Comme |f|p € C.(R,R) C Cy(RR,R), I’hypothese donne

[ vrtodm= tim_ [ irigdm,

1
On déduit donc de la majoration précédente que II flodm < (af)?.

N=
Nl

my(R)? < (ap)?.

(b) Montrer que f € Eﬁg(R,B (R), m).

Corrigé — On définit @1 en posant :

Q1(x)=1,si0<x<1,
P1(x)=2-x,sil<x<2,
@1(x)=0,si2<x,

(x)

Puis, pour p > 2, ¢, (x) = (pl(%) pour x € R.

1 . .
La question précédente donne fl flopdm < (ap)? pour tout p > 1. Comme la suite (¢p),>1 converge simplement
et en croissant vers la fonction constante égale a 1, le théoreme de convergence monotone donne que f| fldm <

(oc[i)% et donc que f € LIIR(R,B(R),m).

(c) Montrer que ffdmn - dem, quand n — +oo.

Corrigé —  On utilise encore la suite (@p)p>1 définie & la question précédente et on remarque que, pour tout
p=>1,

([ sama= [ rami< 110 - gpdmys [ 1710 - gp)im
o0 [ fopdm~ [ Fopanl

Soit €> 0. Pour tout p > 1, on a|f|(1 —¢@p) <|f] p.p.. Comme (1 —¢,) > O p.p.et f € LIE(R,B(R),m), on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne J [f1(1 —(pp)d m — 0 quand p — oo. Il existe donc pg > 1
t.q.

(6.93)

P2 po :»f|f|(1—cpp)dmsa

En utilisant encore le théoreme de convergence dominée (les constantes étant intégrables pour la mesure 1), il
existe aussi p; > 1 t.q.

p=p = ﬁj(l —pldm <€

On choisit maintenant p = max(po, p1). Comme (1 — ;) € Cy(R,R), on a donc I(l —Qpldmy — j(l —@p)dm
quand n — +o0. Il existe donc ng t.q.

w2 = (1= gp)dm, <2

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que (1 — cpp)2 < (1 -¢p), on en déduit, pour n > ng,

jlfl(l — gp)dry < ﬁ(f(l — pp)dmy)E <t
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Enfin, comme f ¢, € Cy(R,R), ona If(ppdm” — jf(ppdm quand n — +oo. Il existe donc 17 t.q.

nzmnp = |Jf(demn *J-f(de”ﬂ <e

Finalement, avec ce choix de p = max(pg, p1), on déduit donc de (6.93) que
n > max(ng,ny) = |demn - dem| < 3e.

Ceci prouve bien que J-fdm,, - dem, quand 17 — +oo.

3. On ne suppose plus que sup J |f|2dmn < oo.
neN

Montrer (en choisissant convenablement (m1,,) e, 7 et f) que I’on peut avoir f & LﬁR(R, B(R),m).

Corrigé — On peut prendre, par exemple, mg = 0 et, pour n > 1, m,, = Zzl #Bp (ot o est la masse de Dirac en

p). On prend f définie par f(x) = x pour tout x € R. Les hypothéses sur la suite (#1,,),,cn et m sont bien vérifiées avec
m=Y 50 5 Op

On abien f € L3 (R, B(R), m,) C LL (R, B(R), m,,) pour tout n € N mais f & L} (R, B(R), m).

Exercice 6.53 (Convergence faible et convexité) Dans cet exercice (E, T,m) est un espace mesuré et on suppose
que la mesure m est g—finie.. Pour tout 1 < r < oo, on note L” 1’espace L' (E, T, m) (et L" I’espace L"(E, T, m)). Soit
1 < p < o0, (4y),en une suite bornée de LP et u € L t.q. u,, — u faiblement dans L? quand n — +co (on rappelle

que ceci signifie T(u,,) — T(u), quand n — +oo, pour tout T dans (LP)’, ¢’est-a-dire dans le dual topologique de
LP).

1.Onposer=p/(p—1)sip>1etr=oo,sip=1. Montrer que, pour toutv e L" :

funvdm — J‘uvdm.

Corrigé — Soit v € L". Pour tout w € LP, on pose T(w) = Jwvdm. Comme cela a été vu en cours, I’inégalité de
Holder (proposition 6.26) donne que T € (LP)’, on a donc T(u) = lim;_, 400 T(14,).

Soit @ € C!(R,R). On suppose que @ est strictement convexe (ce qui est équivalent a dire que ¢’ est strictement
croissante).
2. Soit a € R. Pour x € R, on pose h,(x) = @(x) — @(a) — ¢’(a)(x — a).
(a) Montrer que h,(x) > 0 si x = a.
Corrigé —  Soit x # a. Le théoréme des accroissements finis donne qu’il existe y €a, x[, si x > a, ou y €]x, a[, si
x <a,tq. p(x)—@(a) = @’ (y)(x —a). On a donc h,(x) = (¢'(v) — ¢’ (a))(x —a) > 0.
(b) Montrer que h, est décroissante sur | — oo, a[ et croissante sur g, co(.

Corrigé — La fonction h, est de classe C! et, pour tout x € R, on a h/y(x) = @’ (x) — ¢’(a). on a donc h,(x) < 0 si
x<aethy(x)>0six>a.
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Soit 1 < g < co. On suppose maintenant que la suite (@(u;,,)),en est bornée dans L7 et qu’elle converge faiblement
dans L9, quand n — +co, vers une (classe de) fonction(s) ¢ € L1.

Précision de notation : On choisit un représentant pour u,,.. On désigne alors par @(u,,) la fonction (de E dans R)
x — @(u,(x)). Cette fonction est supposée étre dans L7 et on I’identifie, comme d’habitude, avec I’élément de
L7 qu’elle représente.
Pour 1 € N, on pose fy = [@(1t,) ~ @(1t) — ¢’ (1) (11, ~ )]
Précision de notation : Ici aussi, pour définir f,,, on choisit un représentant pour . On désigne alors par (1) et
@’ (u) les fonctions x — @(u(x)) et x — @’ (u(x)).

3. Soitk e R} et Be T t.q. m(B) < co. On pose Ay = {|u| < k} (c’est-a-dire A = {x € E t.q. |u(x)| < k}.

Montrer que anlAledm — j(@— @(u))1 4, 1gdm, quand n — +oo.

Corrigé — la fonction ¢’ est continue sur R. Elle est donc bornée sur [—k, k]. On en déduit que (p’(u)lAk eL™.
Comme m(B) < oo, on a donc cp’(u)lAklg € L7 pour tout r € [1,00] en en particulier si r est le conjugué de p
(c’est-a-dire r = p/(p—1)sip > 1 et r = oo, si p =1). La question 1 donne donc :

j@’(“)lAle(”rz —u)dm — 0, quand n — +o0.
Puis, comme ¢(u;,) — @ faiblement dans L7 et que 1A, 1 € L" ot r est maintenant le conjugué de g, on a aussi :

J(p(un)lAledm — J-@lAledm, quand 17 — +oo.

Enfin, on remarque que (1)1, 1p € L! (car m(B) < o et ¢ bornée sur [k, k]). Ce qui donne finalement que
fula, 1 € L! pour tout n € N et que jfnlAklgdm — I(@— @(u))1a, 1gdm, quand n — +oo.

4. Montrer ¢ > @(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]

Corrigé — La question 2(a) donne que f,; > 0 p.p.. On a donc, griace a la question 3, avec les notations de la
question 3 :

j(@—(p(u))lAledmZO, (6.94)
pour tout k € R} et tout B € T t.q. m(B) < co.
On va déduire de (6.94) que @ > ¢(u) p.p.. Pour cela, On choisit des représentants de u et ¢ et on pose N =
{@—@(u) <0} = {x € B; 9(x) — p(u(x)) < 0}.
Comme m est o—finie, il existe une suite (Ep)pen- C T t.q. E = UpeN* Ep, m(Ep) < oo et Ey C Epyq pour tout
p € N*. Comme u prend ses valeurs dans R, on a donc aussi E = J,en+(Ep N Ap) et finalement N = U ey« N,
avec N, =NNE, NA).
Soit p € N, on prend k = p et B = E, N N dans (6.94), de sorte que Ay "B =A, NE, NN = N,. Comme
@ — @(u) <0 sur Np, on obtient que (¢ — (p(u))le = 0 p.p. et donc m(Ny) = 0. Comme N = UpeN* Np,ona
finalement m(N) = 0 et donc ¢ > @(u) p.p..

On suppose maintenant que @ = @(u) p.p..
5. Soit Be T t.q. m(B) < 00, k € R% et Ay = {|lu| < k}. Montrer que (f,,),en admet une sous—suite convergeant p.p.
vers 0 sur Ay N B.
Corrigé — La question 2(a) donne f,, > 0 p.p. (pour tout 1) et la question 3 donne que f; 1A, g = fu1a, 1B € L
et |lfula 1Bl = IfnlAk 1gdm — 0, quand n — +o0. D’aprés la réciproque partielle de convergence dominée

(théoreme 4.48), 1a suite (f;; 14, 15)yen admet donc une sous—suite convergeant p.p. vers 0. Autrement dit, il existe
une application strictement croissante { de N dans N t.q. ( fq;(n))neN converge p.p. vers 0 sur Ay N B.
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6. (Question plus difficile.) Montrer que (f,,),cn admet une sous—suite convergeant p.p. vers 0 sur E. [Utiliser le fait
que la mesure m est o—finie et un procédé diagonal.]

Corrigé -~ On reprend la suite (Ep),en+ introduite & la question 4 (c’est-a-dire (Ep)pen+ C T t.q. E = UpeN* Ep,
m(Ep) <coetE, C Epyq pour tout p € N¥).

La question 5 donne que pour tout p € N, la suite (f; ),y admet une sous—suite convergeant p.p. vers 0 sur A, N Ep,.
Plus précisément, le raisonnement de la question 5 donne que de toute sous—suite de la suite (f;;),,eN On peut extraire
une sous—suite convergeant p.p. vers 0 sur A, N E,. Comme E = UpeN*(Ap N Ep), le procédé diagonal va nous
permettre ci aprés de construire une sous—suite de la suite ( f;,) ey convergeant p.p. vers 0 sur E.

Dans une premiere étape, on montre par récurrence 1’existence d’une suite d’applications strictement croissantes
(bp)penr de N dans N t.q., pour tout p € N*, la suite (fl,blo...otpp(n))nGN converge p.p. vers 0 sur Ay NE;.

Lexistence de iy découle de de la question 5 avec k = 1 et B = E;. Puis, pour p > 1, en supposant {1,..., P,
construits, on utilise le raisonnement de la question 5 avec la suite (fq)1 o“_c,%(n))neN, k=p+letB= Ep+1.On
obtient I’existence d’une application strictement croissante ;41 de N dans N t.q. la suite ( fll)lo---OlPIH,l(n))HEN
converge p.p. vers 0 sur Ap1 NEp 1. Ce qui termine la récurrence.

La deuxieéme étape (procédé diagonal) consiste a définir \p de N dans N en posant

P(n) =Py o...0Py,(n), pour n e N.
La fonction 1 est strictement croissante de N dans N et on va montrer que la suite ( pr(n))neN converge p.p. vers 0
(sur E). En effet, soit p € N*. Pour n>p,ona:

(1) =g o...oPy(bpiyo...0ody(n)).
La suite (fq;(n))neN est donc extraite, a partir de n = p, de la suite (ftplo...owp(n) )nen- Ceci prouve que (fq;(n))neN
converge p.p. vers 0 sur Ap N Ep,. Comme E = UpeN*(Ap N Ep), on en déduit bien que la suite (flp(rz))rlEN converge
p.p. vers O (sur E).

7. Soit x € E t.q. f,(x) — 0, montrer que 1,,(x) — u(x). [Soit b € R, limite d’une sous—suite de la suite (1,,(x)),en-
Utiliser la question 2 pour montrer que b = u(x).]

Corrigé — Le point x est ici fixé. On pose a = u(x). On remarque alors que f;,(x) = h,(u,(x)) (avec h, défini a la
question 2).

Si la suite (u,(x)),eN est non bornée, on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous suite, que u,,(x)
¢ [a—1,a+ 1] pour tout n (on peut méme supposer que |u,(x)] — +oo quand 7 — +0c0). On a donc, grice a la
question 2 :

fu(x) = ha(uy(x)) 2 min(hg(a+1),hg(a—1)) >0,
en contradiction avec lim,,_, ; o, f;;(x) = 0. La suite (1,,(x)),en est donc bornée.

Si b est une valeur d’adhérence de la suite (1,(x)),en, il existe une sous suite de la suite (u,,(x)),eN, encore
notée (1,(x))yeN, t.q. b =1lim, o t1,(x). On a donc lim,,_,,  f;;(x) = hy(b). Comme lim, ., f(x) =0, la
question 2(a) donne b = a. On a ainsi montré que u(x) est la seule valeur d’adhérence de la suite bornée (u,(x));eN.,
ce qui prouve que u(x) =limy,_, o ty(x).

8. Montrer que (u,,),cn admet une sous—suite convergeant p.p. vers u.

Corrigé — La question 6 montre que la suite (f,;),cn admet une sous—suite convergeant p.p. vers 0. Il existe donc ¢
strictement croissante de N dans N t.q. la suite (flp(n))neN converge p.p. vers 0. Le raisonnement de la question 7
montre que

x€E, HE)Toofq)(n)(x) =0= ngrfoo Uy (x) = u(x).

On en déduit que (uq)(,,))neN converge p.p. Vers u.
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9. On suppose ici que p > 1. Montrer que 1,15 — ulg dans L” pour tout r € [1,p[ et tout B € T t.q. m(B) < co.
[Utiliser I’exercice 6.18.]

Corrigé — On raisonne par ’absurde. On suppose qu’il existe € [1,p[ et Be T t.q. m(B) < co et u,lp / ulp
dans L. Tl existe alors € > 0 et une sous—suite de la suite (1;,),cn, notée (u g(n))nEN (avec g strictement croissante de
N dans N), t.q.

neN= ||ug(n)lB—ulB||r > e (6.95)
La suite (ug(”))neN vérifie les mémes propriétés que la suite (u,),eN. Par la question 8, on peut donc extraire
de (”g(n))neN une sous—suite convergeant p.p. vers u. Cette sous—suite, notée (”goq)(n))neN (avec 1 strictement
croissante de N dans N), étant bornée dans LP, la compacité LP-L1 (exercice 6.18) donne que “gmp(n))l B—ulp
dans L', en contradiction avec (6.95).

10. En prenant (E, T, m) = (R, B(R),\) et ¢(s) = s2, donner un exemple pour lequel u,, #> u p.p. sur E (toutefois,
d’apres la question 8, (u,,),cny admet une sous—suite convergeant p.p. vers u).

Corrigé — 1l suffit de reprendre I’exemple vu en cours pour montrer que la convergence L! n’entraine pas la
convergence p.p.

m(m—1) m(m+1 .
— (2 )—l}etona.

Pour n € N, il existe un unique m € N* t.q. n € {———,...,

-1
n= %Jrkavecke{o,...mfl}.
On prend alors u,;, = 1}& ki)
m’ m
On remarque que ||u”||g = % pour 1 € {m(’g_l),. . m(n;+l) —1} et donc u;, — 0 dans LP quand n — +oc0. Comme

@(uy,) = 1y, on a aussi @(u,,) — 0 dans L9 quand n — +oo (et donc @ = ¢@(u)). Enfin, pour cet exemple, u;, /> 0
P-p-

Exercice 6.54 (Produit de convergences faibles) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Pour p € [1, 0], on note
LP I’espace Lﬁ(E, T, m). Soit a, > 0. Pour a € R,, on définit 1, de R, dans R par {,(t) = (t* —a®)(tP - af).

1. Soit a € R, . Montrer que {,(t) > 0 pour tout t e R, t # a.

Corrigé — Les fonctions t +— t% et t tP sont strictement croissantes de R, dans R. On en déduit bien que
U, (t) > 0 pour tout t e Ry, t # a.

Soit (f,)uen une suite de fonctions positives appartenant a L™ et Iy, Ig, g € L*°. On suppose que la suite (f;,)uen

est bornée dans L™ et que fny — L, »-faiblement dans L*, quand 7 — +oo, pour y =, y = et y = a +p.

On rappelle que fny — [, »-faiblement dans L* signifie que f fny(pdm — flycpd m, quand n — +o0, pour tout
pelLl.
2. Soit @ € L' t.q. ¢ > 0 p.p.. Montrer que fla(pdm > 0.

Corrigé — Comme f;, > 0 p.p.,et @ >0 p.p.,on a ff,f‘(pdm > 0 pour tout n € N. Comme f,* — I, *-faiblement
dans L, on en déduit
J_la(pdm = ngrfoojﬁf‘(pdm >0.

3. Montrer que [, > 0 p.p..
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Corrigé — On pose A = {l, < 0} (ceci sous entend qu’on a choisit un représentant de [y, on a ainsi I, € L) et
@ =14 (de sorte que @ € Ll et @ > 0 p.p.). La question précédente donne alors

J lodm = Jla(pdm > 0.
A

Comme [, < 0 sur A, on en déduit que m(A) = 0 et donc I, > 0 p.p..

(Le méme raisonnement donne, bien sir, 1[3 >0 p.p.et I(Hﬁ >0p.p.)

4. Montrer que Iy, > I41g p-p.. [On pourra utiliser P,(t) > 0 avec t = f,(x) eta = (la(x))% ]

Corrigé — Griace a la question précédente, on peut choisir un représentant de [, de sorte que I, (x) > 0 pour tout

1
x € E. On peut aussi supposer que f;,(x) > 0 pour tout x € E. En prenant t = f,,(x) et a = (I (x)) @, on obtient comme

P(t) > 0, pour tout x € E,
B

(F46) = TaN(AE () = 18 () 2 0.
Ce qui peut s’écrire

oc+[5 a+p g

— % r
P00+ 10t () 2 () £ () + FE I ().
Soit @ € L, @ > 0 p.p.. L'inégalité précédente nous donne

ap s B arh
fu Tedm+ | 1" edm > | fylo@dm+ | fi'ly edm.

En passant a la limite quand n — +co on obtient donc

aip B
flaﬂg(pdm + J I @dm > J‘l[;,la(pdm + J‘lal&" @dm,

J(la+ﬁ — l[iloc)(Pdm >0.

En prenant ¢ = 15 avec A = {ly1p —Igly < 0} on en déduit que m(A) = 0 et donc I —Igly > 0 p.p..

et donc

5. On suppose maintenant que [y, = l4lg p.p.. On pose f = la% etg, = (f —f“)(fnf’ —fB).
(a) Montrer que g,, — 0 dans L', quand 1 — +oo.
Corrigé — On remarque que
0< [gum= [ £"Pam | gogbam= [ fhream- | gegbam

Quand n — +o0, le terme de droite de cette égalité tend vers I avec
1= Jla+ﬁdm+ jf"‘fﬁdm—Jlﬁf“dm—Jlafﬁdm.
1
Comme f = 1§ et lo+p = lalg p-p-, onal=0.On en déduit bien que
nBT, | Sndm=0

et donc (comme g, > 0 p.p.) que g, — 0 dans Ll

(b) Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante t.q. go(,) — 0 p.p., quand # — +oco. Montrer que
fﬁp(”) — f p.p., quand n — +oo. [Utiliser la question 1.]
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Corrigé — Comme g, — 0 dans L', la suite (gn)neN admet une sous—suite qui converge p.p. vers 0. Il existe
donc ¢ : N — N strictement croissante t.q. 8p(n) = 0 p.p., quand 1 — +o0. En choisissant des représentants des
fonctions composant gy, il existe donc A € T t.q. m(A) =0 et lim;, 4 gq,(n)(x) = 0 pour tout x € A°.

Soit x € A€, on a donc

im (£, ()= FR (D, () - P =0 (6.96)

n—+oo

On en déduit tout d’abord que la suite ( fq)(n)(x))”eN est bornée. Puis, si 1) est une valeur d’adhérence de la suite
(f(p(n)(x))nEN7 on doit avoir, grice a (6.96),

Ve ) = " = )P - fPx) =0,

ce qui n’est possible que si 1 = f(x) (d’apres la question 1). On en déduit que f(x) est la seule valeur d’adhérence
de la suite bornée (fq)(n)(x)),,eN et donc que
nLlToof(p(n)(x) = f(x).

Ce qui donne bien fo,,) = f p-p--

(Noter que, de cette convergence p.p., on déduit, par convergence dominée, une convergence de ( f(p(n))neN vers f
dans LY pour tout g € [1,+00[.)

(c) Montrer que f,, — f dans L9, quand n — +oo0, pour tout g € [1, oo].

Corrigé —  Soit g € [1,+00[. Si f;; /> f dans L9, il existe € > 0 et une sous—suite, encore notée (f;;),eN (pour ne
pas alourdir la rédaction), t.q.
I1fn ff||q > ¢ pour tout 11 € N. (6.97)

En utilisant le raisonnement de la question précédente, on peut alors extraire de cette sous—suite une nouvelle
sous-suite, toujours notée (f,;)yenN t.q. f; — f p.p.. Par convergence dominée, on en déduit alors que f,, — f dans
L4, en contradiction avec (6.97).

Exercice 6.55 (Produit de convergences faibles et non-linéarité) Soit (X, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-
dire m(X) < +00). On note L? I’espace Lé(X, T, m). Soit (1) pen €t (vy,)eny deux suites bornées de L et 1, v € L2.
On suppose que les suites (1,,) ey €t (vy,)neny convergent faiblement dans L2 vers u et v. On rappelle que ceci
signifie que

n—+o0o n—+oo

lim unwdm:fuwdm et lim vnwdm:—[vwdm pour tout w € L.

1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u,, p.p., pour tout n € N (et donc u = v p.p.). Montrer que
u,, — u dans L? (quand n — +o0) si et seulement si Iu,z,dm — J u?dm (quand n — +00).

Corrigé — On remarque que
||un—u||§:fu%dm+fu2dm—2ju,,udm. (6.98)

Comme u,, — u faiblement dans L2, ona lim, o f uyudm= fuzdm. On déduit alors facilement de (6.98) que
1,, — u dans L? si et seulement si lim,,_>+oofu,2ldm = qudm.

On suppose pour toute la suite de I’exercice que funvn dm — fuv dm (quand n — +00) et qu’il existe une
fonction ¢ de R dans R t.q.

— ¢ continue et il existe C € R t.q. ¢(s) < C + C|s| pour tout s € R.
- v, = @(u,) p.p., pour tout n € N.
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2. Soit w € L?, montrer que, quand 7 — +oco,

J(@(un)—@(W))(un—W)dm - J(v—@(w))(u —w)dm. (6.99)

Corrigé — On commence par remarquer que @(w) € L2 (grace aux hypotheses sur ¢ et m(X) < +o0). On a alors

f(cp(um w1ty —w) = f(vnun —vw = pwhiy + plww)dm.

Les convergences faibles de u,, et v,, vers u et v donnent

lim uy@(w)dm = juq)(u/)dm et nliT vywdm = jvwdm.

n—+oo

Enfin on a, par hypothése, limn_>+ooju,,v,ldm = juvdm. On en déduit que bien que

lim ((un) = @(w))(uy —w)dm = f(v —@(w))(u —w)dm.

n—+o0

3. On suppose que @ est croissante.
(a) Soit w € L? et t € R. Montrer que

J(v —@(u+tw))twdm < 0.

[Utiliser (6.99).] En déduire que J(v —@(u))wdm=0.
Corrigé — On utilise ici (6.99) avec w = u + tw. On obtient, quand n — +co,
J(cp(un) —@(u+tw))(u, —u—tw)dm — —J(V —@(u+tw))twdm.

Comme ¢ est croissante, on a (@(uy,) — @(u + tw))(u,; —u —tw) > 0 p.p. et donc f((p(un) —(u+tw))(uy, —u—
tw)dm > 0. On en déduit, quand 1 — +oo, f(v —@(u+tw))twdm < 0.

En prenant = % (m e N¥), ona donc j(v —p(u+ %))u‘/ < 0. En appliquant le théoreme de convergence dominée
(remarquer que |(v — @(u + £))w| < F p.p. avec F = (Jv| + C+ Clu| + Clw|)|w| € L), on obtient, quand m — oo,

j(v —@(u))wdm < 0.

De méme, en prenant t = —%, on montre f(v —@(u))wdm > 0. On a donc f(v —@(u))wdm = 0.

(b) Montrer que v = ¢@(u) p.p..
Corrigé — Onchoisitw = 15 —1ac, avec A = {v—¢(u) > 0}. La question précédente donne alors J [v—@(u)|dm =

0 et donc v = (1) p.p..

4. On suppose que @ strictement croissante. Pour n € N, on pose G, = (@(u,,) — (1)) (u,, — u).

(a) Montrer que G,, — 0 dans L! quand 1 — +oo (utiliser (6.99)).

Corrigé — En prenant w = u dans (6.99), on obtient limnHJrooJ'Gndm = 0. Comme ¢ est croissante, on a
Gy, = 0 p.p., pour tout n € N et donc ||Gy,||; = IGndm. On en déduit bien que G,, — 0 dans L!.

(b) Montrer qu’il existe une sous—suite de la suite (G,,),cn, notée (Gq,(,,))neN (avec 1 strictement croissante de N
dans N) t.q. Gy(,) — 0 p.p.. En déduire que u,,,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte de ¢).
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Corrigé — Comme G,, — 0 dans L1, il existe une sous—suite de la suite (G;,),eN, notée (G1|)(71))11€N (avec
strictement croissante de N dans N) t.q. th(n) — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoreme de convergence
dominée). Il existe donc A € T t.q. m(A) =0 et Gq)(n)(x) — 0 (quand 1 — +0c0) si x € A€,

Soit x € A€. On pose a = u(s). Pour s € R, on pose f(s) = (@(s) — @(a))|s — a|. Comme ¢ est strictement croissante
continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet donc une fonction réciproque, notée g,
qui est continue. Comme |f(u¢,(n)(x)| = Gy(n)(x) =0, onaf(ulp(n)(x)) — 0 etdonc uq)(n)(x) = g(f(ulp(n)(x)) -
g(0)=a.Onadonc limy,_ uq)(n)(x) = u(x) pour tout x € A°. Ce qui prouve bien que Uy(n) = U P-P--

(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € 1, 2[.

Corrigé — On montre que 1, — u dans LP pour tout p € [1,2[ en raisonnant pas 1’absurde. On suppose qu’il
existe p € [1,2[ t.q. (1) en ne converge par vers u dans LP. Il existe alors € > 0 et une sous—suite de la suite
() nen qui reste en dehors de la boule (de LP) de centre u et de rayon €. Par le raisonnement de la question
précédente, de cette sous—suite, un peut extraire une sous—suite, notée (un)q)(”) qui converge p.p. vers u. Comme

la suite (1), est bornée dans L2, on peut alors montrer que cette sous—suite converge dans LP vers u (c’est une
conséquence, vue en exercice, du théoreme de Vitali). En contradiction avec le fait que cette sous—suite reste en
dehors de la boule (de LP) de centre u et de rayon &. On a ainsi montré que u,, — u dans LP pour tout p € [1,2].

Exercice 6.56 (Convergence faible contre convergence forte) Soit (E, T, ) un espace mesuré. On suppose que
m est o-finie. Pour r € [1, 0], on note L™ I’espace Li (E, T, m) (et L™ est muni de sa norme usuelle). Soit p,q € [1, 0]
t.q. % + % = 1. Soit (f;;),en une suite bornée de LP et (¢,,),cn une suite bornée de L1.

1. On suppose ici que p € [1, 00[ (et donc g €]1, 00]), @,, — ¢ dans L9, quand #n — +oo, et f, — f faiblement dans
LP, quand n — +oco (c’est-a-dire que T(f,,) — T(f) pour toute application linéaire continue T de L? dans R).
(a) Montrer que f fobdm — f f\dm, pour tout P € L.

(b) Montrer que Ifn(pndm — ff(pdm.

2. On suppose ici que p = co (et donc q = 1), @, — ¢ dans L', quand # — +oo, et f,, — f *—faiblement dans L*,
quand n — +oo (c’est-a-dire que ffntpdm — thpdm pour tout { € L'). Montrer que an(pndm - ff(pdm.

On suppose pour la suite de 1’exercice que p = 1 (et donc g = o0) et m(E) < oo.
3. Montrer que ¢,, — ¢ dans L*, quand 1 — +co, implique :
(pl) ¢,, = @ p.p. quand 11 — +o0.

4. Montrer, en prenant (par exemple) (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A) que (p1) n’implique pas ¢, — ¢ dans L*®
quand 1 — +oo. [II faut donc trouver une suite (¢,,),cy bornée de L™ et ¢ € L* t.q. ¢, — @ p.p., quand
n— +oo, et ||, — 9|l 7 0, quand 1 — +00.]

On suppose maintenant que la suite (@,,),cn Vérifie (pl) et que :
(p2) f, — f faiblement dans L!, quand # — +co,
5. Montrer que ¢ € L* (au sens “il existe ¢ € L2(E, T, m) t.q. @ = ¢ p.p.”). [On rappelle que la suite (¢,),cn est,

par hypothese, bornée dans L*.]
6. On admet que (p2) implique I’équi-intégrabilité de la suite (f;,),cn, ¢’ est-a-dire :

Ve>0,30>0tq. AT, m(A)<9, neN::»J‘ |fuldm <e.
A

Montrer que f fupndm — I f@dm. [On pourra utiliser le théoréme d’Egorov.]
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Exercice 6.62 (Convergence en loi versus convergence en probabilit¢)
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, X une v.a. réelle et (X,,),cn une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, que X,, — X en probabilité, quand n — +co. Montrer que :
X,, = X en loi, quand n — +o0.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague de Py vers Px.]

Corrigé —  Soit @ € C.(R,R). Nous allons montrer que

fQ P(X,)dP j@ (X)dP,

quand 1 — +oo (ce qui prouve la convergence vague de Py, vers Px, quand 1 — +oo, voir la définition 6.86).

Soit £ > 0. Comme @ € C.(IR,R), ¢ est uniformément continue (ceci serait faux si on prenant ¢ arbitrairement dans
Cp(R,R)). Il existe donc 1> 0 t.q. :

%YER, [x-yl<n=0x)-¢y)<e
On en déduit que

|f O(X) — P(X)dP] < f 0(X) — 9(X)IdP

Q X=Xl

+j 10(X) ~ P < ¢+ 2llpllu P(X — XI > 1),
|Xn_X‘>'/l

avec ||@||,, = max{|¢(s)|, s € R} < co. Comme X,, — X en probabilité, quand n — +oo, il existe ny € N t.q. :
n=ng =2l P(X,; -X|>n) <e
On a donc finalement

0y = |f O(X) — @(X)dP] < 2¢,
Q

ce qui prouve bien que IQ ©(X;,)dP — IQ @(X)dP, quand n — +oo.

Pour conclure, on utilise la proposition 6.87 (qui donne que si (11,,),eN et m sont des probabilités sur B(R), la
convergence étroite de m,, vers m, quand 1 — +oo, est équivalente a la convergence vague de r1,, vers m). On obtient
ainsi la convergence étroite de Px, vers Px c’est-a-dire la convergence en loi de X, vers X, quand n — +oco.

2. On suppose qu’il existe a € R t.q. X = a p.s.. On suppose aussi que X,, — X en loi, quand n — +co. Montrer
que :
X, — X en probabilité, quand n — +co.

Corrigé —  Soit 1> 0, on va montrer que P(|X,, — X| > 1) — 0, quand 1 — +oco. Pour cela, on choisit une fonction
@ continue bornée de R dans R et t.q. @(x) =1 si|x—a| > 1, ¢(a) = 0 et 0 < @(x) < 1 pour tout x € R. (Une
telle fonction est facile a construire, il suffit de la prendre affine par morceaux). Comme ¢ € Cy(R,R), on a
IQ @(X;,)dP — jQ @(X)dP, quand n — +co. Comme X = a p.s. et p(a) =0, 0na IQ @(X)dP = 0. Enfin, comme
@(x) =1silx—al>nete>0,0ona IQ @(X;;)dP = P(|X;,—X]| > 17). On en déduit finalement que P(|X;,—X|>1) = 0
quand 17 — +co et donc que X,;, — X en probabilité quand n — +oco.

Exercice 6.63 (Convergence L>-faible, p.p. et L!)

Soit Q un ouvert borné de R. On note L? 1’espace L%(Q,B (Q), ).

Pour x € Q) et h > 0, on pose B(x, h) = {y € Q t.q. |x — y| < h} et on désigne par |B(x, h)| la mesure de Lebesgue de
B(x, h). Pour f € L', xeQeth>0,0n pose

1
fu(x) = W J;(x’h) f(w)dy.
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On dit que x est un point de Lebesgue de f si f;,(x) a une limite dans R quand h — 0.
Six €}, on pose F, = {f € L™ t.q. x est un point de Lebesgue de f}.

1. Soit x € Q). Pour f € F, on pose T,(f) = limy,_,( f,(x). Montrer que F, est un sous espace vectoriel de L™ et
que T, est une application linéaire continue de F,, muni de la norme de L®, dans R. En déduire qu’il existe
T, € (L®) t.q. T,(f) = Te(f) pour tout f € F,. [On pourra utiliser la conséquence du théoréme de Hahn-Banach,
rappelée dans la remarque 5.13.]

Pour la suite de cet exercice, on rappelle que, si f € L!, presque tout point x de Q) est un point de Lebesgue de f
et on a, pour presque tout x € (), limy_,¢ f(x) = f(x) (ceci est démontré dans I’exercice 5.13).

Soit (f,;)nen une suite bornée de L™ et f € L. On suppose que f,, — f faiblement dans L*°, quand # — +co.
2. Montrer que f,, = f p.p..
3. Montrer que f, — f dans L!.
4. Soit 1 < p < co. Montrer que f,, — f dans LP.

N.B. : Le méme exercice peut se faire avec un ouvert borné de RN (N>1),noté Q,et f Lﬁk(Q,B (Q), An) ot Ay
est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de (. Cette mesure Ay sera définie au chapitre 7.
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Chapitre 7

Produits d’espaces mesurés

7.1 Motivation

Au chapitre 1, on a introduit la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de R (notée 5(R)), ce qui nous a
permis d’exprimer la notion de longueur d’une partie (borélienne) de R. On peut se poser la question de savoir s’il
existe une mesure sur une tribu convenable de R? qui exprimerait la notion de surface (et une mesure sur une tribu
convenable de R qui exprimerait la notion de volume. . .).

La question est donc : existe-t-il une mesure \, sur une tribu de R? contenant B(R) x B(R), vérifiant :

A (A xB)=AA)AMB), VA,Be B(R)? (7.1)
La tribu T,, sur laquelle on veut définir A,, doit donc contenir B(R) x B(R). On remarque tout d’abord que
B(R) x B(R) = {A x B, A € B(R), B € B(R)} n’est pas une tribu. En effet, B(R) x B(IR) n’est pas stable par passage
au complémentaire ni par union (par contre, B(R) x 5(IR) est stable par intersection dénombrable). On définit alors
T, comme la tribu engendrée par B(R) x B(R), qu’on note B(R) ® B(R).
On cherche alors une mesure A, : T, — R, t.q. Ay(A x B) = A(A)A(B) pour tout A, B € B(R). On peut montrer

I’existence et I’unicité de la mesure A, (voir le théoréme 7.3). On peut aussi montrer que la tribu T, est la tribu
borélienne sur R?, ¢’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de R? (voir la proposition 7.2).

Une autre question qu’on abordera dans ce chapitre concerne I’intégration des fonctions a plusieurs variables.
Considérons par exemple une fonction f définie de R? dans R. Sous quelles hypotheses (faciles a vérifier. .. )

peut-on écrire :
fffx, dydx Jffx, dxdy7 (7.2)

Une réponse a cette question est apportée par le théoreme de Fubini, que nous verrons dans ce chapitre.

On introduira aussi le produit de convolution de deux fonctions, qui sera utile, par exemple, pour démontrer des
théoremes de densité. Mais la convolution est un notion utile pour beaucoup d’autres raisons (elle est utile, par
exemple, en théorie du signal).

7.2 Mesure produit

On rappelle ici qu’un espace mesuré (E, T,m) est o-fini (on dit aussi que m est o-finie) si il existe une famille

(Ay)uenCTtg. E= U A, et m(A,,) < +oo, pour tout 1 € N. L’espace mesuré (R, B(R), A) est o-fini (prendre,
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par exemple, A, = [-n,n]). [l existe, par contre, des mesures non finies. L’exemple le plus simple sur (R, B(R))
consiste a prendre m(A) = oo pour tout A € B(R), A = 0. Un exemple plus intéressant (intervenant pour certains
problemes) consiste a se donner un borélien non vide B de R (B peut étre, par exemple, réduit a un point) et a définir
mp par mp(A)=cosi A€ B(R)et ANB=0etmp(A)=0si AeB(R)et ANB=0.

Définition 7.1 (Tribu produit) Soient (E{,T;) et (E,, T,) des espaces mesurables. On pose E = E{ XE,. On appelle
tribu produit la tribu sur E engendrée par T; x T, = {A; x Ay, Ay € Ty, A, € Ty}. Cette tribu produit est notée
T, ®T,.

Un exemple fondamental est (E;, T;) = (E,, T») = (R, B(R)). On va montrer que, dans ce cas, B(R)®B(R) = B(R?).

Proposition 7.2 (Tribu B(RN))
Pour tout N > 2, on a BRN"1)® B(R) = B(RN).

DEMONSTRATION — La démonstration est faite pour N = 2 dans I’exercice 2.6). Elle s’adapte facilement pour traiter
aussi le cas N > 2 (exercice 7.1). u

Théoreme 7.3 (Mesure produit) Soient (E{, Ty, my) et (E,, T,, my) deux espaces mesurés o-finis, E = E{ X E, et
T =T, ®T,. Alors, il existe une et une seule mesure m sur T vérifiant :

m(Aq x Ay) = my(Ay)my(Ay), (7.3)

pour tout Ay € Ty et Ay € T, t.q. mi (A1) < oo et m(A,) < co. Cette mesure est notée m = my @ m. De plus, m est
o-finie.

DEMONSTRATION —
Existence de m. On va construire une mesure m sur T vérifiant (7.3).

Soit A € T. On va montrer, & I’étape 1, que, pour tout x1 € E1, on a 1o(x1,-) € M, (E2, T7). On pourra donc poser
falx1) = J 1a(x1,-)dmy, pour tout x1 € Eq. L’application f sera donc une application de E; dans R,. On va montrer,

al’étape 2, que fa € M, (E{, Ty). On posera alors m(A) = ffAdml. Enfin, il restera a 1’étape 3 2 montrer que m est
bien une mesure vérifiant (7.3) et que m est o-finie.

Etape 1. Pour A € P(E) et x1 € E1, on note S(x1,A) = {x2 € B3 ; (x1,x2) € A} C Ep, de sorte que 1o (x1,°) = 1g(x, A)-
Soit x; € E1. On pose © = {A € P(E); S(x1,A) € T}

On remarque tout d’abord que ©® D Ty x T,. Eneffet, si A= A; xApy avec Ay e Ty et A € Tp,onaS(x1,A)=AreT,
six; €AjetS(x;,A)=0eT,six; €A;.
On remarque ensuite que © est une tribu. En effet :
— Q€O carS(x1,0)=0€ Ty,
— O est stable par passage au complémentaire. En effet :
S(x1,A°) = (S(x1,A)) (c’est-a-dire S(x1,E\ A) = E; \ S(x1,A)). On a donc S(x1,A¢) € T, si A € O, ce qui
prouve que A€ € ©.

— O est stable par union dénombrable. 11 suffit de remarquer que :
S(x1, Upen A™) = Upen S(x1, A™) € Ty si (A1) ey C ©.

© est donc une tribu contenant T; x T, ceci prouve que © contient 73 ® T, = T. On a donc S(x1,A) € T, pour tout
AeT.

Pour tout A € T, on peut donc définir une application f5 de E; dans R, en posant, pour x1 € Ep,

fa(x1) =ma(S(x1,A)) = Jls(xl,A)dmZ = j 1A (x,-)dmy €Ry. (7.4)
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Etape 2. Dans cette étape, on démontre que fp € M, (Eq,Ty) pour tout A € T. Cette étape est plus difficile que la
précédente.

Onnote X ={AeT; fp € M;(E{,Ty)} et on va montrer que ¥ D T et donc que £ =T.
On suppose d’abord que m; est finie.

Il est facile de voir que X contient T; x T,. En effet, si A = A| x A avec A; € T} et Ay € Tp, on a alors fa =
mp(A2)1a, € E4 (B, Ty) © My (B, Ty).

On note maintenant .A ’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de Ty x T, (A s’appelle ’algébre engendrée
par T; x Ty, voir I’exercice 7.2). Si A € A, il existe donc (A(p))pzl,,..,n CTyxTr t.q AP NA@D =psip= q et
A=Up_ AP). Onaalors fa(x1) = my(S(x1,A) = Xy_y ma(S(x1, AP) = X0, fri € Ma(B, Ty) car AP e
Ty xTp cX.Onadonc ACZX.

On montre maintenant que X est une classe monotone, c’est-a-dire que :

(AM) ey, AW c Ay e N = U AMey (1.5)
neN
et
(A, cycz, A S5 A Dy e N = ﬂ A ey, (7.6)
neN

Pour montrer (7.5), soit (A(),cy € T t.q. A ¢ AU+ pour tout n € N.

On pose A = UneNA(n)- Soit x; € E1. On a alors (S(x1, A™)),eny € Ty (par I'étape 1, car ¥ C T), S(x1, A ¢
S(x1, A1) pour tout n € N et S(x, Unen Al = Unen S(x1, A(™). On en déduit, par continuité croissante de 715,
que mp(S(x1,A)) = sup,en mo(S(x1, AlM)) et donc que fp =sup,en fam- Ce qui prouve que fo € M, (Ey, Ty) car
fatm € My (E1,Ty) pour tout n € N. On a donc A = ey A ey,

La démonstration de (7.6) est similaire, il faut utiliser la continuité décroissante de m, au lieu de la continuité croissante.
C’est pour utiliser la continuité décroissante de m, qu’on a besoin de 1, finie.

On a ainsi montré que X est une classe monotone contenant I’algeébre A. On peut en déduire (cela fait I’objet de
I’exercice 2.13) que X contient la tribu engendrée par A et donc aussi la tribu engendrée par Ty x T (car T} x T, C A),
c’est-a-dire que ¥ contient T = T ® T,. On a bien montré, finalement, que ¥ = T.

Il reste maintenant a montrer que ¥ = T sans I’hypotheése m, finie. Comme m, est o-finie, on peut construire une

suite (F,;)eny € Tp t.q. F;, C B 1 et my(E,;) < oo pour tout n € N. Pour n € N, on définit alors la mesure m(zn) par

m(zn)(Az) = my(Ay N'E,;) pour tout Ay € T,. La mesure m(zn) est finie, 1’étape 1 et la premiere partie de I’étape 2
donne donc que, pour tout A € T, flin) € M, (Eq,Ty) ou fl(\n) est définie par 7.4 avec m(zn) au lieu de my (c’est-a-dire

fl(\n)(xl) = m(zn)(S(xl,A)) pour tout x; € E1). On conclut alors en remarquant que flin) T fa quand n — +oo, ce qui
donne que fp € M, (E{,Ty).

On a donc montré que f5 € M, (Eq, Ty) pour tout A € T. Ceci nous permet de définir m : T — R, par:

m(A) = J-fAdml, pour tout A € T. )]

Etape 3. Dans cette étape, on montre que 11, définie par (7.7), est une mesure sur T et que m vérifie (7.3) et est o-finie.
On montre d’abord que m est bien une mesure sur T :

1. m(0) = 0 car fp(x1) = m2(S(x1,0)) = m(0) = 0.

2. (c-additivité de m) Soit (A, € T t.q. A A A = @ si n = m. On pose A = Unen A" Pour x; €Eq,ona:

S(x1,A) = U S(x1, AM) et S(x1, A™)NS(xy, A™) = 0sin = m.
neN
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La ¢-additivité de m, donne alors m5(S(x1,A)) =) ,eN mz(S(xl,A("))), c’est-a-dire

falx1) = Zwa (x1).
neN
Le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire 4.18) donne alors :

)= [ fadm =Y [ fyodm = Y ma®),

neN neN
ce qui donne la o-additivité de m.

On montre maintenant que m vérifie (7.3). Soient A} € Tj et Ay € Tp t.q. m1(Ap) < oo et m(Ajy) < co. On pose
A=A1 xAjp. Onaalors fa = mp(Ap)1a, etdonc m(A) = ffAdml =mo(Ap)my(Ay).

Il reste a vérifier que m est o-finie. Comme 17 et m, sont o-finies, il existe (B(ln))neN CTet (B(zn))neN c T, tq. E;

= Unen B(ln), Er = U en Bgn) et, pour tout n € N, ml(B(ln)) < ooet mz(B(zn)) < 0. Pour (n,m) € N2, on pose Com=

B(ln) X B(zm), de sorte que E = U(
on en déduit que m est o-finie.

nm)eN? Crym et m(Cy ) = ml(B(ln)) X mz(B(zm)) < co. Comme N2 est dénombrable,

Unicité de m.

La partie existence de la démonstration donne une mesure #m sur T vérifiant (7.3). La partie unicité du théoréme peut se
montrer avec la proposition 2.32, nous développons cette méthode ci-apres, ou avec le lemme des classes monotones
(exercice 2.13) comme cela est expliqué dans la remarque 7.4.

Soit m et p deux mesures sur T vérifiant (7.3). Pour montrer que m = p, on va appliquer la proposition 2.32. On pose :
C= {A1 X Az, Al (S Tl, A2 € T2, miy (Al) < 0o, mZ(Az) < oo}

Comme mj et my sont g—finies, il est facile de montrer que tout élément de T; x T, est une réunion dénombrable
d’éléments de C. On en déduit que C engendre T. Il est clair que C est stable par intersection finie et, par (7.3), on a
m = p sur C. Puis, comme m7 et m, sont o—finies, il existe deux suites (Eq ;)nen C Ty et (E2,;)nen C T d’éléments
de Ty et T, disjoints deux & deux et t.q. E; = U,enE1,n, B2 = Upeny E2,n et m;(E; ;) < oo pour tout i € {1, 2} et tout
neN. Pour n,m € N, on pose F,, ,, = Eq ;, xE3 ;. La famille (E, ;;;),, men est une famille dénombrable d’éléments
de C, disjoints deux a deux et t.q. E = Uy, jyen B m et m(By ) = m1(Eq,)m2(Eq,;,) < co. On peut alors utiliser la
Proposition 2.32. Elle donne m = p sur T et termine la démonstration du théoréme. u

Remarque 7.4 Comme cela a été dit, un autre moyen de montrer la partie unicité du théoréme précédent est
d’utiliser le lemme des classes monotones (exercice 2.13). Supposons tout d’abord que 1 et m1, sont finies. On a
alors (par (7.3)) :

m(E) = w(E) = my (Ey)my(E;) < co.

La condition (7.3) donne également que m = p sur T} x T,. On a alors aussi m = p sur I’algebre engendrée par
T; x Ty, notée A (cette algébre a été définie dans la partie existence de la démonstration). En effet, si A € A, il
existe (A(p))pzl,,..,n CTyxTtq APNAW =psip = qetA= Uzzl AP). On a alors, par additivité de m et s

m(A) = Lyen m(A") = Lo p(A™) = p(A).

On pose maintenant & = {A € T; m(A) = p(A)}. On vient de montrer que X O A. Il est d’autre part facile de
voir que X est une classe monotone. En effet, les propriétés de continuité croissante et de continuité décroissante
appliquées a m et y permettent facilement de vérifier (7.5) et (7.6) (on utilise ici, pour montrer (7.6), que m et p
sont des mesures finies). Comme dans la partie existence de la démonstration, 1’exercice 2.13 donne alors que ¥
contient la tribu engendrée par A et donc que X contient T = T} ® T,. Ce qui donne £ = T et donc m = p.

Dans le cas ol m; et m, ne sont pas finies, mais o-finies, il existe (B(ln))neN CT et (B(zn))neN cT,tqg. E| =

Uen B(ln), E; = Upen B(zn) et, pour tout n € N, ml(B(ln)) < oo et mz(B(zn)) < 00. On peut également supposer que
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n+1) n) n+1)

B(ln) - B(1 et B(2 - }3(2 pour tout n € N (il suffit, par exemple, de remplacer BE»") par UZ:O Bf.p)). Par un
raisonnement analogue a celui fait dans le cas ol m; et m, sont finies, on peut montrer que m = p sur {A € T ;
AcC B(ln) X B(zn)}. On conclut alors, en utilisant la propriété de continuité croissante, que m = p sur T.

Remarque 7.5 Dans le théoreme précédente (théoréme 7.3), on peut aussi remarquer que :

1. m(Ay xAy) =mq(A)my(Ay) =cosi Ay € Ty et Ay € T, avec my(Aq) = 0 et m(A,) = oo (ou avec mq (A1) = o0
et my(Ay) = 0),

2. m(A; xAy)=0si A; €Ty et Ay € T, avec my(A;) =0 et m(A,) = oo (ou avec my(A;) = oo et n,(A,) = 0).

En effet, on suppose par exemple que m;(A;) = 0 et m(A,) = co. Comme m, est o-finie, on peut construire
une suite (F,),eny € Tp t.q. F, C F, 1 et my(EF,) < co pour tout n € N. On a alors, par continuité croissante
de m, m(Ay x Ay) = lim,_,, m(A; x (A, NE,)) = lim,,_,, o m(A1)my(A, NE,) = 0 (on a d’ailleurs aussi
my(Ay NE,) T oo, ce qui permet de conclure si 0 < m11 (A1) < oo que m(A; X A,) = 00). Les autres cas se traitent
de maniere analogue.

Définition 7.6 (Espace produit)
L’espace (E, T, m), construit dans le théoréeme 7.3, s’appelle I’espace (mesuré) produit des espaces (E1, Ty, my) et
(Ep, To, my).

Un exemple fondamental d’espace produit est I’espace (RN, B(RN), \y) pour N > 2 que nous verrons dans la
section 7.4.

7.3 Théoremes de Fubini-Tonelli et Fubini

Théoréme 7.7 (Fubini-Tonelli) Soient (E1, Ty, m;) et (Ey, Ty, m,) des espaces mesurés o-finis. On note (E, T, m)
Uespace produit (donc, T = T; ® T, et m = my @ my). Soit f : E — R, une fonction mesurable positive (i.e.
T-mesurable positive). Alors :

1. f(x1,-) € M, (Ey, Ty) pour tout x; € Eq,

on pose

plx) = ff(xl,»dmz _ Jf(xl'xz)dmz(xz)POW tout x, € By,

de sorte que 5 : E; — R,,
2. @ e My (B, Ty),

; f Fdm = fq»fdml . f(j Floatxa)dim () o (x1),

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de m; et m,, de sorte que :

J (] e xarmaton a0y = [ ( { gt xorm o) Jmat.

DEMONSTRATION — la démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1. Soit f =14, A € T. La partie existence de m de la démonstration du théoréme 7.3 donne alors que ffdm =
m(A) = f(pfdml.
Plus précisément, on a, pour tout x; € Eq, f(x1,-)=14(x1,7) = LIg(x;,A)» avec
S(x1,A) ={xp € Ep t.q. (x1,x2) € A} CE,
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(comme dans la démonstration du théoreme 7.3). L’étape 1 de la démonstration (de la partie existence) du théoréme 7.3
donne que S(x1,A) € T, pour tout x; € Eq, et donc f(xy,-) € M, (Ej, T,). Ceci donne le premier item (pour f =1,)
de la conclusion du théoréme 7.7.

On pose (pf x1) ff X1,)dmy = my(S(x1,A)) pour tout x1 € E;. (Cette fonction @y €tait notée fa dans la démons-
tration du théoréme 7.3). L’étape 2 de la démonstration du théoréme 7.3 donne que ¢f € M, (Eq,Ty). Ceci donne le
deuxieme item (pour f = 1) de la conclusion du théoreme 7.7.

On a alors posé, dans la démonstration du théoreme 7.3, m(A) = f(p fd mq et 1’étape 3 a montré que m était une mesure
sur T vérifiant (7.3) (et la seule mesure sur T vérifiant (7.3), d’apres la partie unicité de la démonstration du théoréme
7.3). Ceci donne le troisieme item (pour f = 1) de la conclusion du théoreme 7.7.

Pour avoir le quatriéme item (pour f = 1 4) de la conclusion du théoréme 7.7, il suffit de remarquer que I’on peut inverser
les roles de m; et mj dans la démonstration du théoréme 7.7. On obtient ainsi que f(-,x,) € M, (E, T;) pour tout
x5 € E5. On pose alors 1))f X7) ff ,Xp)dmy. On obtient que q)f € M, (E,, Tp). Enfin, on pose #i(A) = fq)fdmz et
on obtient que 771 est une mesure sur T vérifiant (7.3). La partie unicité de la démonstration du théoreme 7.3 donne alors
que m = i1, ce qui est exactement le quatrieme item (pour f = 1) de la conclusion du théoreme 7.7.

Etape 2. On prend maintenant f € £, (E, T).
I existe donc ay,...,a, € Ry et Ay,..., A €Ttq. f=Y1"  a;la,.

On a alors, pour tout x; € Eq, f(x1,-) = ):;’:1 aila,(x1,') € My(Ep, Ty) car I’étape 1 donne 14,(x1,-) € M4 (Ep, Tp)
pour tout i. Ce qui donne le premier item de la conclusion du théoreme 7.7.

On pose ¢f(x1) ff x1,-)dmy pour tout x1 € Ey. On a ¢f € M, (Ey, Ty) car ¢f = ):Z 14iP1,, etque @1, €
M, (Eq,Ty) pour tout i (d’apres I’étape 1). Ce qui donne le deuxieme item de la conclusion du theoreme 7.7.

Enfin, on utilise la linéarité de I'intégrale et I’étape 1 pour f =14, on obtient :

dem = i Zﬂzjq’lA dmy = J(; iPLy, )dmy
J Zalle X, dmz)dm1 (x1) J Jf xq,)dmy )dmy (x1)
:J(pfdml.

Pour avoir le quatrieme item de la conclusion du théoreme 7.7, il suffit de changer les roles de m et m,.

Ce qui donne le troisieme item de la conclusion du théoréme 7.7.

Etape 3. On peut enfin prendre f € M (E, T). Il existe une suite (f;,),en € E4+(E, T) t.q. f;; T f quand n — +oo.

On a donc, pour tout x1 € Eqy, f,;(x1,+) T f(x1,-) quand n — +oo. On en déduit que f(x1,-) € M (Ep, T,) car (d’apres
I’étape 2) f,(x1,-) € M(E, T,) pour tout nn € N (ce qui donne le premier item).

Le théoréme de convergence monotone (pour #1;) donne que

o= [ futer, s 1 { g, s = )

pour tout x1 € Eq. Done, ¢y, T ¢f. Comme @ € M, (Ey, Ty) (d’apres I’étape 2), on en déduit que @ € M, (E1,Ty)
(ce qui donne le deuxieme item).

On applique maintenant le théoréme de convergence monotone pour #11 et pour 1, ils donnent :

j(pfndml T J(pfdml et andm ) jfdm quand 1 — +oo.

L’étape 2 donne ffndm = f(pf” dmy, on en déduit donc que ffdm = f(pfdml. Ce qui donne le troisieme item de la
conclusion du théoréme 7.7.
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Enfin, ici encore, pour avoir le quatrieéme item de la conclusion du théoreme 7.7, il suffit de changer les roles de m et
my. L]

Corollaire 7.8 Soient (E1, Ty, m;) et (E,, Ty, my) des espaces mesurés o-finis. On note (E,T,m) I’espace produit.
Soit f : E — R une fonction T-mesurable. Alors :

feLL(B T, me J(I|f|dm2)dm1 <too o J(J|f|dm1 )dm2 < +oo. (7.8)

DEMONSTRATION —  Le corollaire découle immédiatement du théoréme 7.7 appliqué a la fonction | f| qui appartient a
M, (E, T). Dans (7.8), la notation (f|f|dm2)dm1 signifie :

([ 1t dmatoen) s ).

La notation est similaire en inversant les roles de 1 et m5. ]

Voici une conséquence immédiate du théoreme 7.7 pour la mesurabilité :

Proposition 7.9 Soient (E{,T;) et (E;, T,) deux espaces mesurables. On pose E = E; xE, et T = Ty ® T,. Soit
f e M(E,T) (c’est-a-dire f : E — R, T-mesurable). Alors :

1. f(xq,-) € M(E;,, T;), pour tout x1 € Eq,

2. f(-,x2) € M(Eq, Ty), pour tout x, € E,.

DEMONSTRATION —  La démonstration est facile, il suffit de remarquer que f = f* — f~ etque f*,f~ € M+(E T)
Le premier item de la conclusion du théoréme 7.7 donne alors, pour tout x; € By, f*(x1,-) € M, (Ep, Tp) et f~(x1,-)
€ M, (Ep, Tp). Comme f(x1,-) = f*(x1,+) — f ~(x1,-), on en déduit que f(x1,-) € M(E3, T,). En changeant les roles
de (Eq, Ty) et (E, T), on montre aussi que f(-,xp) € M(Eq, T1), pour tout x, € E;. L]

Remarque 7.10 La réciproque de la proposition précédente est fausse. Soient (E;, T;) et (E,, T,) deux espaces
mesurables, E=E; xE, etT=T; ® T,. Soit f : E>Rtq.

1. f(x1,-) € M(E,, T;), pour tout x; € Eq,

2. f(-,x5) € M(Eq, Ty), pour tout x; € E,.

Alors, f n’est pas forcément T-mesurable. Un exemple est donné dans 1’exercice 7.4. Un cas particulier intéressant
pour laquelle cette réciproque est vraie est donné par la proposition 7.11.

Proposition 7.11 Soient (E{,T;) et (E;, T,) deux espaces mesurables. On pose E = E{ xE, et T = T; ® Ty. Soient
F e M(Eq, Tq) et F, € M(E,, Ty). On définit f : E — R par f(x1,x;) = Fy(x1)F(x,) pour tout (x1,x,) € E. Alors
f est T-mesurable (c’est-a-dire f € M(E, T)).

DEMONSTRATION —  On procede en 3 étapes.

Etape 1. On prend d’abord F; = 1o, et F) = 1, avec A; € Ty et Ay € Tp. On aalors f = 15,xa, € M(E,T) car
AixAyeTixThcT1 ®T, =T.
Etape 2. On prend maintenant F; € £(E{, Ty) et F, € E(Ep, Ty).

2)

11 existe alors a(ll), .,a 51)E]R A( ) ...,Agll)eTl,u(lz),...,a(,i)eRetA(l ,...,A%)ETQ t.q.:

n
=) aallealVnal) =osiizk,
i=1
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m
F, = Zaﬁz)Af’ et AEZ) nAl —0sij=k.
=
D2

A 2) ES(E,T)CM(E,T).

(1) Al
: ><A].

1

On aalors f = ): 12] 14

Etape 3. On prend enfin F; € M(E, Tq) et F, € M(E,, T,). Il existe (F,Sl))neN suite de E£(E{, Tq) et (F,(,Z))neN suite
de £(Ep, Ty) t.q. Fr(,l)(xl) — Fy(x1) pour tout x; € Eq et F,(,Z)(xz) — Fy(xp) pour tout xp € Ep. On en déduit que
fu(x1,x2) = F,(,l)(xl)F,(qz)(xz) — f(x1,x2) pour tout (x1,x7) € E et donc que f € M(E, T) car f,, € M(E, T) pour tout
n € N (étape 2). [

Théoreme 7.12 (Fubini) Soient (E{, Ty, m;) et (Ey, Ty, my) des espaces mesurés o-finis. On note (E, T, m) I’espace
produit. Soit f une fonction T-mesurable de E dans R (c’est-a-dire f € M(E, T)) et intégrable pour la mesure m,
c’est-a-dire f € L%(E, T, m). Alors :

1. f(x1,-) € L} r(E2, Ty, my) pour presque tout x; € Ey,
on pose (pf x1) Jf x1,-)dmy pour x, € By t.q. f(x1,-) € L} r(E2, Ty, my). La fonction @y est donc définie p.p.
sur Eq (et a valeurs dans R).

2. g5 € Lﬁ(El,Tl,ml) (au sens : il existe g € £11R(E1,T1,m1) tq. f =gp.p.)

3. gam= [ grami = [ [ £ xdms (o)t ),

4. les mémes résultats sont vrais en inversant les roles de m; et m,, de sorte que :

J Jf X1,X2) dmz(xz))dml(xl J jf X1,X2 dml(xl))dm2(x2)

DEMONSTRATION — Comme f € M(E, T),ona f*, f~ € M, (E,T). On peut donc appliquer le théoréme de Fubini-
Tonelli (théoréme 7.7) a f* et f~. 1l donne :

1. f*(x1,), f(x1,-) € M4 (Ep, Ty), pour tout x1 € Eq,

2. @f+, @f- € My (Ey, Ty ) avec @ (xq) ff x1,-)dmy pour tout x1 € Eq.

3. J’f*dm = f(pfidml.

Le premier item donne que f(x1,-) = f*(x1,-) — f~(x1,-) € M(E3, T,) (noter que f, f* et f~ sont & valeurs dans R).
Comme ff*dm < ooet ff’dm < oo (car f € LﬁR(E, T, m)), le troisiéme item donne que @+ < oo p.p. (sur E1) et que
@f- <oop.p. (sur E1). On a donc ft(xy,) e Lﬁg(Ez,Tz,mg) et f(x1,) € Lﬁ%(Ez,Tz,mz) pour presque tout x1 € E;.
On en déduit donc que f(x1,-) = fF(x1,-)— f(x1,7) € L%R(E;Z,Tz,mz) pour presque tout x; € Eq. Ce qui donne le
premier item de la conclusion.

La fonction ¢y est donc définie p.p. sur Ey etona @ = @+ —@f- p.p. (ona (pf(xl) = (pf+(x1) - (pff(xl) en tout
point xj t.q. @f+(x1) < oo et f-(x1) < oo). Comme Qg+ < oo et @f- <co p.p, on peut trouver A € Ty t.q. m(A) =0
et @f+ <ocoet@s- <ocosur A°=E; \ A Enposant g = @+ — s sur A et g = 0 sur A, on a donc g € M(E1,Ty),

g=@fpp.etge Ll r(E1, Ty, myq) car f|g|dm1 < f(pf+dm1 +f<pf dmj < oo. Ceci donne le deuxiéme item de la
conclusion (le fait que ¢ f appartienne a L%R(El, Ty, mq)) et donne aussi le troisiéme item car :

[ opami = [ = [ s - [ or-dm
- Jf*dm - Jf*dm = jfdm.
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Enfin, comme pour le théoréme de Fubini-Tonelli, le quatrieme item de la conclusion s’obtient en changeant les roles de
my et my. L]

Le théoréme de Fubini est souvent utilisé sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 7.13 Soit (E,, Ty, my) et (Ey, Ty, my) des espaces mesurés o-finis, (E, T, m) I’espace produit et
f : E — R une fonction T-mesurable t.q. :

J(J|f(X1,X2)|dm2(x2))dm1(xl) R
ou J(J|f(X1,x2)|dm1(x1))dmz(xz) < 400

Alors :
(] roncadm e Jama = [ { [ gt xardoms e Jam ). a9)

(Toutes les intégrales ayant bien un sens.)

DEMONSTRATION —  Le corollaire est une conséquence immédiate du théoreme 7.12 et de 1’équivalence (7.8).
(]

Remarque 7.14 (Contre-exemple lié au théoreme de Fubini) On cherche ici a construire une fonction pour
laquelle la conclusion du théoréme de Fubini n’est pas vérifiée. Soit a une fonction (continue) de R dans R et
f : R? — R définie par f(x,y) = a(x) six>0et x <y < 2x, f(x,9) = —a(x) si x> 0et 2x <y < 3x, f(x,9) =0
six<0oux>0ety ¢ [x,3x]. On pose b(x) = xa(x). On peut montrer que les hypothéses du théoréme de
Fubini ne sont vérifiées que si b € Lﬁk(R,B(R), A). En prenant par exemple a(x) = 1/(1 + x)2, on montre que

[(J fx,v)dy)dx = [([ f(x,p)dx)dy (voir 'exercice 7.5).

7.4 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de RN

On a déja vu que B(RN) = B(RN-1) ® B(R) pour tout N > 1 (exercice 2.6 pour N = 2 et exercice 7.1). Le
paragraphe précédent permet alors de définir la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RN (c’est-a-dire sur la
tribu B(RN), engendrée par les ouverts de RN) pour tout N > 1.

Définition 7.15 (Mesure de Lebesgue sur B3(RN))

1. La mesure de Lebesgue sur B(R?) est la mesure A® ), on la note ).

2. Par récurrence sur N, la mesure de Lebesgue sur B(RN), N > 3, est la mesure Ay_1 ® A, on la note \y.

On note L' (RN) I’espace L]%Q(RN,B(RN), An), et pour f € LY(RN), on note

[ smarse= [ o

On donne maintenant quelques propriétés de la mesure de Lebesgue sur B(RN). 11 s’agit de propriétés élémentaires
ou de généralisations simples de propriétés vues pour la mesure de Lebesgue sur 5(R). Les démonstrations seront
proposées en exercices.
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Proposition 7.16 (Propriétés élémentaires de \y)
Soit N > 2. On rappelle que \y est la mesure de Lebesgue sur B(RN).

1. La mesure Ay est o-finie.
2. Soit Ay, ..., Ay € B(R). Alors, [T, A; € B(RN) e

(-

3. Soit aq,...,an €Ret By,...,pN €R 1.q. o; < P; pourtouti € {1,...,N}. Alors :

N
]_[ o, Bil) = | [AeuirBil) =

i= i=1 i=1

N
MA
i=1

1

-
=
|

4. Soit K un compact de RN (noter que K € B(RN)). Alors, An(K) < +co.

5. Soit O un ouvert non vide de RN. Alors, AN (O) > 0.

6. Soit f,g € C(RN,R). Alors f = g p-p. (c’est-a-dire Ay-p.p.) implique f(x) = g(x) pour tout x € RN,

7. C/(RN,R) [%R(RN,B(RN), AN). (En confondant f avec sa classe, on écrira donc souvent C.(RN,R) C
Lz (RN).)

DEMONSTRATION — Comme Ay est une mesure produit, le fait que AN est o-finie est (par récurrence sur N) une
conséquence du théoréme donnant 1’existence (et I’unicité) de la mesure produit (théoreme 7.3) car ce théoréme donne
que le produit de mesures o-finies est o-finie.

La démonstration des autres propriétés fait 1’objet de 1’exercice 7.11. ]

Une propriété trés importante de Ay est sa régularité, ¢’est-a-dire que pour tout élément A de B(RN) et pour tout
e > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RN tels que

FCAcCOetAN(O\F)<e

Cette propriété est une conséquence du fait que toute mesure sur B(RN), finie sur les compacts, est réguliére
(proposition 7.17).

Proposition 7.17 (Régularité d’une mesure sur B(RN), finie sur les compacts) Soit m une mesure sur B(RN)
t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RN. (Noter que ceci est vrai pour m = \y.) Alors :

1. Pour tout A € B(RN) et pour tout € > 0, il existe O ouvert de RN et F fermé de RN tels que :
FCcAcCcOetm(O\F)<e (7.10)

2. Pour tout A € B(RN), on a m(A) = inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}.

DEMONSTRATION —  Cette proposition fait 1’objet de ’exercice 7.12. [

On donne maintenant des généralisations au cas de Ay de propriétés déja vues pour A.

Proposition 7.18 (Densité de C, dans L' (RN)) Pour tout N > 1, I’espace C.(RN, R) est dense dans L'(RN)
(c’est-a-dire que, pour tout f € LY(RN) et tout ¢ > 0, il existe @ € C.(RN, R) t.q. ||f —ll; < e).
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DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait 1’objet de ’exercice 7.13, elle découle essentiellement
de la régularité de Apy. Cette démonstration est tres voisine de celle faite pour le cas N = 1, théoreme 5.20. [

Comme cela a déja été dit apres le théoreme 5.20, le résultat de densité que nous venons d’énoncer n’est pas limité a
la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute mesure sur 3(RN), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant
C, par C°. On obtient donc le théoréme suivant :

Théoreme 7.19 (Densité de C° dans L' (RN)) Soit N > 1 et p sur une mesure sur B(RN), finie sur les compacts.
Alors, I'espace CX(RN, R) est dense dans L' (RN, B(RN), 1) (c’est-a-dire que, pour tout f € LI(RN, B(RN), 0]
et tout € > 0, il existe @ € C.(RN, R) t.q. ||f —ll; < ¢).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoréme fait 1’objet de I’exercice 7.14. ]

Proposition 7.20 (Invariance par translation) Soient N > 1, ay,...,an € R* et By,...,pxy €R.
Pour x = (x1,...,xxy)" € RN, on pose ¢(x) = (a1 x; + B1,...,anxN + BN (noter que @ est une bijection de RN
dans RN). Pour tout A € B(RN), on a alors @(A) = {@(x), x € A} € B(RN) et An(p(A)) = ]_H-il lo; | AN (A).

Pour a; =1 pour tout i, cette propriété s’ appelle invariance par translation de \y.

DEMONSTRATION —  Cette proposition a déja été vue pour N = 1, proposition 2.49. La démonstration de la proposition
2.49 utilisait , par exemple, le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints 2 a 2 (et la
régularité de ). La démonstration proposée ici pour N > 1 utilise une récurrence sur N et la partie unicité du théoréme
7.3 sur la mesure produit. Elle fait ’objet de I’exercice 7.15.

On peut aussi noter que la partie unicité du théoreme 7.3 peut étre faite (voir la remarque 7.4) avec le lemme des classes
monotones (exercice 2.13). Ce lemme pourrait aussi étre utilisé pour démontrer la proposition 2.49 (au lieu du théoreme
de régularité et du fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints 2 a 2). [

Proposition 7.21 (Changement de variables simple)

Soient N > 1, a1,..., 0N e R* et ﬁl,...,ﬁN e R.

Pour x = (x1,...,xx5)" € RN, on pose @(x) = (a1 x1 +B1,...,anxn + )’ (de sorte que @ est une bijection de RN
dans RN). Alors :

1. Pour tout f € M, = M. (RN, B(RN)), ona fope M, et:

[ ran- ljkm [r e

2. Pour tout f € L = ,C%R(RN,B(]RN), An), onafopellet:

J-fd)‘N = Ii[|%|f(f o @)dAN.

DEMONSTRATION — La démonstration est une conséquence simple de la proposition 7.20. Elle fait 1’objet de 1’exercice
7.16.

Noter aussi que ]_[?il |ot;| est 1a valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point x. Cette matrice
est notée D(x), elle ne dépend pas de x pour les applications considérées dans cette proposition. Cette proposition sera
généralisée au théoreme 7.29. [
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7.5 Convolution

On rappelle que L' (RN) = Lﬁg(RN, B(RN), Ay) et que, pour f € LIY(RN), ffdAN Jf YdAN(x Jf
(c’est-a-dire que dx signifie toujours d Ay (x)).

On note aussi £!(RN) = £ (RN, B(RN), \y).

Soient f,g € L(RN). On souhaite définir la fonction convoluée de f et g, c’est-a-dire définir f * g par :

_ Jf(t)g(x— Hdt. (7.11)

La définition de cette fonction nécessite les deux conditions suivantes :
1. 11 faut que la définition ne dépende pas des représentants choisis pour f et g.

2. 11 faut que, ayant choisi des représentants pour f et g, encore notés f et g, la fonction g(x —-)f(-) appartienne
a LY(RN) (au sens “il existe h € L} (RN) t.q. g(x —-)f(-) = h p.p.”). Ceci n’est pas immédiat car, en général, le
produit deux fonctions intégrables n’est pas une fonction intégrable.

La condition 1 est satisfaite, car, pour x € RN si f, fi, g et g1 sont des fonctions de RN dansR,on a:

f=fpp, g=g pp. = f()g(x—) = fi()g1(x—-) p-p.. (7.12)
(p.p. signifiant ici Ax-p.p..) En effet, il suffit de remarquer que si f = f; p.p.etg=g; p.p il existe A,Be B(RN)
t.q. AN(A) = AN(B) = 0, f = f; sur A® et ¢ = g; sur B®. Pour x € RN, on a alors f(-)g = f1(-)g1(x —-) sur
A°NB§ = (AUB,)° avec B, = {x—z, z € B}. On en déduit bien f(-)g(x—-) = fi(-)g1(x—- p car }\N(AUB ) <

AN(A) + AN(By) = AN(A) + An(B) = 0 (on utilise ici la propriété d’1nvar1ance par translation donnée dans la
proposition 7.20).

On en déduit que, si Si f et f; [resp. g et g] sont des représentants d’un méme élément de LY(RN), on a
f(.)g(x—.) € LY(RN) si et seulement si f;(.)g;(x—.) € L'(RN) et, si f(.)g(x—.) € L'(RN), on a Jf(t)g(x— t)dt =

[ filt)g1(x—t)dt.

On montre dans la proposition suivante que la condition 2 est satisfaite pour presque tout x € RN,

Proposition 7.22 (Convolution) Soient f, g € LY (RN) (que I’on confond avec I'un de leurs représentants). Alors :
— Pour presque tout x € RN, la fonction g(x —-)f (-) appartient & LY (RN) (en la confondant avec sa classe). On

pose donc : f *g(x) = J-f(t)g(x —t)dt. La fonction f + g est donc définie p.p. sur RN,

— frge LYRN) (au sens “il existe he L'(RN) t.q. frg=hp.p.”).
= NIf =gl < lIf Il ligll;-

DEMONSTRATION —  On donne la démonstration pour N =1 (le cas N > 1 est similaire, en ayant d’abord montré que
AN = AN ® AN

On choisit des représentants de f et g, de sorte que f,g € LIR) = L (R, B(R), ). On souhaite appliquer le théoréme

de Fubini (théoreme 7.12) 2 H : R2 — R, définie par H(x,v) = f(v)g(x —v), avec les espaces mesurés (E;, T;, m;) =
(R,B(R),\) pouri=1,2.

Comme A est o-finie, pour appliquer le théoréeme de Fubini, il suffit de vérifier que H est B (]Rz)-mesurable et que

[(J H(x,v)ldx)dy < co.
On montre d’abord que H est B(]Rz)-mesurable. OnaH=H;j o avec:
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Hy 2 (69) = f(0)8@), b : (x9)— (1,x-).
La fonction Hy est mesurable de R? dans R (car f et g sont mesurables de R dans R, on applique ici la proposition
7.11) et P est mesurable de R? dans R? car continue (R et R? sont toujours munis de leur tribu borélienne). La fonction

H est donc mesurable de R? dans R comme composée de fonctions mesurables. On peut maintenant calculer Iintégrale
de |H| :

[ mepiandy = [ ([ 1rwisec-piany = 1w [ lge-piandy

La proposition 7.21 donne j|g(x -p)ldx = j|g(x)|dx =lgll1, Donc :
[ s panidy =gt [ 17wy =ghifl <o

Le théoréme de Fubini peut donc s’appliquer. Il donne que H(x,-) € £1 (R) pour presque tout x € R. Donc, gx—)f()e
L(R) pour presque tout x € R. Ceci montre bien que f =g est définie p.p.. Le théoréme de Fubini donne alors aussi que
frge LY (R) (au sens “il existe h € £1(R) t.q. f*g=hpp”).

Enfin pour montrer que ||f = gll; <||fll1]lgll1, il suffit de remarquer que :

If *glly = f|jf<y>g<x—y>dy|dx < j(f IH(x, p)ldx)dy = gl I -

Remarque 7.23 On a vu précédemment que L!(RN) muni de I’addition (loi de composition interne), de la
multiplication par un scalaire (loi de composition externe) et de la norme || - ||; est un espace de Banach. L’ajout de
la convolution (loi de composition interne) confere a L' (RN) Ia structure d’algebre de Banach.

On sait aussi que Cy(IR,IR) muni de I’addition, de la multiplication interne, de la multiplication par un scalaire et de
la norme de la convergence uniforme || - ||,, est aussi une algébre de Banach. En fait, nous montrerons par la suite
qu’il existe un isomorphisme d’algébre, appelé transformation de Fourier, entre L' (RN) et son image (par cette
transformation) dans Cj,(RN,R).

Remarque 7.24 On donne ici quelques propriétés supplémentaires de la convolution.
Soit N > 1. Pour p € [1, 0], on pose LP(RN) = L%(RN,B(RN), A).

1.

Soit f,g € LY(RN). On a alors f * g = g+ f p.p.. Ceci découle de I’invariance par translation de la mesure de
Lebesgue (propositions 7.20 et 7.21) et est démontré dans I’exercice 7.18.

. Soitl < p < co. Soient f € LP(RN) et g € LY(RN). Alors, f * g est définie p.p. sur RN, f x g € LP(RN) et

lf =gll, <lf1lpligll:- Cette propriété fait I'objet de I’exercice 7.20.

. Soit p,q € [1,00] t.q. (1/p) +(1/q) = 1. Soient f € LP(RN) et g € LY(RN). Alors, f * g est définie partout sur RN

et f*g € Cp(RN,R), voir I’exercice 8.6.

. Soit p € [1,00]. Soient f € LP(RN) et g € C°(RN,R). Alors, f *g est définie partout sur RN et f+g € C, (RN, R),

voir I’exercice 7.19.

. (Régularisation par convolution) Soit f : RN — R. On dit que f € Llloc(IRN )si f1x € LY(RN) pour tout compact
K de RN. On suppose que f € Llloc(RN). Soit k € N et g € CK(RN,R). Alors, f * g est définie partout sur RN et

f +g e CK(RN,R) (voir I’exercice 7.19, noter que LP(RN) c L!

loc

(RN)).

. Soit f,g € L(RN). On suppose que f et g sont & support compact (f a support compact signifie qu’il existe K,

compact de RN t.q. f =0 p.p. sur K°). Alors, la fonction f = g est aussi a support compact. Ceci fait partie de
I’exercice 7.18.
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La convolution est un outil tres utile pour “régulariser” des fonctions. Elle est a la base de résultats de densité
fondamentaux que nous verrons dans le chapitre suivant (densité de C°(RN,R) dans LP(RN) pour p < co, par
exemple).

Il est aussi intéressant de généraliser la convolution de fonctions en convolution de mesures. On commence par
remarquer qu’une fonction f dans LIOC(RN, B@®RN), Ay) (voir la remarque 7.24) est entierement déterminée par la
mesure qu’elle induit sur B(RN), ¢’est-a-dire par la mesure m définie par m = f Ay. Ceci est précisé dans le lemme
suivant (en remarquant que f(pd m= I(p fdAx pour tout @ € C.(RN,R)).

Lemme 7.25 Soit N > 1et f,g €L} (RN, B(RN),\\) t.q. [ fodAy = [ gpdAy, pour tout ¢ € C(RN,R). Alors,
f=gpp.

DEMONSTRATION —  Soit M € N*. On note By la boule (fermée) de centre 0 et rayon M dans RN et sy 1a fonction
définie par :

flx)-g(x) sixeByet|f(x)-g(x)l <M,

M) =1, six & Byg ou £ (x) — g(x)| > M,

On a hyy € LY(RN, B(RN), \) (car By est un compact de RN). Comme C(RN, R) est dense dans L' (RN, B(RN),
An) (théoréme 5.20 pour d = 1 et théoreme 7.18 pour N > 1), il existe une suite (@, )yeN t.q. @, — hy dans
LI(RN,B(RN), AN) quand 1 — +oco. On peut aussi supposer (quitte a extraire une sous—suite) que @, — hyy p.p.
(théoreme 6.11). Enfin, en remplagant ¢,, par max(min(¢;, M), -M) on obtient :

©p € CC(RN,R) pour tout 1 € N,

@y — hm p-p-
|@,,] <M pour tout 1 € N.

Comme @,, € C.(RN,R), on a I( f—2)@udAN = 0. Le théoreme de convergence dominée (la domination est par
M1g,,|f —gl) donne alors th( f—g)dAN = 0. En faisant maintenant tendre M vers ’infini, le théoréme de convergence
monotone donne Ilf —gldAn =0, etdonc f = g p.p. [

Pour que la convolution de mesures soit une généralisation de la convolution de fonctions, on souhaite que
mxp = (f*g) AN, lorsque m = f Ay et g = gy avec f,g € LI(RN, B(RN), \y) (et donc f+g € LY (RN, B(RN), \x)).
Noter que 11, p et m * p sont des mesures signées. Soient f,g € LY(RN, B(RN), \y). On pose m = fAy et g = gAn.
Pour toute fonction ¢ borélienne bornée de RN dans R (par exemple, (XS Cp(RN,R)),

Jiresmwan= [ ([ re-pswids fowas

(On rappelle que dx désigne d A(x)). En utilisant le théoréme de Fubini, qui s’applique bien ici car

”v x=9)g)p()ldxdy < ol fll gl

et avec le changement de variable z = x — v (pour p fixé), on obtient :

Joregioan= [ ([, rix-setzeay
- [ et s ez tna.
R4
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On a donc :

[esions= ([ otepnta)aun= [ ooradmopey, a1

ol la derniere égalité découle de la définition de m ® . Plus précisément, si m et p sont des mesures finies (c’est-a-
dire des applications o-additives de B(RN) dans R*), 1a derniére égalité de 7.13 est donnée par le troisieme item
du théoreme de Fubini (théoréme 7.12). Si m et u sont des mesures signées, on se ramene au cas précédent avec
la décomposition de Hahn (proposition 2.34) qui donne m = m™ —m™ et p = p* — p~. La mesure m ® p est alors
définie a partir de m* Q@ p*.

On est ainsi amené naturellement a définir 7 + p en utilisant le deuxieéme membre de (7.13) pour définir f(pd(m ).

Définition 7.26 (Convolution de mesures) Soit N > 1 et m, y des mesures signées sur B(RN). On définit la
mesure signée jp*v sur B(RN) par :

mx*u(A) :f La(x+v)d(m@u)(x,v) pour tout A € B(RN).
B(R2N)
onm@v=mtQut+m-@u —m @ut —m*@u~ et m* p* sont données par la décomposition de Hahn de m et

n (proposition 2.34).

Le fait que m = p est une mesure signée sur B(RN) est facile (la o-additivité de m p découle, par exemple, du
théoréme de convergence dominée). On déduit de cette définition la proposition suivante.

Proposition 7.27 Soit N > 1 et m, p des mesures signées sur B(RN).
1. On a alors, pour tout @ borélienne bornée de RN dans R (par exemple, @€ Cp(RN,R)) :

J @d(m*m:f (x +9)d(m @ )(x, ).
RN B(R2N)

2. Si m et y sont des probabilités, la mesure m+ p est aussi une probabilité.

3.8i f,g e LYRN, B(RN), A\\), m = fAn et p=gAn, onamsp=(f*g)An.
DEMONSTRATION — Le premier item se démontre, comme souvent, en considérant des fonctions étagées, puis en
écrivant ¢ comme limite de fonctions étagées (bornées par la borne supérieure de |@|, exercice 7.22). Le deuxiéme

item est immédiat en remarquant que m * p(A) > 0 si m et p sont des mesures (positives) et 11 * ]A(RN) = m(RN)},L(]RN).
Enfin, le troisieéme item a été vu avant la proposition 7.27. [

Remarque 7.28 Il aurait aussi été possible de définir m = p grace au théoreme de Riesz dans Co(RN,R) (théo-
reme 5.16 pour N > 1). Si m, p sont des mesures signées sur B(RN) (ou, directement, des formes linéaires continues
sur Co(RN,R)). On définit, I’application L de C(RN,R) dans R par :

L(g) = fR fR lx + p)dm(x)du(y), Y € Co(RY,R). (7.14)

L application L est une forme linéaire continue sur Co(RN,R). Par le théoréme de Riesz, il existe donc une unique
mesure de Radon, notée T (c’est la mesure convoluée de m et p) t.q. :

U@=I@MM@- (7.15)
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7.6 Formules de changement de variable

La proposition 7.21 donne un résultat sur les changements de variables “simples”. On donne maintenant une
généralisation dans le cas ot les intégrales portent sur des ouverts bornés de RN,

Théoréme 7.29 (Formules de changement de variable) Soit N > 1, U et V des ouverts bornés de RN et ¢ un
C!-difféomorphisme de U dans V (i.e. ¢ est une bijection de U dans V, ¢ € C'(U,V) et ¢~ € C}(V,U)). On note
De(y) la matrice jacobienne de ¢ en y et Det(D) la fonction y — Det(De(p)).

1. Soit f € M, = M (RN, B(RN)). Alors,
(f o@Dty <M. er | flhdx= | FlpIDetDety)idy
2. Soit f € M(RN, B(RN)) t.q. fly € L1 = L (RN, B(RN)). Alors,

(f o@iDerDely < £ et | Fdx= | flotIDerDe()idy.

DEMONSTRATION — Comme @ est de classe C!, 1a fonction (f o @)|Det(De)|1y est mesurable si f est mesurable. Il
est plus difficile de montrer I’égalité donnée dans 1’item 1 du théoréeme. Cette démonstration n’est pas faite ici. Elle
consiste a se ramener par un procédé de localisation au cas de changements de variable affines.

Le deuxiéme item du théoréme est une conséquence facile du premier. En effet, soit f € M(RN, B (RN Ntg. fly e cl.

En appliquant le premier item a la fonction |f| € M, on obtient que (f o (p)|Det(D(p)|1U € [Zl Puis en appliquant

le premier item & f* et f et en faisant la différence, on obtient bien que IV x)dx = fU v))|Det(De(v))|dy.
L]

Un exemple de changement de variable On conclut cette section en donnant I’exemple des coordonnées
polaires pour N = 2. Soit f € M_,(R?, B(R?)) (ou f € £1 (R?, B(R?), A,)). On veut calculer (par exemple)
fB x)dx, ot B; est la boule unité (ouverte) de R?, en passant en coordonnée polaires.

On a donc B; = {x € R?; |x| < 1}, ol | - | est la norme euclidienne dans R?, c’est-a-dire |x|* = xf' + x% six =
(x1, %)t € R,

On pose L = {(x;,0)!, x; € [0,1[} et on remarque que A,(L) = A([0,1[) x A({0}) = 0. Donc, en posant V = B; \ L,

ona:
L f= | s |, reax= Lfdm.

On pose aussi U =]0, 1[x]0, 27|, de sorte que U et V sont de ouverts bornés de R?. L’ application ¢ : (r,0) >
(rcos 0, rsin 0)" est alors une bijection de U dans V. Elle est de classe C! et son inverse est de classe C! (¢ et ¢!
sont méme de classe C*). On peut calculer la matrice jacobienne de ¢ et son déterminant :

cos® -—rsinO
sin® rcos©O

De(r,0) = ( ), |Det(De(r, 0))| = r.

On peut donc appliquer le théoreme 7.29, il donne :

" f(x)dx = Lf(x)dx = Lf(rcos 0,rsin0)rdA,(r,0) =

j f(rcos6,rsin0)rdX,(r,0)
10,1[x]0,2m[
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En appliquant maintenant le théoréme de Fubini-Tonelli pour évaluer la derniére intégrale (si f € £ au lieu de
f € M, on raisonne d’abord sur |f| puis on utilise le théoréme de Fubini), on obtient :

21 1
Blf(x)dx :J; (L f(rcos®,rsinB)rdr)do.

Si f(x) ne dépend que de |x|, c’est-a-dire si il existe P t.q. f(x) = P(|x|), on obtient alors :

1
N f(x)dx = 2T(J; U(r)rdr.

En particulier, on voit que f1g, € L1(R?) si et seulement si g € £%&(]O, 1[, B(R), A), avec g définie par g(r) = r{(r)
pour r €]0, 1].

Prenons toujours f € M, (R?, B(R?)) (ou bien f € Lg(R?, B(R?),X,)). Le raisonnement que nous venons de faire
pour B; peut étre fait pour B, = {x € R?; |x| < a} avec a > 0. On obtient alors, pour tout @ > 0 :

21 a
Laf(x)dx =L (L f(rcos®,rsinO)rdr)do. (7.16)

En prenant a = n, n € N¥, dans (7.16), on obtient aussi, quand n — +oo (avec le théoréme de convergence monotone
si f € M, et en raisonnement avec f* si f € L1):

21 =)
J‘f(x)alx:f0 (J; f(rcos®,rsinO)rdr)do. (7.17)

7.7 Exercices

7.7.1 Mesure produit

Exercice 7.1 (Mesure borélienne sur R") Montrer que, pour tout 7 > 2, on a B(R") = B(R""1)®@B(R). [S’inspirer
de la démonstration faite pour n = 2 dans 1’exercice 2.6.]

Corrigé — Onnote T = B(R""1)® B(R), c’est-a-dire la tribu (sur R") engendrée par {A x B; A € B(R""1), B e B(R)}.
On veut montrer que T = B(R").

Etape 1, B(R") C T.
Soit O un ouvert de R”. On va montrer que O € T. On suppose O = () (on sait déja que @ € T). Pour tout x =

(x1,...,x,) €O, il existe r > 0 t.q. ]_[?:1 Jxi —r,x; + r[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver,
pour tout i € {1,...,n}, y; € QNlx; —r,x;[ et z; € QN]x;, x; +r[. Onadonc x € [T7; |y;, zi[C O.

On note alors I = {(y,z) € Q2 ?:1]yi,zi[c O} (avec v = (y1,...,yu) et z = (z1,...,2,)"). Pour tout x € O, il existe
donc (y,z) € Tt.q. x € [T;_; ]yi,z;[. On en déduit que O = Uw,z)e [T 1vi zil-

L’ensemble ]_[;l:_]l]yi,zi[ est un ouvert de R”~!, il appartient donc a B(R"1) (qui est la tribu engendrée par les
ouverts de R"~1). L’ensemble 191, 2| appartient a B(R). Donc, ]_[?:1 i, zile B(R" 1) x B(R). Comme I est au plus
dénombrable (car QZ” est dénombrable), on en déduit que O € T. On a ainsi montré que T est une tribu contenant tous
les ouverts de R", et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R" (c’est-a-dire B(R™)). Donc, B(R") c T.
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Etape 2, B(R") > T.
On reprend ici aussi le méme démarche que dans I’exercice 2.6.
1. Soit A un ouvert de R"~! et Ty = {B € B(R); A x B € B(R")}. On montre d’abord que Tj est une tribu (sur R)
—~0eTy car Ax(D=0¢€ B(R").
— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire. Soit B € Ty, on a donc B € B(R) et A x B¢ =
Ax(R\B) = (AxR)\(AxB). Or, (AxR) est un ouvert de R" (car A est un ouvert de R”~1 et R est un ouvert de R),

on adonc (AxR) € B(R™). D autre part, (AxB) € B(R") (car B € Ty ). Donc, AxB® = (AxR)\ (AxB) € B(R™).
Ce qui prouve que B¢ € Ty et donc que Ty est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, Ty est stable par union dénombrable. En effet, si (Bp)pen C Ty, ona A x (UpEN Bp) = UpeNA xB, €
B(R") (car Ax B, € B(R") pour tout p € N). Donc, UpenBp € T1.
On a donc montré que T; est une tribu.
On montre maintenant que T; contient les ouverts de R.

Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R”, on a A x B € B(R"). On a donc
BeT;.

Ty est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, T; = B(R).

La conséquence de ce résultat est :
A ouvert de R"1 et B B(R) = A x B € B(R"). (7.18)
2. Soit B € B(R) et T; = {A € B(R"1); Ax B e B(R")}. On va montrer que T, = B(R""1).
On commence par remarquer que (7.18) donne que T, contient les ouverts de R"~!. En effet, soit A un ouvert de
R"™1 1a propriété (7.18) donne que A x B € B(R"), et donc A € Ts.

On montre maintenant que T, est une tribu (on en déduira que Tp = B’(IR”_1 ).

—QeTycar@xB=0ecB(R.

— On montre ici que T} est stable par passage au complémentaire. Soit A € T,, on a A® € B(R" 1) et Ax B =
(R"1 x B)\ (A x B). La propriété (7.18) donne (R"~! x B) € B(R™) car R"~! est un ouvert de R"~!. D’autre
part, (A x B) € B(R") (car A € Ty). Donc, A€ x B € B(R"). Ce qui prouve que A° € T, et donc que T, est stable
par passage au complémentaire.

— Enfin, T est stable par union dénombrable. En effet, si (Ap)peny C To, ona (UpeN Ap)xB= UpeN(Ap xB) e
B(R™) (car A, x B € B(R") pour tout p € N). Donc, UpenAp € T
T, est donc une tribu (sur R”’l) contenant les ouverts de R~ !, ce qui prouve que T, > B(R"!) et donc, finalement,
T, = B(R"1).

On a donc obtenu le résultat suivant :

A€ B([R"1),BeB([R)= AxBeBR"). (7.19)
3. On montre maintenant que T C B(R") (et donc que T = B(R")).

Grice 2 (7.19), on a {A x B; A € B(R"1), B e B(R)} ¢ B(R™). On en déduit que T c B(R"). On a donc bien, avec
Iétape 1, T = B(R").

Exercice 7.2 (Algebre engendrée par un produit de tribus) Soient E{, E, deux ensembles, T; une tribu sur E;
et T, une tribu sur E,. On note E = E; x E, et on rappelle que T; x T, = {A; X Ay, A; € Tj, Ay € T}

Montrer que I’algebre engendrée par T; x T, est égale a I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
T; x T, c’est-a-dire que, pour tout A € P(E), A appartient a ’algébre engendrée par T; x T, si et seulement si il

existe (AP),_y , CTyx T, t.q. AP NAWD =@sip=get A=Uy_; AP
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Corrigé — On note A I’algébre engendrée par T; x T, et B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
Tl X Tz.

Comme A contient T; x T, et que A est stable par union finie, il est immédiat que B C .A. Pour montrer que B = A,
il suffit alors de montrer que que B est une algebre (puisque A est la plus petite algebre contenant T; x T et que 55
contient T1 x Ty).

Pour montrer que B est une algebre, on montre d’abord (étape 1) que T; x T, est stable par intersection finie et que le
complémentaire d’un élément de T; x T, est la réunion de 2 éléments disjoints de T; x T, (en fait, pour montrer que
B est une algebre, il suffirait de savoir que le complémentaire d’un élément de T; x T, est une union finie disjointe
d’éléments de Ty x Ty). Puis, on en déduit (étape 2) que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de 1’exercice
2.9, ce qui donne que B est bien une algebre.

Etape 1. Propriétés de Ty x T5.

— Soient A1,By € Ty et Ap,By € T,. On a clairement (A x Ap) N (By xBy) = (A1 NAy) x(B; NBy). Comme Ty
et T, sont stables par intersection finie, on en déduit que (A1 x Ay) N (By X By) € Tj x T, et donc que Tj x T, est
stable par intersection finie.

— Soient Ay € Ty et A € T,. On remarque que (A1 x Ap)¢ = (E; x AS) U (A{ x Ap). Comme (E; x AS) € Ty x T2,
(A x Ap) € Ty x Ty et que (E; x A§) N (A x Ap) = 0, on a bien montré que le complémentaire d’un élément de
Ty x T, est la réunion de 2 éléments disjoints T; x Tj.

Etape 2. On montre maintenant que 3 vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de ’exercice 2.9. La propriété
(a) est immédiate car E = E{ x Ep € Ty x T, C B. Pour montrer (b), on montre d’abord que B est stable par passage au
complémentaire.

Soit B € B. Il existe (B(q))qzl,..‘,m CTyxTrtq BPNB@ =@sip=getB= U?:l B(9). On a alors B¢ = ﬂm (BW@)e.
Le complémentaire d’un élément de T; x T, est la réunion de 2 éléments disjoints de Ty x T,. Pour tout q 11 existe
donc Cy1,Cyp € Ty x T t.q. (B@)e = Cg1UCg2et Cy1NCyp =0.On adonc B = i 1e1(Cq1UCyp2) =
U(pel(mm Cy,¢(q)) ol I désigne I’ensemble des applications de {1,...,m} dans {1, 2}. Ceci prouve que B¢ € 3. En
effet, on remarque d’abord que, pour tout ¢ € I, on a ﬂ q o(q) € Ty x Ty car Ty x T, est stable par intersection finie.
Puis, pour @, p €I @ = ¢, il existe k € {1,...,m} t.q. (p( ) (k). On a donc ( ;”:1 Cq,q)(q)) N (ﬂg’:l Couig) = 0 car
ﬂ;"zl Cy0(q) € Chop(k) ﬂ;”:l Cyu(q) C Ck,tp(k) et Cg, (k) N Ck, (k) = 0. On a donc bien montré que B est une union
finie disjointe d’éléments de T; x Ty, ¢’est-a-dire que B € B.

On montre maintenant que 5 vérifie la propriété (b) de la question 1 de I’exercice 2.9. Soit A, B e b’ . Comme on
vient de voir que B¢ € 3, 1l existe (A(p))p 1.1 C T1 X T2 et (C(q))q 1,..m C T xT tq AP A =0sip=q,
cPnca @Slp:th Ups P) et BE = Uty 7). Onaalors A\B=ANBC = ( 1A Umlc )) =
Up 1 U ( Pincl )) On en déduit que A\ B € B. En effet, AP nCl) e Ty xTy pourtoutp et tout g (car T; x T,
est stable par intersection finie) et (AP1) N Cla)) 0 (AP2) N Cl2)) = O si (p1,91) # (p2, g2) (car AP N AP2) =9 si
p1 #po et Cl41) 0 Cl92) = 9 sigq = ).

On a donc montré que B vérifie les propriétés (a) et (b) de la question 1 de I’exercice 2.9, ce qui donne que B est bien
une algebre et donc que B = A.

Exercice 7.3 (Exemple de mesure produit) Soit m1; et m, des mesures o—finies, non nulles, sur (R, B(R)) et t.q.
my ® my(R?\ D) = 0, ot D = {(x,x), x € R}. Montrer qu’il existe a, a, p € R t.q. m; = ad, et my = pd,, ot §, est
la mesure de Dirac en a.

Corrigé — On remarque d’abord que R2 \ D est un ouvert de R2, donc appartient 2 B(R?). la quantité 71 ®mo(R2\D)
est donc bien définie.
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La construction de la mesure n17 ® my donne (voir la démonstration du théoreme 7.3) :
1 @ma(E2\D) = [ R\ () ().

Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) avec f = 1, A = R2 \ D.

De I'hypothése 1] ® n,(R2 \ D) = 0, on déduit donc que m5 (R \ {x}) = 0 m-p.p.. Comme 1 (R) # 0, il existe donc
aeRt.q. my(R\ {a}) = 0. Ceci donne que m, = ad, avec a = my({a}). Comme i = 0, ona a > 0.

Dans la construction de la mesure 1711 ® n, (démonstration du théoréme 7.3), on aurait pu inverser les roles de m et
my. On aurait obtenu la méme mesure n11 ® m1, (grace a la partie unicité du théoréme 7.3). On a donc aussi :

my @my(R2\ D) = jmuR\{x})dmz(x).

(Cette égalité est aussi une conclusion du théoréme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.7) avec f =14, A = R2 \D.)

Comme 5 = ad,, on a donc my @ my(R?\ D) = amy (R \ {a}). De 'hypothese m; ® m,(R? \ D) = 0, on déduit donc
my(R\ {a}) = 0, ce qui donne m; = B, avec p = my({a}). (On peut aussi remarquer que, comme #1] = 0, ona > 0.)

Exercice 7.4 (Fonction dont les traces sont boréliennes) Pour B c R?, on note ¢(B) I’ensemble des x; € R t.q.
(x1,0) € B. On pose T = {B c R?; t(B) € B(R)}.
Soit 0 €]0, Z[. Pour x = (x1,x,)" € R?, on pose g(x) = (x1 cos 0 — x,sin 0, x; sin O + x, cos 0)".

1. Montrer que T est une tribu contenant B(R?).

Corrigé — On montre assez facilement que T est une tribu sur R2. En effet, on peut remarquer, par exemple, que
R? € T (car {(R?) =R € B(R)), T est stable par union dénombrable (si B,, € T pour tout 1 € N, on a HUnen Bn) =
Unen t(By) € B(R) par stabilité de B(R) par union dénombrable) et T est stable par passage au complémentaire (si
BeT,onat(B°) =t(B)° € B(R) par stabilité de B(R) par passage au complémentaire).
Pour montrer que T D B(IR?), on pose

C= {Al X Az, Al, A2 (S B(R)}
On sait que C engendre B(Rz). On remarque maintenant que C C T (car si A1, Ay € B(R),ona t(A] xAy) = A

ou 0 selon que 0 € Ay ou 0 ¢ Ap). La tribu T contenant C, elle contient nécessairement la tribu engendrée par C,
c’est-a-dire B(RR2).

2. Soit AC R t.q. A ¢ B(R). On pose B = A x {0}.
(a) Montrer que B & B(R?).

Corrigé — Comme t(B) = A ¢ B(R), ona B T et donc B & B(R2) car T > B(R2).

(b) On pose f = 1 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne de R? dans R mais que les
fonctions f(xy,-) et f(-,x,) sont boréliennes de R dans R, pour tout xq,x; € R.

Corrigé — La fonction g est linéaire bijective de R? dans R2. On note h sa fonction réciproque. La fonction h
est donc aussi linéaire. La fonction & est donc borélienne (car continue) etona 1g = f o h. Comme B ¢ B (R?),
la fonction 1p n’est pas borélienne. On en déduit que f n’est pas borélienne (si f était borélienne, on aurait 1p
borélienne car composée de fonctions boréliennes).

sin @
cos0-

Soit x; € R. On va montrer que la fonction f(x1,-) est borélienne. On pose x, = —x
deux cas possibles :

On distingue alors

Premier cas. On suppose que x1 cos 0 —x,sin© ¢ A. La fonction f(x1,-) est alors la fonction nulle (¢’est-a-dire
que f(x1,x) = 0 pour tout x € R). La fonction f (x1,) est donc borélienne.
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Second cas. On suppose que x1 cos O —x,sin© € A. La fonction f(x1,-) est alors la fonction nulle partout sauf
au point x; ou elle vaut 1 (c’est-a-dire que f(x1,x) = 1y,)(x) pour tout x € R). La fonction f(x1,-) est donc
borélienne.

De maniére analogue on peut montrer que f (-, x2) est borélienne pour tout x, € R.

7.7.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Exercice 7.5 (Contre-exemple au théoréme de Fubini) Soit L' = Lﬁg(R, B(R), \). Pour (x,) € R?, on pose :

six>0etx<y<2x

(x+1)?
Flx,p) = —ﬁ six>0et2x<y<3x (7.20)
0 six>0ety &y, 3x|
0 six <0.

1. Montrer que f : R? — R est B(R?)- mesurable.

Corrigé — Onpose A = {(x,y)! € R2;x>0,x< y < 2x}et,pourn € N, A, = {(x,9) € RZ;x>0,x< y < 2x+%}.
A,, est, pour tout # € N*, un ouvert de R?, il appartient donc 2 B(R2). On en déduit que A = MNyen: Ay € B(R2).

De méme, en posant B = {(x,y)! € R2; x>0, 2x< v < 3x} et, pour n € N*, B, = {(x,9)" € R2;x>0,2x< Y <
3x+ %}, on montre que B = (),,en+ By, € B(R2).

On pose maintenant g(x,y) = pour (x,p)! € R?. La fonction g est continue de R? dans R, elle est donc

#
(Ixl+1)2
mesurable (]R2 et R étant munis de la tribu borélienne).

On remarque maintenant que f = g1 — g1p. On en déduit que f est mesurable (car f est une somme de produits de
fonctions mesurables).

2. Montrer que pour tout y € R, f(.,y) € L' ; on pose ¢(y ff x,y)d\(x). Montrer que ¢ € L.
Corrigé — Onnote £! = [IEQ(R,B(R), A).

Soit y € R. La fonction f (~,y est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.9). Elle appartient aussi a £1 (et
donc a L! en confondant f (-, p) avec sa classe dans L) car flf JJdA=0sip<0et jlf )dA <y siy>0car
f(x,v)=0sixe[0,y]et|f( x, ) <1 pour tout x, p. Onpeutdeﬁmr(p V).

Poury <0,ona ¢(y)=0etpoury>0,ona:

?
— _ 2 _ 1 y_ 1
= J‘f(,y)d)& = —J’g de-"j ﬁdx
_3 4 i 1
y+3 " y+2 y+l
- 2y
T3 +2)(p+1)”
La fonction ¢ est continue donc mesurable de R dans R. elle prend ses valeurs dans R, on peut donc calculer son
intégrale sur R :

" 3 4 1

J({)dk: lim (- + - )dy ==31In3 +4In(2).
n—+o0 Jq v+ 3 v+ 2 v+ 1

Ceci donne bien, en particulier, ¢ € L' (en confondant ¢ avec sa classe dans Lh.

3. Montrer que pour tout x € R, f(x,.) € L' ; on pose {(x f f(x,v)dA(y). Montrer que { € L.
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Corrigé — Soit x € R. La fonction f( x, ) est mesurable de R dans R (voir la proposition 7.9). Elle appartient aussi a
£1 (et donc a L! en confondant f(x,-) avec sa classe dans L) car flf JdA=0six<0et f|f(x,~)|dk < 3xsi
x>0car f(x,v)=0sipe[0,3x] et |f x,7)| <1 pour tout x,y. On peut donc définir {(x).

Pour x <0, 0na {(x) =0etpourx>0,ona:

2x 1 3x 1
S EER S e A

Onadonc peLl et jtp(x)dx =0.

4. Montrer que fq)d Az ftpd A (¢ et P sont définies dans les questions précédentes).

Corrigé — On a déja montré que fc[)d)\ =-3In3+4In(2)20= jtpdk.

5. Pourquoi le théoréeme de Fubini ne s’applique-t-il pas ici ?

Corrigé — Le théoreme de Fubini ne s’applique pas ici car la fonction f n’est pas intégrale pour la mesure produit,
c’est-a-dire la mesure de Lebesgue sur R2, notée 2. On peut d’ailleurs le vérifier en remarquant (par le théoréme de

Fubini-Tonelli) que :
© 2x
f|f|dxz - ﬁf £ (6 DA dA) = jo D=

Exercice 7.6 (Intégrale d’une fonction positive) Soit (E, T, ) un espace mesuré o-fini, et f : E — R, une
application mesurable. On pose F =1, avec A = {(t,x) e RxE; 0 <t < f(x)}

1. Montrer que F est T ® T- mesurable

Corrigé — Comme f € M., il existe (f,) € &4 t.q. f, T f quand n — +co. On a alors A = |J,,cny Ay, avec
A, ={(t,x) e Ry xR; 0 <t < f,;(x)}. Pour montrer que F est mesurable (c’est-a-dire que A € B(R) ® T), il suffit
donc de montrer que A, € B(R)® T pour tout n € N.

Soit donc n € N. Il existe ay,...,ap € R et By,...,B, € Tt.q. BiNBj =0sii=jet f, =
Au=U"_110,4i[xB; € BR)®T car ]0,a;[xB; € B(R)x T c B(R)® T pour tout i.

1 lallg On a donc

2. Montrerquejfdm f m({x € E; f(x )>t)dtetquejfdm jo ({x € E; f(x) > t})dt. [Utiliser le
théoréeme de Fubini-Tonelli.]

Corrigé — On peut appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) a la fonction F, il donne :

Jj F(t, x)d\(t))dm(x JJ F(t, x)dm(x))dA(t). (7.21)

Pourer,IF(t,x)d)\(t)z L f ()] = f(x).

Pour t € R. Sit <0, onaF(t,-) = 0. Donc, jF(t,x)dm(x) =0.Sit>0,onaF(t-)= 1{f>t}- Donc, jF(t,x)dm(x) =
m({f > t}).

On déduit donc de (7.21) :

ff(x)dm(x) - jR m(lf > )AA(H) = f: m({x € B f(x)> )t

Pour avoir I’égalité avec m({f > t}) au lieu de m({f > t}), on reprend le méme raisonnement en remplacant F par
G=1pavec B={(t,x) e RxE; 0 <t < f(x)}. On remarque d’abord que B est 3(R) ® T-mesurable. En effet, on a
B=),en By avec B, = {(t,x) e RxE; 0 <t < fy(x)} et f, = f + % Comme f;, € M., la premiére question donne
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B, € B(R)®T. On en déduit que B € B(R) ® T. On peut maintenant appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli a la

fonction G, il donne :
jj (t,x)d\(t))dm(x ff (t, x)dm(x))dA(t). (7.22)

PourerIGtde MJO, f(x)]) = f(x

Pourt € R.Sit < 0,onaG(t,-) = 0. Donc, IG(t,x)dm(x) =0.Sit>0,onaG(t,-) = 1{f>t)- Donc, fG(t,x)dm(x) =
m({f > t}).

On déduit donc de (7.22) :

jf(x)dm(x) = J::o m({x € E; f(x)>t})dt.

Exercice 7.7 (Une caractérisation de L?) On munit R [resp. R?] de sa tribu borélienne, notée B(R) [resp. B(R?)].

Soit f une application mesurable de R dans R. Pour touty € R, on pose A, = {x € R; |f (x)| > }. Pour touty € R,

on pose A, = 0.

1. Montrer que I’application (x, )’ > 1 A, (x) est mesurable de R? dans R. [On pourra commencer par montrer que
{(x,9)! € R%; |f(x)| > v} est un borélien de R?.]

Corrigé— On pose B = {(x,)! € R?; |f(x)| > v}, de sorte que

B=(F-G)~1(]0,00[)
ou F et G sont définies par :

=|f(x)], G(x,v) =, (x,v)} € RZ.
La fonction x — |f(x)| est mesurable (de R dans R) ainsi que I’application y +— 1(application constante). La
proposition 7.11 nous donne alors que F est mesurable de R? dans R (puisque B(R?) = B(R) ® B(R)). La fonction
G est aussi mesurable de R2 dans R (il suffit de remarquer qu’elle est continue, ou d’utiliser une nouvelle fois la

proposition 7.11). La fonction F — G est donc mesurable de R? dans R, ce qui prouve que B € B(R?2). La fonction 15
est donc mesurable de R? dans R.

On remarque maintenant que 1g(x,y)1rxr, (¥, ) = 1Ay(x) pour tout (x,p)! € RZ. L’application (x,y)t — lAy(x)

est donc mesurable de R? dans R car elle est égale a un produit de fonctions mesurables.

Soit p € [1,00[. Pour y € R, on pose g,(y) = |y|”_1)\(Ay) (en convenant que g,(0) = 0 si A(Ag) = c0).
2(a) Montrer que I"application (x,p)! > |p|P~11 A, (x) est mesurable positive de R? dans R.

Corrigé — L’application (x,y) — |y|p*1 1 Ay (x) est mesurable comme produit de fonctions mesurables. Cette

application est, bien sir, a valeurs dans R, . Elle est donc mesurable positive de R? dans R.

(b) Montrer que g, est intégrable sur R si et seulement si f € K%(R,B (R), A). [On pourra, par exemple, utiliser le
théoreme de Fubini-Tonelli. ]
Corrigé — On pose H(x,p) = |y|P_1 lAy (x) pour (x,9)! € RZ. La question précédente donne que H € M, (RZ,
B(RR2)). On peut donc appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) a la fonction H, il donne :

JJ (x,9)dA(x))dN(p JJ (x,9)dA(©))dA(x). (7.23)
(x)

Pour y € R, onaIHx, )\
donne, en particulier, que g, est mesurable de ]R dans R (car I’'une des conclusions du théoréme 7.7 est que
Y- fH(x,y)dX(x) est mesurable de R dans R,).

= [y|P~ XA Ay) = gp(p) (en convenant que g,(0) = 0 si A(Ag) = o0). Ceci
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Pour x e R, on a

[f(x)l
fH(x,y)dMy) - jw’—l oy o[ (9)4A) = L P dy

L’égalité (7.23) donne alors :
1
Jgpdkz Ejlflpdk. (7.24)

Sife K%(R,B(R), A), on remarque d’abord que g, prend ses valeurs dans R, car

MAy) < |3}%J|f|pd}\< oo pour tout p > 0.
La fonction g, est donc mesurable de R dans R, et (7.24) donne alors que g, € [lgR(]R, B(R),\).
Réciproquement, si g, € L]%(R,B(R), A), (7.24) donne que f € C%(R, B(R), A).

On a donc bien montré :
8 € LL(RB(R),\) & f € LE(R,B(R), ).

Exercice 7.8 (Mesure de boules de R?)

On considere ici I’espace mesuré (R?, B(R?), \,). Montrer que A,({x € R?;|x| < R}) = ©R? pour tout R > 0.
Exercice 7.9 (A propos de Fubini) Soit, pour n> 1,1, = [1-1/n,1-1/(n+1)[; on pose @, = n(n+ 1)xq, et
f(x9) = L1 (@n(X) = Qi1 (%)) 9n(9)-

1. Montrer que f : [0,1]> — R est bien définie et mesurable,

2. Montrer que, pour tout x € [0,1], v — f(x,v) est intégrable sur [0, 1]et que, pour tout y € [0,1], x — f(x, ) est
intégrable sur [0, 1],

3. Montrer que F : x — I[O 1]f(x,y)dy etG:y > J[O 1]f(x,y)alx sont intégrables sur [0,1]. Calculer alors
J[O,l] F(x)dx et I[O,I] G(y)dy. Peut on appliquer a f le théoreme de Fubini ?

Exercice 7.10 (Intégrale de Dirichlet)

n _: n (o]
1. Vérifier que sin > 1,, J 51;1xdx = f (J- e dt)sinxdx.
0 0o Jo

Corrigé — Soit n € N, la fonction x — SINX et continue que [0, 7] en posant % =1 pour x = 0, elle est donc
bien intégrable pour I’espace mesuré ([0, 1], B([0, 1]), A).
Pour tout x > 0, on a e* € M (R, B(R,)). Pour calculer fooo e~*dt, on remarque que, pour tout p € N, on a

—xt -
jéj et = [%]g = ;1? - %. Quand p — oo, on en déduit, avec le théoreme de convergence monotone, que
j;o e Xdt = % On obtient bien :

n .; n [oe]

sinx _ .
J T Zdx :J (J e dt)sinxdx.
0o X 0 Jo
n

2. Calculer E,(t) = J e sinxdx (t > 0).
0
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Corrigé — Pourt=0,0na J};q e *sinxdx = fon sinxdx =1 —cosn. On a donc E,;(0) = 1 —cosn.

Soit maintenant ¢ > 0. Comme les fonctions x > e~*! et x - sinx sont indéfiniment dérivables sur R, on peut

n _ . . . .
calculer IO e sin xdx en intégrant deux fois par parties :

n n
j efxtsinxdx:—J‘ tef"tcosxdx—[ef"tcosx]g
0 0

_ xt —Xxt

t2€—xt
0

sinxdx — [te™" sinx]j — [e7* cosx]j;.

Ce qui donne :

n
(2 + 1)J- e sinxdx =1—te " sinn—e " cosn.
0

et donc :
nt

n 1—te ™ sinn—e ™ cosn
F,(t) = j e sinxdx = 5 .
0 tc+1

3. Calculer lil‘i‘l j F,(t)dt. (F, est définie a la question précédente.)
n—+o0o 0

Corrigé — Pour tout n € N, F,, est continue de R, dans R, elle est donc mesurable de R, dans R.

On a, pour tout 1 € N et tout £ > 0, te™ < te™" < 1/e. On en déduit :

1
)t2+1

[Ea(t)l < (24 <
.) Comme t —

pour tout t € R+ et pour tout n € N.

. A 1 1
< < = N S
(en fait, on a méme 0 < F,(t) ] 7T

de R, ceci donne F,, € [l (Ry,B(R,),A) pour tout n € N.

est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur les boréliens

Enfin comme F,,(t) — ﬁ quand 1 — +co, pour tout £ > 0, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée
a la suite (F;;) e, il donne :

E,(t)dt — ———dt = —, quand n — +o0.
J;) n() J;) t2+1 2 q o

n o
. ) sinx 1
4. En déduire que lim dx=—
n—+oo 0 X 2

Corrigé — Soit n € N. On définit H de R? dans R par
H(x,t) = e sin x170,1](¥)1[0,00](£)-

La fonction H est B(IR2)-mesurable et elle appartient 2 £1(R2) car, par le théoréme de Fubini-Tonelli :

n (o) n .
J-|H(x, 1)dAy(x, ) < f Isinxl(f e d)dx = j ILE PN
0 0 0 x

car la fonction x — w est continue que [0, 1] en posant % =1 pour x = 0, elle est donc bien intégrable pour

I’espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), \).

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini a la fonction H, il donne, avec la premiere question :

n .: n (o] o0 n
j SX e = f (f e dt)sinxdx = j (J e sinxdx)dt
0o X 0o Jo o Jo

= Lan(t)dt.

SIX dx = limy oo [y Fu(t)dt = 5.

La question 3 donne alors lim,,_,, jon
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7.7.3 Mesure de Lebesgue sur 3(RN)
Exercice 7.11 (Propriétés élémentaires de Ay) Soit N > 2. On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur
B(RN).
1. Soit Aq,...,An € B(R).
Montrer que ]—ﬁil A; € BRN) et )‘N(I—E\; A;) = ]_[?il AA;).
Corrigé — On va démontrer cette question en supposant tout d’abord que A(A;) < co pour tout i. Le cas général

s’obtient alors en utilisant A; N [—p, p] au lieu de A; et en faisant ensuite tendre p vers I’infini. On obtient bien la
propriété voulue (en convenant que 0 x co = 0). Cette méthode est décrite dans la remarque 7.5.

On démontre donc, par récurrence sur N, la propriété suivante :
Aq,..., AN € B(R), M(Aj) < oo pour tout i =

7.25
T, A € BRN) et AN (TN, A7) =TT, A(A). (7.25)

La propriété (7.25) est vraie pour N = 2. En effet, on sait que B(R2) = B(R) ® B(R) (proposition 7.2) et que
A2 = A® A (définition 7.15). On a donc bien (avec la définition d’une mesure produit, théoreme 7.3) :

Al,A2 S B(R), X(Al) < 0o, )\(AQ) < oo

= A; xAp € B(R?) et Ax(A] xAy) = AMA])A(Ay).
On suppose maintenant que la propriété (7.25) est vraie pour un certain N > 2, et on la démontre pour N + 1.

Soit donc Ay,...,Any1 € B(R) t.q. A(Aj) < oo pour tout i.
Par (7.25), on a ]_[?il A; € B(RN) et )»N(]_[%\il Aj) = ]_[?il A(A;). On rappelle que B(RN*1) = B(RN) @ B(R)
(proposition 7.2) et que AN+1 = AN ® A (définition 7.15).
On en déduit que ]_[?iﬁl A= (]‘[%il Aj)x ANt € BRN)x B(R) c B(RN) @ B(R) = B(RN*1) et
N+1 N+1

N
A [ a0 =] Janr@ana) = [ @),
=1 i=1 i=1

ce qui donne bien (7.25) avec N + 1 au lieu de N et termine donc la démonstration par récurrence.

2. Soit aty,...,ay € Ret By,...,pn € Rt.q. a; < B pour tout i € {1,...,N}. Montrer que

N

N
)\N(l_[]ai, Bil) = ]_[)‘(]O‘i’ Bil)-
i=1 i

i=1

Corrigé —  Cette question est une conséquence immédiate de la précédente en prenant A; =]o;, B;[.

3. Soit K est un compact de RN (noter que K € B(RN). Montrer que Ay (K) < +co.

Corrigé — Comme K est compact, il est borné. Il existe donc a € R} t.q. K C I—[%\il] —a,a[. On en déduit que
AN(K) < AN 1 =@ aD) =TT M - a,a) = (20)N < oo,

4. Soit O un ouvert non vide de RN. Montrer que Ax(O) > 0.

Corrigé —  Soit x = (x1,...,xN)! € O. Comme O est ouvert, il existe & > 0 t.q. ]_[g\i1 Jxi — & x; + ¢[C O. On a donc
AN(O) > )\N(]_[?il]x,’ —gxj+¢[)= ]_[?il AMxi —exj+¢]) = (2e)N > 0.

5. Soit f,g € C(RN,R). Montrer que f = g p.p. (c’est-a-dire Ay-p.p.) implique f(x) = g(x) pour tout x € RN,
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Corrigé —  Soit O = {f = g} = {x € RN; f(x) # g(x)}. Comme f et g sont continues, O est ouvert. Comme f = g
p.p., on a nécessairement AN (O) = 0. Enfin, la question précédente donne alors que O = 0 et donc que f(x) = g(x)
pour tout x € RN,

6. Montrer que C.(RN,R) c [l]}Q(RN,B(]RN), AN)-

Corrigé — Soit f € C.(RN,R). Comme f est continue, on a f mesurable de RN dans R (RN et R étant munis de
leur tribu borélienne, on dit aussi que f est borélienne). Comme f est a support compact, il existe a € R} t.q. f =0
sur K¢ avec K = ]_[?il [-a,a]. Enfin, f est bornée, il existe donc M t.q. |f (x)| < M pour tout x € RN, On en déduit

que [|fldAn < M(2a)N < 0o et donc que f € LL(RN, B(RN), Ay).

Exercice 7.12 (Régularité de \y) Soit m une mesure sur B(RN) t.q. m(K) < oo pour tout compact K de RN,
(noter que ceci est vrai pour m = Ay.)

1. SoientA € B(RN) et & > 0. Montrer qu’il existe O ouvert de RN et F fermé de RN tels que :

FCcAcOetm(O\F)<e

Corrigé — On reprend ici la démonstration de la régularité d’une mesure sur 3(R), finie sur les compacts (théoreme
2.44).

On appelle T I’ensemble des A € B(RN) t.q. pour tout & > 0, il existe O ouvert et F fermé vérifiant F c A ¢ O
et m(O \ F) < e. On va montrer que T est une tribu contenant C = {]_[?il]ai,bi[, —00 < aj < bj < oo pour tout
ie{l,...,N}}. Comme C engendre B(RN) (voir I’exercice 2.7) il est méme démontré qu’on peut, dans la définition
de C, se limiter au cas ot les a; et b; sont dans Q), ceci donnera T = B(RN).

On démontre tout d’abord que C C T. Soit —co < a; < b; < oo pour tout i € {1,...,N}et A = rﬁil]“i:biL Soit € > 0.
On veut montrer qu’il existe O ouvert et F fermé t.q. FC A c Oet m(O\F) <e.

Soit ny € N t.q. (2/ng) < b; —a; pour tout i € {1,...,N}. Pour n > ng, on pose F, = ]_[?il[ai +(1/n),b; —(1/n)] et
O = A. On abien F,, fermé, O ouvert et F,, C A C O. On remarque ensuite que O \ F,, C C,, avec :

N N ()
n
Cn = U Cn,q' Cn,q = I_lli'q;
q=1 i=1
(n) y (n) 1 1
Ii,q =la;, bi[sii=q, I g =laga;+ ;[U]bq - ;,bq[.
Soitg € {1,...,N}. Ona Cy41 4 C Cy 4 (pour tout n > np), ﬂnZno Cy,q = 0 et, comme m est finie sur les compacts,

N
m(Cpq) <m([ |lai i) < co.
i=1
On peut donc utiliser la propriété de continuité décroissante d’une mesure. On obtient m(Cy; 5) — 0 quand 1 — +oo.
On a alors aussi m(Cy;) < Z?:l m(Cy,q) — 0 quand n — +oo. Il existe donc n t.q. m(Cy;) < e. On prenant F = F;,
on a bien alors O ouvert, F fermé et m(O \ F) < e. Ce qui montre que A € T et donc que C C T.
On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que @ € T (il suffit de prendre F = O = 0) et

que T est stable par passage au complémentaire (car, si FC A C O,ona O° C A° C F€ et F*\ O° = O\ F). Il reste a
montrer que T est stable par union dénombrable.

Soit (Ay)ueny € T et A = [J,eny Ay On veut montrer que A € T. On va commencer par traiter le cas (simple) ol
m(A) < oo puis le cas (plus difficile) ot m(A) = oco.

Premier cas. On suppose que m(A) < co. La démonstration est ici identique a celle faite pour N = 1. Soit € > 0.
Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F,, fermé t.q. F, C A;, € O, et m(O,, \ E;) < (¢/2"). On pose O = |J,,eny Ox
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et F=U,enFr. OnaFcAcO, mO\F) < 2 car (O\F) € U,en(On \ Fy), et O ouvert mais F n’est pas
nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F) < co. Par continuité croissante de 72 on a m(UZ:O F,) — m(F),
quand n — o?, d’ot (puisque m(F) < 0o0) m(F) — m( ;:0 F,;) — 0. On prend alors F = UZ:O F,, avec n assez grand
pour que m(F) —m(F) <e. Onabien FC A C O, O ouvert, F fermé et m(O \ F) < 3e. Ceci prouve que A € T.

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct si m(F) = co).
On raisonne en 3 étapes, en adaptant la démonstration faite pour N =1 :

(a) Soit p = (p1,...,pN) € ZN . On remarque d’abord que A, N H?L [pi,pi + 1[€ T pour tout n € N. En effet, soit
ne€Nete> 0. Ilexiste O ouvert et F fermé t.q. FC A;, c O et m(O \ F) < ¢&. Pour k € N¥, on a donc

N N
1
Fr =Fﬂ| |[Pi,Pi+1_E]CAnmI |[Pi’Pi+1[COk
i=1 i=1

N
=on] [Ir — Pt
i=1

On a Fy fermé, Oy ouvert et (Oy \ Fx) C (O \ F) U Dy, avec :

N N
_ _ (k)
Dk = U Dk,q' Dk,q = ]_[]i,q’
q=1 i=1
k 1 .
L(,q) =lpi—opi+1lsiizp,
(k) _ 1 1 1 1
Ja.q —]Pq - E'Pq[U]Pq +1- E»Pq +1[.
En utilisant la continuité décroissante de m et le fait que m est finie sur les compacts (ce qui donne m(Dy) <
m(]—ﬁil [pi —1,p;i +1]) < 00), on démontre (comme pour les C,, précédemment) que m(Dy) — 0 quand k — oo.
Il existe donc k € N* t.q. m(Dy) < € et donc m(Oy \ Fr) < m(O \ F) + m(Dy) < 2¢e. Ce qui donne bien que
Ayn l_[f\il [pi,pi +1[eT.
(b) Soit p = (p1,...,pN) € ZN. Comme m(A N ]_[fil [pi, pi +1[) < oo, on peut maintenant utiliser le premier cas avec
AN, [pi pi+1[= Unen(An TR [pi, pi+1[). 1l donne que AN[TX., [pj, pi+1[€ T pour tout p = (p1,..., pN)
e zZN.
(c) On montre enfin que A € T. Soit € > 0. Pour tout p = (py,...,pN) € ZN, il existe un ouvert Op etun fermé F, t.q.
E, CAN ]_[?il [pi,pi +1[C Op et m(Op \ Fy) < ¢/(2P1), en posant lpl = ):z\il |pil- On prend O = UpezN Op et
F= UpeZN F,. On obtient FC A C O, m(O\F) < 3N¢ et O est ouvert. Il reste 2 montrer que F est fermé.

Soit (x;,),en C F t.q. x,; — x (dans RN) quand 1 — +co. On veut montrer que x € F. Il existe p = (py,...,pN) €
ZN tq. x € ]_H»il]pi —1,p; + 1[. Il existe donc ny € N t.q. x;, € ]_[?il]p,- —1,p; + 1] pour tout n > ng. Comme
Xy, € quZN Fetque F; C ]_[%\il [gi,q; +1[ pour tout g = (q1,...,qN)! € ZN, on a donc x,, € quEp E,, pour tout
n>mng, ot By ={q= (q1,.--,9n)F € ZN; qi € {pi,pi — 1} pour tout i € {1,...,N}}. Comme E est de cardinal fini
et que F; est fermé pour tout g, I'ensemble U q€E, F; est donc aussi fermé, on en déduit que x € U g€k, E;CFet
donc que F est fermé.

ZiN 2

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu. Comme cela a déja été dit, on
en déduit que T = B(RN).

2. Soit A € B(RN). Déduire de la question précédente que m(A) = inf{m(O), O ouvert t.q. A c O}.

Corrigé — Par monotonie de m on a m(A) < m(O) si A C O, donc m(A) < inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}. Il reste
donc a montrer que m(A) > inf{m(O), O ouvert t.q. A C O}.
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Soit € > 0, d’apres la question précédente, il existe O ouvert et F fermé t.q FC A c O et m(O \ F) < &. On a donc
aussi m(O \ A) < e et donc m(O) = m(A) + m(O \ A) < m(A) + . Ceci montre bien que inf{n(O), O ouvert t.q.
A c O} <m(A).

Exercice 7.13 (Densité de C, dans L' (RN) pour la mesure de Lebesgue)

Montrer que I’espace C.(RN,R) (N > 1) est dense dans L' (RN) (c’est-a-dire que, pour tout f € L'(RN) et tout
e> 0, il existe @ € C.(RN) t.q. ||f —l|l; < €). [S’inspirer de la démonstration faite pour le cas N = 1, théoréme
5.20.]

Exercice 7.14 (Densité de C. et C° dans L! pour une mesure finie sur les compacts) Soit d > 1 et § une
mesure sur les boréliens de R?. On suppose que p vérifie les deux propriétés suivantes :
(p1) p estest finie sur les compacts de RY, ¢’est-a-dire que W(K) < +o0 si K est un compact de R4,

(p2) p estréguliére, c’est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout e > 0, il existe O ouvert et F fermé t.q. FC Ac O
et y(O\F) <e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (voir la proposition 7.17) mais cette démonstration n’est pas
demandée ici.

On note [lei I’espace L]}Q(Rd,B(Rd), ). Pour f € L], on note ||f||; = f|f|dy. Enfin, pour x € R?, on note |x| la
norme euclidienne de x.
1. Soit @ € C.(R%,R) (c’est-a-dire ¢ continue de R? dans R et a support compact). Montrer que ¢ € L;.

(n=d(xX))"

T avec d(x,K) = inf{|x — y|, y € K}.

2. Soit K un compact de R¥ et 1> 0. Pour x € R4, on pose @(x) =
Montrer que ¢ € C.(R%,R) et que p(x)=1sixekK.
3. Soit A € B(R?) t.q. p(A) < +co.
(a) Soit € > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compactt.q. KCAcCcOet p(O\K)<e.
(b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(RY,R) t.q. |9 —14ll; <e.
4. Soit f une fonction borélienne positive de R¥ dans R. On suppose que fe [l}li. Soit € > 0. Montrer qu’il existe
¢ € C.(R%,R) t.q. ||f — @ll; <e. [On pourra approcher f par une fonction étagée.]
5. (Densité.) Soit f € £'14 ete> 0.
(a) Montrer qu’il existe ¢ € C.(R4,R) t.q. IIf =l <e.

(b) Montrer qu’il existe P € C2¥(R%,R) t.q. |f — ¥|l; < e [On pourra montrer que, si @ € C.(R%R), on a
llp —@,lly = 0, quand 1 — +co, avec @, = @ *py, et (p,;)en+ une famille régularisante, voir la définition 8.9.]

6. (Continuité en moyenne ?)
(a) Soit @ € C.(R%,R). Montrer que |[@(- + 1) — ¢||; — 0 quand & — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et p) qu’on peut avoir f € £ﬁl
et||[f(-+h)—fll; #» 0 quand h — 0.

7. On suppose maintenant que Q est un ouvert de R? et que p est une mesure sur les boréliens de (), finie sur
les sous ensembles compacts de (). Indiquer brievement comment on peut montrer la densité de C.(Q,R) et
C®(Q,R) dans L, (Q, B(Q), p).

Exercice 7.15 (Invariance par translation de \y) Soient N > 1, ay,...,an € R* et B4,...,pn € R. Pour x =
(x1,...,xx)" € RN, on pose @(x) = (a;x; + B1,...,anxN + BN)'s de sorte que @ est une bijection de RN dans RN,

1. Soit A € B(RN), montrer que @(A) = {¢@(x), x € A} € B(RN).
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Corrigé — On pose T = {A € B(RN) t.q. e(A) e B(RN)}.

Comme @ est bijective, il est facile de montrer que T est une tribu. En effet, il suffit de remarquer que (p(RN) =RN,

(P(AC) = ((P(A))C et (P(UHEN Ay) = UneN P(An).
Comme ¢ est continue, ¢ transforme les compacts en compacts. On note C I’ensemble des compacts de RN, ona
donc C C T (on rappelle que les compacts sont des boréliens). Comme 1’ensemble des compacts de RN engendre

B (RN) (noter que tout ouvert peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts), on a donc T = 3 (RN).
Ce qui donne bien @(A) € B(RN) pour tout A € B(RN).

2. Montrer que Ay (@(A)) = ?Ll lotj|AN(A) pour tout A € B(RN). [On pourra faire une récurrence sur N : La
proposition 2.49 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur B(R), notée A. On suppose que le résultat
est vrai pour AN_; (et pour toute famille ay,...,an_1 € R*, B1,...,pNn-1 € R). On le démontre alors pour Ay
en posant m(A) = ( 21 la;]) " An((A)) et en montrant que m est une mesure sur B(RN) égale a Ay sur
BRN-1)® B(R). On utilise pour conclure la partie unicité du théoréme 7.3 sur la mesure produit. ]

Corrigé — On procede par récurrence sur N. La proposition 2.49 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue sur
B(R), c’est-a-dire pour N = 1 en posant A; = A. On suppose maintenant que le résultat est vrai pour N — 1 avec
un certain N > 2, ¢’est-a-dire que An_1 ({(B)) = [—[?i_ll |aj|AN—1(B) pour tout B € B(]RN_I), at,...,oaN-1 € RY,
1., pN_1 € Ret 1 définie par \(v) = (v +P1,--- AN_1YN_1 +PN_1)! pour tout y = (v1,...,yn_1)" € RN-1,
et on démontre le résultat pour N.

Soit donc ag,...,an € R*, B1,..., PN € R et @ définie par

@(x) = (@1 x1 + B, anxN +BN)’
pour tout x = (x1,...,xy)f € RN,
Pour A € B(RN), on pose m(A) = (]_[f\i1 o)~ AN(@(A)).
On montre tout d’abord que 71 est une mesure. On a bien 1(0) = 0 car ¢(0) = 0. Puis, soit (A,,),eny € B(RN) avec
AyNAy,=0sinzm Ona@(U,enAn) = Unen @A) avec @(A,) N @(A,,;) =0 si n = m (car ¢ est bijective).
Done, AN(@(Uen An)) = Enen AN(9(An)) et done m(Uyers An) = ens m(Ay). Ce qui prouve la o-additivité
de m et donc le fait que m est une mesure sur B(RN).
On montre maintenant que 7(A; x Ay) = AN_1(A1)A(A2) pour tout Aj € B (RN~1) et pour tout A, € B(R) tq.
AN_1(A1) <ocoet A(Ap) < oco.
Soit donc A1 € BRN1) et Ay € B(R) t.q. AN_1(A1) < 00 et A(Aj) < oo.
Onam(Ar x Az) = (T lai) ™ An(@(Ar x Ar)).

On pose P(y) = (191 +P1,---, AN_1YN_1 + PN_1)', pour tout v = (y1, ..., yn_1)} € RN-1 et t(z) = anz + BN
pour tout z € R. On a donc @(A] x Ay) = P(A1) X T(Aj). L’hypothese de récurrence et la proposition 2.49 donne
que AN-1(P(A7)) = ]_[?i_ll [ ANZ1 (A7) < 00 et que A(T(A2)) = anA(Ap) < co. Comme AN = AN_1 ® A (car c’est
la définition de Ayy) on en déduit :

N-1

AN(P(A1 X A2)) = AN-1(P(AD)MT(A2)) = | | lerilAN-1(A1)anMA2),

i=1

et donc :

N
m(Ax Az) = ([ [lail) 7 AN(@(A1 X A2)) = ANC1(ADMA).
i=1

On peut maintenant conclure. Comme 1 est une mesure sur B(RN) = B(RN-1) @ B(R)vérifiant m(A; x Ay) =
AN-1(A1)A(A2) pour tout Ay € B(RN-1) et pour tout Ay € B(R) t.q. AN—1(A1) < ocoet AM(Ap) < oo, la partie unicité
du théoreme 7.3 donne que m = AN_1 ® A, ¢’est-a-dire m = An. On a donc bien AN (¢(A)) = ]_Hil laj| AN (A) pour
tout A € B(RN).
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Exercice 7.16 (Changement de variable simple) Soient N > 1, ay,...,an € R* et f,...,pn € R. Pour x =
(x1,...,xn)" € RN, On pose @(x) = (a;x; +B1,..., anxn + P! (de sorte que @ est une bijection de RN dans RN).

1. Soit f € £, = £, (RN, B(RN)), montrer que f o ¢ € &, et que

[ £an- ]i[|ai|j(fo<p>dm.

[Utiliser I’exercice 7.15.]

Corrigé — Soit A € B(RN) et f=15.0Onaalors foe=1p avec B = (p‘l (A). En appliquant I’exercice 7.15a
I'inverse de ¢, noté V¥, on a donc AN(B) = )\N(gb(A)) = ]_[?I1 |oc‘|)_1AN(A) c’est-a-dire :

[ ran=ania ]_[|a DAn(B |‘[|a ) [ 7epiry.

Soit maintenant f € £, \ {0}. Il existe donc ay,...,a, € R} et Aq,..., A, € B(RN) tq. f= Z?:l a;jfi,avec fi = 14,.
On a alors, par linéarité de I'intégrale :

dexN a, ff,de |o¢1 Zal Jf, o pdAN
N
- <]_[|ai|>f2aifi oAy = <]_[|ai|>jfo<pdm.
i=1 i=1 i=1

(Ce qui est, bien sdr, aussi vrai si f =0.)

2. Soit f € M, = M, (RN, B(RN)), montrer que f o @ € M, et que | fdAy =T, loil [(f o @)dAn.

Corrigé — Il existe (f;;)peN C €+ t.q. f;; T f quand #n — +co. On a donc aussi (f;; 0 @) ey CEr et fro@ T fo@
quand 1 — +oo (ce qui donne, en particulier que f o @ € M,). La question précédente donne :

[ fuinn- (!i[minffn o gdAy.

La définition de I’intégrale sur M. donne alors, quand n — +co :
N
[rana=( T [ 1o pary.
i=1

3. Soit f € £1 = LL(RN, B(RN), Ay), montrer que f o € L' et que [ fdAn =TT lol [(f o @)dA.

Corrigé — Comme f est mesurable de RN dans R et ¢ est mesurable de RN dans RN (RN et R étant munis de leur
tribu borélienne), on a bien f o ¢ mesurable de RN dans R.

En appliquant la question précédente a la fonction |f| on obtient que f|f| o@dAN = j|f o@ldAN < oo car I [fld N <
co.Onadonc fope Ll

Enfin, en remarquant que (f o)t = fTo@et(f o)™ = f~ o eten utilisant la question précédente avec f T et f~,

on obtient : N
[rram=( Teah [ +o0iry,
i=1

[ran- <!i[|ai|>jf o gdAy.
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En faisant la différence, on en déduit :

[ ran- (i[mmffocpdm

Exercice 7.17 (Primitives de fonctions LP)
Soit p € [1,00[. On note L? = L%(]O, 1, B(]0,1[), A). Soit f,g € LP. On définit F et G de [0, 1] dans R par, pour

x€[0,1],
F<x>=f0 f(dt (= f]o s, G<x>=f0 g()dt (= J]O )

1
1. Montrer que F et G sont des fonctions continues et qu’il existe C € R t.q. |[F(y) — F(x)| < Cly — xll_ﬁ et
1
|G(y) - G(x)| < Cly - xll_P , pour tous x,y € [0,1], x < y.

Corrigé — On note L1 = L%R(]O,l[,B(]O,l[),A). F (et G) sont bien définies partout sur [0,1] car f1[g ] € L1
(et glpox] € L1) pour tout x € [0,1] (on confond, comme d’habitude, un élément de L! ou LP avec I'un de ses
représentants).

Soit x,y € [0,1], x < p. En utilisant 'inégalité de Holder avec f et L[x,]- on obtient, avec q = p/(p—-1):

1-1
IF(y) ~ E(x)| = |ff1[x,y]dx| <IfplItpapllg < [1Flply =217 (7.26)
On a de méme : ,
1-1
IG(y) - Gx) <ligllply —xI" 7. (7.27)
Ce qui donne les inégalités demandées en prenant C = max(|f |l llgllp)-
Les inégalités (7.26) et (7.27) donnent aussi la continuité (uniforme) de F et G lorsque p > 1 (et donc 1 —(1/p) > 0),
mais pas pour p = 1.
Pour p = 1, on montre la continuité de F (et de G par un raisonnement semblable) en remarquant que, pour x,y € [0,1],
xX<p:
F9)~ FG0l < [ 11135001~ 0, quand Al y]) =y =0,

ceci découle de I’exercice 4.14 et donne méme la continuité uniforme de F comme cela a été démontré dans 1’exercice
5.5.

2. On suppose p > 1. Soit n € N* et k € {0,...,n — 1}. Montrer que, pour tout x € [%,k%l], on a (F(x),G(x)) €
Ay X By k., ot Ay i et B, i sont des intervalles de R (indépendants de x) dont les longueurs tendent vers 0 quand

n — +oo. [Utiliser la question 1.]

Corrigé — On pose toujours C = max(||f||p,||g||p). Pour x € [%, k;“—ll], on a, avec % =1- % >0:
k 1.1 k 1.1
[F(x) - F(=)I < C(=)1, |G(x) - G(=) < C(-) 9.
n n n n

On en déduit que (F(x), G(x)) € A,k X By,  avec :

k 11k 1.1
=[F(=)-C(=)7,F(~ —)a
Ank = [E() = C(L)LF()+C()17],
k 1.1k 1.1
Bk =[G()=C(L) 7, G(L)+C()7]
1
On a bien A(A,, k) = M(B, k) = 2C(1)7 — 0 quand 1 — +co.
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3. On suppose p > 2. Montrer que E = {(F(x), G(x)); x € [0, 1]} est une partie négligeable de R? (muni de la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R?). [En utilisant une majoration convenable des longueurs de A,retB, g,
inclure E (pour tout n € N) dans une partie de R? dont la mesure de Lebesgue tend vers 0 quand 1 — +c0.]

Corrigé — Pour tout n € N*, on pose H;, = U" lAn kXByk € B(R2) = B(R) ® B(R). La question précédente
donne E c H,,. On en déduit que E ¢ Havec H=(,,cnHy, € B(R2).

On utilise maintenant I’hypothése p > 2 pour montrer que A (H) = 0 (et donc que E est négligeable). En effet, on a,
pour tout n € N* :

k=0 k:10 5 5
<ndC2(2)1 = 424’71,
n
2
avec C = max ||f||p,||g||p) et =1-+.Comme p >2,0onagq<2etdonc nl 7 — 0 quand 1 — +o0. Ceci donne

que A\ (H ,,)—>0quandn—>+ooetd0ncque)\2( )=0.

7.7.4 Convolution
Exercice 7.18 (Propriétés élémentaires de la convolution) Soit f,g € L'(RN) = Lﬁg(RN,B (RN), An).

1. Montrer que f *g = g* f p.p.. [Utiliser I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variable simples (propositions 7.20 et 7.21).]

Corrigé — On confond, comme d’habitude f (et g) avec I’'un de ses représentants, et on ChOibit comme représentdnt
de f g (qui est définie comme un élément de L! (RN)) la fonction définie par f = g(x ff (x—=p)dAN(y) si
f()gx—)€e LY(RN). On sait que cette fonction est définie p.p. car f(-)g(x—-) € o (RN) pour presque tout x € RN,
On choisit de maniére analogue comme représentant de ¢ = f la fonction définie par g * f fg f(x—v)dAN(p)
sig()f(x—-) e LHRN).

Soit x € RN un point pour lequel f =g est définie. On a donc f(-)g(x—-) € LY(RN). On pose h(-) = f(-)g(x—"-). On
utilise alors la proposition 7.21 (changement de variable simple) avec ¢ définie par ¢(y) = —y + x pour tout y € R™.
Elle donne o @ € £} (RN) et :

fh(cp(y))dxmw - fh(y)dmm

Comme h(@(v)) = f(@(v))g(x—@(v)) = f(x—v)g(v), on en déduit que g * f est définie au point x et que g = f(x) =
f # g(x). Ceci montre bien que f +g = g* f p.p..

2. On suppose que f et g sont a support compact (f a support compact signifie qu’il existe K, compact de RN, t.q.
f =0 p.p. sur K. Montrer que la fonction f * g est alors aussi a support compact. [On désigne par B(0, o) la
boule ouverte de centre 0 et de rayon . Comme f et g sont a support compact, il existe a et b € R, tels que
f =0p.p.sur B(0,a)° et g = 0 p.p. sur B(0, b)°. Montrer que f *g = 0 p.p. sur B(0,a + b)°.]

Corrigé — Comme pour la question précédente, on confond f (et g) avec 1’un de ses représentants, et on choisit
comme représentant de f * g la fonction définie par f * g(x ff (x—)dAN () si f()g(x—-) € LLRN).
Soit a,b € Ry t.q. f = 0 p.p. sur B(0,a)¢ et g = 0 p.p. sur B(0,b)°. (RN est muni d’une norme, notée || - ||.) Soit

x € B(0,a+ b)¢. On va montrer que f(-)g(x —-) = 0 p.p. (et donc que f = ¢(x) = 0, noter aussi que f(-)g(x —-) est
mesurable car f et g le sont).

Comme f = 0 p.p. sur B(0,a)¢, on a aussi f(-)g(x—-) = 0 p.p. sur B(0,4)°. Comme g = 0 p.p. sur B(0,b)", on a
f(-)g(x=+) =0 p.p. sur B(x, b)¢ (car y € B(x,b)* < (x—) € B(0,b)). On a donc :
f(-)g(x—+)=0p.p. sur B(0,a)° UB(x,b)". (7.28)
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Or B(0,a) N B(x,b) = 0 car y € B(0,a) N B(x, b) implique ||[y|| < a et ||x —y|| < b et donc ||x|| = |lx -y + || <a+b,
ce qui contredit x € B(0,a + b)°. On a donc B(0,a)° U B(x,b)¢ = (B(0,a) N B(x, b)) = RN et (7.28) donne alors
f(-)g(x—-) =0 p.p. et donc f * g est définie au point x et f * g(x) =

On a bien montré que f * ¢ =0 p.p. sur B(0,a+ b)¢ et donc que f * ¢ est & support compact.

Exercice 7.19 (Convolution L? — C°)
Soit 1 < p < co. Soit f € LP(RN) = £ (RN, B(RN), Ay) (ou f € L]
aucas N = 1.

(RN)) et p € C2(RN,R). On pourra se limiter

loc

1. Montrer que pour tout x € RN, 1a fonction f (-)p(x —-) appartient a £!(RN). On pose alors

- ff(-)p(x— Y.

Corrigé — On rappelle que f € [ RN )sifeM= M(RN, B(RN)) et flg € L£Y(®RN) pour tout compact K
de RN. On a donc £P(RN) ¢ EIIOC(RN) (pour tout 1 < p < o0) car si f € LP(RN), on a bien f € M et, grice 2
Iinégalité de Holder, f1x € L1 (RN) (et ||f1k]|; < Ifllplltklly < co,avee q = p/(p—1)).

On suppose donc dans la suite de ce corrigé que f € [lOC(RN) car cette hypothese est plus générale que f € LP (RN).

Pour simplifier la rédaction, on se limite au cas N = 1.

Soit x € IR. La fonction f(-)p(x —-) est mesurable (c’est-a-dire ici borélienne car R est muni de sa tribu de Borel) car
f est mesurable et p(x —-) est mesurable (car continue). Comme p est a support compact, il existe a €e Ry t.q. p=0
sur [—a,a]¢. On a donc p(x —-) = 0 sur K§ avec K, =[x —a, x+a], ce qui permet de montrer que f(-)p(x —-) € L1 (R)
car |f (-)p(x =) < |f 1k Mlpll» avee llpll, = max{lp(z)], z € R} < oo, et 1, € L} (R).

La fonction f = p est donc définie sur tout R.

2. Montrer que f *p € C*(RN,R).

Corrigé — Comme dans la question précédente, on va utiliser a € R, t.q. p = 0 sur [-a,a] et |||, = max{|p(z)],
z € R} (on va aussi utiliser les normes des dérivées de p, ||P(k)||u). On raisonne maintenant en 3 étapes.

Etape 1. On commence par montrer que f * p est continue en tout point de R. Soit x¢ € R. La continuité de f = p en
xg découle du théoreme de continuité sous le signe f théoreme 4.51. En effet, on pose, pour x,y € R :

(x y)=f(@le(x-).
On a F(x,-) € £L1(R) pour tout x € R et feplx IF x,-)d\. La fonction F vérifie alors les 2 hypotheses suivantes :
(a) x — F(x,p) est continue en xg, pour tout y € R,

(b) |F(x,p)| < G(y) pour tout x €]xg —1,xg + 1[ et pour tout y € R, en prenant G = |f 1x|llpll,, avec K =[xg—1—
a,xg+1+al.

Comme K est compact, on a G € £!(R) et le théoréme 4.51 donne bien la continuité de f=penxg.

Etape 2. On montre maintenant que f * p est dérivable en tout point et que (f =p)’ = f *p’. Soit xg € R. Pour montrer
la dérivabilité de f = p en xq, on utilise le théoréme de dérivabilité sous le signe |, théoreme 4.52. On reprend la
méme fonction F que dans I’étape 1, elle vérifie les 2 hypotheses suivantes :

(a) x > F(x, ) est dérivable pour tout x €]xg —1,xg + 1[ et pour tout y € R,

(b) Iax x9)| = f ()’ (x —v)| < H(y) pour tout x €]xg — 1,x¢ + 1[ et pour tout y € R, en prenant H = |f 1x/llp’|l,
avec K = [xo—l—a,x0+1+a].
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Comme K est compact, on a H € £!(R) et le théoréme 4.52 donne bien la dérivabilité de f *pen xq et le fait que
(f ) (x0) = f *"(x0)-

Etape 3. On montre enfin que f * p € C*°(R,R). Pour cela, on va montrer, par récurrence sur k, que f *p € Ck(R,R)
et (f * p)(k) =f=x p(k) pour tout k € N (ce qui donne bien f + p € C*®(R,R)).

L’étape 1 montre que f *p € CO(R,R) (et on a bien (f * p)(o) =frp=f=» p(o)). On suppose maintenant que
frpe Ck(R,R) et (f » p)(k) =fx p(k) pour un certain k € N. L’étape 2 appliquée a p(k) (qui appartient aussi a
CZ°(R,R)) au lieu de p donne alors que f*p(k) est dérivable et que sa dérivée est f*p(k“). L’étape 1 appliquée a p(k+1)
donne que f *p(k“) € C(R,IR). On a donc bien finalement montré que f *p € CHIR,R)et (f *p)(k“) =f= p(k+1).
Ce qui termine la récurrence.

3. On suppose maintenant que f est & support compact, c’est a dire qu’il existe un compact de R, noté K, t.q. f =0
p.p. sur K¢, montrer que f * p est aussi a support compact.

Corrigé — Comme f et p sont a support compact, on démontre que f * p est aussi a support compact, comme cela
a été fait dans I’exercice 7.18. Plus précisément, si f = 0 p.p. sur B(0,4)¢ et p = 0 sur B(o,b)", ona f xp =0 sur
B(0,a+ b)° (voir I’exercice 7.18).

Exercice 7.20 (Inégalité de Young)
Soient 1 < p < +oo, f € LIIR(RN,B(RN), An)etge L%(RN,B(RN), AN). Montrer que f * g est définie p.p., que

f+g € L(RN, BRN), Ay) et que |If * gll, <IIf Il llgl,- [Ecrire

[firee-pigwiappax= [([1ree-piise-piilgwiaypas,

avec q = p/(p —1). Appliquer I'inégalité de Holder puis le théoreme de Fubini-Tonelli.]

Corrigé — Pour simplifier les notations, on ne traite ici que le cas N = 1. On suppose aussi que f et g ne sont pas
nulles p.p. (sinon, il est immédiat que f * g est définie partout et f * g(x) = 0 pour tout x € R).

On confond f et g avec 1’un de leurs représentants.

Pour x,y € R, on pose H(x,y) = g(v)f (x—v). La premiére partie de la démonstration de la proposition sur la convolution
(proposition 7.22) montre que H, et donc |H], est B (Rz)-mesurable. On peut alors utiliser les deux premieres conclusions
du théoréeme de Fubini-Tonelli (théoreme 7.7) pour affirmer que |g(-)f (x —-)| € M,(R, B(R)) pour tout x € R et que
@ € M, (R, B(R)) avec ¢ définie par ¢@(x II 2(-)f (x—-)|d\ pour tout x € R. Par composition de fonctions mesurables,
on a donc aussi P € M (R, B(R)).

1 1
Soit x € R. Les fonctions |f (x —-)|1 et [f(x —-)[? |g(-)| sont aussi mesurables. On peut alors utiliser I’inégalité de Holder
avec q = p/(p —1). elle donne :

1 1
)P = (Jlf(xf-)lqlf(xwlp (AN
< <f|f<x—->|dx )i J-If (x—ligPdA) (7.29)

P
<l (J 1 (x = g(IPAA).

Noter que (7.29) est vraie si |f(x —)||lg(-)]P € LI(R) et si [f(x=)lgC)P ¢ L1(R). Dans ce dernier cas on obtient
seulement (x)P < co. On a aussi utilisé la proposition 7.21 pour dire que jlf(x —)|d\ = flfld)\ =|Ifll1.
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On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) avec les fonctions | f]| et |¢|P. Il donne :

14
j@mm(x) <l J (J|f(x—~)||g(~)|”d>»)d>»(x)
p
<IF1I¢ f(j|f<x—y>||g<y>|f’dx<x>>dx<y> (7.30)

P
< I lgly = IR gl
Ceci donne que ¢ € LP(R) et, en particulier que ¢(x) < oo p.p., ¢’est-a-dire A(A) = 0 avec A = {¢ = oo} (noter
que A e B(R) puisque @ € M,). Pour tout x € A, on a donc g(-)f(x—-) € L1(R) et on peut définir g+ f(x) par
)= [8W)f (x=p)dA@).
La fonction g * f est donc définie p.p.. On remarque maintenant qu’elle est égale p.p. a une fonction mesurable. En effet,
les fonctions H et H™ sont B (Rz)—mesurables (d’apres la premiere partie de la démonstration de la proposition 7.22,
on rappelle que H(x,y) = ¢(v)f (x —v)). Les deux premiéres conclusions du théoreme 7.7) donnent alors (g(-)f (x—-)* €
M, (R, B(R)) pour tout x € R et que @1, @y € M, (R, B(R)) avec @1 et ¢, définies par, pour x € R,

o1(x) = J(g(~)f(x— WA, oa(x) = f(g(-)f(x— J)dA.

On pose alors h = @1 — @y sur A€ et h = 0 sur A. On a bien que h est mesurable (de R dans R) et h = g f p.p..

On remarque enfin que /1 € LP(R) car |h| < ¢ p.p. et ¢ € LP(R). On en déduit bien que g f € LP(R) (avec la confusion
habituelle entre ¢ = f et la classe de h dans LP(RR)).

Le fait que [|g = fl, <|lf[l11Igllp est conséquence immédiate de (7.30) puisque g+ f < @ p.p..

Enfin, le raisonnement fait dans la premiére question de I’exercice (7.18) montre que, pour tout x € R, f(-)g(x —-) €
L1(RN) si et seulement flx—-)g(-) e L1(RN) et que ces deux fonctions ont alors méme intégrale. Ceci permet de
montrer que f * g est aussi définie p.p. et que f +g=g=*f p.p.

Exercice 7.21 (Itérations de convolution) Soient L' = L} r(R,B(R),\) et f € L' t.q. f = 0 p.p. sur R_. On définit,
pour n € N*, f*" par: f*l = f et f* = F*=1« f pour n > 1. Pour A > 0, on pose : gla) = J e M|f (t)ldt.
0
1.(a) Montrer que f*" est bien définie pour tout n € N*, et que f*" = 0 sur R_.
(b) Montrer, par récurrence sur n, que IOJr e~ f*(t)|dt < (g(a))", pour tout a > 0 et tout nn > 1.

(c) En déduire que I(f [f*7(t)|dt < e**(g(ar))", pour tout o > O tout > 1 et tout x > 0.

2. Soit h € Cy(R, R). Montrer que /i = f (x) est définie pour tout x € R et que h* f € Cy(IR,R). Remarquer de méme
que h* f** € C,(R,R). On suppose maintenant que, i1 = 0 sur R_ ; montrer que, pour tout x € R, h* f*"(x) — 0
quand n — +oco.

Exercice 7.22  Soient p et v des mesures sur ’espace mesurable (R, T). On rappelle que y * v est défini par :
pev(A) = [or Ta(x+p)dp(x)dv().

1. Montrer que p * v est une mesure.

2. Montrer que si p et v sont des probabilités, alors p + v est une probabilité.

3. Montrer que si p et v sont des mesures de densités respectives f et g (par rapport a Lebesgue), alors p * v est une
mesure de densité f * g.

7.7.5 Changement de variable

Exercice 7.23 (Coordonnées polaires)
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1. Calculer J(R+)2 e~ +9) dx dy (on rappelle que dx dy désigne d,(x,v)).

[On pourra utiliser le passage en coordonnées polaires. ]

Corrigé — Pour x,p € R, on pose f(x,p) = e’<x2+?2)lR+(x)lR+(y). Onafe M, (R?, B(R?)) (noter que festle
produit de fonctions mesurables). On peut donc lui appliquer la formule (7.17) :

Jf( x,9)dA2(x,7) 7'[ (j f(rcoso, rsme)rdr)d

f e_(x2+y2)d)\2(x,y) = E—[ e rdr.
(R+)2 2 0

. _ —n? PR
Puis, comme j(;l e r? rdr %( — e~ ") et que, par le théoreme de convergence monotone,

On a donc :

n o0
. 2 2
lim e’ rdr= J e " rdr,
0 0

n—+co

. 2
on en déduit I(;)o e rdr= % et donc

~(*+9%) 2 _r
e X,7) = —.
J;sz 2(xy) =4

2. Calculerj e dx.

R+
Corrigé —  On applique le théoréme de Fubini-Tonelli (théoréme 7.7) a la fonction f définie a la question précédente.
Il donne :
[ semanay - f (f f(xy) dy)dx
et donc

1= e = e‘yzdy)e_xzdx
(R+)2 o \Jo
o o2
:(j e dx).
0

On en déduit que J(;XJ e dx = @

Exercice 7.24 (Cordonnées polaires dans RN) On note SN~! la sphere de centre 0 et rayon 1 dans RN (ie.
SN-1 = (x € RN | |x| = 1}, ol |.| désigne la norme euclidienne usuelle). Pour A ¢ SN~ on pose A = {tx, t €
[0,1], x€ A}.

Montrer que si A est un borélien de SN, alors A est un borélien de | RN,

On définit alors, quand A est un borélien de SN~!, 6(A) = NAy(A). Montrer que o définit une mesure sur les
borélien de SN~

Montrer que, pour tout f : RN — R mesurable positive ou intégrable on a

S [T(] L steerdate))o e

Trouver alors les « € R tels que x — |x|® soit intégrable sur RN\B; ou sur By, avec B; = {x e RN ; [x| < 1}.

Corrigé — Pour R € R, on note By = {x e RN ; |x| < R}.
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1. On montre tout d’abord que A est un borélien de RN si A est un borélien de SN~=1. Pour cela, on pose T={A €
B(SN-1): A e BRN)).

On montre que T est une tribu. En effet, A =0 € B(RN) si A =0 et donc 0 € T. Puis, on remarque que T est stable
par complémentaire car, pour A € T, SN=1\ A = B; \Ae B(RN), ce qui montre que SN=1\ A € T. Enfin, il est

facile de voir que T est stable par union dénombrable car, pour (A,),en C T, ona |J,en Ay = Unen A, € B(RN)
et donc | J,,eny Ay, € T. On a bien montré que T est une tribu.

Soit C I’ensemble des fermés de SN=1.Si A € C, on voit que A est un fermé de RN En effet, si (t,,, x,,)peN C [0,1]xA

est t.q. t;x, — v dans RN, on peut supposer, par compacité de [O 1] etde gN-1 , apres extraction d’une sous—suite

encore notée (t,, X, ) e, que t;, — t€[0,1]etx, — x € gN-1 quand n — +co. On en déduit que v = tx € A, ce

qui prouve que A est fermé. Comme les fermés sont des boréliens, on a donc C C T.

Pour conclure, il suffit de remarquer que la tribu engendrée par C (sur SN-1yest B ( sN-1 )
B(SN-1)=T.

2. Il est facile de montrer que o est une mesure. Il suffit en effet de remarquer que 0= (Z) (et donc 0( ) = 0) et que, pour
(AppenCTtq AyNA, =0sin=m ona, avec A =J,cnAy A UneNA et A,, ﬂAm 0 si n = m.On
déduit alors la o-additivité de o de la o-additivité de Ay;.

f fx)dx = f ( 7f<pa>dc<a>)pN‘1dp, (7.31)

pour tout f = 1p avec E€ B (RN Cette démonstration est difficile (le reste de la démonstration sera plus facile). On
raisonne en 3 étapes.

. On en déduit bien que

3. On va montrer maintenant :

Etape 1. Pour A € B(SN"1) et pour 0 < r < R < oo, on pose AR =1{p&, p € [1,R], & € A}. Dans cette étape, on
prend f = 1g avec E = A, R et on montre alors que les deux membres de (7.31) sont bien définis et sont égaux.
Pour montrer que A, R € B(RN), il suffit de remarquer que A R =AR\ A, avec A, = UteQa tA, Q, = {t e ()
t<a}sia>0 (et Ag=0). Comme Ae B(RN), onatAe B(RN) pour tout f > 0 (voir la proposition 7.20) et donc
A, € B(RN) pour tout a > 0. On en déduit que AyRE B(RN).

On calcule maintenant AN(A,R) (qui est le membre de gauche de (7.31)). D’apres la proposition 7.21, on a

XN(tA) tN }\N( ) pour tout ¢ > 0. la continuité croissante d’une mesure donne alors AN(A,) = aN }\N( ) pour
tout a > 0 et donc :

AN(ArR) = AN(AR \ Ar) = AN(AR) - AN(A,) = (RN = rN)AN(A)
RN—rN
=——0(A).
Soit p>0.Sipé[r,R[,ona f(rf) =0 pour tout & € SN-1.0On a donc
flp) =19 e M (SN, B(SNT)
etjf )do = 0. Si p e [r,R[,ona f(rf) =1 pour tout & € A et f(r&) —OpourtoutE.eSN '\ A. Donc,

flp) =1a € My (SN=L, B(SN-1)) et If -)do = o(A). On en déduit que la fonction p — jf -)do est égale a
o(A)1y, gy elle appartient donc a M+(R+,B( %), A)etona:

N SNflf(pE)dc(E)) Ndp= f o0
N
J N dp = oa) R

On a bien montré que les deux membres de (7.31) étaient bien définis et étaient égaux.
Etape 2. Onpose D ={A,; R, 0<r<R<oo, A€ B(SN-1)}. On montre ici que D engendre B(RN).

Onadéjavaque D CB (RN). Donc, T(D) c B (RN). Pour montrer I’inclusion inverse, on va montrer que tout ouvert
de RN peut s’écrire comme une union au plus dénombrable d’éléments de D.
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On commence par remarquer qu’il existe une partie dénombrable de SN-1 dense dans SN~1 (ceci découle de la
séparabilité de RN). Soit S une telle partie. On peut alors démontrer (on ne détaille pas ici cette démonstration, assez
simple) que si x € O, O ouvert de RN, il existe une boule ouverte de SN~! dont le centre est dans S et donc le rayon
est rationnel, on note A cette boule, et il existe r,R € Q t.q. x € A, g C O. On en déduit facilement que O est une
union au plus dénombrable d’éléments de D (voir I’exercice 2.7 pour des résultats semblables). Ce résultat montre
que les ouverts de RN sont dans T(D) et donc que B(RN) c T(D).

On a bien finalement B(]RN) =T(D).
Etape 3. On montre dans cette étape que (7.31) est vraie pour tout f = 1y avec E € B (RN).

En admettant que le deuxieme membre de (7.31) est bien défini pour tout E € B (RN), on peut définir une mesure m
sur B(RN) en posant

m(E)=f (f 15(p8) do(©) | N do.
0 \Jsn-1

On a montré que m = Ay sur D (Etape 1) et que D engendre 3 (]RN) (Etape 2). Le fait que deux mesures sur une
tribu T soient égales sur une famille engendrant T est insuffisant pour dire qu’elles sont égales sur T (voir exercice
2.21), mais cela est suffisant si cette famille est une semi—algebre (une famille C est une semi-algebre si 0,0¢ € C, C
est stable par intersection finie, et le complémentaire de tout élément de C est une réunion finie disjointe d’éléments
de C), et I\SIi les mesures sont finies. C’est ainsi que nous allons montrer que (7.31) est vraie pour tout f = 1§ avec
E e B(R™).

Soit R > 0. On note Dy = {E € D; E C Br} et Bg = B(BR) = {A € B(RN); A c Br}. L'étape 2 donne que la tribu
engendrée (sur BR) par DR, notée T(DR), est égale a Bg.

On remarque tout d’abord que si C € Dy, (Br \ C) est la réunion disjointe d’au plus 3 éléments de DR. On en déduit,
comme dans I’exercice 7.2, que 1’algebre engendrée par D sur Br (voir la définition 2.5 pour la définition d’une
algebre), notée AR, est I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de Dg. Soit E € AR. Il est alors facile de
montrer (par linéarité de I’intégrale et avec 1’étape 1) que les deux membres de (7.31) sont bien définis et égaux si
f=1g.

On note MR I’ensemble des éléments E € B(BRr) t.q. les deux membres de (7.31) soient bien définis et égaux si
f = 1g. Une application facile du théoréme de convergence monotone donne que MR est une classe monotone.
(en fait, si (E;;),en € MR est une suite décroissante, on applique le théoreme de convergence monotone a la suite
1p, — 1, alors que si (E;;)eny € MR est une suite croissante, on applique le théoréme de convergence monotone a
la suite 1g, ). MR est donc une classe monotone qui contient AR, MR contient donc la classe monotone engendrée
par AR, or, le lemme sur les classes monotones (exercice 2.13) montre que cette classe monotone est égale a la tribu
engendrée par Ag, elle méme égale a la tribu engendrée par Dg. Ceci montre que Mg = B(BRr) et donc que les deux
membres de (7.31) sont bien définis et égaux si f = 1g avec E € B(BR).

En appliquant une nouvelle fois le théoréme de convergence monotone, il est alors facile de conclure que les deux
membres de (7.31) sont bien définis et égaux si f = 1y avec E € B(RN).

4. La fin de la démonstration est maintenant facile (elle utilise un raisonnement souvent utilisé dans des exercices
précédents). Par linéarité de I'intégrale, on montre que les deux membres de (7.31) sont bien définis et égaux si
fe £, (RN, B(RN)), puis, par convergence monotone, si fe M (RN, B(RN)). Enfin, on traite le cas fe LY RN)
en décomposant f = f+ - f~.

5. Comme application simple de (7.31) pour f € M, (RN, B(RN)), on trouve que x — |x|* est intégrable sur RN\B; si
et seulement si « + N — 1 < —1 et est intégrable sur By si et seulement si « + N -1 > —1.

Exercice 7.25 (Changement de variable W!'! croissant) Soit f € L} (R, B(R),\) t.q. f > 0 p.p.. Pour x € R, on
pose @(x) = ffmf(t)dt. (On rappelle que, pour a < b, Lbf(t)dt désigne f LigpfdA)

1. Montrer que ¢ € C(R,R) et que ¢ est strictement croissante.
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Corrigé - Pour x,y € R, x <y, ona @(v) - @(x) = ﬁ}f(t)dt. On en déduit que @ est continue (sur R) et méme
uniformément continue en utilisant la proposition 4.49. On en déduit aussi que ¢ est strictement croissante car f > 0

p.p..

On note I, I'image de ¢ (I,, est donc un intervalle dont les bornes sont 0 et I fdX\)etonnote P : I, >Rla
fonction réciproque de . La fonction 1 est donc continue de I,,, dans R et on a @({(s)) = s pour tout s € I,, et
P(@(s)) = s pour tout s € R.

On rappelle que si I est un intervalle de R et B(I) est sa tribu borélienne, on a 5(I) = P(I) N B(R).
Pour A C R, on note ¢(A) = {@(x), x € A}. Pour A C I,;,, on note P(A) = {{(x), x € A}.
2. Montrer que {@(A), A € B(R)} = B(I,,) et que {{(A), A € B(1,,)} = B(R).

Corrigé — Les fonctions ¢ et 1 sont continues, elles sont donc boréliennes (c’est-a-dire que I’image réciproque, par
@ ou 1, d’un borélien est un borélien).

Soit A € B(R), Comme @(A) = 4)—1 (A) et que 1 est borélienne, on a donc @(A) € B(R). Puis, comme Im(¢) =1,
ona @(A) I, etdonc @(A) € B(I,,;). Réciproquement, si C € B(I,,),ona C = <p((p_1 (C)) et donc C = ¢(A) avec
A= (p_1 (C). Comme ¢ est borélienne, on a A = ¢ 1(C) € B(R) et donc C € {@(A), A € B(R)}. On a bien montré
que {p(A), A € B(R)} = B(Ly).

De maniére semblable on montre que {(P(A), A € B(I,;)} = B(R).
3. Soit I un intervalle de R. Montrer que A(¢@(I)) = fl fa.

Corrigé — Soit a,b les bornes de I, avec a < b. L’ensemble ¢(I) est alors un intervalle dont les bornes sont ¢(a) et
@(b). On a donc, en utilisant aussi la définition de ¢,

b
ML) = p(b) - pla) = f fdr= Lfdk-

4. Soit O un ouvert de R. Montrer que A(¢p(O)) = fofd)\. En déduire que, pour tout € > 0 il existe 0 > 0 t.q. :

O ouvert, M(O) < 0= Mp(0)) <e.

Corrigé — L’ouvert O est une union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints 2 a 2 (lemme 2.45). Il existe donc
une suite (I,,) e d’intervalles ouverts disjoints 2 a 2 t.q. O = (J,,en I, (noter que certains intervalles ouverts peuvent
étre vides). On a alors @(O) = |,y (1) et les @(I,,) sont aussi disjoints 2 & 2 (par injectivité de ¢). On a donc,
par o-additivité de A et par la question précédente,

M) = Y Mot =) | fir- fu gin= | gan
n neN n

neN neN
On utilise maintenant la proposition 4.49. Soit € > 0, il existe 0 > 0 t.q.

AeB(R), MA) < 5= f fdr<e (7.32)
A

On en déduit, en particulier, que si O est un ouvert et que A(O) < 9, on a alors jo fdX <eetdonc AM@(O)) <e.

5. Soit A € B(R). Montrer que A(@(A)) = JA fd\. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité de A et la question
précédente.]
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Corrigé — On commence par remarquer que @(A) C I, et donc AM@(A) < A1) = ffdk < 400. On a aussi
0< [, fAXS [ fdA < +oo.

Soit &€ > 0. On va montrer que [A(Q(A)) — JAfdM < 2&. Pour cela, on utilise 0 donné par (7.32). La régularité de A
donne ’existence de O ouvert contenant A et F fermé inclus dans A t.q. A(O \ F) < 6. On en déduit, grace a (7.32),
en remarquant que O \ F est un ouvert,

0 < Me(0)) = Mp(A)) = M@(O\ A)) < Me(O\ F)) = o fdi<e

0< fode— Lfdx = jO\Afdx <e

Comme la question précédente donne A(¢@(O)) = jO fd\, on en déduit que

IN((A)) - L FdAl < 2e.

Il reste a remarquer que ¢ > 0 est arbitraire pour conclure que A(@(A)) — jA fd.

On a aussi, toujours, grace a (7.32),

6. Soita,beRt.q. a<b.
(a) Soit B € B(R). On pose g = 1. Montrer que :

@(b) b
J g(t)dt=f gpls)f(5)ds. (7.33)

¢(a)

[Prendre A = P(BN1,,)N]a, b et utiliser la question précédente. ]

Corrigé — Puisque g=1p,ona

@(b)
f g()di = f dx = A(Br]g(a), p(b)[).
@(a) BN]¢p(a),o(b)]

Comme Im(¢) = I;,, on a BN]p(a), p(b)[) = (BN 1,,)N]¢(a), p(b)[. Puis, comme ¢ o 1 est I’identité sur I,,, on
en déduit, avec A = P(BN1,;)N]a, bl,

(BNT,)N]e(a), @(b)[= e(P((BNT,)N]p(a), @(b)]))
= (BN, NP(Jpa), @b)]) = (A).

On a donc, avec la question précédente et la définition de A,

@(b)
f ¢(t)dt = A((A)) = f fdr= j fx
@(a) A b U(BNI,;)N]a,b[
:f (bt () ()ds.

Pour conclure, il reste a remarquer que s € P(BN1,,) si et seulement si ¢(s) € B. On obtient bien ainsi

¢(b) b b
f ¢(t)dt :J Lp(()f (s)ds :f S(@(s)F(s)ds.
@(a) a a

(b) Montrer que (7.33) est encore vraie si g appartient a £, (R, B(R)), puis si g appartient a M, (R, B(R)).
Corrigé —  Si g€ E.(R,B(R)), il existe n € N*, ay,...,a, e R} et By,... B, € B(R) t.q.

n

g:Za,-lBi.

i=1
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Pour chaque 7, la question précédente donne

@(b) b
f gi(t)dt =f gi(@(s))f (s)ds.
¢(a) a

On multiplie les termes de cette égalité par a;, on somme sur i et on obtient bien (7.33).

Soit maintenant ¢ € M, (R, B(R)). Il existe une suite (g;),en d’éléments de £, (R, B(R)) t.q. g, T ¢ (convergence
simple en croissant). Par convergence monotone on peut passer a la limite quand n — +oco dans (7.33) écrit avec
gy au lieu de g. On obtient bien ainsi (7.33).

(c) Soit ¢ : R — R mesurable. On suppose que g1jo(a),p(b) € Kﬂ{(R,B(R), A). Montrer g o @f 1y, €
,C]%R(R, B(R),A) et que (7.33) est vraie.

Corrigé —  On applique la question précédente 2 ¢* et g~ (parties positive et négative de g), c’est-a-dire qu’on
écrit (7.33) avec ¢* et ¢~. On en déduit que les fonctions gil]([}(a)yq)(b)[f sont intégrables et donc que leur
différence est intégrable. Ceci donne que g1 Jo(a) ()] f estintégrable (pour A). Puis en faisant la différence de
(7.33) avec g+ avec (7.33) avec g, on obtient bien (7.33) avec g.

N.B. On peut montrer que ¢ est dérivable p.p. et que ¢” = f p.p.. La formule (7.33) est alors la formule habituelle de
changement de variable. Noter aussi que la fonction ¢, restreinte a ’intervalle ]a, b[, appartient & un espace appelé
WU1(]a, b)) (ce qui explique le titre de 1’exercice).
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