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Chapitre 5

Intégrale sur les boréliens de R

5.1 Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions continues

Nous commengons par comparer 1’intégrale de Lebesgue (définie sur (R, 5(R), A)) a Iintégrale classique des
fonctions continues (et plus généralement des fonctions réglées).

Soit I un intervalle de R (borné ou non). On rappelle que B(I) = {A € B(R), A C I}. On peut donc considérer la
restriction a 3(I) de la mesure de Lebesgue définie sur B(R). On notera en général (un peu incorrectement) aussi A
cette mesure sur 3(I).

Proposition 5.1

Soit —co < a < b < +o0. Soit f € C([a,b],R). Alors, f € E]%{([a, b, B([a,b]), \)) etffd)\ — th(x)dx (cette derniére
intégrale est a prendre au sens de l'intégrale des fonctions continues vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice 4.5 page 152. En fait ’exercice
4.5 s’intéresse au cas [0, 1] mais s’adapte facilement pour le cas général [a, b]. n

Remarque 5.2

1. SiIest un intervalle de R dont les bornes sont 4, b € R (I peut étre fermé ou ouvertenaetb) etsi f € L1 (I, B(I),A)

ou L(I, B(I), ), on notera souvent :
b
jfd)\ = jf(x)dx(x) = f f(x)dx.

Cette notation est justifiée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, si I est compact, I’intégrale de
Lebesgue contient 1’intégrale des fonctions continues (et aussi I’intégrale des fonctions réglées et aussi I’intégrale
de Riemann, voir I’exercice 5.2).

2. Soient —co < a<b < +ooet f € C([a,b],R).
La proposition 5.1 donne que f € Lﬁg([a,b], B([a,b]), A)). En fait, on écrira souvent que f € Lﬁ{([a,b],
B([a,b]), \)), c’est-a-dire qu’on confondra f avec sa classe dans L%&([a,b],[j’([a,b]), A), qui est I’ensemble
{g e L'li([a,b], B([a,b]), A); £ = f p.p.}. On peut d’ailleurs noter que f est alors le seul élément continu de
{ge KIlR([a, bl,B([a,b]),\); g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante (proposition 5.3).



Proposition 5.3 Soient I un intervalle de R de longueur strictement positive et f,g € C(I,R). On suppose que
f =g A-p.p.. On a alors f(x) = g(x) pour tout x € 1.

Cette proposition est démontrée a 1’exercice (corrigé) 3.11 page 101 pour I = R. La démonstration pour I quelconque
est similaire.

Proposition 5.4 Soit f € C.(R,R) (c’est-a-dire que f est une fonction continue a support compact). Alors
fe [:%&(R,B(R), A). (Ici aussi, on écrira souvent f € LIlR(R,B(R), A).)

De plus, si a,b € R sont t.q. a < b et f =0 sur [a,b]° (de tels a et b existent). Alors, ffdk = Lbf(x)dx (cette

derniere intégrale étant a prendre au sens de l'intégrale des fonctions continues vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION —  On remarque d’abord que f est borélienne car continue. Puis, pour montrer que f est intégrable,
on utilise la proposition 5.1. Comme f est & support compact, il existe a,b € Rt.q. a< b et f =0 sur [a,b]°. On a alors,
par la proposition 5.1,
1
fl[u,b] € C([a, b], R) C Lp([a, b, B([a, b]), A).

[17103= [ 1, pin <o

etdonc f € L%&(R,B(R), A). Enfin, la proposition 5.1 donne aussi :

J-ﬁ[u,b]dk = J;hf(x)dx.

D’ou I’on conclut bien que ffd)\ = Lbf(x)dx. L]

On a donc

Le résultat précédent se généralise a I’intégrale de Riemann des fonctions Riemann-intégrables (construite a partir
des sommes de Darboux). Ceci fait I’objet de I’exercice 5.2.

5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon

Remarque 5.5 Les propositions 5.1 et 5.4 donnent les résultats suivants :

1. Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = dek. L’ application L est une application linéaire (de C.(R,R) dans R)
positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. (On rappelle que f > 0 signifie que f(x) > 0 pour tout x € R.)
Plus généralement, soit m une mesure sur (R, B(R)), finie sur les compacts. Il est facile de voir que C.(R,R)
- L]}Q(]R,B(R), m) (en toute rigueur, on a plutét C.(R,R) C [IIIR(R,B(R),m)). Pour f € C.(R,R), on pose
L(f)= f fdm. L application L est une application linéaire (de C.(R,R) dans R) positive (ou encore une forme
linéaire positive).

On peut montrer une réciproque de ce résultat (théoreme 5.6).

2. Soit —co < a < b < oo. Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = Ifd)‘. L’application L est une application linéaire

(de C([a, b], R) dans R) positive.
Ici aussi, plus généralement, soit m une mesure finie sur ([4, b], B([4, b])). 1l est facile de voir que C([a, b],R)
C L]}Q([a, b], B([a, b]), m) (ou plutdt C([a, b],R) C Eﬁ([a, bl, B([a, b]), m)). Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) =
J fdm. L’ application L est une application linéaire (de C([4, b], R) dans R) positive (ou encore une forme linéaire
positive).

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.15).

194



On énonce maintenant des résultats, dus a F. Riesz, qui font le lien entre les applications linéaires (continues ou
positives) sur des espaces de fonctions continues (applications que nous appellerons mesures de Radon) et les
mesures abstraites sur B(R) (c’est-a-dire les applications c—additives sur les boréliens de R, a valeurs dans R ou R,
non identiquement égales a +o00). Le théoréme 5.6 donné ci apres est parfois appelé “Théoreme de représentation de
Riesz en théorie de la mesure”. Dans ce livre, nous réservons 1’appellation “Théoréme de représentation de Riesz”
pour le théoreme 6.56 de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert.

Théoreme 5.6 (Riesz) Soit L une forme linéaire positive sur C.(R,R), ¢’est-a-dire une application linéaire positive
de C.(R,R) dans R. Alors il existe une unique mesure m sur (R, B(R)) .q. :

V feC, L(f):dem.

De plus, m est finie sur les compacts (c’est-a-dire m(K) < +oo pour tout compact K de R.)

DEMONSTRATION — La partie unicité de cette démonstration est assez facile et est donnée dans la proposition 5.8. La

partie existence est plus difficile, on en donne seulement le schéma général, sous forme d’exercice détaillé.

Soit L une forme linéaire positive sur C.(R,R).

1. Montrer que L est continue au sens suivant : pour tout compact K de R, il existe Ckg € R t.q. pour toute fonction
continue a support dans K, |L(f)| < Cx||flco-
[Considérer une fonction Pk € C.(R,R) t.q. Pk (x) =1 si x € K et Pg(x) > 0 pour tout x.]

2. Montrer le lemme suivant :
Lemme 5.7 (Dini) Soient (f;)eny C Co(R,R) et f € C.(R,R) t.q. f; T f ou f;; | f lorsque n — +oco. Alors f;,
converge uniformément vers f.

3. Déduire des deux étapes précédentes que si (f;)nen C Co(R,R) et f € Co(R,R) t.q. f T f ou f,, | f lorsque
n — +oo, alors L(f,;) — L(f).

4. Soient (f;)neN et (gn)neN C Ce(R,R) des suites telles que f,, T f et g, T g (ou f, | f et g, | g), ol f et g sont des

fonctions de R dans R. Montrer que si f < g alors lim,,_,, o, L(f;;) < lim,_, o, L(gy) (et dans le cas particulier o
f =g limy 100 L(fy) = limy 400 Lgn))-
[On pourra, par exemple, considérer, pour n fixé, h, = inf(g), f;;) et remarquer que hy, T f;.]

5. On définit :

Ay = {f:R>RIA(f)uen CCARR); f; T f et HETML(fn) < +o0}, (5.1
Al = {f:R>RI(fu)uen CCRR); £, | f et HETM L(fy) > —oo}, (5.2)
Si f € A*, on pose L(f) = limy,_, 400 L(fy), 0l (fi)nen € Cc(R,R); f, T £
Si f € A7, onpose L(f) =lim,_, 0o L(f4), 0t (f)neny € Ce(R,R); £, L f-

Vérifier que ces définitions sont cohérentes (c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas des suites choisies et que si
f € A* N A™, les deux définitions coincident). Montrer les propriétés suivantes :

(@) Si f € AT (resp. A7) alors —f € A™ (resp. AT)et L(—f) = —L(f).

(b) Si f,g € A" (resp. A™) alors f + g € AT (resp. A7) et L(f + g) = L(f) + L(g).

(c) Si f € AT (resp. A7) et a € Ry alors af € AT (resp. A7) et L(af) = aL(f).

(d) Si f € At (resp. A7) et g € A* alors sup(f,g) € At etinf(f,g) € A*.

(e) Si f,g € A" (resp. A7) et f > g, alors L(f) > L(g).

() Si (fy1)neny C Ay (resp. A7) et f, 7 f € A (resp. f,, | f € A7), alors L(f,,) = L(f).
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(g) Soit (f;1)neN C Ay (resp. A7) t.q. f, T f (resp. f;, | f), ot f est une fonction de R dans R.
Silimy, 100 L(f;;) < +oo0, alors f € AT,

Remarquer aussi que A" contient toutes les fonctions caractéristiques des ouverts bornés et que A~ contient toutes
les fonctions caractéristiques des compacts.

6. On pose :
E={f:R>R;Ve>0,dgcAt ethe A;h<f<getL(g)-L(h) <¢)
et pour f € E, on définit :

L(f)= sup L(h)= inf L(g).
heA-h<f §eA™ g2f

Montrer que cette définition a bien un sens, c¢’est-a-dire que d’une part :

sup L(h)= inf L(g),
heA-h<f §eA™ g2f

et d’autre part la définition de L sur E est compatible avec la définition sur A* et A~ (apres avoir remarqué que
AT C Eet A~ C E). Montrer les propriétés suivantes sur E :

(a) E est un espace vectoriel et L une forme linéaire positive sur E.

(b) E est stable par passage a la limite croissante ou décroissante.

(c) E est stable par inf et sup, i.e. si f € Eet g € E, alors sup(f,g) € Eetinf(f, g) €E.
7. Soit (@1)peN CCr t.q. 0< @, <let@, T1.0npose T ={A € P(R);15¢;, € EVn € N}. Montrer que T D B(R).
8. Pour A € T, on pose : m(A) =limy, ;00 L(1 A¢;) € RU {+0co}. Montrer que m est une mesure c-finie.
9. Montrer que £! (R, T, m) = E et que Ifdm =L(f),Vf €E.

Proposition 5.8 Soitd > 1, m et p deux mesures sur B(RY), finies sur les compacts. On suppose que ffdm = depl,
pour tout f € C.(R%,R). Alors m = i

La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.31. Elle est faite pour d = 1 au
chapitre 4 (proposition 4.60). Sa généralisation au cas d > 1 est laissée en exercice.

Remarque 5.9 Le théoréme 5.6 donne un autre moyen de construire la mesure de Lebesgue que celui vu au
chapitre 2 :

Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = th(x)dx, ol a,b € R sont choisis pour que f = 0 sur [4,b]° (on utilise ici
I’intégrale des fonctions continues sur un compact de R). L’application L est clairement linéaire positive de C.(R, R)
dans R. Le théoréme 5.6 donne donc I’existence d’une mesure m sur B(R) t.q. Ifdm =L(f) pour tout f € C.(R,R).
Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie bien m(]a,b[) = b —a pour tout a,b € R, a < b).

Définition 5.10 On définit les espaces de fonctions continues (de R dans R) suivants :

Co(R,R) = {f € C(R,R); suﬂ}; If (x)] < +o0},

Co(R,R) ={f € C(R,R); f(x) — 0 quand |x| - +oo},
C.(R,R)={f € C(R,R);AK C R, K compact, f = 0 sur K}.

Pour f € Cy(R,R), on pose ||fll, = sup,eg |f (x)|. La norme ||- ||, s’appelle norme de la convergence uniforme (elle
est aussi parfois appelée norme infinie.)
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I est clair que C.(R,R) € Cy(R,R) C Cy(R, R) et on rappelle que Cy(R,R) et Cy(RR,R) sont des espaces de Banach
(e.v.n. complet) avec la norme || - ||,,. Ces espaces seront parfois notés, en abrégé, C., C et Cy,.

Remarque 5.11 Soit m une mesure finie sur 5(R), alors C,(R,R) C L%&(R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutot
Cy C K]ﬁ(R, B(R),m)). Pour f € Cy(R,R), on pose L(f) = dem L’application L est alors une application linéaire
sur Cy(R,R). On munit C,(R,R) de la norme de la convergence uniforme, L’application L est alors continue (car
L(f) < m(R)||f|l,, pour tout f € Cy(R,R)). L’application L est aussi positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0.
On donne ci-apres des réciproques partielles de ces résultats.

Théoreme 5.12 (Riesz) Soit L une application linéaire positive de Cy(R,R) dans R, alors il existe une unique
mesure m finie sur (R, B(R)) t.q. :

V feCq, L(f):ffdm.

DEMONSTRATION — La démonstration consiste d’abord & montrer que L est continue (quand Cp(RR,R) est muni de sa
norme naturelle, ¢’est-a-dire de la norme || - ||,,). C’est la premiere étape ci-dessous. Puis a appliquer le théoréme 5.6,
c’est le deuxieme étape.

Etape 1

On montre, dans cette étape, que L est continue.

On raisonne par I’absurde. Si L n’est pas continue, il existe (f;;),en+ suite de Co(R,R) t.q. L(f,;) = n et || f|l,, = 1 pour
tout n € N*. En posant g, = |f,|/ (n?),ona gn € Co(R,R) et en utilisant la linéarité et la positivité de L, on obtient

1 1 1 1
L(gn) = njL(|fn|) 2 anL(fn) 2 ” etlgnlly = 2
+o0
La série est absolument convergente dans Cy(RR,R), elle est donc convergente (car Co(IR,R) est un espace de
&n g 0 g 0 p

n=1
Banach). On note g la somme de cette série. On a donc g € Co(RR,R), et comme les fonctions g;, sont positives,

n n
1
L(g)> L(gp) = — pour tout n € N.
Ltz )
p=1 p=1

En passant  la limite quand 1 — +co on obtient L(g) = +o0, ce qui est absurde.

On a donc bien montré que L est continue. Il existe donc M t.q. L(f) < M||f|l,, pour tout f € Cy(R,R).

Etape 2
La restriction de L a C.(R,R) est linéaire positive. Le théoréme 5.6 donne I’existence d’une mesure m sur B(R) t.q.

L(f) = ffdm pour tout f € C.(R,R) (5.3)
Pour n € N* on pose
P =1+ (X + 0+ D1 (41),—n) + (041 =X)L} 541

et on prend f = ¢, dans (5.3). On obtient m([-n,n]) < L(¢,) < M|l@,ll, = M. On a donc, en faisant n — +oo,
m(R) <M, ce qui prouve que m est une mesure finie.

Enfin, si f € Co(R,RR) on pose f;; = f¢;. On remarque que f, tend vers f dans Co(RR,R) et est dominée par |f|. On
adonc lim,,_,, o L(f,) = L(f) car L est continue et lim,,_,, o, ffndm = ffdm par convergence dominée. Comme

L(fy) = ffndm (car f,; € C.(R,R)), on obtient finalement L(f) = ffdm [
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Le résultat du théoréme 5.12 est faux si on remplace C par C;. On peut, par exemple, construire une application
linéaire continue positive sur Cy,, non identiquement nulle sur C;, et nulle sur C. Si on note L une telle application
(nulle sur Cy mais non identiquement nulle sur Cy) et si m est une mesure finie sur (R, B(R)) t.q. L(f) = f fdm

pour f € Cy, on montre facilement (en utilisant ffdm = 0 pour tout f € Cy) que m = 0 et donc L(f) = 0 pour tout
f € Cy, en contradiction avec le fait que L n’est pas identiquement nulle sur Cy,.

Pour construire une application linéaire continue positive sur Cy,, non identiquement nulle et nulle sur C, on peut
procéder de la maniere décrite ci apres. On note F le sous espace vectoriel de C;, formé des éléments de C;, ayant
une limite en +c0. Onadonc f € Fsi f € Cj, ets’il existe | e R t.q. f(x) — I quand x — +co. Pour f € F on pose
L(f) =lim,_,,o f(x). On a ainsi défini une forme linéaire positive sur F (car, pour f € F, f(x) > 0 pour tout x € R
implique bien L(f) > 0). En utilisant le théoréme 5.14 donné ci apres, il existe donc L, forme linéaire positive sur
Cp, t.q. L = L sur F. L’application L est donc linéaire continue positive sur Cj, (pour la continuité, on remarque que
IL(F)I <|Ifl.,), elle est bien nulle sur Cy (car lim,_,,, f(x) = 0si f € Cy C F) et non identiquement nulle sur C;
car L(f) =1 si f est la fonction constante, égale a 1 en tout point.

Remarque 5.13 Soit E un espace de Banach réel, F un s.e.v. de E et T une application linéaire continue de F (muni
de la norme de E) dans R. Le théoréme de Hahn-Banach [1] donne alors 1’existence d’une application linéaire
continue T de E dans R (i.e. T € E’) t.q. T = T sur F. (Si F est dense dans E, le théoréme de Hahn-Banach est inutile
et on peut montrer aussi I’unicité de T. Si F n’est pas dense dans E, T n’est pas unique.) L’ objectif du théoréme 5.14
est de remplacer I’hypothese de continuité de T par une propriété de positivité.

Théoreme 5.14 (Hahn-Banach positif) Soit F un sous espace vectoriel de Cj, = {f € C(R,R); sup, g |f (x)| <
+oo} et T une application linéaire de F dans R. On suppose que F contient les fonctions constantes et que T est
positive (c’est-a-dire que, pour f € F, f(x) > 0 pour tout x € R implique T(f) > 0). Il existe alors T, application
linéaire positive sur Cy, t.q. T =T sur F.

DEMONSTRATION — La démonstration n’est pas détaillée ici. Elle peut se faire en utilisant une technique trés similaire
a celle donnant la démonstration du théoreme de Hahn-Banach (qui permet aussi de montrer le théoreme de prolongement
d’une application linéaire continue définie sur un sous espace vectoriel d’un espace de Banach). Elle peut aussi se faire
en se ramenant a la version du théoréme de Hahn-Banach donné, par exemple, dans le livre d’analyse fonctionnelle de H.
Brezis [1].

Il est intéressant de noter que le résultat du théoreme peut étre faux si on retire I’hypothese F contient les fonctions
constantes. u

On peut maintenant faire la remarque suivante :

Remarque 5.15 Soit K une partie compacte de R. On note C(K,R) = {fi., f € Cp}. Si m est une mesure finie
sur (K, B(K)) I’espace fonctionnel C(K,R) est inclus dans L]E(K,B(K),m), et I’application qui a f € C(K,R)
associe J fdm est linéaire positive (et continue, si C(K,R) est muni de la norme de la convergence uniforme).
Réciproquement, soit L une application linéaire positive de C(K,R) dans R. Le théoréme précédent permet de
montrer qu’il existe une unique mesure finie, notée m, sur (K, B(K)) t.q. :

L(f) = ffdm, Vf e C(K,R).
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Considérons maintenant le cas des mesures signées : si m est une mesure signée sur (R, 5(R)) (ou sur (K, B(K))),
I’application qui a f € Cy (ou € C(K), K étant une partie compacte de IR) associe f f dm est linéaire continue (pour
la norme de la convergence uniforme). Réciproquement, on a aussi existence et unicité d’une mesure (signée) définie
a partir d’une application linéaire continue de C (ou de C(K)) dans R :

Théoreme 5.16 (Riesz, mesures signées) Soit L une application linéaire continue de Cy(R, R) dans R (ou de

C(K, R) dans R, ou K est un compact de R). Alors il existe une unique mesure signée, notée m, sur B(R) (ou sur
B(K)) t.q. :

L(f) = J-fdm, Vf € Co(R,R)( ou C(K,R)).

Les éléments de (Co(R,R))’ (ou (C(K,R))’) sont appelés mesures de Radon sur R (ou K). On rappelle que, pour
un espace de Banach (réel) E, on note B’ son dual topologique, c’est-a-dire I’ensemble des applications linéaires
continues de E dans R.

DEMONSTRATION —  Elle consiste a se ramener au théoreme de Riesz pour des formes linéaires positives. Elle n’est

pas détaillée ici. On rappelle seulement que si m est une mesure signée sur T (tribu sur un ensemble E). il existe

deux mesures finies m* et m~ sur T, étrangeres (c’est-a-dire qu’il existe A € T t.q. m*(A) = m~(A) = 0) et t.q.

m =m" —m™. On a alors (par définition)

LL(E,T,m)=LL(ET,m")NLL(E T, m"),

dem:ffder—Jfﬂlm_.

Définition 5.17 (Mesure de Radon) Soit () un ouvert borné de R, alors on appelle mesure de Radon sur Q un
élément de (C(Q,R))’, ¢’est-a-dire une application linéaire continue (pour la norme infinie) de C(Q,R) dans R.

et,sif € L:]%(E, T, m),

Remarque 5.18 Soit T une forme linéaire sur C.(Q), R).

1. Si T est continue pour la norme .||, on peut montrer qu’il existe une et une seule mesure signée, notée y, sur
les boréliens de () telle que

T(f)= J-fdpt pour tout f € C.(QQ,R).

Pour montrer I’existence de y, on peut commencer par se ramener au théoréme 5.16 en prolongeant T (de manicre
non unique) en une application linéaire continue sur C(C2, R) (ceci est possible par le théoreme de Hahn-Banach).
Le théoréme 5.16 donne alors une (unique) mesure sur 3 (6) correspondant a ce prolongement de T. La restriction
de cette mesure a B(€2) est la mesure p recherchée. Il est intéressant de remarquer que cette mesure y est unique,
sans que celle donnée par le théoreme 5.16 soit unique (car cette dernieére dépend du prolongement choisi de T a
C(Q,R)).

2. Si T est continue pour la topologie naturelle de C.(€2,R), (c’est-a-dire que, pour tout compact K C (), il existe
Ck e Rtel que T(f) < Ckllf oo, pour tout f € C.(Q,R) avec f = 0 sur le complémentaire de K) alors le résultat
donné dans le premier item (c’est-a-dire I’existence de ) peut étre faux ; par contre on peut montrer qu’il existe
deux mesures (positives) p1 et p, sur les boréliens de () telles que

T(f) = jfdm - ffduz, VfeCUQR);

on peut noter que py et p, peuvent prendre toutes les deux la valeur +co (exemple : N =1, Q =]-1,1],
T(f) =2 e nf (1 - %) =Y e Bf (-1 + %)), et donc que (p; — p2)(€2) n’a pas toujours un sens.

199



Soit maintenant T une forme linéaire sur C2°(C2,R), continue pour la norme || - ||,,, alors il existe une et une seule
mesure signée, notée , sur les boréliens de Q) telle que

T()= [ fau vS e CT(OQR)

5.3 Changement de variable, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de I’espace Lﬁg(R, B(R), A) (et éventuellement de
LIIR(R, B(RR), ) si p est finie sur les compacts).

Proposition 5.19 (Changement de variable affine) Soient o € R*, p € R et f € L1(R,B(R), \). On définit
g : R—>Rpar g(x) = f(ax+p) pour x € R.

J-gd)\: l}ﬂJ-fdA.

Le méme résultat reste vrai en remplacant L' par L.

Alors, g € L1 (R,B(R), A) et

DEMONSTRATION — 1. On pose @(x) = ax + f, pour tout x € R, de sorte que ¢ = f o ¢. Comme f et ¢ sont
boréliennes (noter que ¢ est méme continue), g est aussi borélienne, c’est-a-dire g € M.

2. Pour montrer que g € LR, B(R),A) et
1
dx = —J dx, 5.4
Jon-gi | 1
on raisonne en plusieurs étapes :
(a) On suppose que f =1, avec A € B(R) tel que MA) < +oo. On a alors g = llA_E (avec éA— g ={3x— &
x € A}). Onadonc g € LY(R, B(R), ) et (5.4) est vraie (car on a déja vu que }\(éA - E) ==\

proposition 2.48). ¢
(b) On suppose que f € £, N L1(R, B(R), ).
Il existe donc ay,...,a, > 0et Ay,...,A, € Ttq. f = Z;‘Zl a;jla,. Comme f € L1(R, B(R),A), on a aussi
AA;) < +oo pour tout i. On conclut alors que g = Z’?:l a;l 1a._B»cCC qui donne que g€ £, N LY (R, B(R),\) et
que (5.4) est vraie. e
(c) On suppose que f € M, N LY(R, B(R), A). 11 existe une suite (f)neny C €4 N L1(R, B(R), A) telle que f,, T f
quand # — +o0. On a donc Ifndk ) jfd)» quand n — +oo. On définit g, par g,(x) = ax + B, pour tout x € R.
On a alors

€& NLYR,B(R), M), g, 1T g et Jgnd)\ 0 Jgdx quand 1 — +co.

Comme (5.4) est vraie pour f = f, et ¢ = g;,, on en déduit que g € M, N LY(R, B(R), A) et (5.4) est vraie.
(d) On suppose enfin seulement que f € L1(R, B(R), ). Comme
f=ft—f",avec f* e M. NLYR,B(R),N),
on peut utiliser I’étape précédente avec f* et on obtient que g € L1(R, B(R), A) et que (5.4) est vraie.
3. Le résultat obtenu est encore vrai pour L! aulieu de £1. 11 suffit de remarquer que
fi=fapp. =81 =8 pp., avec gi(+) = fila-+p), i =1,2.
En fait, lorsque f décrit un élément de L! (qui est un ensemble d’éléments de £1), la fonction g(o- +p) décrit alors

un élément de L!.
]
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Le résultat de densité que nous énongons a présent permet d’approcher une fonction de Lllz(IR{, B(R), ) aussi pres
que I’on veut par une fonction continue a support compact. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer certaines
propriétés des fonctions de L' : on montre la propriété pour les fonctions continues, ce qui s’avere en général plus
facile, et on passe a la limite.

Théoréme 5.20 (Densité de C.(R,R) dans Lg, (R, B(R),)))  On note L! = Ly (R, B(R), \). L’ensemble C (R, R)

des fonctions continues de R dans R et & supports compacts, est dense dans L', ¢’est-a-dire :

Vi eLL(R B(R),\), Ye>0, g e C(R,R); |If —oll; <e.

DEMONSTRATION — On a déja vu que C,(R,R) C L. En toute rigueur, on a plutét C.(R,R) C = LIIR(R,B(R), A).
L objectif est donc de montrer que pour tout f € £ et tout & > 0, il existe ¢ € C.(R,R) telle que ||f — @|l; <& On va
raisonner une nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £, M, et enfin £h.

Etape 1. On suppose ici que f = 15 avec A € B(R) et A(A) < +oo.

Soit € > 0. Comme A est une mesure réguliere (proposition 2.43), il existe un ouvert O et un fermé F telsque FC A C O
et A(O\ F) < &. Pour n € N*, on pose F,, = F N [-n,n], de sorte que F,, est compact (pour tout n) et F = | J,,c+ .
La continuité croissante de A donne alors A(F,) T A(F), quand n — +c0. Comme A(F) < A(A) < 400, on a aussi
ME\E;) = MF) = A(F,;) — 0 quand n — +oo. Il existe donc ng tel que MF\F; ) <e.
On pose K = Fy,, et on obtient donc K C F C A C O, ce qui donne

AMO\K) < MO\ F)+ AMF\K) < 2e.

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O tels que K € A ¢ O et A(O \ K) < 2¢. Ceci va nous permettre de
construire @ € C.(R,R) telle que ||f — ¢||; < 2e.
On pose

d =d(K,0°% =inf{d(x,y),x €K,y € O°}.
On remarque que d > 0. En effet, il existe des suites (x,;),en C K et (v,)neny C OF telles que

d(xy,yy) = %y — vyl — d quand n — +oo.
Par compacité de K, on peut supposer (apres extraction éventuelle d’une sous-suite) que x;, — x, quand # — +oo. Si
d =0, on a alors aussi v, — x quand n — +oco et donc x € O° N K (car K et O° sont fermés), ce qui est impossible car
O N K = 0. On a donc bien montré d > 0.
On définit maintenant la fonction ¢ par
1
=(

VxeR, @(x)= 7 d —d(x,K))* avec d(x,K) = inf{d(x, ), y € K}.

La fonction ¢ est continue car x — d(x, K) est continue (cette fonction est méme lipschitzienne, on peut montrer que
|d(x,K)—d(y,K)| < |x—y|). Elle est a support compact car il existe A > 0 tel que K C [-A, A] et on remarque alors que
@=0sur[-A-d,A+d]° Onadonc @ € C.(R,R). Enfin, on remarque que ¢ =1 sur K, p=0surO¢et0 < <1
(partout). On en déduit que f —¢@ =0 sur KUO et 0 <|f —¢| < 1, ce qui donne

If =l <MO\K) <2,
et termine donc la premiere (et principale) étape.

Etape 2. On suppose ici que f € £, N £ 1l existe donc ay, ..., a, > 0et Ay, ..., A, € T tels que f = Z?:l ailp,.
Comme f € £1, on aaussi A(A;) < +oo pour tout 1.
Soit & > 0, I’étape 1 donne, pour tout i, I’existence de ¢@; € C(R,R) telle que |1, — @;l; < &. On pose
n
¢=) aip;i € C(RR)
i=1
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et on obtient
n

If —olli <() aj)e

i=1
(ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f € M, N L.

Soit e > 0. D’apres la caractérisation de ’intégrale dans M. (lemme 4.9), il existe g € £, telle que g < f et
J-fd)\—ss jgdm < [fdm,

lg=fll = [ (£ -gir <
L’ étape 2 donne alors I’existence de ¢ € C.(R,R) telle que ||g — ¢l|; < &. D’oti I’on déduit
If =l <2

de sorte que

ce qui termine 1’étape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € £l
Soit & > 0. Comme f* € M, N L1, I’étape 3 donne qu’il existe @1, 92 € C.(R,R) telle que

Iff =il <eet|f~ -2l <e
On pose alors @ = @1 —@3.Ona @ € C.(R,R) et ||[f — @||; < 2, ce qui prouve bien la densité de C.(R,R) dans Ll
[

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est pas limité a la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute
mesure sur 3(RR), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant C. par C°. Enfin, il n’est pas limité a R, il
est également vrai dans Rd, d > 1. Tout ceci est montré dans I’exercice 7.15. Par contre, le résultat de continuité en
moyenne que nous montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure sur B(R), finie sur les compacts (voir
I’exercice 7.15).

Théoréme 5.21 (Continuité en moyenne) Soient f € L]E(R, B(R),\) et h € R. On définit fy, (translatée de f ) par :
fn(x) = f(x + h), pour presque tout x € R. Alors :

= fllh = J|f(x+h) — f(x)|dx — 0 lorsque h — 0. (5.5)

DEMONSTRATION —  Soient f € Eﬁg(R, B(R), A) et h € R. On remarque que f, = f(-+h) € [S]i(R, B(R), A) (d’apres
la proposition 5.19). D’autre part f = g p.p. implique fj, = g, p.p.. On peut donc définir f;, comme élément de L]E(R,
B(R), \) si f € LE(R, B(R), A).

La démonstration de (5.5) fait 1’objet de I’exercice 5.10. ]

5.4 Intégrales impropres des fonctions de R dans R

On considere ici des fonctions de R dans R, et I’espace mesuré (R, B(R), A).
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Définition 5.22 (Intégrabilité a gauche) Soient f : R > R, a € R et a € RU {+o0},a > a; on suppose que
a

Y Bela,al, flnp € L(= LﬁQ(R,B(R), A)). On dit que f est intégrable a gauche en a (ou encore que J existe) si

a
Jfl]a,ﬁ[d)x a une limite dans R lorsque p — a. Cette limite est notée J f(t)dt.
o

Remarque 5.23 Ceci ne veut pas dire que f 11, 4 € L!. 11 suffit pour s’en convaincre de prendre a = +o0, o = 0,
considérer la fonction f définie par f(0) =1 et, pour x > 0, f(x) = smx

X

Par contre, dés que la fonction f considérée est de signe constant, on a équivalence entre les deux notions :

Proposition 5.24 Soient f :R >Ry, a € Reta€ RU{+oo},a> a; on suppose que ¥ B €]a,a, f14p] € Li(=
Lﬁg(R, B(R),\)). Alors f est intégrable a gauche en a si et seulement si f1)q 4 € L.

DEMONSTRATION —  Ce résultat se déduit du théoreme de convergence monotone en remarquant que f 11q g( T flaal
quand B T a. L]

5.5 Exercices

Exercice 5.1 (La mesure de Dirac n’est pas une fonction...) Soit (¢,),cy la suite de fonctions de | —1,1]

dans R définie par ¢, (x) = (1 — n|x|)*. On note A la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens de | -1, 1], et

L' = Lﬁg(] -1,1[,B(]-1,1[), A). Soit T I"application de C([-1,1],R) dans R définie par T(¢p) = ¢(0).

1. Montrer que T € (C([—l, 1], R))/ (on rappelle que (C([—l,l], R))/ est le dual de C([-1,1], R), c’est-a-dire
I’ensemble des formes linéaires continues sur C([—1, 1], R) muni de la norme uniforme).

2. Soit ¢ € C([-1,1],R). Montrer que ¢ € L]}Q(] —1L,1[, B(]-1,1[), 8g), ol &y est la mesure de Dirac en 0, et que
T(¢) = [ ddy.

3. Soient g € L. Montrer que Jg(pnd)\ — 0 lorsque 1 — +co.
En déduire qu’il n’existe pas de fonction g € L! telle qu’on ait, pour toute fonction ¢ € C([-1,1],R), T(¢) =
J g@d\ (et donc que 9 n’est pas une mesure de densité).

Exercice 5.2 (Intégrale de Riemann) Soient a,b des réels, a < b et f : [4,b] — R une fonction bornée, i.e. telle
qu’il existe M € R tel que |f (¢)| <M, Vt € [a,b].
Soit A une subdivision de [a, b], A = {xg, x1,...,XN41} avec xg = a < x1 <... <xn41 = b. On pose

N N
st = ;Xe&fgﬂ]f(x»(xiﬂ ~x) et Sy = ;(xe[)i(?fi+1]f(X))(xi+1 - ).

On note A I’ensemble des subdivisions de [a,b], S* = infaca S® et S, = supycs Sa. On dit que f est Riemann
intégrable si S* = S,.
On pose alors Rfubf(x)dx =5".

1. Soient A; et A, € A tels que Ay C A,. Montrer que Sy, < Sy, < $42 < S0 En déduire que S, < S2 pour tous
A, AN € A, etdonc que S, < S*.

2. Montrer qu’il existe une suite de subdivisions (A,,),cn telle que Sy, — S, et S — S* quand 1 — +oo.
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3. Montrer que si f est continue, f est Riemann-intégrable.

4. On suppose maintenant que f est Riemann-intégrable. Montrer qu’il existe une suite de subdivisions notée
(Ap)nen telle que A, C A, 4y, pourtout n € N, Sy — S, et $A — §* quand 1 — +o0.

(m) (n) .
Pour n € N, onnote A, = {x; ', ..., xN,,+1} et on pose :

2u(x) =1inf{f(p),y € [xgn),xgz)l]},xgn) <x< xgz)l,i =0,...,N,, (5.6)
h,(x) =sup{f(y),y e [xgn),xiz)l]},xgn) <x< xgz)l,i =0,...,N,, 5.7
gn(b) = hy,(b) = 0. (5.8)

(a) Montrer que g,,, h,, € ,CIIR({[a, b], B([a,b]), \}) et que I(hn - g,)dX — 0 quand n — +oo.
(b) Montrer que g, < g1 < f <hyyy <hy, YneN.
(c) Pour x € [a,b], on pose g(x) =lim,,_,,, ,(x) et h(x) = lim,,_,, , }1,,(x) ; montrer que ¢ = hp.p.. En déduire
que f € Ly ([a,b], B([a,b]),A) et que [ fdA =R [ f(x)dx.
5. Soit f définie par :

f(x) 1sixeQ, (5.9
f(x) = 0sixeQ. (5.10)

Montrer que f n’est pas Riemann intégrable, mais que f € Kﬁx([a, b, B([a, b]), M)

Exercice 5.3 (Convergence de la dérivée) Soit (f,),eny € C'(]0,1[, R) convergeant simplement vers la fonction
f:]0,1[— R; on suppose que la suite (f,),en (C C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et
égalea 1.
1. A-t-on f € C1(]JO,1[, R)et f/ =17

Corrigé — La réponse est non. La fonction f peut méme ne pas étre continue, comme le montre I’exemple suivant :

Pour n € N, n > 4, on définit g, de [0,1] dans R par

1 si0<x<3,
) 1+n2(x—%) si%<xs%+%,
X)=
& 1-n?(x-1-2) sililox<ly2
1,2
1 Sl§+ﬁ<xsl.
1l est facile de voir que g, € C([0,1],R) e que g,,(x) — 1 pour tout x € [0,1].

Pour n > 4, on définit f,, par :
X
ful(x) = J. gn(t)dt, pour tout x €]0,1],
0

de sorte que f, € C1(]0,1[, R) et f,, = g, sur 10,1[. On a donc bien que (f;])nen converge simplement vers la fonction
constante et égale a 1. (On prend n’importe quelles fonctions cl pour f, 0<n<3).

On remarque maintenant que, pour n > 4, f,(x) = x pour tout x €]0, %] et que f,(x) = x + 1 pour tout x 6]% + %,
On en déduit que (f,,)neN converge simplement vers la fonction f :10,1[— R définie par f(x) = x pour tout x €]0,
et fu(x) = x+1 pour tout x E]%, 1[. Cette fonction n’est pas continue en %, done f ¢ C1(]0,1[, R).

2. On suppose maintenant que la suite (f,)),cn converge dans Lﬁ%(]O, 1[,B(]0,1[), A) vers la fonction constante et
égalea 1. A-t-on f € C1(]0,1[[ R)et f' =17
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Corrigé — La réponse maintenant est oui. En effet, soit 0 < x < 1. Comme f,; € Ccl(]o,1[, R), on a fulx) =
Fa(5)+ [T fib)dt, cest-a-dire
2

fn(x)=fn(%)+sxfﬁ{11xd)» (5.11)
avec sy =1et 1, :]%,x[ six> L sy =-letly :]x,%[ six< %
Quand n — +oo, on a
| an- [ an<ig- o
et f,(x) = f(x) (ainsi que f,,(%) — f(%)). On déduit donc de (5.11), quand n — +oo,
£0= )5 [ 1,
c’est-a-dire f(x) :f(%) +x— %

On a bien montré que f € C(]0,1[, R) er f' = 1.

Exercice 5.4 (Intégrale impropre) On définit I’application f de R dans R par :
f(x)=0,six<0,
f(x) = x*sin xl—z, six>0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.

Corrigé — La fonction f est continue et dérivable en tout point de R* et on a f’(x) = 0 pour x < 0 et f’(x) =
o1 2 1
2xsmx—2—}cosx—2 six>0.
Pour montrer la continuité et la dérivabilité de f en 0, il suffit de remarquer que, pour tout x > 0, on a |f (x)| < x2 et
f)-£(0)
x—0

donc | | < x. On en déduit que f est continue et dérivable en 0 et que f’(0) = 0.

2. Soit 0 <a < b < +oco. Montrer que f'1), [ € Kﬁ(R,B(R), A). On pose Jabf’(t)dt = ff’l]a,b[d)‘- Montrer que :
b
f6)- o= | o

Corrigé — La fonction f’ est continue sur |0,+oo|. La restriction de f’ a [a,b] est donc continue (on utilise ici le fait
que a > 0). On a donc, voir la proposition 5.1 (ou ’exercice 4.5) :

fiay € £ ([2,6) B([a,b]), Aq,p)),

ot A[q,p) désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de [a,] (c’est-a-dire la restriction a B([a, b)) de la mesure de
Lebesgue sur B(R)) et 'intégrale (de Lebesgue) de fl[,a b] coincide avec l'intégrale des fonctions continues, c’est-a-dire :

b
JJII[/a,b]dA[u,b) = J. f(x)dx.

Le terme de droite de I’égalité précédente est a prendre au sens de I'intégrale des fonctions continues. Comme f est de
classe CL sur un intervalle ouvert contenant [a, b], il est alors classique que :

b
J,wax=ﬂw—fw»

Pour se convaincre de cette derniére égalité, on rappelle que f et x J;; f’(t)dt sont deux primitives de f’, leur
différence est donc constante sur [a, b].
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Enfin, comme fl[,a,h] € L£Y([a,b], B([a,b]), Na,b))» il est facile d’en déduire que f'1), p( € Lﬁg(R,B(]R), A) et que

J\fl[/u,b]d}\[arb) = Jf/l]u,b[dx-

Plus précisément, on pose f’ = g et on considére d’abord le cas g|[4,p] € E+([a,b], B([a,b]) puis g|4,p) € M+([a,]],
B([a,b]) et enfin g|is,p) € £1([a,b), B([a, b)), Ma,b)), comme dans I’exercice 4.4. Ceci termine la question.

Un autre moyen de montrer f '1]‘1, bl € LIIR(R, B(R), A) est de procéder de la maniére suivante :

La fonction f’ est la limite simple, quand n — +oo, de la suite (f,,)nen 0t fy, est définie, pour n € N*, par :

1y _
fu(x) = w, pour tout x € R.

n
La fonction f est mesurable (c’est-a-dire borélienne car R est muni de la tribu de Borel). Grdce a la stabilité de
I’ensemble des fonctions mesurables (voir la proposition 3.19), on en déduit que f,, est mesurable pour tout n € N*
et donc que f’ est mesurable (comme limite simple de fonctions mesurables). La fonction f '1]a, b| est donc aussi

mesurable (comme produit de fonctions mesurables). La mesurabilité de f’l]u,b[ est donc vraie pour tout a,b € R
(noter cependant que f’ n’est pas continue en 0).

Pour montrer que f’l]a,b[ est intégrable, il suffit de remarquer que f’ est bornée sur |a,b|, car f’ est continue sur

[a, b] (on utilise ici le fait que a > 0) et que A(]a,b[) < +co. On a donc bien montré que f/l]u,b[ € Qﬁ(R,B(R), A).

3. Soit a > 0.
(a) Montrer f'1}g o € Lk (R, B(R), ).

Corrigé — La restriction de f "a 10, a[ est continue, c’est donc une fonction mesurable (c’est-a-dire borélienne)
de 10,a[ dans R. On en déduit facilement que f’l]o'a[ est borélienne de R dans R. (On a aussi vu a la question
précédente que f’ est borélienne. Ceci montre également que f’ 1y0,q[ st borélienne.)

Ona 041 = 81110,a] — 821]0,4[ avec :
1 2 1
g1(x) =2xsin — et gp(x) = = cos — si x €]0,al.
x2 x x2

1l est clair que g11)9,q] € EIIR(]R,B(R), M) (car g1 est continue et bornée sur 10,a[). Pour montrer que f'1g 41 €
E%R(R, B(R), A), il suffit donc de montrer que g2119 4] € E%R(R, B(R), A). Pour cela, on remarque maintenant que :

, 1> n, (5.12)

1 1
g2l 2 Vo s crs

1

avec ng € N* tel que < a. On déduit alors de (5.12), par monotonie de ’intégrale, que, pour tout N > ny :

noT(—I
i 1 1
lljpadh> ) V2, [nm- - )
n=ny nm— \/nn+%
B i\ﬁ nr+ - fnm—= g
n=ng nn+%

206



et donc :

2
Jlgzll]Oa[dX> Z Vox

nnOZ\/nT(+ \/nn+%+\/nn—%)
Z 4nn+

En faisant tendre N vers +oo, on en déduit que I|g2|1]0,a[d)» = +o0 ef donc que gr11g 4] € E]E(R,B(R), A) et
F1)0,0] € LR(RB(R), ).

(b) Pour 0 < x < a, on pose g(x J f’(t)dt. Montrer que g(x) a une limite (dans R) quand x — 0, avec
x > 0, et que cette limite est egale a f(a)— f(0). (Cette limite est aussi notée Io t)dt, improprement. .
10,0 € L]}Q(R, B(R), \), la restriction de f” a ]0, a[ n’est donc pas intégrable pour la mesure de Lebesgue sur

10,a[.)

Corrigé — Ona g(x)= f(a)— f(x), pour tout x > 0. Comme f est continue en 0, on en déduit bien que g(x) a une
limite (dans R) quand x — 0, avec x > 0, et que cette limite est égale a f(a)— f(0).

Exercice 5.5
Soit f € Eﬁ{(R,B(R), A). On définit F : R — R par : ffl[ox dX(= JO ), pour x > 0, et F(x) =

—ffl[x,o]dk(: —Lof(t)dt) pour x < 0. Montrer que F est uniformément continue.

Corrigé —  On remarque que, pour tout x,y € R, x <y,

X)IJ‘fl]x'y[dX:JA fd.
Jeyl

Soit £ >0, comme f € E]ﬁ(R,B(R), A), Uexercice 4.16 (ou ’exercice 4.33) montre qu’il existe o > 0 tel que
A e B(R), MA) S6:>J [fldx<e
Soit x,y € R, x <y. On a donc, comme AM(]x,y[) =y —x, *
-+l <o=IF)-Fol< [ Ifldrse
Tyl

ce qui montre bien la continuité uniforme de F.

Exercice 5.6 (Intégrabilité et limite a ’infini) Soit f ﬁ]}%(R, B(R),\) =LL.
1. On suppose que f(x) admet une limite quand x — +oo. Montrer que cette limite est nulle.

li

Corrigé —  On pose | =limy_, o, f(x) et on suppose | # 0. Il existe alors a € R tel que |f (x)| 2 5 pour tout x > a.
On en déduit, par monotonie de ’intégrale sur M,

J|f|d)\2f ||d)\ +00,
Ja,+o0[ 2

2. On suppose que f € C(R,R); a-t-on: lim f(x

X—+00

en contradiction avec I’hypothése f € cl.
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Corrigé —
La réponse est non, comme le montre [’exemple suivant. On définit, pour n € N, n > 2, f,, par :

0 sixgn—%,
n
n2(x—n+ 4 sin—%<x$n,
fulx) = 2 1 . < 1
-n (X—”—,Tz) sin<xs<n+ -,
0 six>n+ L
n

Puis, on pose f(x) =)o fu(x) pour tout x € R. On remarque que, pour tout x € R, la série définissant f(x) a au

FIGURE 5.1 — La fonction f,

plus un terme non nul. Plus précisément, il existe n (dépendant de x) tel que f = f, dans un voisinage de x. On en
déduit que f prend ses valeurs dans R et que f est continue (car les f,, sont continues). Comme f,, € M pour tout n,
le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.18) donne que f € M, et

ffdm:r;ffndm:r;rjz<+m.

Onadonc f e C(R,R)N [:]E(R,B(R), A) et f(x) /> 0 quand x — +oo car f,(n) =1 pour tourn e N, n > 2.

3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_,, ., f(x)=07?
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 1] > 0 et toute suite (x,,),cn de réels telle que lim,_,, . X, =
400, On a
Xpt+1

Tim [ If(9ldAx) =0

Xn=1
Corrigé — On commence par montrer le résultat préliminaire suggéré.
Soient > 0 et (x,)peN C R une suite telle que. lim,,_, , o x;, = +o00.
On pose f,, = |f|1]xn*ﬂ1xn+ﬂ[' On a, pour tout x € R, f,(x) = 0 quand n — +oo (on a méme f,,(x) = 0 pour n tel que

Xy —1>x). Ona aussi |f,| <|f| e L. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée (ou la proposition
préliminaire 4.29). 1l donne que ffndm — 0, c’est-a-dire :

J-|f|l]xn_,1’xn+n[d)\ — 0, quand n — +co. (5.13)

On montre maintenant que f(x) — 0 quand x — +oo.

On raisonne par I’absurde. On suppose que f(x) /> 0 quand x — +oo. Il existe donc € > 0 et une suite (x;),eN C R
telle que x,, — 0 quand n — +co et |f(x;,)| > € pour tout n € N.

La continuité uniforme de f donne I’existence de 1> 0 tel que

Ly eERx-yl<n=1f(x)-f¥)<

N m
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On a donc |f (x)| = § pour x €]x;, — 1, x,, + 1| et tout n € N. On en déduit que f|f|1]
n e N, ce qui est en contradiction avec (5.13).

=11+ AN = €1 > 0 pour tout

On a donc bien finalement montré que f(x) — 0 quand x — +oo.

4. On suppose que f € C(R,R) et f € L' ;a-t-on: lim f(x)=07?

X—+00

Corrigé — Comme f € CL, on a, pour y > x, f(y) - f(x) = L?f’(t)dt = f]x y[f’d)». Comme f’ € L1, Dexercice 5.5
donne que f est uniformément continue. La question précédente donne alors que f(x) — 0 quand x — +oo (c’est

seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € £,

Une autre démonstration possible est : Comme f € C, on a f(x) = f(0) + I]O X[f'd)\. Comme f’ € L1, on en

déduit que f(x) a une limite (dans R) quand x — +oco. En effet, le théoréme de convergence dominée donne que
J]O x[f’dk — I]O oo f’d\ (dans R) quand x — +co. Enfin, la premiére question donne que la limite de f(x) quand

X — +oo est nécessairement 0 (et ici aussi, c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € Cl).

Exercice 5.7 (Intégrabilité de certaines fonctions) On s’intéresse dans cet exercice a I’intégrabilité de fonctions
classiques.

1. On considere I’espace mesuré (E,T,m) = (]0,1[,B(]0,1[,A). Soit 0 < & < 40 . On pose, pour x €]0, 1],
1
f(x)=(=)%. Pour quelles valeurs de « a-t-on f € L]ﬁ(E, T,m)?
X

sinx

2. On considere 1’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(R?), A). Soit f définie, pour x €]0,+oo[, par : f(x) = .
Montrer que f ¢ L]%{(E, T,m). On pose f, = f1)o,,[- Montrer que f, € L]}&(E, T, m), que f, — f p.p. (et méme

uniformément) et que J f,dm a une limite dans R lorsque n — +oo.

Exercice 5.8 (Egalité presque partout de fonctions continues) On munit RN de la tribu borélienne B(RN) et de
la mesure de Lebesgue Ay . Cette mesure, dont I’existence sera prouvée au chapitre 7, vérifie :

N

[]a

i=1

AN

N
= ]_[MAi),VAl,...AN € B(R) ;MA;) < +00,i = 1,...,N.
i=1

Soient f et g € C(RN,R) telles que f = g p.p.. Montrer que f = g partout.

[On dira donc que f € L'(RN,B(RN),\y) est continue s’il existe g € C(RN,R) telle que f = g p.p. (plus

précisément on devrait écrire g € f). Dans ce cas on identifie f avec g.]
Corrigé —  On raisonne par I’absurde. Soit x = (x1,...,xN)" € RN. On suppose que f(x) # g(x). Comme f et g sont
continues, il existe o > 0 tel que f(y) = g(y) pour tout y € ]_[?il]x,- —o,x; + «f. On en déduit que A\N({f # g}) >
)\N(]_[?il]xi —a,x; +af) = (2a)N > 0, en contradiction avec f = g p.p..

Exercice 5.9 (Un sous espace de H'(R)) (Notation : Soit f une fonction de R dans R, on note f? la fonction de
R dans R définie par f?(x) = (f(x))%.)
On note L' I’espace Lﬁg(R,B(R), A). Soit E={f e CH(R,R); f e L' et f? € L!}.

Pour f € E, on définit ||f]| = [|f|dx+([|f'|2d)\)%

1. Montrer que (E, ||.]|) est un espace vectoriel normé. E est-il un espace de Banach ?
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Corrigé —  Pour g € C(R,R), on note ||glly = [1f (x)ldx, lIgll> = (| g*(x)dx) 2 et
={geC(RR),[lglly <+co},  Fr={ge C(RR),[lgll2 < +oo}.

L’espace Fy, muni de || - ||; est un espace espace vectoriel normé (on ne détaille pas ce point ici, assez simple a
démontrer). 1l est un peu plus difficile de montrer que I’espace ¥y, muni de || ||, est aussi un espace vectoriel normé. Si
geFy et \eR, il est clair que \g € F, et ||Ag|l2 = |MlIgll2. Puis, si g, h € By, on montre que g+ h € F) en remarquant,
par exemple, que |g(x) + h(x)|? < 4l(|g(x)|2 +|h(x)?). Enfin, pour montrer Uinégalité triangulaire (ce point est le plus
délicat), on montre tout d’abord que, pour tout g, h € F, on a

j|g ldx < gllalibla,

ce qui peut se montrer en remarquant que f|ag (x)+ (x)|2dx > 0 pour tout o € R. On en déduit que

llg + I3 = llgll3 + 11013 + zfg(x)h(x)dx <ligll3 +lIkl15 + 2ligll2 Ikl = (lgll2 + l1kll2)>,
et donc ||g +hlly < lgllz +1IAll,.

On remarque maintenant que E = {f € Cl(R,R); f €Fy et f' € By} et que, pour f € B, ||fl = Ifll1 +Ifll2- On déduit
que E, muni de || - ||, est un espace vectoriel normé.

On va montrer maintenant que E, muni de || - ||, n’est pas un espace de Banach. Pour cela, on va construire une suite de
Cauchy de E, non convergente (c’est-a-dire non convergente dans E muni de la norme || - ||).

Pour n € N*, on définit g, par
. 1
gn(x):Ossz—l—E,
(x) n(x+1+1)s' 1 1<x<1
= -_— l— —_—— —
8n n n -
gn(x)=—xsi —1<x<1,
1 1
=n(x—1-=)sil<x<l+-—,
gu(¥)=nlx=1-2)sil<xsi+
1
gn(x):Osi1+;<x.

Puis, pour x € R, f,(x) = Ifz 8n(v)dy. La fonction g, est continue, a support compact et d’intégrale (sur R) nulle. La
fonction f, est donc de classe Cl (et f1 = gn) et a support compact. On en déduit que f,, € E.
Enfin, on définit g et f par

gx)=0six<-1, glx)=-xsi —1<x<1, gx)=0sil<x

X
flx)= J g(v)dy pour tout x e R.
-2

On remarque que f e E (f n’est pas de classe Cl).ona gn — g p.p. et, par convergence dominée (car |g,| < 1 p.p.),
on a aussi f(x) x) pour tout x € R. Puis, en utilisant encore le théoréeme de convergence dominée, on a aussi

J g (x x)|?dx — 0 et j [fin(x (x)|dx — 0 quand n — +oo.
(Pour la domination, il suffit de remarquer que |g, —gl <1t Ifu—f1< 1[_2,2] p.--) On en déduit que la suite

(fn)nenr est de Cauchy dans E mais ne converge pas dans E car la limite dans E, si elle existait, serait nécessairement
égale a f (quin’est pas dans E)

2. Soient a € R et & € R*. Montrer que a < da’ + . En déduire que pour f € E, (x,y) € R%etdec R, ona
f(x)=fF@IN<dJIf PdA+ glx = yl.

Corrigé — Sia>1/9, on a alors ad > 1 et donc a2y > a, ¢’est-a-dire a < a28. On en déduit quea<1/0+ a2s.

210



Soient f € E, (x,y) € R2etde R%. On suppose y < x. Comme f € C!(R,R) on a fx)-f(y) = f;f’(z)dz. En

utilisant 'inégalité précédente avec a = f’(z), on a donc

y y
Fe= s [ 1z < @l @R+ iz <5 [ 1Pz fll

(Bien siir; le méme résultat est vrai si x <7y.)

3. Soit f € E. Montrer que f est uniformément continue, bornée, et que f2 € L!.

Corrigé — La question précédente montrer que tout 0> 0 on a

1
£ ()= F @I < I + 5 lx = y| pour tout x,y € R.

On déduit que f est uniformément continue. En effet, soit € > 0. On choisit d > 0 tel que 6||f||2 < et on pose 1] = €d.
On a alors, pour tout x,y € R,

1
-yl<n=If0)-flyl<e+gn=2e
Ce qui prouve l’uniforme continuité de f.

On montre maintenant que f est bornée. Ceci est une conséquence, par exemple, de I’exercice 5.6 (mais plusieurs
autres méthodes sont possibles). Comme f est intégrable et uniformément continue, la question 3 de l’exercice 5.6
donne que f € Co(R,R) et donc que f est bornée.

On note M = sup{|f (x)|, x € R}. On vient de montrer que M < +co. On en déduit Ifzdk < Mflfld)» <M|f|l < +e0
etdonc f> €Ll

Exercice 5.10 (Continuité en moyenne) Pour f € L! = LIIR(R,B (R),A) et h € R, on définit f, (translatée de f)
par: f,(x) = f(x +h), pour x € R. (noter que f, € L!).

1. Soit f € C, = C,(R,R), montrer que ||f;, — f]l; — 0 lorsque h — 0.

Corrigé — Comme f € C,, f est uniformément continue, ce qui donne

sup|f(x+h)— f(x)| > 0 quand h — 0.
x€eR

Soita > 0tel que f = 0 sur [—a,al. Pour h € Rtel que |h| < 1, on a donc, comme f(x+h)—f(x) =0six & [-a—1,a+1],

J-If(x+h)—f(x)|dx§(2a+2)sup|f(x+h)—f(x)|—>0, quand h — 0,

xeR
et donc que ||[f(-+h)— f|l1 = 0 quand h — 0.

2. Soit f € L', montrer que ||f, — fll; — 0 lorsque & — 0.
Corrigé — L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(-+h) € L! pour tout h € R. On veut
maintenant montrer que ||f (- + h)— f|l{ — 0 quand h — 0.

Soit € > 0. D’apres la densité de C, dans L' (théoréme 5.20), il existe une fonction @ € Cq telle que ||f — ¢ll; <.
L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne ||f (- +h) — @(-+ h)||; = |If — @ll1- On a donc, pour tout
heR:

If(+m) = flle <2f =@l +llo- +h) =@l < 2e+ (- +h) - @llr-
D’apres la premiere question, il existe > 0 t.q.
[ <n=lle(-+h)-oli <e

Donc,

Il <= If(-+h) - fll <3e
Ce qui prouve bien que f(-+h) — f dans L, quand h — 0.

211



Exercice 5.11 (Non existence de borélien ‘‘bien équilibré”)
Onnote L' = LﬁR(R,B(R), A).

1. PourfeLl,he]R’jr et x € R, on définit

1
fulx) = W J;(x,h)f(y)d%

ol B(x, h) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon /. Montrer que fj, est définie pour tout x € R. Montrer
que f, € L et que f, — f dans L! lorsque & — 0. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de continuité en
moyenne dans L!.]

En déduire qu’il existe une suite (h,,),¢y telle que b, — 0, lorsque n — +oco et f, — f p.p. lorsque 1 — +co.

Noter que ce résultat s’étend au cas Lﬁ@(RN, B(RN), Ay), ot Ay est la mesure de Lebesgue N-dimensionnelle,
définie au chapitre 7.

2. Montrer qu’il n’existe pas de borélien A inclus dans [0,1] et tel que AM(INA) = AM(INA®) = @ pour tout intervalle

I de [0,1]. [On pourra raisonner par 1’absurde et utiliser la question précédente et f convenablement choisie.
Cette question est aussi une conséquence de 1’exercice 5.12.]

Exercice 5.12 (Sur la concentration d’un borélien) Soit —co < a < b < +oco, A € B(]a, b[) et p €]0,1[. On
suppose que A(AN]e, B[) < p(p — «) pour tous a, B tels que a < a < B < b. Montrer que A(A) = 0. [On pourra, par
exemple, commencer par montrer que A(A N O) < pA(O) pour tout ouvert O de g, b|.]

Conséquence de cet exercice : Si A € B(]a, b[) est tel que A(A) > 0, alors, pour tout p < 1, il existe o, f tels que
a<a<pf<bet M(AN]a,B) = p(B - a).

Corrigé —  Soit O un ouvert de la,b[. Comme O est un ouvert de R, il peut s’écrire comme une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.44). On a donc O = J,,en 1,y avec 1,, N1y, = 0 si n = m et, pour tout
neN, I, =lay,, by avec a < a, < b, <b. La o—additivité de X et I’hypothése A(AN]a, B[) < p(p — o) pour tout o, tels
que a < a < P < b donne alors :

MANO) =) MANJabal) <p ) (bu=an)=p ) Mlanbul) = pMO). (5.14)

neN neN neN
Soit maintenant € > 0. D’aprés la régularité de \ (et le fait que A € B(]a, b[) C B(R)), il existe O ouvert de R tel que
A COet MO\ A) <e Enremplacant O par ONla, b|, on peut supposer que O est un ouvert de |a, b[. En utilisant (5.14)
et I’additivité de N\, on a donc :
MA)=MANO) <pMO) =p(AA)+A(O\ A)) < p(AA) +e).

Comme € > 0 est arbitrairement petit, on en déduit AM(A) < pA(A), ce qui n’est possible (comme p < 1) que si A(A) = 0 ou
si MA) = +oo.

1l reste donc a montrer que le cas M(A) = +oo est impossible. Pour cela, on pose, pour tout n € N, A, = AN [-n,n]. Soit
n €N, la monotonie de A donne M(A,N]a, B[) < AMAN]a, B[), on a donc aussi M(AyN]a, ) < p(B — a) pour tout o, B tels
que a < o < p < b. Comme AM(A;) < +00, la démonstration précédente, appliquée a A, au lieu de A, donne AM(A,;) = 0.
Enfin, comme A = J,,eN Ay, on en déduit A\(A) = 0.

Exercice 5.13 (Points de Lebesgue) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L'
I’espace L[}Q(R, B(R), \) et par £! I’espace [J]E(R, B(IR), A). On note dt = d\(t).

1. Soit (Iy,...,1I,,) des intervalles ouverts non vides de R tels que chaque intervalle n’est pas contenu dans la
réunion des autres. On pose I =]a, bi[ et on suppose que la suite (ay)x=1,. , est croissante. Montrer que la suite
(bx)k=1,..n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints deux a deux.

212



Corrigé —  Soitk € {1,...,n}. Comme ay < agy1, on a by <byyq (sinon Iy, CIg). La suite (by)re(n,...,n) est donc
(strictement) croissante.

Soitk €{1,...,n}. Ona by < ap .y (sinon I Ul o =lag, byio| et donc gy CLUlgyp carag <agyq <bpyq < bpyo)
On a donc T} N1y 4p = 0. Ceci prouve (avec la croissance de (ay)x=1... ) que les intervalles d’indices impairs [resp.
pairs] sont disjoints deux a deux.

.....

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vides de R dont la réunion est notée A. Montrer qu’il existe
une sous—famille finie de J, notée (Iy,...,1,,), formée d’intervalles disjoints deux a deux et tels que A(A) <
2Y % MIy). [Utiliser la question 1.]

Corrigé — On commence par montrer la propriété suivante :

Pour toute famille finie J d’intervalles ouverts non vides de R, il existe une sous-famille K telle que :
(a) chaque élément de K n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de K,
(b) la réunion des éléments de K est égale a la réunion des éléments de J.

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre d’éléments de J. Elle est immédiate si J a un seul élément
(on prend K= J). Soit n € N*. On suppose que la propriété est vraie pour toutes les familles de n éléments. Soit J une
famille de (n+ 1) éléments. Si chaque élément de J n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de J, on prend
K= J. Sinon, on choisit un élément de J, noté 1, contenu dans la réunion des autres éléments de J. On applique alors
I’hypothése de récurrence a la famille J \{1}, on obtient une sous famille de J \{1} (et donc de J), notée K, vérifiant
bien les assertions (a) et (b) (en effet, la réunion des éléments de J \{1} est égale a la réunion des éléments de J). Ceci
termine la démonstration de la propriété désirée.

Soit maintenant J une famille finie d’intervalles ouverts non vides de R dont la réunion est notée A (remarquer que
A € B(R)). Grace a la propriété démontrée ci-dessus, on peut supposer que chaque élément de J n’est pas contenu
dans la réunion des autres éléments de J. On note ]y, ...], les éléments de J, J; =]a;, bi[, i = 1,...,n. En réordonnant,
on peut aussi supposer que la suite (ay)k=1,.. n est croissante. On peut alors appliquer la question 1, elle donne, en
posantP ={i =1,...,n; i pairf et 1 ={i = 1,...,n; i impair} que les familles (J;)icp et (J;)ic1 sont formées d’éléments
disjoints deux a deux, de sorte que :

M=) a0 A=) r00.
ieP ieP iel iel

Enfin, comme A = J;, la sous—additivité de \ donne

MA)S ) A+ ) AG).

ieP i€l
Une sous—famille de J satisfaisant les conditions demandées est alors (J;)iep si Y_jcp MJi) = Y icg MJ;i) et (Ji)ier si

Yier MJi) > Liep AJi)-

On se donne maintenant f € L! et on suppose qu’il existe a > 0 tel que f =0p.p. sur [—a,a]°. Le but de I’exercice
est de montrer que :

1
g j f(x+t)dt — f(x), pour presque tout x € R, quand n — +oo. (5.15)
_1
Pour & > 0, on définit f* de R dans R par :

1 h
fg(x):supﬁjhlf(x+t)|dt. (5.16)

h>e

213



3(a) Montrer que f.* est bornée.

Corrigé — Soit x € R. On a, pour h > ¢, zl—hﬁlh|f(x+t)|dt< A \flly done f(x) € Ret |f2(x)] < %|Ifll1. La

fonction f est donc bornée par %”f”l

(b) Montrer que f.* est borélienne. [On pourra montrer que f* est le sup de fonctions continues.]

Corrigé — Soit h > 0. On définit fy, de R dans R par fi,(x) = j b |f (x +t)|dt. La fonction fy, est continue car

h h
fn(x+ 1) = fu(x)| = IJ_h(lf(x+ﬂ+ Ol =1f (x+1)dt| < J_h |f (x+n+18) - fx+0)ldt

< [ Ut = fex 0l =+ )= flh =0, quand 0,
par le théoreme de continuité en moyenne. (Ceci donne méme la continuité uniforme.)
On en déduit que f; est borélienne comme sup de fonctions continues. En effet, sia € Ron a
1
-1 -1
(2 (o +oo) = ;1L>J<ﬁfh> (Joo +eo)
>e

et donc (f2)™1(Ja, +00[) est un ouvert, et donc aussi un borélien.

(c) Montrer que f(x) — 0 quand |x| — +oo.

Corrigé —  Soit 1> 0. On a (avec la notation de la question précédente), pour tout x € R, ﬁfh(x) <nsih> %

D’autre part, on a f(x) =0 si h < ”flll et x| > a+ ”flh . On en déduit que 0 < f(x) < si|x| > a+ ”flll . Ceci

prouve que f(x) — 0 quand |x| — +c>o

4. Poury >0, on pose B, . = {x € R, f"(x) > p}.
(a) Montrer que tout x € By . est le centre d’un intervalle ouvert I(x) tel que :
i. MI(x)) > 2e,
i mﬁ(x)lﬂd)‘>y.

Montrer que parmi les intervalles I(x), x € B, , ainsi obtenus, il en existe un nombre fini I(xy), ..., I(x;) dont
la réunion recouvre B, .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est borné. ]

x+h

Corrigé - Six€By, il existe h > ¢ tel que ZhI h |f(t)|dt = ZhJ h|f (x +t)|dt > y. On choisit alors I(x) =

Jx—h,x+h[. On a bien i. et ii..

By e est borné car f(x) — 0 quand |x| — +oo. Ey,g est donc fermé et borné (donc compact). De plus, si z € E},,g, il
existe x € By, ¢ tel que |x —z| < &. On a donc z € 1(x). Ceci montre que {1(x), x € By e} forme un recouvrement ouvert

de Ey,& Par compacité, on peut donc en extraire un sous recouvrement fini. Il existe donc x1,...,x, € By,e tels que
By C U?:l I(x;).

(b) Montrer que A(B, ¢) < %Il fl;. [Utiliser la question 2.]

Corrigé — En appliquant la question 2 a la famille {1(x;), i € {1, ..., n}}, il exzste E ciy,..., n} tel que I(x;) N
Lxj)=0sii,jeBi=jet MBye) <A ?:1 I(x;)) < ZZieE A(I(x )) Comme AT y fl (t)|dt et comme
I(xj) N I(xj) =0, sii,j €E i=j, onaaussi} jcg MI(x <3 jlf (t)ldt et donc A(By ¢) 7||f||1
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On définit maintenant f* de R dans R, par:

h
f*(x):sup%J:h |f (x +t)|dt. (5.17)

h>0

5. Montrer que f* est borélienne et que A({f* > y}) < %Ilflll, pour tout y > 0.

Corrigé — La fonction f* est borélienne (de R dans R,.) car c’est le supremum de fonctions continues de R. dans R.
On remarque ensuite que {f* >y} ={x € R, f*(x) >y} =Upen+B, 1 etque B, 1 CB_ 1 (car f{ < f* ). Par
Y Yru Y1 n +1

continuité croissante de A, on a donc M{f* > p}) =lim, X(By 1)< 2||f||1
‘n

6. Montrer (5.15) si f admet un représentant continu. [Cette question n’utilise pas les questions précédentes.]

1
Corrigé — On confond f (qui est dans L) avec ce représentant continu. On a alors %L”l f(x+1t)dt — f(x) pour
n

L . , 1 1
tout x € R, quand n — +oo. En effet, pour tout x € R et tout n € N, par continuité de f, il existe Oy, €]x — 1, x + 3|

1
tel que %L"l f(x+1t)dt = f(Ox ). Pour tout x €R, on a bien f(0y,,) = f(x), quand n — +oo (par continuité en x

de f).

7. Montrer (5.15). [Approcher f, dans L! et p.p., par une suite d’éléments de C.(R,R), notée ( fp)peN. On pourra
utiliser (f — f,)".]

Corrigé — On confond f (qui est dans LY) avec I'un de ses représentants (de sorte que fe L), Par densité de
C.(R,R) dans LY, il existe une suite (fp)peN C Cc(R,R) telle que fy — f dans L! lorsque p — +o0. Apreés extraction
éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer aussi que fp — f p.p..

PourxeR, neN'etpeN ona:

Fe0=5 [ secs s <17 - g0

1
n n "
+ |fp(x)— EJ-,lfp(x+ t)dt|+(f—fp) (x). (5.18)
Pour m e N* et p € N, on pose :
. 1
Apmp ={(f=fp)" > E}: Binp = ﬂAm,q etB= U (U Bin,p)-
q>p meN* peN

On remarque que, par la question 5, MAp,p) < 2ml||f — fplli — 0 quand p — +oo (avec m fixé). On a donc
AMBm,p) < infqu MAm,q) = 0. On en déduit, par o-sous-additivité de A, que A(B) = 0.

On choisit C € B(R) tel que M(C) = 0 et f,(x) — f(x) pour tout x € C*.

1
On va maintenant montrer (grdce a (5.18)) que (f (x)— % f_”l f(x+t)dt) — 0 pour tout x € (BUC)® (ce qui permet de
conclure car \(BUC) = 0). ’

Soit donc x € (BU C)° et soit 1> 0. Comme x € C, il existe p € N tel que |f (x) - fp(x)| <1 pour p > p1. Comme
x € B, x € Nypen+ (Mpen B p)- On choisit m € N* tel que % <1.Ona

xe (\Bup=[ ) JAmgc [ Ay

peN peNgzp q=p1
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<. Enfin, p étant maintenant fixé, la question 6

1l existe donc p > py tel que x € Ay, ,, on en déduit (f — fp)*(x) < %

1
donne Uexistence de ny € N tel que |fp(x) - %f_”% fplx+ t)dt| < v pour n > ny. On a donc

1
If (x) - gJ-l Flx+t)dt| < 30 pour n> ny,

ce qui termine la démonstration.

Exercice 5.14 (Convergence vague et convergence étroite) Soit (11,,),cy une suite de mesures (positives) finies
sur B(RY) (d > 1) et m une mesure (positive) finie sur B(R?). On suppose que :

. f(pdmn — I(pdm, quand 1 — +oo, pour tout @ € C2(R4, R).
o m,(RY) — m(RY) quand n — +oo.
1. Soit p € C.(R%,R). Montrer que f(pd m, — J(pd m, quand n — +oo. [On pourra utiliser le fait que ¢ est limite
uniforme d’une suite d’éléments de C‘C"’(Rd,R).]

Corrigé — Soitp e Cf"(Rd,R) telle que p > 0, de p(x)dx =1 et p(x) = 0 si |x| > 1. Pour p € N*, on définit p, par

pp(x) = pdp(px) pour x € R4, de sorte que j]Rd pp(x)dx =1 et p(x) = 0 si |x| > 1/p. La suite (pp)pen+ s appelle suite
régularisante (ou suite de noyaux régularisants).

Soit P e CC(Rd,R), on définit la suite ($p)peN- en posant Py(x) = ftp(y)pp(x —v)dy, pour tout x € R%. Comme Pp
et  sont des fonctions a support compact, il est clair que Yy est aussi une fonction a support compact. Grdce au
théoréme de dérivabilité sous le signe intégral (théoreme 4.53), il est assez facile de voir que )y, est indéfiniment
dérivable. On a donc (Ll)p)peN* C CP(RP,R). Enfin, du fait que  est uniformément continue, on déduit que Pp

converge uniformément (sur R4 ) vers { quand p — +oo. Plus précisément, en notant || - ||, la norme de la convergence
uniforme, on a, pour tout p € N*,

”q)p_q)”u < sup [1B(- +2) = Ylly,

zeR4, |z|<1/p
dont on déduit bien ||1pp = Y|l,, = 0 quand p — +oo.

Soit € > 0. On remarque maintenant que, pour p € N* et tout n € N,
q que, pour p

[ v [ = [ o= gpram,+ [yt~ [ gy [ g, w1am
on a donc

|f¢dmn—f¢dm| < 1y = Wl tsupm () m(B)
ne

o1 [ wptms = [ gyt

Comme sup,,c mn(Rd) + m(Rd) < 400 (carlimy 1o mn(Rd) = m(Rd)), il existe donc py € N* tel que, pour tout

neN,
|J-1])dmn—j1pdm| < s+|f¢p0dmn——l-1pp0dm|.

Comme ¥, € C?(Rd,R), la premiere hypothese sur la suite (my;),eN donne qu’il existe ng t.q. n > ng implique
|I1ppodmn - f Yp,dm| < & On a donc finalement

n>ng :>|Jtpdmn—j1pdm|§2&

Ce qui prouve bien que fﬂ[)dm,, — H)dm, quand n — +co, pour tout P € CC(Rd, R).
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2. Pour p € N*, on note B, la boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne de R%). Montrer
qu’il existe une suite (@p)pene C C.(R%,R) telle que, pour tout p € N*, 0 < Qp<1,@,=1surB,et@, <@p.
On utilise cette suite (¢, )pen+ dans les questions suivantes.

Corrigé — Il suffit de prendre @y, définie ainsi :

1 si x € By,
Pp(X) ={¢@p(x)=p+1-Ix| sixeBy,1\By,
Pp(x)=0 six€Bpi1.

3. Soit € > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* tel que : p > pg = J(l - (pp)dm <e.

Corrigé — On utilise ici le théoréme de convergence dominée, la suite (1 — (Pp)peN* converge p.p. vers (O et est
dominée par la fonction constante et égale a 1 (qui est bien une fonction intégrable pour la mesure m). On a donc
limp 400 J(l —p)dm =0, ce qui donne le résultat demandeé.

(b) Montrer que, pour tout p € N¥, J-(l —@p)dm, — j(l —@p)dm quand n — +oo.

Corrigé— On a I(l - @p)dmy = mn(Rd) - J(ppdmn. Comme ¢, € CC(Rd,R), ona J(ppdmn - J(ppdm

(quand n — +o0). D’autre part, on a lim,,_, , o, mn(Rd) = m(Rd). On a donc finalement, quand n — +oo,

[t =gprm, > mw)~ [ gpetm= [ (1= gp1im

(c) Montrer qu’il existe p; e N*telque: neN, p > p; = j(l —@p)dm, <e.

Corrigé — D’apres a), il existe p tel que f(l —@p,)dm < ¢/2. D’apres b), il existe ny tel que

n>ng= J(l —p,)dmy < J(l —p,)dm +¢/2.
On a donc
n>ny= f(l = @p,)dmy, <&
Comme (1 —¢p) < (1 —@p,) si p > py, on a aussi
n>ny,p=pr= J(l —@pldm, <&
D’autre part, le théoréme de convergence dominée donne (comme en a) que, pour tout n € N,
pgToo (1-p)dmy, =0.

Pour tout n € 0,...,ny, il existe donc pj ;, tel que

pzpan= j(l —@p)dmy, <e.

On choisit donc py = max{py, maxy=q,... n, P2,n} €t on obtient bien p € N* et :

neN,p>p; 3[(1—@p)dmn£e.

4. Montrer que f(pdmn — f(pdm, quand n — +co, pour tout @ € Cy(R%,R) (on dit alors que la suite (171,,) ey
converge étroitement vers #1).
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5. (Densité.) Soit f € ,c; ete> 0.

(a) Montrer qu’il existe @ € C.(R%,R) telle que ||f — ||, <e.

(b) Montrer qu’il existe P € C2(R4, R) telle que ||f — ||, < &. [On pourra montrer que, si ¢ € C.(R%,R), on a
llo —@ulli = 0, quand n — +o0, avec @, = @ * p,, et (py,)yen+ une famille régularisante, voir la définition 8.4.
du polycopié de cours).]

6. (Continuité en moyenne ?)
(a) Soit @ € C.(R?,R). Montrer que ||q(- + 1) — @||; — 0 quand h — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et ) qu’on peut avoir f € ,C}A
et|[f(-+h)—flli #» 0 quand h — 0.

7. On suppose maintenant que () est un ouvert de RY et que p est une mesure sur les boréliens de (2, finie sur
les sous ensembles compacts de (). Indiquer bri¢vement comment on peut montrer la densité de C.(Q,R) et
C(Q,R) dans L (Q, B(Q), p).

Exercice 5.17 (Loi d’une fonction linéaire de X) Soit (€, .4, P) un espace probabilisé et X une v.a.. On suppose
que la loi de X a une densité par rapport a Lebesgue et on note g cette densité.

Soit a € R*, b € R, montrer que la v.a. aX + b a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et donner cette
densité en fonction de g, a et b.
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Chapitre 6

Les espaces L7

6.1 Définitions et premieres propriétés

6.1.1 Les espaces L?,avec 1 <p <+oo

Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 <p < +oo et f € M = M(E, T) (c’est-a-dire f : E — R, mesurable). On
remarque que |f|P € M,, car [f|P = @ o f ol ¢ est la fonction continue (donc borélienne) définie par @(s) = |s|
pour tout s € R. (Noter que p > 0 et on rappelle que |s|? = e?™(I5) pour s = 0 et |s|” = 0 pour s = 0.) La quantité
jl f|Pdm est donc bien définie et appartient a R,. Ceci va nous permette de définir les espaces de fonctions de
puissance p—iéme intégrable. On retrouve, pour p = 1, la définition de I’espace des fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et f une fonction définie de E
dans R, mesurable. (On a donc |f|P € M,.)

1. On dit que f € LP = L%(E, T, m) si f|f|”dm < +00. On pose alors :

71y = ([ 1)

2. On dit que f & LP = L%(E, T, m) si f|f|Pdm = +00 et on pose alors ||fl|, = +oo.

De maniere analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces £ par la relation d’équivalence “= p.p.” afin que
I"application f i [|f||, définisse une norme sur I’espace vectoriel des classes d’équivalence (voir section 4.5).

Définition 6.2 (Les espaces LP) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo.

1. On définit I’espace Lf’R( E, T, m) comme I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de LP pour la relation
d’équivalence (= pp). En I’absence d’ambiguité on notera LP ’espace L%(E, T, m).

2. SoitF e L%(E, T, m). On pose ||E|l, = |||, si f € F. (Cette définition est cohérente car ne dépend pas du choix
de f dans F. On rappelle aussi que F = f = (g€ LP ; ¢ = f p.p.}.)



Proposition 6.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. Alors :
1. L'f)R(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

2. L%(E, T, m) est un espace vectoriel sur R.

DEMONSTRATION — 1.  —Soita € R, f € LP. On a af € M (car M est un espace vectoriel) et J|ocflpdm =
|a|pj|f|pdm < +00. Donc, af € LP.
— Soit f,g € LP. On veut montrer que f + g € LP. On sait que f + g € M (car M est un espace vectoriel) et on
remarque que, pour tout x € E,

If (x) + ()P < 2P|f ()P +2P|g(x)IP,
et donc

J‘|f+g|pdmS2pj|f|pdm+2pf|g|pdm<+m,

ce qui montre que f + g € LP.
2. La structure vectorielle de LP s’obtient comme pour p = 1. Soit F,G € LP et o, f € R. On choisit f e Fet g € Geton
définit oF + G comme étant la classe d’équivalence de o f + pg. Comme d’habitude, cette définition est cohérente
car la classe d’équivalence de af + pg ne dépend pas des choix de f et g dans F et G.

On va montrer maintenant que f + ||f||, est une semi-norme sur LP et une norme sur L?.
1 1

Lemme 6.4 (Inégalité de Young) Soienta,b e R, et p,q € ]1,+o0[ tels que — + — = 1. Alors :
p 1

al bl
ab< —+ —.
P 9

DEMONSTRATION — La fonction exponentielle 6 — exp(0) est convexe (de R dans R). On a donc, pour tout
01,02 e Rettout t € [0,1],
exp(t01 + (1 —1)07) < texp(01) + (1 —t)exp(O2).

Soit a,b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prend t = % (de sorte que (1 —¢) = %), 01 =pln(a) et 62 = gIn(b). On

obtient bien ab < %p + %q ]

1 1
Lemme 6.5 (Inégalité de Holder) Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q €]1,+oo] tels que I; + E = 1. Soient
f e LB (E T, m)et g€ LL(E,T,m). Alors, fg € LL(E, T, m) et
Ifglls <IIfllpllgllg- (6.1)

Le méme résultat est vrai avec LP, L7 et LY au lieu de L£P, L9 et L1

DEMONSTRATION —  On remarque d’abord que fg € M car f,g € M (voir la proposition 3.19).

L’inégalité de Young donne |f (x)g(x)| < M + w pour tout x € E. On en déduit, en intégrant :

feldm< 2 [ 1fPam+ L { 1gfdm < +oo. 62)
gldm < AL
Donc, fge L.

Pour montrer (6.1), on distingue maintenant 3 cas :
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Cas 1.

Cas 2.

Cas 3.

On suppose ”f”p =0ou ||g||q =0.Onaalors f =0 p.p. ou g = 0 p.p.. On en déduit fg = 0 p.p., donc ||fg|l; =0 et
(6.1) est vraie.

On suppose ||f||p =1let IIgIIq =1. On a alors, avec (6.2),

1 1
Ifgh = [ Vrglam < S+ 7 =1 =lplgl

L’inégalité (6.1) est donc vraie.

On suppose ”f”p >0et ||g||q > 0. On pose alors f] = S etgy = S de sorte que ||f1||p = ”ngq =1.Lecas2
I, llglly

I1£gll
£ 1lplIgllg

donne alors

=lfig1ll<l.

Ce qui donne (6.1).

Dans le cas ol f € LP et g € L1, on confond les classes f et g avec des représentants, encore notés f et g. Le résultat
précédent donne fg € L1 et (6.1). On a alors fg € L! au sens de la confusion habituelle, ¢’est-a-dire “il existe h € £!
telle que fg = h p.p.” (et f g ne dépend pas des représentants choisis), et (6.1) est vérifice. ]

Lemme 6.6 (Inégalité de Minkowski) Soir (E,T,m) un espace mesuré et 1 < p < +co. Soit f,g € ll%(E, T, m).

Alors,

f+geLllPer:
If+8llp <NfIl + gl (6.3)

Le méme résultat est vrai avec LP au lieu de LP.

DEMONSTRATION — Le cas p = 1 a déja été fait. On suppose donc p > 1. On a aussi déja vu que f + g € LP
(proposition 6.3). Il reste donc a montrer (6.3). On peut supposer que ||f + ||, # 0 (sinon (6.3) est trivial).

On remarque que

|f +¢lP <FH+ GH, (6.4)

avee F = |f|, G =[g| et H = |f + g1,
On pose g = p’%l de sorte que %+% =1,FeLP,Ge LPetH e L1 (car f +g € LP). On peut donc appliquer I'inégalité
de Holder (6.1), elle donne

IFHIly < [Ell,IEl,, IGHI < Gl lIH]I,.

On en déduit, avec (6.4),

[ tpam < st + gy [ 17 +gam' 5,

D’ou I’on déduit (6.3).

Il est clair que le lemme est vrai avec LP au lieu de £P. =

On en déduit la propriété suivante :

Proposition 6.7 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +co.

1. L’application f + ||f||, est une semi-norme sur LP.

2. L’application f v ||fll, est une norme sur LP. LP, muni de cette norme, est donc une espace vectoriel (sur R)
normé.

DEMONSTRATION —
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— On a bien ||f||p € R, pour tout f € LP.
— On adéja vu que ||ocf||p = |oc|||f||p, pour tout & € R et tout f € LP.
— Linégalité (6.3) donne ||f + gll, <|Ifllp +llgll, pour tout f, g € LP.

Lapplication f  [|f||, est donc une semi-norme sur £P. On remarque que, si f € LP, on a
fll,=0< f=0pp.

Cette équivalence donne que I'application f + ||f||, est une norme sur L. n

Remarque 6.8 On reprend ici la remarque 4.40. Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +0c0. On confondra
dans la suite un élément F de LP avec un représentant f de F, c’est-a-dire avec un élément f € LP telle que f € F.
De maniére plus générale, soit A C E t.q. A° soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et m(B) = 0). On dira
qu’une fonction f, définie de A dans R, est un élément de LP s’il existe une fonction g € £ t.q. f = g p.p.. On
confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g, c’est-a-dire avec § ={h € LP ; h =g p.p. }.
D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a {he LP ; h = f p.p. }.

Avec cette confusion, si f et ¢ sont des éléments de LP, f = g signifie en fait f = g p.p..

Théoréme 6.9 (Convergence dominée dans LP) Soir (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +co. On note LP
I’espace L%(E, T, m). Soit (f,)nen une suite d’éléments de LP telle que :

1. f, = f p-p.
2.3 FelP telle que |f,| < F p.p. pour tout n € N.

Alors f,, — f dans LP (c’est-a-dire j|fn — fIPdm — 0 quand n — +oc0).

DEMONSTRATION —  On se ramene au cas p = 1.
On peut choisir des représentants des f,, (encore notés f;,) de maniére a ce que la suite (f,,(x)),eN soit convergente dans
R pour tout x € E. On pose g(x) = lim,,_, o f,(x). On a donc g € M et |g| < F p.p., ce qui montre que g € LP. On a
donc f € LP (au sens f = g p.p. avec g € LP).
Puis, on remarque que

0<hy=Ifu—fIP <(ful +1f) <2PFP pp.,
pour tout 1 € N, et que ,, — 0 p.p. quand # — +oo0. Comme FP € L!, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée, il donne h,, — 0 dans L1, ¢’est-a-dire fn— f dans LP. =

Comme dans le cas p = 1 (voir le théoreme 4.45), I’hypothese “f, — f p.p." dans le théoreme 6.9 peut étre
remplacée par “f, — f en mesure”. Ceci est montré dans 1’exercice 6.23.

Dans le théoreme 6.9, I’hypotheése de domination sur la suite (f;),en (I’hypothese 2) implique que la suite (f,),en
est bornée dans L. La réciproque de cette implication est fausse, c’est-a-dire que le fait que (f,),cn soit bornée
dans L? ne donne pas I’hypothese 2 du théoréme 6.9. Toutefois, le théoreme 6.10 ci-dessous donne un résultat de
convergence intéressant sous 1I’hypothese “(f,,) e bornée dans LP” (on pourrait appeler cette hypothése domination
en norme) au lieu de I’hypothese 2 du théoreme 6.9.
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Théoreme 6.10 (Convergence ‘“dominée en norme’’, mesure finie) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (c’est-a-
dire m(E) < +o0) et 1 < p < +oco. On note L" I'espace Ly (E, T, m) (pour tout 1 < r < +c0). Soit (f,)nen une suite
d’éléments de 1P telle que :

L fu—= f pp

2. la suite (f,),en est bornée dans LP.

Alors, f € LP et f,, — f dans L1 pour tout q € [1, p[ (c’est-a-dire Jlfn — fl%dm — 0, quand n — +oo, pour tout

1<g<p).
Ce théoreme est aussi vrai dans le cas p = +o0, I’espace L™ sera défini dans la section 6.1.2.

DEMONSTRATION —  Le fait que f € LP est conséquence immédiate du lemme de Fatou (Lemme 4.19) appliqué a

la suite (|f;,|P)nen- Le fait que f,, — f dans L7 pour tout g € [1, p[ peut se faire avec le théoréme de Vitali (théoreme

4.51). Ceci est démontré dans I’exercice 6.19. Une généralisation avec m(E) = +co est étudiée dans 1’exercice 6.20.
(]

On donne maintenant une réciproque partielle au théoreme de convergence dominée, comme dans le cas p = 1.

Théoreme 6.11 (Réciproque partielle de la convergence dominée)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo, (f,;),eny C LP et f € LP. On suppose que f, — f dans L? quand
n — +oo. Alors il existe une sous-suite (f,, )ren telle que :

— fu, — f p-p. lorsque k — +oo,

— 1 Fe L telle que |f,, | < F p.p., pour tout k € N .

DEMONSTRATION — Comme dans le cas p = 1, Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante sur les
séries absolument convergentes. ]

Proposition 6.12 (Séries absolument convergentes dans L)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et (f,),en C LP.

On suppose que Z||fn||p < +o0. Alors :
neN
1. Y 5 fu(x)] < +00 pour presque tout x € E. On pose f(x) =Y % fu(x) (la fonction f est donc définie p.p.).
2. f € LP (au sens “il existe g € LP telle que f = g p.p.”).
3. Y i_o filx) = f p.p. et dans LP, lorsque n — +oo. De plus, il existe F € LP telle que |} }_ fi(x)| < F p.p., pour
tout n € N.

DEMONSTRATION —  Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f;;, encore noté f,,.

On pose, pour tout x € E, g,,(x) = ZZ:O | fi(x)|. On a (g,)nen C M. Comme la suite est croissante, il existe F € M.,

telle que g, T F, quand n — +o0. On a donc aussi g,ﬁ T FP quand 1 — +oo et le théoréme de convergence monotone
donne

jgﬁdm - Jdem, quand 7 — +oo. (6.5)
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On remarque maintenant que ||g,[l, <2 ¢_ o llfill, < Z;:E) llfkllp = A < +co. Donc ||g,,||5 < AP pour tout 1 € N et (6.5)
donne alors

jdem < AP < +oo. (6.6)

L’inégalité (6.6) donne que F < +oco p.p.. Il existe donc B € T tel que m(B) = 0 et F(x) < +oo pour tout x € B. Pour tout
x € B, la série de terme général f,(x) est donc absolument convergente dans R. Elle est donc convergente dans R et on
peut définir, pour tout x € B¢, f(x) € R par

+00 n
f0=) filtx)= lim ) filx)
k=0 k=0

La fonction f n’est pas forcément dans M, mais elle est m-mesurable (voir la définition 4.13 page 127), il existe donc
g € Mtelle que f = g p.p.. Puis, comme |g| < F p.p. (car |Z;<l:0 fr(x)| < gy <Fpp.et ZZ:O fr(x) > g p.p.) on a,
grice a (6.6), g € LP, ce qui donne bien f € LP (au sens “il existe g € LP telle que f = g p.p.”)

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée dans
LPcar ) ! fk(x) = f p.p.et, pourtout n € N, | 1)/ fi(x)| < g, < F p.p. avec Idem < +00. On obtient bien que
Yo fk(x) = f dans LP. L]

Toute série absolument convergente de L? est donc convergente dans LP. On en déduit le résultat suivant :

Théoréme 6.13 (L’espace LP est complet) Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oco. L’espace vectoriel
normé (L, ||.||,) est complet.

On peut maintenant se demander si les espaces LP sont des espaces de Hilbert. Ceci est vrai pour p = 2, et, en
général, faux pour p # 2 (voir a ce propos ’exercice 6.37). Le cas de L? sera étudié en détail dans la section 6.2.
En général, les espaces L?, avec 1 < p < +o0, autres que L? ne sont pas des espaces de Hilbert, mais nous verrons
ultérieurement (section 6.3) que ce sont des espaces de Banach réflexifs (c’est-a-dire que I’injection canonique
entre I’espace et son bi-dual est une bijection, voir Définition 6.72). Les espaces L! et L® (que nous verrons au
paragraphe suivant) sont des espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.14 Soient (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +co. On peut aussi définir Lfé(E, T, m) et L%N(E,
T, m) (avec N > 1) comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach
(complexes ou réels). Le cas L(ZC(E, T, m) est particulierement intéressant. Il sera muni d’une structure hilbertienne
(voir le théoreme 6.35).

6.1.2 L’espace L™

Définition 6.15 (L’espace L) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de E dans R) ;

1. on dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L® = L' (E, T, m) s’il existe C € R, tel que |f| < C
p-p-;

2.s5i f € L%, on pose ||f|lo =Inf{Ce R, ; |f| < Cp.p.},

3.si f & L%, on pose ||f||oo = +00.
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Remarque 6.16 (Rappels sur la définition de I’inf) Soit A C R, A = 0. On rappelle que A est borné inférieurement
s’il existe un minorant de A, ¢’est-a-dire s’il existe a € R tel que x > o pour tout x € A. Si A est borné inférieurement,
on définit la borne inférieure de A comme le plus grand des minorants : X = inf{A} = max{a; o < x pour tout x € A}.
Si A n’est pas borné inférieurement, on pose inf A = —co. Dans les manipulations sur les inf (et sur les sup) il est
utile de connaitre le résultat suivant :

x =infA = 3(x,) ey C A;x,, L X quand 1 — +oo.

Ceci se démontre tres facilement en distinguant deux cas :

1. Si A est non borné inférieurement, alors, pour tout n € N, il existe y,, € A tel que v, < —n. En choisissant x¢ =
et, par récurrence, x,, = min(x,_1,9,), on a donc x,, | —co =inf A.

2. Si A est borné inférieurement, soit X = inf A. Alors, X + % n’est pas un minorant de A et donc, pour n € N*,

il existe vy, € Atel que x <y, <x+ % En choisissant xy = g, et, par récurrence, x,, = min(x,_,7,), on a

clairement : x,, | X lorsque 1 — +o0.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiate en écrivant la définition de ||f/|, voir ’exercice
corrigé 4.37) est parfois bien utile.
Lemme 6.17 Si f € £, alors |f| <||f|lco P-P--

La démonstration de ce lemme fait 1’objet de 1’exercice corrigé 4.37.
On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues :

Proposition 6.18 Si (E, T,m) = (R, B(R), A) et f € C(R,R), alors
f 1l =suplf ()] = Iflloo-
xeR

DEMONSTRATION —  On distingue 2 cas :

Cas 1. On suppose ici que |f| est non bornée, c’est-a-dire ||f]|,, = +oco. Soit &« € R,. Comme |f| est non bornée, il existe
x € R t.q. |f(x)| > a. Par continuité de f, il existe alors e > 0 t.q. |f(y)| > a pour tout y € [x — & x + €]. On a donc
{If|>a}D[x—¢x+c¢e]etdonc A({|f| > a}) > 2&. Donc, |f| n’est pas inférieure ou égale a a p.p.. Onadonc {Ce R, ;
IfI < Cp.p.} =0, donc||flleo = +o0 =||flly-

Cas 2. On suppose maintenant que ||f ||, < +oo. On a |f(x)| <||f]l, pour tout x € R, donc ||f]leo < IIfl1-

D’autre part, on sait que |f| < ||f|lco p-p-- On a donc A{|f] > ||fllco}) = 0. Or {|f| > ||fllco} est ouvert (car f est continue),
c’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc {|f| > ||f ||} = @ (la mesure de Lebesgue d’un ouvert non vide est
toujours strictement positive), ce qui prouve |f (x)| < ||f]leo pour tout x € R et donc || f]l;, < [|flo-

On obtient bien finalement ||f||;, = || flco- [

Définition 6.19 Soient (E, T, m) un espace mesuré et L> = L (E, T, m).

1. On définit L = L (E, T, m) comme [’ensemble des classes d’équivalence sur L= pour la relation d’équivalence
“=p.p.”.

2. Soit F € L. On pose ||F|lo = |flle avec f € F, de sorte que F = {g € L= ; ¢ = f p.p.}. (Cette définition est
cohérente car ||f||., ne dépend pas du choix de f dans F.)

Proposition 6.20 Soient (E, T, m) un espace mesuré, L = E]‘f{f(E, T,m) et L™ = L]‘I’g(E, T, m). Alors :
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1. L= est un espace vectoriel sur R et I'application définie de L dans R par f v ||f||s, est une semi—norme sur
£OO

2. L™ est un espace vectoriel sur R et I’application définie de L*° dans R par f — ||f||e est une norme sur L*.
L est donc un espace espace vectoriel normé (réel).

DEMONSTRATION — 1.  —Sia€eRet f € L%, ilestclair que af € L etque ||of|loo = ||| fllco-
— Soit f,g € L. Comme |f| < ||fllco p-p- €t Ig| < |Igllco P-p-» on montre facilement que |f + g| < |f]+]g| <
lIflleo + lIgllco P-p-» ce qui prouve que (f +g) € L et que [|f +gllco <IIflloo +[I8lloo-
On a bien montré que £ est un espace vectoriel sur R et comme ||f||o, € R, pour tout f € £, I’application
f = |Iflloo est bien une semi—norme sur L.

2. la structure vectorielle de L™ s’obtient comme celle de L? (p < +o0) et le fait que f +— ||f]|oo Soit une norme découle
du fait que
f=0pp. & |lfllo =0.

Proposition 6.21 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace Ly (E, T, m) est un espace de Banach (réel), c’est-a-dire
un e.v.n. complet.

DEMONSTRATION —  On sait déja que L est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est la conséquence du fait que toute
série absolument convergente dans L™ est convergente dans L, ce qui est une conséquence de la proposition suivante
sur les séries absolument convergentes. ]

Proposition 6.22 (Séries absolument convergentes dans L*°) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C
LY (E, T, m). On suppose que ) ;%) || fulleo < +00. Alors :
1. Il existe C e R, t.q., pour tout n €N, Y i, |fyl <C p.p..

2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, absolument convergente dans R. On définit, pour
presque tout x, f(x) =Y "% fu(x).
3. Ona f € L™ (au sens “il existe g € L t.q. f =g p.p.) et || Li_o f = fllo = 0 lorsque n — +co.

DEMONSTRATION —  Pour chaque # € N, on choisit un représentant de f;,, encore noté f,,. Comme |f;| < ||f;llco P-P-»
il existe A, € T t.q. m(A,) = 0 et || < ||fullco sur A%. On pose A = [J,,eny Ay € T. On a m(A) = 0 (par ¢-sous
additivité de m) et, pour tout n € N et x € A, | £, (x)| < || fulloo-

Pour tout x € A¢, on a donc
n n (o)
Y 1l <Y Mfelleo < Y Ilfilloo = C < c0. ©67)
k=0 k=0 k=0

Comme m(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour tout x € A€, la série de terme général f;(x) est absolument convergente dans R, donc convergente. On pose donc

+00 n
f@)=) flx)= lim ) fi(x)eR,
k=0 k=0

n—+oo

f est donc définie p.p., elle est m-mesurable (voir la définition 4.13) car limite p.p. de fonctions mesurables. Il existe
donc g e M t.q. f = g p.p.et(6.7) donne |g| < C p.p.. On a donc g € L= et donc f € L™ (au sens “il existe g € L= t.q.
f=gpp?.
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Il reste a montrer que } /' fx — f dans L*.

On remarque que, pour tout x € A€,

) A@-f@I=1 ) @< YIRS ) lfidlo—0,
k=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
quand 1 — +oco. Comme m(A) = 0, on en déduit

n n (o]
1Y fe-Flo<supl) fi)=fI< Y lfilloo — 0, quand 1 — +co.
k=0 XEA® k=0 k=n+1
etdonc 7' fx — f dans L, quand 1 — +co. [

La proposition 6.22 permet de montrer que L™ est complet (théoreme 6.21). Elle permet aussi de montrer ce que
nous avons appelé précédemment (dans le cas p < oo) réciproque partielle du théoreme de convergence dominée.
Il est important par contre de savoir que le théoréeme de convergence dominée peut étre faux dans L>, comme le
montre la remarque suivante.

Remarque 6.23 (Sur la convergence dominée) Le résultat de convergence dominée qu’on a démontré pour les
suites de fonctions de L”, 1 < p < +o0, est faux pour les suites de fonctions de L*. Il suffit pour s’en convaincre de
considérer I’exemple suivant : (E, T, m) = ([0,1], B([0,1]), A), f,, = 1jg,1}, pour 7 € N*. On a bien

(fa)nenw € LR ([0,1], B([0,1]), A), f,, — O p.p. quand 1 — +oo,
fu < 1j0,1] p-p., pour tout n € N*, 1/ 17 € Lg'([0,1], B([0, 1]), V).

Pourtant, ||f,|l.o = 1 /> 0, quand n — +c0.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai, comme conséquence du résultat
que toute suite absolument convergente dans L est convergente (dans L, proposition 6.22). La démonstration est
similaire a la démonstration du théoreme 4.49.

Remarque 6.24 Soit (E, T, m) un espace mesuré. On peut aussi définir L' (E, T, m) et L\ (E, T, m) (avec N > 1)
comme on a fait pour p = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach (complexe ou réels).

6.1.3 Quelques propriétés des espaces L”,1 < p < +o0
Proposition 6.25 (Comparaison entre les espaces L”) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, i.e. m(E) < +oo.
Soient p,q € R, tels que 1 < p < q < +o0. Alors, L%(E, T,m)C L%(E, T, m). De plus, il existe C, ne dépendant que

de p,q et m(E), tel que ||f|l, < Cl|f|l; pour tout f € L]%(E, T, m) (ceci montre que l’injection de 19 dans LP est
continue).

DEMONSTRATION —  On distingue les cas g < oo et g = oo.
Cas g < o0. On suppose icique 1 < p < g < +oo.

Soit f € L9. On choisit un représentant de f, encore noté f. Pour tout x € E, on a |f (x)[P < |f(x)|7si|f(x)|>1.Ona
donc |f (x)|P <|f(x)|1 + 1, pour tout x € E. Ce qui donne, par monotonie de I'intégrale,

j|f|pdm$m(E)+j|f|qdm<m, (6.8)
et donc que f € LP. On a ainsi montré L9 C LP.

On veut montrer maintenant qu’il existe C, ne dépendant que de p, g et m(E), t.q., pour tout f € L]%(E, T, m),

If1lp < Clifllg- (6.9)
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1
En utilisant (6.8), on remarque que (6.9) est vraie avec C = (m(E) +1)?, si ||f||q = 1. Ceci est suffisant pour dire que
1
(6.9) est vraie avec C = (m(E)+ 1)? pour tout f € L. En effet, (6.9) est trivialement vraie pour lIf1l; =0 (car on a alors
f=0pp.et ”f”p = 0). Puis, si ”f”q >0, on pose f| = ”],L” de sorte que ”leq = 1. On peut donc utiliser (6.9) avec f;.
q
: 1 _ . .
On obtient W”fnp =If1lly < C, ce qui donne bien ||f|, < Cl|fll-

On a donc montré (6.9) avec un C ne dépendant que p et m(E) (et non de g). Toutefois, le meilleur C possible dans (6.9)
dépend de p, g et m(E). Ce meilleur C peut étre obtenu en utilisant ’inégalité de Holder généralisée (proposition 6.26).

1.1
Elle donne | f||, < Cl|fll; avec C = (m(E))? 4 (voir la remarque 6.27).

Cas g = co. On suppose ici que 1 < p <g = +co.

Soit f € L*. On choisit un représentant de f, encore noté f. On a |f| <||f|lc p-p.- On en déduit |f|P < ||f||€o p.p- et
donc

jlfl”dms m(ENIFIL < oo,

1
Ce qui donne f € LP et ”f”p < Cllflleo avec C = (m(E))?.

=

1
On voit ici qu’on a obtenu le meilleur C possible (si m(E) > 0) car ||f]l, = (m(E))? = (m(E))? ||fllo si f = 1g.
L]

Proposition 6.26 (Inégalité de Holder généralisée) Soient (E, T, m) un espace mesuré et p,q,r € [1,+o0] tels que
1 1 1

—+— =~ Soient f € LL(E, T, m) et g € LL(E, T, m). Alors, fg € LL(E, T, m) et

p q

gl <1 fllpllglly- (6.10)

DEMONSTRATION — Comme d’habitude, on confond un élément de L (s = p, g ou r) avec un de ses représentants.
On travaille donc avec £° au lieu de L°. On suppose donc que f € LP et g € L1 et on veut montrer que fg € L et que
(6.10) est vraie. On remarque d’abord que f g € M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.
Cas 1. On suppose ici 1 < p,q,r < co.
ror_

P 4
(au lieu de p, ¢). Il donne que f1 g1 € £l et

On pose f1 = |f|" et g1 = |g|" de sorte que f] € L et Q] € £}, Comme

6.5 (donnant I’inégalité de Holder) avec f1, g1 (aulieu de f, g) et g, %
181l <lifilleligilla. Onen déduit que fg € L” et

[vrstram<[17pam [ 1gnamy,

1, on peut appliquer le lemme

ce qui donne (6.10)

Cas 2. On suppose icig =co et r = p < co.
Comme |g] < [lglleo P-p-» On a |fglP < |fIPligli& p-p. et donc

[irspam<igit. [ irpam,
ce qui donne f g € LP et (6.10).

Cas 3. On suppose ici p =g =1 = oo.

Comme || < [flleo p-p- et [g] <lglleo P-p-~ on a |£g] < [Ifllcollgllco P-p- cc qui donne fg € £ et (6.10).  m
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Remarque 6.27

1. Par une récurrence facile sur n € N*, on peut encore généraliser la proposition 6.26. Soient (E, T, m) un espace

mesuré, py,...,p, € [1,00] et r € [1,00] t.q. % =), p%_. Pour tout i € {1,...,n}, soit f; € L%(E,T,m). Alors,

[T fi € Lp(E, T, m) et I fill, <TTZ il
2. L’inégalité (6.10) permet aussi de trouver le meilleur C possible dans la proposition 6.25 (Inégalité (6.9)) :
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini. Soient p,g € R, tels que 1 < p < g < +oo. Soit f € L?R(E, T, m). Comme
=1

1<p<g<oo,ilexiste r € 1,00 t.q. 117 =5+ % On peut alors utiliser la proposition 6.26 avec f € L7et lg e L".

1_1
Elle donne que f € L? et ||f||, < C||fll, avec C = (m(E))?" 4. Cette valeur de C est la meilleure possible (si
1_1
m(E) > 0) dans (6.9) car si f = 1g on obtient ||f]|, < (m(E))? 9||f|l,.

Remarque 6.28 Les espaces L?,p €]0, 1[ (que I’on peut définir comme dans le cas 1 < p < co0) sont des espaces

vectoriels, mais I’application f (J.| fIPd m)p n’est pas une norme sur L7 si p €]0, 1] (sauf cas particulier).

Remarque 6.29 Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M(E,T). L'ensemble J = {p € [1,+o0], f € LP} est un
intervalle de [1, +oo]. L’ application définie de J dans R, par p - ||f]| p €st continue, voir & ce propos I’exercice 4.37,
et dans le cas particulier des fonctions continues a support compact, I’exercice 6.10. En particulier, lorsque p €],
p — +ooonalfll, = [|flle- On en déduit le résultat suivant : s’il existe pg < +oo tel que f € LP pour tout p tel
que pg < p < +oo, et s’il existe C t.q. [|f||, < C, pour tout p € [py, +ool, alors f € L et ||f]le, < C.

6.2 Analyse hilbertienne et espace 1>

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.30 (Produit scalaire)
1. Soit H un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur H une application de H x H — R, notée (- | -)
ou (-| )y t.q.
(ps1) (u | u) > 0 pour tout u € H\ {0},
(ps2) (u | v) = (v | u) pour tout u,v € H,
(ps3) u > (u | v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

2. Soit H un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire sur H une application de H x H — C, notée (- | -)
ou (- | -)y telle que
(ps1) (u | u) € R pour tout u € H\ {0},

(ps2) (u | u) = (v | u) pour tout u,v € H,

(ps3) u > (u | v) est une application linéaire de H dans R, pour tout v € H.

Remarque 6.31 (Exemple fondamental) Soit (E, T, ) un espace mesuré.
1. On prend H = Lé(E, T, m). Hestun e.v. sur R. On rappelle que f g € LﬁQ(E, T,m)sif,ge L]ﬁ(E, T, m) (lemme
6.5 pour p = g = 2). L’application (f, g) — Jfgdm est un produit scalaire sur H.

230



2.0n prend H = L(%:(E, T, m) (voir le théoréme 6.35 ci aprés). H est un e.v. sur C. En utilisant le lemme 6.5,
on montre facilement que fg € L%:(E, T,m)sif,g € Lé(E, T, m) (lemme 6.5 pour p = q = 2). L’application
(f,9) f fgdm est un produit scalaire sur H.

Proposition 6.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1. Soit H un e.v. sur R muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Alors :
(u|v)? < (u|u)(v|v), pourtout u,v € H. (6.11)

De plus, (1| v)? = (u| u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

2. Soit H un e.v. sur C muni d’un produit scalaire, noté (- | -). Alors :
(| v))> < (u | u)(v|v), pour tout u,v € H. (6.12)
De plus, (1 | v))? = (u | u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

DEMONSTRATION —

1. On suppose ici K = R. Soit #,v € H. Pour a € R, on pose
pla)=(u+av| u+av)=(v|v)a® +2a(u | v)+ (1| u).
Comme p(a) > 0 pour tout « € R, on doit avoir A = (u | v)2 — (u | u)(v | v) < 0, ce qui donne (6.11).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.11).
Siu =0o0uv=0,on aégalité dans (6.11) (et u et v sont colinéaires).

Siu=0etv=0,onaégalité dans (6.11) (c’est-a-dire A = 0) si et seulement s’il existe o € R tel que p(ar) =0.On a
donc égalité dans (6.11) si et seulement s’il existe « € R t.q. u = —av. On en déduit bien que (u | v)% = (u | u)(v | v)
si et seulement si u et v sont colinéaires.
2. On suppose maintenant K = C. Soient u,v € H. Pour a € C on pose
pla)=(u+av|u+av)=aa(v|v)+a(v|u)+o(u|v)+(ulu).

On choisit de prendre a = p(u | v) avec p € R. On pose donc, pour tout f € R,

@(B) = p(Blu | v)) = BI(u | 0)* (v [ v) + 2BI(u [ )] + (1 | u).
Ici encore, comme @(B) € R, pour tout f € R, on doit avoir A = |(u | V)%= (u | v)]2(v | v)(u | u) < 0, ce qui donne
(6.12).
On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.12)
Siu =0ouv =0, on a égalité¢ dans (6.12) (et u et v sont colinéaires).

On suppose maintenant u = 0 et v = 0. On remarque d’abord que, si (# | v) = 0, on n’a pas égalité dans (6.12) et u et
v ne sont pas colinéaires. On suppose donc maintenant que (u | v) # 0. On a alors égalité dans (6.12) si et seulement
si A = 0 et donc si et seulement s’il existe p € R tel qu () = 0. Donc, on a égalité dans (6.12) si et seulement s’il
existe p € R tel que u = —f(u | v)v, et donc si et seulement s’il existe o € C tel que u = —av.

Finalement, on en déduit bien que |(u | v)|2 = (u | u)(v | v) si et seulement si u et v sont colinéaires.

Proposition 6.33 (Norme induite par un produit scalaire) Soit H un e.v. sur K, avec K = R ou K = C, muni
d’un produit scalaire, noté (- | -). Pour tout u € H, on pose ||u||lg = /(1 | u). Alors, || - ||y est une norme sur H. On
U’appelle norme induite par le produit scalaire (- | -).

DEMONSTRATION —
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— Tl est clair que ||u||g € Ry pour tout u € H et que
lulg=0e (u|u)=0< u=0.

— On a bien ||au|lg = |alllu||g pour tout o € K et tout u € H.

— Enfin, pour montrer I’inégalité triangulaire, soit u,v € H. On a ||lu + v||%I =(u+v|u+v)=(u|u)+(v|
v)+ (u | v)+ (v | u). Comme, par (6.11) ou (6.12), |(u | v)| < W\W = |lullgllvllg, on en déduit
llu + vII; < (llullgz + IIvllg)?. Don,

o + vl < llullyg + llvllg- -

Définition 6.34 (Espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé dont la norme est
induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou sur C) normé complet dont la norme
est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de Banach dont la norme est induite par un produit
scalaire.

Théoréme 6.35 (L’espace L?) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L]ﬁ(E, T, m), muni de la norme || - |5, est un espace de Hilbert (réel) et le produit scalaire associé a la
norme est défini par :

<be=J}gdm

2(a) Soit f une application mesurable de E dans C (donc |f| € M, ). On dit que f € £(2C(E, T,m) si |f|?> € E%&(E,
T, m). Pour f € l:é(E, T, m), on pose ||fl, = VIIIfI12li. Alors, Lé(E, T, m) est un espace vectoriel sur C et
f = |Ifll, est une semi—norme sur £é(E, T, m).

“«

(b) On appelle Lé(E, T, m) I’espace K(ZC(E, T, m) quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.”. Pour F €
Lé(E, T,m), on pose ||F||, = ||f|l> avec f € F (noter que ||f||, ne dépend pas du choix de f dans F). Alors

Lé(E, T, m), muni de || - ||,, est un espace de Banach (complexe).

(c) L’espace Lé(E, T, m), muni de la norme ||-||,, est un espace de Hilbert (complexe) et le produit scalaire associé
a la norme est défini par :

(fwb=J7§dm

DEMONSTRATION — 1. On sait déja que LI%R(E, T, m), muni de la norme || - ||, est un espace de Banach (réel). Le
lemme 6.5 pour p = q = 2 donne que fg € L%(E, T,m)sif,ge L]%g(E, T, m). On peut donc poser (f | g)2 = Jfgdm.
1l est facile de voir que (- | -) est un produit scalaire et que la norme induite par ce produit scalaire est bien la norme
Il-1l2-

2. Soit f : E — C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctions Re(f) et Im(f) sont mesurables de E dans
R (i.e. appartiennent a M). On a donc bien |f| € M, et |f|2 = (Rz(f))2 + (Im(f))2 e M,.
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Comme [f|> = (Re(f))? + (Im(f))?> € M,, on remarque aussi que f € £(2C(E,T,m) si et seulement si Re(f),
Im(f)e Eﬁ(E, T, m). Comme Eé(E, T, m) est un e.v. (sur R), il est alors immédiat de voir que K(%(E, T, m) est un
e.v. sur C.

On quotiente maintenant Lé(E, T, m) par la relation “= p.p.”. On obtient ainsi 1’espace Lé(E, T, m) que I’on munit

facilement d’une structure vectorielle sur C. L’espace L(ZC(E, T, m) est donc un e.v. sur C.

En utilisant le lemme 6.5, on montre facilement que fg € L(lc(E, T,m)sif,ge€ Lé(E, T, m) (on utilise le fait que les
parties réelles et imaginaires de f et g sont dans LI%{(E, T, m)). On peut donc poser (f | )2 = Ifgdm. 11 est aussi
facile de voir que (- | -), est alors un produit scalaire sur Lé(E, T, m) et que la norme induite par ce produit scalaire
est justement || - || (car |f|2 = ff etdonc fffdm = ||f||%). On a, en particulier, ainsi montré que f — ||f|| est bien
une norme sur Lﬁ(E, T, m). On en déduit aussi que f + ||f|| est une semi—norme sur Eﬁ(E, T, m).

On a montré que I’espace Lé(E, T, m), muni de la norme || - ||, est un espace préhilbertien. il reste & montrer qu’il est
complet (pour la norme ||-||). Ceci est facile. En effet, ||f||§ = ||Rz(f)||% +||Im(f)||% pour tout f € L(ZC(E, T, m). Donc,
une suite (fy;)peN C L(%(E, T, m) est de Cauchy si et seulement si les suites (Re(f;;))nen et (Im(f;;))en sont de
Cauchy dans LI%R(E, T, m) et cette méme suite converge dans Lé(E, T, m) si et seulement si les suites (Re(f;))nen et

(T ( fn)),lqu convergent dans Lé(E, T, m). Le fait que Lé(E, T, m) soit complet découle alors du fait que L]ﬁ(E, T, m)
est complet.

Remarquons que dans le cas p = g = 2, I’'inégalité de Holder est en fait I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.36 (Continuité du produit scalaire)
Soit H un Banach réel ou complexe. Soient (u,,),eny CH, (v,,)neny C H et u,v € H tels que u,, — u et v,, — v dans
H, quand n — +oo. Alors, (1, | v,) — (1 | v) quand n — +oo.

DEMONSTRATION — Il suffit de remarquer que, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalités (6.11) et (6.12)),
ona:
Gy [ o) = (u | V) < (g [ vn) = (uy | 0)] + (1t | 0) = (| )]
<llunllllvy = vl + lluy, — ullllv]l.
On conclut en utilisant le fait que u;,, — u, v;; — v et en remarquant que la suite (u,,),cN est bornée car convergente.
[

Définition 6.37 (Dual d’un espace de Banach) Soit H un Banach réel ou complexe. On note H” (ou £(H, K))
I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach réel et K = C pour un

Banach complexe). Si T € H’, on pose
T (u)l
Tl = sup =
ueH\{0} llell
On rappelle que || - || est bien une norme sur H” et que H’, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach
(sur K).

Enfin, si T € H et u € H, on a [T (u)| < || Tl|lgllullg.

Remarque 6.38 Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢, (1) = (u | v) pour tout
u € H. Grice a 'inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.11) ou (6.12)), on voit que @, € H’ et ||@, |l < |[v|[g- II est
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facile alors de voir que ||, ||l = |[v||g. Ceci montre que v — ¢, est une application injective de H dans H’. le
théoreme de représentation de Riesz (théoréeme 6.56), fondamental, montrera que cette application est surjective.

Proposition 6.39
Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour tout u,v € H On a

2 2 2 2
llu + vl +[lu = vl = 2llullg + 2lvllE. (6.13)
Cette identité s’appelle identité du parallélogramme.

DEMONSTRATION — 11 suffit d’écrire ||u + vll%{ +||lu - leI%I =(u+v|u+v)+(u—v|u-v)etde développer les
produits scalaires. ]

Remarque 6.40

1. On peut se demander si deux produits scalaires (sur un méme espace vectoriel) peuvent induire la méme
norme. La réponse est non. En effet, le produit scalaire est entierement déterminé par la norme qu’il induit.
Par exemple, dans le cas d’un e.v. réel, si le produit scalaire (- | -) induit la norme || - ||, on a, pour tout u, v,
(1 v) = g1l +vl> [l —v]?).

2. On se donne maintenant un e.v.n. noté H. Comment savoir si la norme est induite ou non par un produit scalaire ?
On peut montrer que la norme est induite par un produit scalaire si et seulement si I’identité du parallélogramme
(6.13) est vraie pour tout u,v € H. Ceci est surtout utile pour montrer qu’une norme n’est pas induite par un
produit scalaire (on cherche u, v € H ne vérifiant pas (6.13)).

Définition 6.41 (Orthogonal) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe).
1. Soit u,v € H. On dit que u et v sont orthogonaux (et on note u1v) si (u | v) = 0.
2. Soit A C H. On appelle orthogonal de A I’ensemble A+ = {u € H; (u | v) = 0 pour tout v € A}.

Proposition 6.42 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A C H. Alors :
1. At estun s.e.v. fermé de H,
—1

2.At=A",
3. A C (A1)t (que 'on note aussi A++).

DEMONSTRATION — 1. Soit uy,uy € Al et aq,ap € K (K =R ou K = C selon que H est un espace de Hilbert réel
ou complexe). Pour tout v € A, on a (o uq + apuy | v) = aq (ug | v) + ap(up | v) = 0. Donc, ag ug + apuy € AL, ce
qui montre que AL est un s.e.v. de H.

Soit (t,)yeN C A+ telle que u,, — u dans H, quand 1 — +o0. L’application w — (w | v) est continue de H dans K
(voir la remarque (6.38)) pour tout v € H. Soit v € A, de (u, | v) = 0 on déduit donc que (u | v) = 0. Ce qui montre
que u € AL et donc que AL est fermé.

- —-L
2. —CommeACA,onaA” CA*L
. . —L
— Soit maintenant u € AL. On veut montrer que u € A™.

Soit v € A, il existe (v;,)en C A t.q. v, — v dans H quand # — +oco. Comme (1 | v,,) = 0 pour tout 1 € N, on
en déduit, par continuité de w — (u | w), que (1 |v) = 0. Donc u € XJ', ce qui donne AL C At

. . . —1
Finalement, on a bien montré AL = A™.
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3. Soitv € A. Ona (u | v) = 0 pour tout u € AL, donc (v | u) = 0 pour tout u € AL, ce qui donne v € (AL)+

Remarque 6.43 Dans le dernier item de la proposition précédente, on peut se demander si A = A+, On montrera,
dans la section suivante que ceci est vrai si A est s.e.v. fermé (ce qui est aussi une condition nécessaire).

On termine cette section avec le théoréme de Pythagore.

Théoréme 6.44 (Pythagore) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et uy,...,u, € H tels que (u; |

uj)=0sii=#j. Alors :
n n
1Y il =Ml (6.14)
i=1 i=1

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence sur n. L’égalité (6.14) est vraie pour
n=1 (et tout u; € H). Soit n € N. On suppose que (6.14) est vraie (pour tout uy,...,u, € H). Soit uy,...,u,,1 € H.
On pose y = ):;’:1 u;, de sorte que

n+1

2 2
I uillg =y +upsallig = @ + tper 9+ tpg1)
i=1
=@+ @ upg1) + (ng1 1) + (g | tgr)-

Comme (v | i41) = 0 = (uy41 | v), on en déduit, avec I’hypothese de récurrence, que

n+l1 n+l

2 2
1Y willfy = lwilly
i=1 i=1

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.45 Soit E un ensemble muni d’une distance, notée d (E est alors un espace métrique). Soit A C E. On
pose d(x, A) = inf,c d(x,p). Il n’existe pas toujours de xg € A t.q. d(x,xg) = d(x, A) et, si un tel xg existe, il peut
étre non unique. Par exemple, dans le cas ol A est compact (pour la topologie induite par d), x( existe mais peut
étre non unique.

Dans le cas ot il existe un et un seul xy € A t.q. d(x,x) = d(x, A), xq est appelé projection de x sur A.

L’objectif de cette section est de montrer 1’existence et I’unicité de x( dans le cas ol A est une partie convexe fermée
non vide d’un espace de Hilbert (et d la distance induite par la norme de I’espace de Hilbert).

Définition 6.46 (Partie convexe) Soit E un e.v. sur K, avec K =R ou K = C. Soit C C E. On dit que C est convexe
Si:
uveC tel0,1]=>tu+(l-t)veC
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Théoreme 6.47 (Projection sur un convexe fermé non vide)

Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et C C H une partie convexe fermée non vide. Soit x € H. Alors,
il existe un et un seul xo € C t.q. d(x,xq) = d(x,C) = infycc d(x,) (avec d(x,y) = ||x = yl|ln). On note xy = Pc(x).
Pc est donc une application de H dans H (dont I’image est égale a C). On écrit souvent Pcx au lieu de Pc(x).

DEMONSTRATION —  Existence de xg.

On pose d = d(x,C) = infyec d(x,y). Comme C = 0, il existe une suite (y,)yeN C C t.q. d(x, ;) — d quand n — +oo.
On va montrer que (y,,),eN est une suite de Cauchy en utilisant 1’identité du parallélogramme (6.13) (ce qui utilise la
structure hilbertienne de H) et la convexité de C. L’identité du parallélogramme donne

9 = vl = 10 = %) = @ — 2l

= @0 = %) + (W = 2y + 21y = % + 2109 — *lIFy,

et donc

+
v = 9l =~ 222 =l + 2l = iy + 2y = 1y (6.15)

Comme C est convexe, on a W% eCetdoncd < |Iw — x||gz. On déduit alors de (6.15) :

19 = Ymllfy < —4d® + 2llyy = xlIFg + 2y = *lIFy- (6.16)
Comme d(yy,, x) = ||y, — x|l|g — d quand n — +co, on déduit de (6.16) que la suite (v;,),eN est de Cauchy.

Comme H est complet, il existe donc xg € H t.q. v, — xg quand n — +co. Comme C est fermée, on a x € C. Enfin,
comme ||x -y, || — d quand n — +o0, on a, par continuité (dans H) de z — ||z||yg, d(x, xg) = ||[x —x¢llg = d = d(x,C),
ce qui termine la partie existence.

Unicité de x(. Soit y1,9, € C t.q. d(x,y1) = d(x,12) = d(x,C) = d. On utilise encore I’identité du parallélogramme.
Elle donne (voir (6.15)) :

1+
=57 =l + 2llys — iy + 22 - I

lly1 = vallfy = 4|
- —4||3’1+Ty2 — x|+ 4d%

Comme @ €COnadoncd < IIW — x|l et donc ||yy —3/2||12_1 < -4d? +4d? = 0. Donc y; = ;. Ce qui termine
la partie unicité. [

Remarque 6.48 Le théoreme précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert” par “Banach”. Un exemple
de non existence est donné a I’exercice 6.31 (et il est facile de trouver des exemples de non unicité).

On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La premiere est valable pour tout convexe
fermé non vide alors que la deuxiéme ne concerne que les s.e.v. fermés.

Proposition 6.49 (Premiere caractérisation de la projection) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe)
et C C H une partie convexe fermée non vide. Soient x € H et xy € C.

1. On suppose que H est un Hilbert réel. Alors :
xg=Pecx o (x—x¢ | x9—v) >0, pour tout y € C. (6.17)
2. On suppose que H est un Hilbert complexe. Alors :

%9 =Pcx © Re(x—xq | xg —v) = 0, pour tout y € C. (6.18)
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DEMONSTRATION —
Cas d’un Hilbert réel

* Sens (=) On veut montrer que (x—xq | xg—y) > 0, pour tout y € C. Comme x¢ = Pcx, ona ||x—xo||12_I < ||x—z||12_I
pour tout z € C. Soit y € C. On prend z = ty + (1 — t)xq avec t €]0, 1]. Comme C est convexe, on a z € C et donc
2 2
llx = xollgy < llx —zllfy = (x = x0 = t(y —x0) | x —x0 — t(y = x0))
2 2 2
= |lx = xollgy + t71ly — xollgg — 2¢(x = x0 | ¥ — x0)-
On en déduit
2 2
2t(x—x0 |y —x0) = t“|ly — xollgg < 0.
On divise cette inégalité par t (on rappelle que ¢ > 0) pour obtenir
2
2(x=x0 |y —x0) = tlly = xollg <0,
ce qui donne, en faisant tendre f vers 0 :
(x=x0|xp—v)=0.
¢ Sens (<)
> Nodi 2 2
On veut montrer que xo = Pcx, c’est-a-dire [|lx — xg|lf; < [lx - yllf; pour tout y € C.
. 2 2 2 2 2
Soity € C, on a |lx - yllf; = Ilx — xo + xo — yllfy = llx — xollf; + llxo —yllfg + 2(x —x0 [ X0 =) = |lx — xollf; car
2
llxo —pllf; = 0et 2(x—xp | x9 —) 2 0.
Cas d’un Hilbert complexe
La démonstration est trés voisine.
¢ Sens (=)
On veut montrer que Re(x —xq | xg —v) > 0, pour tout y € C.

En reprenant les mémes notations que dans le cas Hilbert réel et en suivant la méme démarche, on obtient :

2 2
llx = xollfy < llx = zllfy = (x —x0 — t(y = x0) | x = x0 — £(y — X))
= llx = xollfy + t2lly = xollfy — 2Re(x = x0 | y - x0).
On en déduit
26 Re(x—xq | y = x0) — Iy = xolly < 0.
On divise cette inégalité par t (on rappelle que t > 0) pour obtenir
2
2Re(x —xq |y —x0) — tlly — xollf; <0,
ce qui donne, en faisant tendre f vers O :
Re(x—xo |x9—v) = 0.
¢ Sens (<)

On veut montrer que xg = Pcx, ¢’est-a-dire ||x — x0||12{ <|lx- y||12{ pour tout y € C.
Soity € C, on a ||lx —yll; = llx — xo +x0 — yllFy = llx = xolI% + lxo — vl + 2Re (x — x| x0 — p) > |lx — x| car
llxxo = ylIZ > 0 et 2Re(x —xg | xg — ) > 0.

Remarque 6.50 On prend comme espace de Hilbert réel H = Lﬂé(E, T,m) (avec E#0)etonprend C={f e H:
f >0 p.p.}. On peut montrer que C est une partie convexe fermée non vide et que Pcf = f* pour tout f € H. Ceci
est fait dans I’exercice 6.30.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la projection sur un s.e.v. fermé.
On donne maintenant une caractérisation de la projection dans ce cas particulier.
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Proposition 6.51 (Deuxiéme caractérisation de la projection) Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe)
et F un s.e.v. fermé de H. Soient x € H et xo € F. Alors :

xg = Ppx & (x—xg) € F-. (6.19)

DEMONSTRATION — Cas d’un Hilbert réel
— Sens (&)
On veut montrer que xo = Ppx. On utilise la premiére caractérisation. Soit y € F. Comme (x — x() € F+, on a
(x—x0 | xg—y) =020 (car xg —y € F). Donc, la proposition 6.49 donne xq = Ppx.
— Sens (=)
On veut montrer que (x —xg) € FL. La premiére caractérisation (proposition 6.49) donne (x —xg | xg—) = 0 pour
tout y € F. Soit z € F. On choisit y = xg + z € F (car F est un s.e.v.) pour obtenir (x—xo |z) <Oety=xg—z€F
pour obtenir (x — xq | z) = 0. On en déduit (x — xq | z) = 0, ce qui donne que (x — x() € FL.
Cas d’un Hilbert complexe
La démonstration est tres voisine.
— Sens (<)
On veut montrer que xo = Ppx. Soit y € F. Comme (x—x() € F,ona (x—xg|xg—y) =0 (carxg—y € F). Ona
donc Re(x —xq | xg —v) = 0. Donc, la proposition 6.49 donne x( = Ppx.
— Sens (=)

On veut montrer que (x — xq) € FL. La premiére caractérisation (proposition 6.49) donne Re(x —xq | xg—) = 0
pour tout y € F. Soit z € F. On choisit y = xg — az € F (car F est un s.e.v.) avec a = (x — xq | z) pour obtenir
Re(x—xq | az) < 0. Mais (x—xp | az) = @(x—xq | z) = [(x —xg | 2)|2. Donc, 0> Re(x —xg | az) = |(x —xq | 2)|2.
On en déduit (x — xq | z) = 0, ce qui donne que (x — xg) € F+.

Définition 6.52 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)

1. Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F C H un s.e.v. fermé de H. L’opérateur Pg s’appelle
projecteur orthogonal sur F. Si u € H, Pru s’appelle la projection orthogonale de u sur F.

2. (Rappel algébrique) Soit E un e.v. sur K (K = R ou K = C). Soient F,G deux s.e.v. de E t.q. E = F® G. Pour
x € E, il existe donc un et un seul couple (y,z) € Fx G t.q. x =y +z. On pose y = Px et donc z = (1-P)x (ot
I est I’application identité). P et 1 — P sont les projecteurs associés a la décomposition E = F® G. Ce sont des
applications linéaires de E dans E. L’image de P est égale a F et 'image de 1 — P est égale a G.

Dans le prochain théoreme, on va comparer la projection orthogonale et des projecteurs algébriques particuliers.

Théoreme 6.53 (Projecteur orthogonal et projecteur algébrique) Soient H un espace de Hilbert (réel ou
complexe) et F un s.e.v. fermé de H. Alors :

1. H=FaoF
2. Py (projecteur orthogonal sur F) est égal au projecteur algébrique sur F associé a la décomposition H = F @ FL.
3. F=F+
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3. Il reste & montrer que F =

DEMONSTRATION —  On rappelle que I’on a déja vu que F est un s.e.v. fermé.

1. Soit u € H. On a u = (u — Pru) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition 6.51) donne (u — Pru) € FL. Comme

Pru € F, on en déduit que H = F + FL.
Soit maintenant u € F N F+. On doit donc avoir (1 | #) = 0, ce qui donne u = 0 et donc F N FL = {0}.

Onadonc H=F@F+L.

2. Soit u € H. Comme u = Ppu + (u — Pru), avec Ppu € F et (u — Pru) € FL, on voit que Pg est égal au projecteur

algébrique sur F associé a la décomposition H = F@ FL. (Noter aussi que (I — Pg) est égal au projecteur algébrique

sur FL associé a la décomposition H=F@F+L))

FLL,

— On a déja vu que F C F++,

— Soit # € F-+. On a u = (u — Ppu) + Pru. La 2eme caractérisation (proposition 6.51) donne (1 — Ppu) € F+
eton a aussi (¢ — Ppu) € FLL car u € FLL et Pru € F  FX+. On a donc (4 — Ppu) € FL N F++ ={0}. Donc
u = Pru € F. On a donc montré que F++ C F.

Finalement, on a bien montré que F = F+L.

Le théoréeme 6.53 a un corollaire tres utile :

Corollaire 6.54 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et F un s.e.v. de H. Alors :

F=H o Ft={0).

DEMONSTRATION —  F est un s.e.v. fermé de H. Le théoréme 6.53 donne donc H = F& (F)L. On a déja vu que

(F)+ =FL, on adonc

H=FaF,

d’ou I’on déduit

F=Ho Ft={0).

6.2.3 Théoreme de Représentation de Riesz

Remarque 6.55 On rappelle ici la définition 6.37 et la remarque 6.38. Soit H un Banach réel ou complexe. On
note H’ (ou £L(H, K)) I’ensemble des applications linéaires continues de H dans K (avec K = R pour un Banach
réel et K = C pour un Banach complexe). On rappelle que H* est I’ensemble des applications linéaires de H dans K.
On a donc H” ¢ H*. Si H est de dimension finie, on a H' = H*, mais si H est de dimension infinie, on peut montrer

que H” = H*.
1. Si T € H*, on rappelle que T est continue si seulement s’il existe k € R t.q. |T(u)| < k||u||g, pour tout u € H.
2.Si T eH’, onpose || T = SUP,er\ (o) % On rappelle que || - || est bien une norme sur H’ et que H’, muni

de cette norme, est aussi un espace de Banach (sur K). Noter que H’, muni de cette norme, est un espace de
Banach méme si H est un e.v.n. non complet. Noter aussi que, si T € H et u € H, on a |T(u)| < || T||lgl|ull4.

. On suppose maintenant que H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pour v € H, on pose ¢, (#) = (1 | v)
pour tout u € H. Grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.11) ou (6.12)), on a |, (#)| < ||u||gllv||g- On a donc
¢, € H' et|l@,|lgr < ||v|lg. En remarquant que ¢, (v) = ||v||%I on montre alors que ||¢,|lg = [|v||g-

On considére maintenant I”application ¢ : H — H’ définie par ¢(v) = ¢,, pour tout v € H.
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- Si K =R, ¢ est une application linéaire de H dans H’ car, pour tout v, w € H tout «, f € R et pour tout
ueH,
(Pav+[3w(u) =(ulav+pw)=a(u|v)+p(u|w) = ap,(u) + B, (1),
ce qui donne @y 4y = APy + Py, L'application ¢ est donc une isométrie (linaire) de H sur Im(¢p) Cc H'.
(En particulier ¢ est donc injective.)

— Si K = C, ¢ est une application anti-linéaire de H dans H’ car, pour tout v, w € H tout o, f € R et pour tout
ueH B B
Pavspw(t) = (u | av +Bw) = a(u | v) + f(u | w) = apy, (1) + PPy, (1),
ce qui donne Qg yp = Py + Ecpw. L application ¢ est donc une isométrie (anti-linéaire) de H sur
Im(¢) C H'. (En particulier ¢ est donc, ici aussi, injective.)

L’ objectif du théoreme de représentation de Riesz (théoreme 6.56) est de montrer que I’application ¢ est surjective,
c¢’est-a-dire que Im(¢p) = H'.

Théoréme 6.56 (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). Soit T € H'. Alors, il
existe un et un seul élémentv € H tel que

T(u) = (u | v), pour tout u € H. (6.20)

L’application ¢ définie dans la remarque 6.55 est donc surjective (le résultat ci-dessus donne T = @,)).

DEMONSTRATION —
Existence de v On pose F = Ker(T). Comme T est linéaire et continue, F est un s.e.v. fermé de H. Le théoreme 6.53
donne donc H = F@®F-L. On distingue deux cas :

* Cas 1. On suppose ici que T = 0. On a alors F = E et il suffit de prendre v = 0 pour avoir (6.20).

+ Cas 2. On suppose maintenant que T # 0. On a donc F # H et donc FL = {0} (car H = F @ F~). Il existe donc
vo € FL, vy 2 0. Comme vg € F, on a T(vg) = 0.

Pour u € H, on a alors
T(u) T(u)

—u- 6.21
T g Tog) (©20
On remarque que u# — ,;r((;o)) v € F car
T(u) T(u)
T(u—- ——vy)=T(u)- T(vg)=0
Ty "V =T Ty T
Donc, comme vy € FL, ona (u — %vo | vg) = 0 et (6.21) donne
_ T(u) _ T(u)
(u]vo) = (T(VO)VO lvo) = T(VO)(VO [vo),
d’ou I’on déduit T(vo)
vo
T(u) = ———— .
()= oo Tors (w1 0)
_ T(vo) S _ T(w) S — :
On pose v = Twolvo) VO St K=Retv= Twolvg) VO 1 K =C. On abien

T(u) = (u|v), pour tout u € H,

c’est-a-dire T = ¢,, (avec les notations de la remarque 6.55).
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Dans les deux cas on a bien trouvé v € H vérifiant (6.20).

Unicité de v Soient v1,v; € H t.q. T = ¢, = @y, (avec les notations de la remarque 6.55). Comme ¢ est linéaire
(si K =R) ou anti-linéaire (si K = C), on en déduit @y, —y, = ¢y, — @y, = 0. Comme ¢ est une isométrie, on a donc
V1 = v, ce qui donne la partie unicité du théoreme. ]

Remarque 6.57 (Densité du noyau d’une forme linéaire non continue) Soit H un espace de Hilbert (réel ou
complexe). Soit T € H*\ H’. T est donc une application linéaire de H dans K(= R ou C), non continue. On pose
F = Ker(T). La démonstration du théoréme 6.56 permet alors de montrer que F- = {0} et donc F = H (dans un
Hilbert H, le noyau d’une forme linéaire non continue est donc toujours dense dans H). En effet, on raisonne par
I’absurde :

si FL = {0}, il existe vy € F+, vy = 0. le raisonnement fait pour démontrer le théoréme 6.56 donne alors T(u) = (u | v)

pour tout u € H, avec v = %vo siK=Retv = %vo si K = C. On en déduit que T est continu, contrairement

a I’hypothese de départ.

On a donc F+ = {0} et donc F :_FJ- = {0}. On en déduit, comme H = FoF" (par le théoréme 6.53, car F est
toujours un s.e.v. fermé), que H = F.

Remarque 6.58 (Structure hilbertienne de H’) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). On sait déja
que H’ (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.55) est un espace de Banach. Le théoréme 6.56 permet aussi
de montrer que H’ est un espace de Hilbert. En effet, en prenant les notations de la remarque 6.55, 1’application
¢ est un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire de H dans H’. Cela suffit pour montrer que I’identité du
parallélogramme (identité (6.13)) est vraie sur H” et donc que H’ est une espace de Hilbert (voir la remarque 6.40).
Mais on peut méme construire le produit scalaire sur H’ (induisant la norme usuelle de H') :

Soient T;, T, € H'. Par le théoréme 6.56, il existe v, et v, € H tels que Ty = ¢, et T, = ¢,,. On pose (T; | Tp)y =
(vo | 1)y (ol (| -)yg désigne ici le produit scalaire dans H). Il est facile de voir que (- | -)yy est un produit scalaire
sur H’. 11 induit bien la norme usuelle de H’ car (T; | Ty)y = (v1 | v1)g = ||v1||12{ = |lpy, ||2H, = ||T1||12{, car @ est une
isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

Soient Eun e.v. sur K, K=R ou C, et B = {e;, i € I} C E une famille d’éléments de E (I’ensemble I est quelconque,
il peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable). On rappelle que B = {e;, i € I} C E est une base (algébrique) de
E si B vérifie les deux propriétés suivantes :

1. B est libre, c’est-a-dire :
Yigaie; =0, avec
J 1, card(]) < +c0, = o; = 0 pour tout i € J,
a; € K pour touti €]

2. B est génératrice, c’est-a-dire que pour tout u € E, il existe ] C I, card(]) < +oo, et il existe (a;);ef C K t.q.
U= jeyatie.

En notant vect{e;, i € I} I’espace vectoriel engendré par la famille {e;, i € I}, le fait que B soit génératrice s’écrit

donc : E = vect{e;, i € I}.

On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette propriété se démontre a partir de

I’axiome du choix.

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de base : la notion de base
hilbertienne.

241



Définition 6.59 (Base hilbertienne) Soient H un espace de Hilbert sur K, K=R ou C, et B={e;, i € I} C H une
famille d’éléments de H (I’ensemble 1 est quelconque). La famille B est une base hilbertienne de H si elle vérifie les
deux propriétés suivantes :

1. (3i|€j)=5i,]-={ (1):3;;;’ pour tout i, € L.

2. vect{e;, i € 1} = H. On rappelle que vect{e;, i € I} = {}_jcya;e;, ] C 1, card(J) < +oo, (a;)iey C K.

Remarque 6.60 Soit H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C.

1. Si H est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases algébriques). Le
cardinal d’une base hilbertienne est alors égal a la dimension de H puisque, par définition, la dimension de H est
égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie). La démonstration de
I’existence de bases hilbertiennes suit celle de la proposition 6.62 (la récurrence dans la construction de la famille
des e, s’arréte pour n = dim(H) — 1, voir la preuve de la proposition 6.62).

2. Si H est de dimension infinie et que H est séparable (voir la définition 6.61), il existe des bases hilbertiennes
dénombrables (voir la proposition 6.62).

3. Si H est de dimension infinie et que H est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes (ceci se
démontre avec I’axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Définition 6.61 (Espace séparable) Soit E un e.v.n. sur K, K = R ou C. On dit que E est séparable s’il existe
A CEtq A=E et A au plus dénombrable.

Proposition 6.62 (Existence d’une base hilbertienne) Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, de
dimension infinie. On suppose que H est séparable . Alors, il existe une base hilbertienne B = {e;, i € N} C H de H.

DEMONSTRATION — Comme H est séparable, il existe une famille {f,,, n € N} C H dense dans H, c¢’est-a-dire t.q.
o neN = H.

On va construire, par une récurrence sur #, une famille {e,;, n € N} t.q. :

1. (ey | €yy) = Op,m pour tout n,m € N,

2. {fo,..., fu} C vect{eg,...,e,} pour tout n € N.

On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aura f; € vect{e,;, n € N}, pour tout i € N, et donc H = m C

{en, ne N} Cc H, d’ott H = {e,;, n € N}. Avec la propriété (e, | e;;) = 0, pour tout n,m € N, ceci donne bien que
{e;;, n € N} est une base hilbertienne de H.

On construit maintenant la famille {e,;, n € N}.
Construction de e

Soit @(0) = min{i € N; f; = 0} (les f; ne sont pas tous nuls car H = {0}). On prend ¢g = “f"zg:”, de sorte que (eg | eg) = 1
[l

et fo € vect{eg} (car fy =||fplleg, méme si @(0) = 0).
Construction de ¢, |

Soit n € N. On suppose construits eg, ..., e, t.q.

— (ep | em) = dp,m pour tout p,m € {0,...,n},
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— {fo,---, fp} C vect{eg, ..., e,} pour tout p € {0, ..., n}.
(Ce qui est vérifié pour n = 0 grace a la construction de eg.)
On construit maintenant e, t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies avec 1 + 1 au lieu de n.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc vect{ey, ..., e, } = vect{eg, ..., e,}. Si f; € vect{eq,
..., ep} pour tout i € N, on aalors {f;, i € N} C vect{eg, ..., e,} et donc H = vect{f;, i € N} C vect{ey,...,e,} = vect{eg,
..., ex}. Ce qui prouve que H est de dimension finie (et dim(H) = n + 1). Comme H est de dimension infinie, il existe
donc i € Nt.q. f; & vect{ey,...,e,} (dans le cas ou H est dimension finie, la construction de la famille des e, s’arréte
pour n = dim(H) — 1 et on obtient une base hilbertienne avec {eg, ..., e;}). On pose alors @(n+ 1) =min{i e N; f; ¢
vect{eg,...,ey}}. On a donc, en particulier, @(n1+1) > n+1. En prenant &1 = fcp(n+1) _Z?:O aje; avec o = (f(P(”+1) |
e;) pour tout i € {0,...,n}, on remarque que é,,1 = 0 (car f(p(n+1) & vect{eq,...,e,}) et que (&,41 | ¢;) = 0 pour tout

i €{0,...,n}. Il suffit alors de prendre e, 1 = H?Hill pour avoir (ep | ;) = 8, pour tout p,m € {0,...,n + 1}. Enfin, il
n+
est clair que f,,41 € vect{eq,...,ey1} carona f 1 = ||é41llent1 + Z?:O a;je; € vectfeg,...,epr1}si@(n+1)=n+1

et f+1 € vect{eg,..., ey} si@(n+1)>n+1.

On a donc bien trouvé e, ;1 t.q.
— (ep | em) = Op,m pour tout p,m € {0,...,n+1},
- {fo,---, fp} C vect{eg, ..., ep} pour tout p €{0,...,n + 1}.

Ce qui conclut la construction de la famille {e,;, n € N} vérifiant les deux assertions demandées. Comme cela a déja été
dit, la famille {e,;, n € N} est alors une base hilbertienne de H. =

La proposition 6.62 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimension infinie, admet une base
hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat, c’est-a-dire que tout espace de
Hilbert admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.29). La
proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.63 Soient H un espace de Hilbert sur K, K =R ou C. et {e,,, n € N} une base hilbertienne de H
(’espace H est donc séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.29) et, dans ce cas, une telle base existe
d’apres la proposition 6.62). Alors :

1. (Identité de Bessel) ||u||> = ¥ ,.en (14 | €,)|?, pour tout u € H,

2.u =) ,en(ule,)e, pour tout u € H, c’est-a-dire ) ! (u | e;)e; — u dans H, quand n — +oo,

3. soient u € H et (o) ey C K t.q. u = Y oy pey (cest-a-dire ) !, a;e; — u dans H quand n — +o0), alors
a; = (u|e;) pour tout i €N,

4. (identité de Parseval) (u|v) =) ,en(u | e,)(v | e,), pour tout u,v € H.

DEMONSTRATION — Pour n € N, on pose F,, = vect{eg, ..., e,}. F,; est donc un s.e.v. fermé de H (on a dim(F,;) = n+1
et on rappelle qu’un espace de dimension finie est toujours complet, F,, est donc fermé dans H).

On remarque que F,, C F,, 1 pour tout n € N, que |J, ey E; = vect{e;, i € N} et donc que | J,,cn F;, = H (car {e;, i € N}
est une base hilbertienne de H).

Soit u € H. La suite (d(u, F,;)),en est décroissante (car F,, C F,;1), ona donc d(u,F,;) | I quand n — +oo, avec I > 0.
On va montrer que [ = 0. En effet, pour tout € > 0, il existe v € | J,,en Fy tel que d(v,u) < e (car J,,enFy = H); il

existe donc n € N tel que v € F,;. On a alors d(u, F,;) < ¢, ce qui prouve que ! < &. Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien
montré que I = 0.

On utilise maintenant le théoréme d’existence et d’unicité de la projection sur un convexe fermé non vide (théoréme 6.47).
Il donne I’existence (et I'unicit€) de uy, = Pg u € B, t.q. d(uy, u) = d(u, F,), pour tout n € N. On a alors u = (u—uy,)+uy
et la deuxieme caractérisation de la projection (proposition 6.51) donne que (1 — u,,) € Fi-. Le théoréme de Pythagore
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(théoréme 6.44) donne enfin que ||u]|? = [[uy]|2 + |1 — 11,]|2. Comme |[s1 — 14| = d (11, 14,) = d (11, F,,) | 0 quand 11 — +oo,
on en déduit que
||un||2 — ||u||2, quand 1 — +oo. (6.22)

Soit n € N. Comme u,, € F, = vect{eq,...,e;}, ona u,, = Z?:o aje; avec a; = (uy, | ej) pour tout i € {0,...,n} (car
(ei | ej) = d;j pour tout i, j). Puis, comme (u —uy) € Fi-, ona (u—u, | e;) = 0 pour tout i € {0,...,n}, d’olt I'on
déduit que o; = (u | e;) pour tout i € {0,...,n}. On a donc montré que u,, = Z?:()(“ | ej)e;, ce qui, avec le théoreme de
Pythagore, donne ||u,||? = Z?:g (1 | ¢;)|?. On obtient donc, avec (6.22) le premier item de la proposition, ¢’est-2-dire
I’identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition. En reprenant les notations précédentes, on a, pour u € H,
u = (u—uy)+u, et (u—u,)— 0dans H quand n — +oo (car ||u — u,|| = d(u, F,;)). On a donc u,, — u dans H quand
n — +o0. Ceci donne bien le deuxieéme item de la proposition car on a vu que u, = Z?zo(u | ej)e;.

Pour montrer le troisieme item de la proposition, on suppose que («;);en C K est t.q. Z?:o aje; — u dans H quand
n — +oo. Soit j € N. On remarque que (Z?:O aje; | ej) = Z?:O a;(e; | ej) = aj pour 1 > j. En utilisant la continuité
du produit scalaire par rapport a son premier argument (ce qui est une conséquence simple de 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz), on en déduit (faisant n — +o00) que (u | e]-) = aj, ce qui prouve bien le troisiéme item de la proposition.

Enfin, pour montrer I’identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire par rapport a ses deux arguments
(ce qui est aussi une conséquence de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est-a-dire le fait que

u, — u dans H, quand n — +oo,
= . 2
v, — v dans H, quand n — +oo, (itn | vn) = (1 | v) quand n = o0 (6.23)
Pour u,v € H, on utilise (6.23) avec u,, = Z?:O(u | ej)ej et vy, = ?:O(v | e;)e;. On a bien u,; — u et v, — v (d’apres
le deuxiéme item) et on conclut en remarquant que (uy | v,) = Y1 ;-I:O(u lei)(vlej)eilej) =L q(ule)(v]e)
m

Remarque 6.64 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C, séparable et de dimension infinie.

1. Soit {e,;, n € N} une base hilbertienne de H et soit ¢ : N — N bijective. On pose &, = €¢(;). Comme {e;;,
n e N} ={é,, n € N}, la famille {&,,, n € N} est donc aussi une base hilbertienne de H. On peut donc appliquer la
proposition 6.63 avec la famille {e,,, n € N} ou avec la famille {¢,,, n € N}. Le deuxiéme item de la proposition

6.63 donne alors, pour tout u € H,
u= Z(u ley)e, = Z(u | ecp(rl))e‘P(”)‘
neN neN

Ceci montre que la série ), .n(u | €, )e,, est commutativement convergente, c’est-a-dire qu’elle est convergente,
dans H, quel que soit ’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la série ne dépend
pas de I’ordre dans lequel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette série peut ne pas étre absolument
convergente. On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite (3} %ei)neN C H est de Cauchy, donc
converge, dans H, quand n — +o0, vers un certain u. Pour cet élément u de H, on a (u | ¢;) = % pour tout
i e N.Lasérie ), n(u | e,)e, est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument convergente car
Yoaenllwlenenll =Y hen ﬁ = 400 (voir & ce propos I’exercice 6.27). L’exercice 6.39 complete cet exemple en
construisant une isométrie bijective naturelle entre H et [2.

Par contre, on rappelle que, dans R ou C, une série est commutativement convergente si et seulement si elle est
absolument convergente (voir I’exercice 2.34). On peut d’ailleurs remarquer que la série donnée a I’item 4 de la
proposition 6.63 est commutativement convergente (pour la méme raison que pour la série de I’item 2, donnée
ci-dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pour u,v € H,ona |(u | ¢;)(v | ;)| < |(u | &;)]> +|(v | &;)|?
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pour tout i € N, ce qui montre bien (grice a 1’identité de Bessel) que la série ), .n(u | €,,)(v | €,,) est absolument
convergente (dans K).

2. Soit I un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite est I = Z) et {e;, i € I} C H.
Soit ¢ : N — I bijective. On pose, pour 1 € N, &, = € (,;). On a alors {e;, i € I} = {¢,, n € N}. La famille {e;,
i € I} est donc une base hilbertienne si et seulement si la famille {¢,,, n € N} est une base hilbertienne.

Si la famille {e;, i € I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la proposition 6.63 avec la famille {¢,,,
n € N}. On obtient, par exemple, que pour tout u € H :

w=) (1] eqin)eqm:

La somme de la série (4 | ep(n))eq(n) ne dépend donc pas du choix de la bijection ¢ entre N et I et il est
alors légitime de la noter simplement ) ;(u | e;)e;. Ceci est détaillé dans la définition 6.65 et permet d’énoncer
la proposition 6.66.

Définition 6.65 Soient H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et 1 un ensemble dénombrable. Soit (u;);c; C H.
On dit que la série ) ;.1 u; est commutativement convergente s’il existe u € H t.q., pour tout @ : N — I bijective,

on ait
n

Zu@(p) — u, quand n — +oo.
p=0

On note alors U =) ;cq U;.

Proposition 6.66 Soit H un espace de Hilbert sur K, K = R ou C. Soient 1 dénombrable et {e;, i € 1} une base
hilbertienne de H (I’espace H est donc séparable et de dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour tout u € H, la série Y ;;|(u | ¢;)|* est commutativement convergente et ||u||> = ¥ ;o |(u |
e)l,

2. Pour tout u € H, la série ) _;c1(u | e;)e; est commutativement convergente et u =) ;c1(u | e;)e;,

3. soient u € H et (o) yen C K tels que la série ) ;g oje; est commutativement convergente et u =) ;1 a;e;, alors
a; = (u| e;) pour tout i €1,

4. (identité de Parseval) Pour tous u,v € H, la série ) ;.;(u | e;)(v | e;) est commutativement convergente et

(ulv)=YLialule)w|e).

DEMONSTRATION — La démonstration est immédiate a partir de la proposition 6.63 et de la définition des séries
commutativement convergentes (définition 6.65). Il suffit de remarquer que {ecp(n), n € N} est une base hilbertienne
de H pour toute application ¢ : N — I bijective (et d’appliquer la proposition 6.63), comme cela est indiqué dans la
remarque 6.64 (deuxieme item). ]

La proposition suivante donne une caractérisation tres utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.67 (Caractérisation des bases hilbertiennes) Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe. Soit
le;, i€} CHrgq. (e | ej) = 0; ) pour tout i,j € L. Alors, {e;, i € 1} est une base hilbertienne si et seulement si :

ueH, (ule)=0v¥iel=u=0.
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DEMONSTRATION — On pose F = vect{e;, i € I}. F est s.e.v. de H.

On sait que {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si F = H. Or, on a déja vu (proposition 6.54) que
F=H < FL ={0}. Donc, {e;, i € I} est une base hilbertienne si et seulement si

ueH,ueFJ‘:wA:O.

Comme u € F si et seulement si (1 | ¢;) = 0 pour tout i € I, on en déduit que {e;, i € I} est une base hilbertienne si et
seulement si
ueH, (ulej)=0vViel=>u=0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat de convergence de la série de
Fourier d’une fonction périodique de R dans C.

Pour cet exemple, on prend H = L(zc(]O, 27[, B(]0,2m(), A), ol A désigne la mesure de Lebesgue sur 3(]0, 27¢[). On
rappelle que H est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur H est donné par (f | g), = f fgdh=

21 _
fo f(x)g(x)dx pour f,g € H.
Pour n € Z, on définit e,, € H par (en confondant ¢,, avec son représentant continu) :

e,(x) = L exp(inx), x €]0,2m|. (6.24)

V2r

La convergence dans H de la série de Fourier de f € H est alors donnée par la proposition suivante (noter que cette
proposition ne donne pas de convergence ponctuelle de la série de Fourier, méme si f est continue).

Proposition 6.68 (Séries de Fourier) Soit H = L?C(]O, 2n[, B(]0, 2m[), A). Alors :
1. La famille {e,,, n € Z}, ot e,, est donnée par (6.24), est une base hilbertienne de H.

2. Pour tout f € H, la série ) ,c;(f | e,)2€,, est commutativement convergente et

f=) (flesen.

nez

En particulier, on a

27 n
JO If (x)— Z(f | ep)zep(x)|2dx — 0, quand n — +co.

p=-n

DEMONSTRATION —  Pour démontrer que {e;;, # € Z} est une base hilbertienne, on utilise la proposition 6.67. 11 suffit
donc de montrer :

L. (ey | e1)2 = Oy, pour tout n,m € Z,
2. feH,(fley)r=0VneZ= f=0.

. . P 2 . . . . .
L’assertion 1 est immédiate car (e, | e,,)2 = f * ﬁ exp(i(n —m)x)dx. Ce qui donne bien O sin=met 1 sin=m.

0
Pour montrer 1’assertion 2, soit f € Ht.q. (f | e;)2 = 0 pour tout # € Z. On va montrer que f = 0 (c’est-a-dire f =0
p-p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1. On note P = vect{e,, n € Z} (P est donc I’ensemble des polyndmes trigonométriques). Par anti—linéarité du
produit scalaire de H par rapport 4 son deuxiéme argument, on a (f | g) = 0 pour tout g € P.

Etape 2. On note C;, = {g € C([0,2m],C); g(0) = g(2m)}. On peut montrer que P est dense dans C, pour la norme de
la convergence uniforme (définie par ||g||, = max{g(x), x € [0,27]}). On admet ce résultat ici (c’est une conséquence
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du théoreme de Stone-Weierstrass). Soit g € Cp, il existe donc (gn)neN € P t.q. g, — g uniformément sur [0, 27]. On a
donc ||g; — gllu = llgn — glleo = 0 quand # — +o0. Comme A([0, 27t]) < 400, on en déduit que ||g, — gll» — 0 quand
n — +oo. (Plus précisément, on a ici || - ||, < V27| - ||o). Comme (f | g,,)2 = O pour tout # € N (par I’étape 1), on en
déduit (avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz) que (f | g)2 = 0. On a donc (f | g); = 0 pour tout g € Cp.

Etape 3. Soit ¢ € C([0, 21|, C). Pour n € N* on définit g;, par :

n(x) = g(x), sixe[% 27,
gn(x) = g(2m) + (g(%)—( m0))(nx), six € [0, 1],
1

de sorte que g, € Cp, (noter que gj, est affine entre 0 et ; et vérifie g,(0) = g(27) et gn( )=8(;)-

Par I’étape 2, on a (f | g,)2 = 0 pour tout n € N*. D’autre part, le théoréme de convergence dominée dans LP donne que
gn — g dans H quand n — +co (noter en effet que g,, — g p.p. et que g,; <|[|gllco € H, pour tout # € N*). On en déduit
donc que (f | g)2 = 0. On adonc (f | g)2 = 0 pour tout g € C([0, 27|, C).

Etape 4. On prend maintenant g € H = Lé(]O,ZT([,B(]O, 27[),A). On définit ¢ de R dans C par ¢ = g sur [0, 27] et
¢ =0sur R\ [0,27]. On obtient ainsi g € Lé(R, B(R), ) (On a, comme d’habitude, confondu un élément de L2 avec

I’un de ses représentants ; et A désigne maintenant la mesure de Lebesgue sur B(R)). On montre dans I’exercice (corrigé)
6.4 que C,(R,R) est dense dans Lﬁ(]&, B(R),A). On en déduit facilement que C.(R, C) est dense dans Lé(R, B(R), ).

1l existe donc (hy,),en C Co(R,C) t.q. hy, — ¢ dans L(zc(R,B(]R), A), quand 1 — +oc0. On en déduit que

27
J‘ [y (x) |2dx<J- [Py, ( | dx — 0, quand n — +o0.
0

En posant g, = (hn)|[0'2n], on a donc g, € C([0,27],C) et g, — g dans H, quand n — +oco. Comme 1’étape 3 donne

(f | g1)2 = 0 pour tout n € N, on en déduit que (f | ) = 0.
Pour conclure, il suffit maintenant de prendre ¢ = f. On obtient (f | /), = 0 et donc f = 0 p.p..

On a bien ainsi montré (grice a la proposition 6.67) que {e;;, n € Z} est une base hilbertienne de H.

On montre maintenant le deuxieme item de la proposition.

Soit f € H. La proposition 6.66 donne que la série ) ,,c7(f | e,,)2€;, est commutativement convergente et que

f= Z(flen)Zen-

nez
En utilisant la définition 6.65 et la bijection de N dans Z donnée par ¢(0) = 0, et, pour n > 1, @(2n—1) = n, @(2n)
= —n, on a donc, en particulier, Z;-io(f | e@(m))ze(p(m) — f, dans H, quand m — oo. en prenant m = 2n, ceci donne

exactement
n

21
_[0 If (x) - Z (f lep)ep(x)Pdx — 0, quand 1 — +oo.

p=—n

6.3 Dualité dans les espaces L7, 1 <p < o

6.3.1 Dualité pour p =2

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note H = L%((E, T, m), avec K=R ou C.

Soit f € L12<(E, T,m). Onnote ¢y : H — K, I'application définie par ¢(g) = (g | f)2- On a déja vu (remarque 6.38)
que @5 € H’ (dual topologique de H). On remarque aussi que [|¢f |l = || ltr = [|f|l2- En effet [ (g) < | flullglla
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(par I'inégalité de Cauchy-Schwarz) et | (f)| < ||f||12_I Donc :

llpsller = SUP{%, g € H\{0}} = lIfllu-

Le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.56 page 240) appliqué a 1’espace de Hilbert H = L12<(E, T, m)
donne que pour tout T € H’, il existe un et un seul f € Ht.q. T(g) = (g f), pour tout ¢ € H, ¢’est-a-dire un et un
seul f eHtq. T = ¢f.

L’application ¢ : f > @y est donc une isométrie bijective de LZK(E, T, m) sur LZK(E, T, m). (Noter que ¢ est linéaire
si K =R et antilinéaire si K = C.)

Cette situation est spécifique au cas p = 2. Nous examinons ci-apres le cas général 1 < p < co.

6.3.2 Dualité pour 1 <p <o

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit p € [1,+o0], on pose g = [% € [1,+00] (de sorte que !1—; + % =1, g s’appelle
le conjugué de p). Dans toute cette section, on note L% = L%(E, T,m), avec K=R ou C (et r € [1,00]).

On cherche a caractériser le dual de Li, de maniere semblable a ce qui a été fait a la section précédente dans le cas
p=2.

Soit f € L, on considere I’application :

fgfdm siK=R,

— (6.25)
fgfdm siK=C.

P8

L’inégalité de Holder (proposition 6.26) montre que ¢f(g) est bien définie si g € LpI< et que @5 € (Li)’ (dual
topologique de Li). On peut aussi obtenir un majorant de la norme de @ car I’inégalité de Holder donne

o5 ()] < lIfllgligll,, pour tout g € Ly,

d’ol I’on déduit que
los (9l

Iy llugy = suplper™ g € LR\ (O} < IIf - (6.26)

On définit donc une application @ : f +— ¢ ¢ de LqK dans (Li)’. La définition de ¢ (formule (6.25)) montre que
cette application est linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. Elle est toujours continue, grace a
(6.26). On montre maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.69 (Injection de L9 dans (L?)’) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient p € [1,+00] et q = I% Si
p =1, la mesure m est supposée de plus o-finie. L’application @ : f +> @f, ot @y est définie par (6.25) est une
application de LqK dans (Li)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, c’est une
isométrie, ¢’est-a-dire que ||(pf||(Li), = Iflly pour tout f € L?(. (L’application @ est donc nécessairement injective,
mais pas forcément surjective.)
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DEMONSTRATION —  on sait déja que ¢ est une application de LqI< dans (Li)’ , linéaire dans le cas K = R et antilinéaire
dans le cas K = C. On sait aussi que ||(pf||(LpK), <|Iflly pour tout f € qu< (voir (6.26)). Pour terminer la démonstration

de cette proposition, 1l suffit donc de montrer que, pour tout f € L,
On se limite au cas K = R (les adaptations pour traiter le cas K = C sont faciles a deviner).
Soit f € Lg{. On suppose f = 0 (sinon (6.27) est immédiat). On confond f avec I’'un de ses représentants, de sorte que

fell= L%(E, T, m). Pour montrer 6.27, on va chercher g € LpK \ {0} t.q l(ﬂ;” =Ifll-

On distingue maintenant trois cas.

Cas1:1<p <oco.Ondéfinitg : E— R parg(x) = |f(x)]9 'sign(f(x)) pour tout x € E, avec la fonction sign : R — R
définie par sign(s) = -1 sis <0, sign(s) =1sis > 0 et (par exemple) sign(0) = 0. La fonction g est mesurable (comme
composée d’applications mesurables) et on a (en notant que p = qfl) :

f|g|"dm :f (F19)7 T dim = fwdm oo
q

Donc, g € Lp (plus précisément, g € Yul ) et ||g||p = ||f||q # 0. Pour ce choix de g, on a donc

lpr(g
||£ ” LA = 0fl,,
g ||f||q ||f||q
carq— % =1.
On en déduit que
o () oy
, =sup{————, he L2\ {o}} > ,
lesliugy = supl P {oy) ”g” = IIflly
ce qui donne (6.27).
Cas 2 : p = co. On a, dans ce cas, g = 1. On prend, comme pour le premier cas, g = sign(f). On aici g € Ly’ et
lgllee = 1 (car m(E) = 0, sinon L1 ={0}etiln’yapasde f € LL, f = 0). Pour ce choix de ¢, on a =|Ifll1, donc
g 8 Pr(g
l(l[l)(é |T =|Ifll; et, comme dans le premier cas, ceci donne (6.27).
Cas3:p=1.0na, dans ce cas, g = co. Ce cas est un peu plus délicat que les précédents. On ne peut pas toujours trouver
g€ L \ {0} t.q. l(ﬁjg(|(| =||fllco- En utilisant le caractere o-fini de m, on va, pour tout n € N*, trouver g, € LK \ {0} t.q.
l(P”fg”g" > ||flleo — 5 ce qui permet aussi de montrer (6.27).

Soit n € N*. On pose oy = ||f|loo — % et A, ={|f| > ay}. Ona m(A,) > 0 (car m(A,) = 0 donnerait || f||, < ay).
Si m(Ay) < co, on peut prendre g, = sign(f)1, qui est mesurable (car sign(f) et 1o, sont mesurables) et intégrable

car m(A;) < oco.Onaalors g, € L]%Q\{O}, llgnlll = m(Ay,) et (pf ) = jA |fldm > a,m(Ay). Donc :

lof(gn)l
H(pf”(L}()’ = el 2 ay —”f”oo_;
En faisant tendre n vers ’infini, on en déduit (6.27).
Si m(A;) = oo, le choix de g, = sign(f)14, ne convient pas car sign(f)la, € L]i. On utilise alors le fait que m
est o-finie. Comme m est o-finie, il existe une suite (Ep)peny € T t.q. m(Ep) < oo, E; C Epyq, pour tout p € N, et
E= UpeN E,. Par continuité croissante de 171, on a donc m(A;NE,) T m(A;) quand p — co. Comme m(A;;) > 0 il existe
donc p € N (dépendant de 7, on ne note pas cette dépendance) t.q. m(A, NEp) > 0. On prend alors g, = sign(f)1 A,NE,-
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On a bien alors g, € Lﬁ% \ {0}, ligully = m(A, NE,) <m(Ep) <ocoetor(gy) = IA,lﬂEp |fldm > a;m(A, NEp). Donc :
|(Pf(gn)| 1
lefllipry = —— 2 an=lfllo—~-
G o T
En faisant tendre n vers I’infini, on en déduit (6.27), ce qui conclut la preuve de la proposition. [

La proposition 6.69 montre que I’application ¢ : f > @y, oul @ est définie par (6.25) est une application de LqK
dans (Li)’, linéaire dans le cas K = R et antilinéaire dans le cas K = C. De plus, c’est une isométrie, c’est-a-dire

zeN 2

que “(Pf“(Li y = lIf1l; pour tout f € LqK. Comme cela a déja été dit, I’application ¢ est donc nécessairement injective
car ¢ = @y implique @¢_j, = 0 et donc ||f — hl|, = ||(Pf—h||(L§)/ =0, ce qui donne f = h p.p.. Mais I’application
¢ n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est surjective si p = 2 (c’est I’objet de la section précédente). Le

théoréme suivant montre qu’elle est surjective si m est o-finie et p € [1, +o0[ (de sorte qu’on identifie souvent, dans
ce cas, (LIP<)’ a LqK).

Théoréme 6.70 (Dualité L? — L) Soient (E, T, m) un espace mesuré o-fini, 1 < p < 400, q = }% etT e (LPK)’.

Alors, il existe un unique f € L;I; L.q.
Jgfdm si K=R,
T(g) = _
jgfdm siK=C,

c’est-a-dire telle que T = @ avec @ donné par (6.25) (on a donc montré la surjectivité de I’application ¢ : LIq< —
(LK)’ définie par @(f) = @5 pour f € LY).

Remarque 6.71 (Dual de L*°) Noter que le théoreme précédent est, en général, faux pour p = +oo. L’application
@ : f > @y, ol @f est donnée par (6.25) est donc une isométrie (lin€aire ou antilinéaire, selon que K =R ou C) de

LII< dans (L)’ mais I'image de ¢ est, sauf cas trés particuliers, différente de (Ly’)". L’application ¢ ne permet donc

N

pas d’identifier le dual de Ly’ a L11<.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.70 La démonstration de ce théoréme est faite dans 1’exercice 6.49. Elle consiste
essentiellement a se ramener directement a appliquer le théoréme de représentation de Riesz (théoreme 6.56) dans un
espace L2 approprié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste a appliquer le théoreme de Radon-Nikodym, qui
lui-mé&me se démontre en se ramenant au théoréeme de représentation de Riesz. Cette démonstration est donnée, dans le
cas particulier p = 1, dans I’exercice 6.47. Nous verrons le théoréme de Radon-Nikodym dans la section suivante, voir
les théoremes 6.78 et 6.79.

Enfin, on propose dans I’exercice 6.48 une autre démonstration de ce théoreme dans le cas p < 2 (utilisant toujours le
théoréme de représentation de Riesz). [

Une conséquence intéressante du théoreme de dualité (théoréme 6.70) est le caractere réflexif des espaces LP pour
1 < p < +00, ce que I’on détaille maintenant.
Soit F un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach complexes). On note F’ le dual
(topologique) de F et F” le dual (topologique) de F’. On dit aussi que F” est le bidual de F. Pour u € F, on définit
Ju : P> Rpar

Ju(T) = T(u) pour tout T € F'. (6.28)
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Proposition 6.99 (Loi forte des grands nombres) Soit (QQ, A, P) un espace probabilisé et (X,,) e+ une suite de
v.a.r. indépendantes.

1. On suppose ici que les X,, sont de carré intégrable, que E(X,,) = 0 pour tout n € N* et que

2
y B e
n2

neN*

On a alors :

1 n
— in — 0p.s., quand n — +oo.
n i=1
2. On suppose ici que la suite (X,,)en+ est une suite de v.a.r.i.i.d. et que E(|X1]) < +o0. Alors :

1 n
- in — E(Xy) p.s., quand n — +oo.
i=1

3. On suppose ici simplement que la suite (X,,),en+ est une suite de v.a.r.i.i.d.. Alors, pour toute fonction @ borélienne
bornée de R dans R, on a :

1 n
m Z(P(Xi) — E(@(X4)) p-s., quand n — +co.
i=1

Le troisieéme item de la proposition 6.99 est une conséquence immédiate du deuxieéme car la suite (@(X,,)),en+ est
une suite de v.a.r.i.i.d. et E(|o(X)| < +oo. Il montre qu’il est possible en pratique d’avoir une idée de la loi d’une
v.a.r. en faisant un grand nombre d’expériences indépendantes. (La méme remarque s’applique avec la loi faible des
grands nombres.)

Remarque 6.100 Nous verrons au chapitre 10 (théoreme 10.24) un résultat de convergence en loi lorsque que I’on
s’intéresse a \/LE Y X, au lieu de %Z?Zl X; (comme dans les propositions 6.98et 6.99). Nous énongons ici ce
résultat (connu sous le nom de théoreme central limite).

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et (X,,),ecn+ une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables. On note m = E(Xy)
et % = Var(X,). On pose

1 n
Y, = 7 ;(xi —m).

La suite (Y,,),en converge alors en loi vers toute v.a.r. Y dont la loi est la loi normale N (0,62) (la loi normale, ou
loi de Gauss, N (0,02), est définie au chapitre 4 section 4.4 dans le cas 6% # 0 et N'(0,0) = &g).

6.5 Exercices

6.5.1 EspacesL’,1<p<oo

Exercice 6.1 (Fonctions nulles p.p. sur un ensemble mesurable) Soit (E, T, ) un espace mesuré, p € [1, 00 et
AeT.Onpose F={f € L%(E, T, m); f = 0 p.p. sur A}. Montrer que F est fermé (dans L%(E, T, m)).
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Corrigé — Soient (f,)yeny CFet f € L%(E, T,m) t.q. f, — f dans L%(E, T, m).

Grace a 'inégalité de Holder (inégalité (6.1) pour 1 < p < oo ou inégalité (6.10) qui contient aussi le cas p =1), on a,

pour tout g € L]%(E, T, m) avec q = pil’

Ufngdm Jfgdm

angdm - jfgdm, quand n — +oo. (6.39)

J| Fgldm <|Ifu = flipliglly = 0, quand n — +oo,

et donc

On prend alors g = (|f|)p_11{f>0}1A—(|f|)p_1l{f<0}1A EL?K(E,T,m)sip >1etonprend g =1f50)1A—1{f<o)lAa €
LR(E T, m)sip=1.

Comme f,g = 0 p.p., on déduit de (6.39) que j|f|p 1adm =0 et donc que f =0 p.p. sur A.

Un autre démonstration est possible en utilisant la réciproque partielle du théoreme de convergence dominée (théoréeme
6.11).

Exercice 6.2 (Fonctions positives ou nulles p.p.) Soitp € [1,00] et C={f € LP(R,B(R),A); f > 0 p.p.}. Montrer
que C est d’intérieur vide pour p < co et d’intérieur non vide pour p = co.

Corrigé — Casp <o

Soit f € C et soit € > 0. On va construire g € LP(R, B(R),\), avec g ¢ C et ||f — g||p < &. Comme ¢ est arbitraire, ceci
montrera bien que f ne peut pas étre dans lintérieur de C et donc, comme f est arbitraire, que C est d’intérieur vide.

On choisit, comme d’habitude, un représentant de f. On pose A, ={0 < f < n} € B(R). La suite (A;;),eN est croissante
et |Uyeny Ay = {f = 0}. Par continuité croissante de A, on a donc M(A,)) — M{f > 0}) = co quand n — +oo. Il existe
donc n € N* t.q. M(Ay;) > 0. On choisit cette valeur de n et on pose A = A,,.

( n+1 )

l+l[

On prend maintenant m > P (ce choix sera bientdt compréhensible. .. ) et, pour i € Z, on pose B; = AN [m, il

Comme les B; sont disjoints deux a deux et que | J;cz,Bi = A, on a MA) =Y ;cz MB;). 1l existe donc i € 7 tel que
AMB;) > 0. On choisit cette valeur de i et on pose B = B; (noter que A\(B) < 1/m).

On construit maintenant g en prenant g(x ) si x € BS et g(x) = —1 si x € B. La fonction g mesurable et :

J|g|pdm j |g|pdm+J |glPdm < J|f|pdm+)\

On adonc g € LP(R,B(R), ) (et g € LP(R, B(R), A) en confondant g avec sa classe d’équivalence). On a aussi g & C
car M(B) > 0 et g < 0 sur B. Enfin ||f —g||p <(n+1)PAB) < (n+1) < €P (par le choix de m), donc ||f — gllp <e

Ceci montre bien que C est d’intérieur vide.

Casp=o0

Onprend f =1 € L2(R, B(R), A) (et donc f € L®(R, B(R), X) en confondant f avec sa classe d’équivalence). On note
B(f,1) la boule (dans L™°) de centre f et de rayon 1. Soit g € B(f,1). Ona |l —g|=|f - gl <|lf - gllo <1 p.p.. On
en déduit que g > 0 p.p. et donc que g € C. La fonction f appartient donc a ’intérieur de C, ce qui prouve que C est
d’intérieur non vide.

Exercice 6.3 (Convergence essentiellement uniforme) Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,),cn une suite de
fonctions mesurables de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R.

Montrer que || f,,— flleo — 0, quand # — +o0, si et seulement s’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,, — f uniformément
sur A¢, quand 1 — +oo.
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Corrigé —  On suppose que ||f;, — flloo — 0, quand n — +co.

SoitneN, ona|f,—f| < |fi—fllco P-p- (voir, par exemple, ’exercice corrigé 4.37). Il existe donc A, € T t.q. m(A,) =0
et |(fu = £ < lfn = flloo pour tout x € Aj,.

On pose A = J,en Ay, on a alors, par 6—additivité de m, m(A) = 0 et, pour tout n € N :

sup |fu(x) = (O < fn = flloo-
xeA¢

On en déduit que f; — f uniformément sur A, quand n — +oo, ce qui donne la propriété désirée.
Réciproquement, on suppose maintenant qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,, — f uniformément sur A, quand
n— +o0.

Soit n €N, on a, pour tout x € A%, |f,,(x) — f(x)| < SUPyeAc |fu(v) = f(v). Comme m(A) =0, on en déduit :

fu = fl < sup |fu(®) = f @) PP
yeAL

et donc :

Ifu = flloo < sup Ifu(¥) = f@)I-

yeAS

Comme f,, — f uniformément sur A€, quand n — +oo, ceci donne bien ||f, — fllco = 0, quand n — +oo.

Exercice 6.4 (Densité et continuité en moyenne) 1. Soit p € [1, co[. Montrer que C.(R, R) est dense dans L%(R,
B(R), A). Soit f € LE(R, B(R), A), montrer que ||f — f (- + h)||, — 0 quand h — 0.

Corrigé — Densité de C. dans L? On reprend ici la démonstration faite pour p = 1 (voir le théoréme 5.20)

1l est clair que C¢(R,R) C LP = E%(R,B(]R), ). En confondant un élément de LP avec sa classe d’équivalence, on
a donc aussi C.(R,R) C LP = L%(]R,B(R), A) (ceci est aussi vrai pour p = ). L’objectif est donc de montrer que
pour tout f € LP et tout € > 0, il existe ¢ € C.(R,R) t.q. ||f — ¢llp <& Onva raisonner en plusieurs étapes (fonctions
caractéristiques, E,, M, et enfin LP).
(a) On suppose ici que f =15 avec A € B(R) et AM(A) < co.
Soit € > 0. On prend la méme fonction ¢ que pour p = 1 (démonstration du théoréme 5.20). On a ¢ € C.(R,R),
@=1surK, ¢ =0sur O et 0<¢ <1 (partout). Les ensembles K et O sont .q. KC AC O et M(O\K) < 2e. On
en déduit que f —@ = 0 sur KUOC et 0 <|f — ¢| < 1, ce qui donne
If - @l < AMO\K) < 2,
et donc .
If = llp < (2¢)7.
Comme ¢ est arbitrairement petit, ceci termine la premiére étape.
(b) On suppose ici que f € £, N LP. Comme f € &,, il existe ay,...,ay, >0et Ay,..., A, €T tgq. f = Z?:l aila,;.
Comme f € LP, on a, pour tout i, af)\(Ai) < f|f|pdm < 00. Donc, MA;) < 0.
Soit € > 0, I’étape 1 donne, pour tout i, I'existence de @; € Co(R,R) t.4. |14, — @jll, <& Onpose o =Y.' | a;; €
Cc(R,R) et on obtient ||f — ¢llp < ( ?:1 a;)e (ce qui est bien arbitrairement petit).
(¢c) On suppose ici que f € M, N LP.
Soit € > 0. Comme f € M, il existe une suite (f;)nen C €4 t.q. fu T f quand n — +oco. La suite (f — f;)nen est
donc dominée par f € LP. Le théoréme de convergence dominée donne alors que (f — f,;) — 0 dans LP quand
n — +oo. On peut donc choisir g = fy € £, t.q. |If —gllp <e.
L’étape 2 donne alors Iexistence de @ € C.(R,R) r.q. ||g — (p||p <& D’oul'on déduit || f - ¢ll, < 2¢, ce qui termine
I’étape 3.
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(d) On suppose enfin que f € LP.

Soit e > 0. Comme f* € M, NLP, I'étape 3 donne qu’il existe 91,92 € C.(R,R) t.q. ||f t —¢1 llp <eetllf =pallp <
& On pose alors @ = @1 — @2. Ona @ € C(R,R) et ||f — ¢ll, < 2¢, ce qui prouve bien la densité de C.(R,R) dans
LP.

Continuité en moyenne
On raisonne ici en 2 étapes :

(a) Soit @ € C.(R,R). La fonction ¢ est donc uniformément continue, ce qui donne

sup |@(x + h) — @(x)| = 0 quand h — 0.
xeR

Soita>0t.q. ¢ =0 sur[—a,al. Pour h€ R r.q. |h| <1, on a donc, comme @(x+h)—@(x)=0six&[-a—1,a+1]

J|cp(x +h)—@(x)[Pdx < (2a+2)sup|@(x + h) — @(x)|P — 0, quand h — 0.
xeR

On en déduit que ||o(- + h) = @ll, — 0 quand h — 0.

(b) Soit f € LP. L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f (- + h) € LP pour tout h € R. On
veut maintenant montrer que ||f (- + h) - fl, — 0 quand h — 0.

Soit € > 0. D’apres la densité de C. dans LP, il existe ¢ € C¢ t.q. ||f — ||, < & L'invariance par translation de la
mesure de Lebesgue donne ||f (- +h) — (- + h)||p =|If - <p||p. On a donc, pour tout he R :

FC+ )= fllp < 21f = llp + ll(- + B = @l < 26+ [lp(- + 1) = ]

D’apres la premieére étape, il existe 1> 0 t.q.

I <n = llo(-+h) - @ll, <.
Donc,

Il <n=If(+h) = fll, < 3e
Ce qui prouve bien que f(-+h) — f dans LP, quand h — 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pour p = oo ?

Corrigé — Les assertions précédentes sont fausses pour p = co, comme cela est montré dans I’exercice 8.4.

(a) On a bien C.(R,R) C L%(R,B(R), A) mais le résultat de densité est faux. On prend, par exemple, f = Ljo,1[- I est
facile de voir que ||f — ¢||co > % pour tout @ € C;(R,R).
(b) On prend ici aussi f = 1yo 11. 1l est facile de voir que || f (- + h) = flloo = 1 pour tout h = 0.

Exercice 6.5 (Sur la séparabilité) 1. Montrer que L%(R, B(R), A) est séparable pour p € [1,00[ et n’est pas
séparable pour p = co.

2. On munit Cy(R,R) et C,(R,R) de la norme de la convergence uniforme. Montrer que Cy(RR, R) est séparable et
que C,(R,R) n’est pas séparable.

Exercice 6.6 Soient (E, T, ) un espace mesuré, et f, g, i des fonctions mesurables de E dans R. Soient p,g,r €

1 1 1
11, +o0], tels que — + — + — = 1, montrer que :
P 9

r
flfghldm < (f Ifl”dm)fl’(f Ingm)%(j B[ dm)7.

(En convenant que 0 X (+o00) = 0.)
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Exercice 6.7 (Produit L? —L7) Soient (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,+o0] et g le conjugué de p (i.e. g = p ).
Soient (f,)yen € LA(E, T,m), (g,)nen € LL(E, T, m), f € LE(E, T, m) et g € LL(E, T, m) t.q. f, — f dans R( ,
T, m) et g, — g dans L]%(E, T, m). Montrer que angndm — Jfgdm lorsque n — +oo0.

Corrigé — On remarque d’abord que le lemme 6.5 (ou la proposition 6.26 pour avoir aussi le cas p = co ou q = o)

donne que fg € Lﬁg(E, T,m) et f,8, € Lﬁk(E, T, m) pour tout n € N. Puis, on utilise l’inégalité de Hélder (lemme 6.5 et
proposition 6.26) pour obtenir

| ugtm= [ saami <1 (= pigudmi+1 [ fig0-grini

<fu = fllplignllg +11£1lpllg = 8ullg = 0, quand n — +eo,
car |lfu=fllp = 0, llg=gully — 0 (quand n — +oo) et la suite (||gylg)neN est bornée car la suite (g,)neN est convergente
dans 11.

Exercice 6.8 (Caractérisation de £P) Soit (E, T, m) un espace mesuré, p € [1,00] et g = f%' On note L” 1’espace
L (E, T,m) (pour r € [1,00]).
Soit f : E — IR une application mesurable. On suppose que fg € L' pour tout g € £9. Le but de I’exercice est de
montrer que f € LP.
1. On suppose, dans cette question, que p = 1. Montrer que f € L.
2. On suppose, dans cette question, que p = co. Pour montrer que f € £, on raisonne par 1’absurde en supposant
que f & L.
(a) Soit a > 0. Montrer qu’il existe f > « t.q. m({a < |f]| < B} > 0. En déduire qu’il existe une suite croissante
(o) nen t-q- g =0, o, = net m(A,,) > 0 avec A, = {o,; <|f| < 41} (pour tout 1 € N).
(b) Soit (b,,),eny CR. On pose g =) ,cnbyla, (les A, étant définis a la question précédente). Montrer qu’un
choix convenable de (b,,),cy donne g € L et fge L1,
(c) Conclure.
3. On suppose, dans cette question, que p €]1, oo[ et que m(E) < co. Pour montrer que f € £, on raisonne une
nouvelle fois par 1’absurde en supposant que f ¢ LP.
(a) Soit o > 0. Montrer qu’il existe p > a t.q. 1 < IA |[fIPdm < co avec A = {a < |f| < B}. En déduire qu’il existe
une suite croissante (0(;),en t.q. g =0et 1 < fA |[fIPdm < oo avec A, = {o,; <|f] < oy41} (pour tout n € N).
(b) Soit (b,),eny CR. On pose g = Y o bl fIP11 A, (les A, étant définis a la question précédente). Montrer
qu’un choix convenable de (b,,),en donne g € L7 et fge L1
(c) Conclure.
4. On suppose, dans cette question, que p €]1, co[ et que m est o-finie. Montrer que f € LP.
Exercice 6.9 (Une fonction L est “mieux” que L” ?) Soit (X, T, ) un mesure mesuré, 1 <p < +ooet f € LP

(avec LP = L%(X, T, m)). L’exercice consiste a montrer qu’il existe ¢ € C(R,,R,) t.q. lim,_,,, @(s)/s = +co et
@(f) e LP.

1. (Question préliminaire) Soit (a,,),cn+ Une suite de nombres positifs t.q. Y % a, < +oco. Montrer qu’il existe
P e C(R,, R, ) croissante t.q. lim;_,, ., P(s) = +oo et } 2] Pp(n)a, < +oo.

2. Montrer qu’il existe @ € C(R,,R,) t.q. lim,_,, o, (p(s)/s =+ooet @(|f]) e LP.

Exercice 6.10 (Convergence de ||- ||, quand p — +c0) Soit f une fonction de R dans R, continue a support
compact. Montrer que [|f|l, — [|f|lo lorsque p — +co.
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Exercice 6.11 (Convergence de I’intégrale du produit de fonctions)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),en C Lﬁg(E, T, m), (§n)nen CLR(E, T, m), f € L]%%(E, T, m)etg € LY (E,
T, m). On suppose que f,, — f dans LﬁQ(E, T, m).

1. On suppose que g, — g dans Ly’(E, T, m). Montrer que f,g, — f g dans L]}Q(E, T, m).

Corrigé — Cette question a été faite dans ’exercice 6.7.

2. On suppose maintenant que g, — g p.p.. Montrer par un contre—exemple qu’on peut ne pas avoir f,g, — fg
dans L]%(E, T, m).
Corrigé — On prend (E, T, m) = (R, B(R),\). On prend f = g =0 et, pour n € N,
fn=8n= \/Hl]o’%r
On a bien (f,)neN C Lﬁg(E, T,m), (gn)nen CLR(E, T, m), f € L]%(E, T, m) et g € LY (E, T, m) (comme d’habitude, on
confond un élément de LP avec sa classe d’équivalence).
On a aussi f; — 0 dans L]E(E, T, m) (car ||fyll1 = %) g1 — 0 p.p. et fu,9, /> 0 dans L%(E, T, m) car ||fugnlll =1
pour tout n € N.

3. On suppose maintenant que g, — ¢ p.p. et qu’il existe M € R t.q. ||2,|l.0c < M. Montrer qu’on a alors f,,g, — fg
dans L]k(E, T, m).

Corrigé — On remarque d’abord que fg € L%R(E, T,m) et f,q, € LIIR(E, T, m) pour tout n € N (voir la proposition
6.26). Puis, on écrit

[ fugudm= [ seami< [ 1f, = gatd+ [ g, - gam. (6.40)
Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers O car il est majoré par M|\f, — fll1 qui tend vers 0
quand n — +oo.

Pour montrer que le deuxiéme terme de cette inégalité tend aussi vers 0, on pose hy, = |f||g, — gl Ona h,, — 0 p.p.
car g, — g p.p., quand n — +oo. On a aussi 0 < h,; <2M|f| e L%{(E, T, m) (en effet, comme g, — g p.p. et |gy| <M
p.p., on a aussi |g| <M p.p.). On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée. Il donne que Ihndm — 0.

On en déduit que le deuxieme terme de (6.40) tend vers 0 quand n — +oo et donc que f,g, — f g dans L]%R(E, T, m)
quand n — +oo.

Exercice 6.12 (Mesure de densité) Soit (E, T,m) un espace mesuré et p une mesure de densité f € M, par
rapport & m, montrer que :

(i) fgdwffgdmyvgeﬂa
(ii) Soit g€ M, alors g€ Ll (p) & fgeLl(m),
etsi g € L!(p), alors jgdp = Jfgdm

Exercice 6.13 (Opérateur a noyau) Soit K : R?> — R, une fonction mesurable (on a donc K € M_ (R?, B(R?))).
On suppose qu’il existe M € R, t.q. jK(x, t)dt <M, pour tout x € R, et jK(t,y)dt <M, pour tout y € R.

Pour tout 1 < p < oo, on note LP 1’espace K%(R,B(R), A) et LP I’espace L%(R, B(R), ).

Si f : R — R est une fonction mesurable, on pose, pour tout x € R t.q. K(x,-)f(-) € £!, T(f)(x) = JK(x, t)f(t)dt.
Soit 1 < p < c0. [On conseille de considérer séparémentlescasp=1,p=ooet1 <p <oo.]
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1. Soit f € LP (on identifie f, comme d’habitude, avec I’'un de ses représentants, on a donc f € £P). Montrer que
T(f)(x) est définie pour presque tout x € R. Montrer que T(f) € L? (au sens “il existe g € LP t.q. T(f) = g p.p.”).

2. Montrer que T est une application linéaire continue de L? dans LP.

Exercice 6.14 (Inégalité de Hardy) Soit p €]1, co[. On note LP 1’espace [3&(]0, oo[, B(]0, o0[), A) (A est donc ici
la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, oo[).

Soit f € LP. Pour x €]0, o[, on pose F(x) = 1 ffl]olx[d)\. Le but de I’exercice est de montrer que F € LP et

~x
Bl < 525 l1f 1.

1. On suppose, dans cette question, que f € C.(]0, oo[) (c’est-a-dire que f est continue et & support compact dans
10, o).

(a) Montrer F € C!(]0, oo[) N £P. Montrer que xF’(x) = —=F(x) + f (x) pour tout x > 0.
Corrigé — On pose G(x) = jfl]o’x[d)\ pour x €]0,00[. Comme f est continue, la fonction g est de classe C! sur
10,00[ (et G’ = f). On en déduit que F est aussi de classe C! sur 10, oo|.

Comme f est a support compact dans 10, 00|, il existe a, A €]0,00[, a < A, t.q. f(x) =0six <aoux>A. La
fonction f est bornée (car continue sur le compact [a, A] et nulle en dehors de ce compact), on note M = supf|f (x)|;
x € [a,A]}. On a alors |F(x)| < M(é_u)
aussi F € L=).

Comme xF(x) = G(x), on a bien xF’(x) + F(x) = G(x) = f(x) pour tout x €]0, co].

L14,00[(x) pour tout x €]0,00[. On en déduit que F € LP car p > 1 (et on

(b) On suppose, dans cette question, que f(x) > 0 pour tout x €]0, co[.
Montrer que JOOO FP(x)dx = I% Jooo FP~1(x)f(x)dx. [On pourra utiliser une intégration par parties.]
Montrer que ||F||, < [%llfﬂp

Corrigé — Soit n € N*. En intégrant par parties (entre FP et 1) sur |0, n[, on obtient :

n n
j Fp(x)dx:—J pFPLF (x)xdx + FP (n)n
0 0

n n
= J- pFP (x)dx —f pFPL f(x)dx + FP (n)n,
0 0
et donc :
n n
(p- l)J- FP(x)dx = J pFPL £ (x)dx — FP (n)n.
0 0
Comme 0 < FP(n)n < HP%IM(A —a) — 0, quand n — +oo (ou a, A, M sont définis a la question précédente) et que
F,f € LP, on en déduit :

J:o FP (x)dx = p"%l JOOO FP~L(x) f (x)dx.

_P_
En utilisant I’inégalité de Holder (entre f € LP et EP~L € £77T) on déduit de la précédente inégalité :
-1

0o 00 =2
| P 2o [P 7

et donc (comme F € LP) ||F||, < ,%”f”p

(c) Monter que |[F||, < I%Hfllp (on ne suppose plus que f(x) > 0 pour tout x €]0, col).
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Corrigé — 11 suffit de considérer H(x) = %f|f|1]0’x[d}\ pour x > 0. La question précédente donne que H € LP et
IHl, < pp%lllfllp Comme |F(x)| < H(x) pour tout x > 0, on a donc ||F||, < |H||, < p’%lllfﬂp

2. On ne suppose plus que f € C.(]0,c0[).

(a) Montrer qu’il existe (f,)uen C Cc(]0,00[) t.q ||f, = fll, = 0 quand 1 — +oo. [On pourra utiliser la densité de
C.(R,R) dans Lﬁ(R, B(R), A), exercice 6.4.]

Corrigé — On définit g par g = f sur 0,00 et g = 0 sur | — 00,0]. On a donc g € LP(R, B(R), A). il existe donc
(8n)nenN C Cc(R,R) t.q. g, — g dans LP (R, B(R), A) quand n — +co. On note g, la restriction de la fonction g, a
10, ool La suite (g,,)neN converge donc vers f dans LP, mais les fonctions g,, ne sont pas nécessairement & support
compact dans )0, oo. Il faut donc les modifier légérement.

On se donne une fonction @ € C(R,R) t.q. ¢ = 0 sur |—1,1[ et ¢ = 1 sur |- 2,2[€. On pose @,,(x) = @(mx) pour
x € R et m e N*. Le théoréme de convergence dominée donne alors que, pour tout n €N, on a ¢,,8,, — g, dans
LP(R, B(R), A) quand m — co. Pour tout n € N, on peut donc choisir my, € N* t.q. ||y, &, — Zallp < n}rl On pose
fn= P, &y ON G bien (f;)nen C Cc(]0,00[) et || f, — f”p — 0 quand n — +oo.

(b) Montrer que F € C(]0, co[) N LP et que ||F|, < %Hf”p
Corrigé — On pose G(x ffl]o x[d\ pour x €]0, co[. On remarque que G € C(]0,00[) car si 0 <x <y < oo, on
1
a (en utilisant I'inégalité de Holder) |G(x)—G(y)| < f|f|1]x’y dXr < ||fllp(y—x) 1 P. On a donc aussi F € C(]0, co[).

Soit (fu)nen C Cc(]0,00[) t.q. Iy = fllp — 0 quand n — +co. On pose Fy(x fffnl]o x[d\. On a donc Fy € LP
et
p
”Fn”p < Ifl”fn”p (6.41)

_1
Pour x €]0, 00[, on a (en utilisant I’inégalité de Holder) |E,(x)— F(x)| < l||fn —f||px1 P. On en déduit que F,, —» F
p.p.. 11 suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou a la suite (|F,|P),en pour déduire de (6.41) que F € LP et
lIEll, < p’%lllfllp-

3. Montrer que sup{ ” f||||P , feLP|Ifll, =0} = f 7 (dans cette formule, F est donné comme précédemment a partir

1
de f). [On pourra considérer la suite (f,,),en- définie par f,(t) =t ? 1)1 ,,((t) pour t €]0, co[.]

_1 1
Corrigé —  Soit n > 2 et f, définie par f,(t) =1t P 1) ,(t) pour t €]0,00[. Ona fy € LP et || fyllp = (logn)P.

On pose Fy(x) = %ffnl]o,x[dk et on cherche maintenant a minorer ||Fy||p. On remarque que F,(x) > 0 pour tout
x €]0,00[ et :
p-1

F,(x) = p"%l (x P —1), pour x € [1,n]. (6.42)

R =

Soit > 0. Il existe A>1tq.:
p-1 p-1

x>A=>xP —-1>2(1-n)x 7,
et donc, en utilisant (6.42), on obtient :
P "LinE = P (1 nlogn—log A)F
_ Zdx)P = — — P
w> A= IRl > L[ 2o = Lo nilogn-loga).

E,
ME,lp > Ll(l —1). Comme 1) > 0 est arbitrairement petit,

”fn”p

1
Comme ||fyll, = (logn)?, on en déduit que limsup,,_,

lIExll,
on a donc limsup,,_,, ||f”|| > Ll ce qui donne :
nllp

L ||,, a
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La majoration donnée a la question 3 permet de conclure :

lIF[lp p
sup{-——, f € LP, #0}= ——.

Exercice 6.15 (Continuité d’une application de L? dans L9) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p,q € [1, oo[
et g une application continue de R dans R t.q. :

ICER’; |g(s)| < Cls|7 +C, Vs € R, (6.43)

1. Soit u € £fR(E, T, m). Montrer que gou € £]§(E, T, m).

Corrigé — Cet exercice est tres voisin de [’exercice 4.40 correspondant au cas p = q = 1, le corrigé des 3 premieres
questions va donc suivre essentiellement le corrigé de ’exercice 4.40.

La fonction u est mesurable de E (muni de la tribu T) dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne (c’est-a-dire

mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On en déduit, par composition, que g o u est mesurable (de E dans R).

P
Pour s € [-1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)|1 < 29C1. Pour s e R\ [-1,1], on a |g(s)| < 2C]s|4 et donc |g(s)|9 <
29CA|s|P. On a donc, pour tout s € R, |g(s)|1 < 29CT + 29C1|s|P. On en déduit que, pour tout x € E, |g o u(x)|9 =
|g(u(x))|9 < 29CT + 29C|u(x)|P, et donc :

j|go ulldm < 29CTJull + 29CTm(E),

ce qui donne gou € [I]%(E, T, m).

On pose L" = L (E, T, m), pour r = p et r = q. Pour u € LP, on pose G(u) = {h € [lg%(E, T,m); h=govp.pl,
avec v € u. On a donc G(u) € L1 et cette définition a bien un sens, ¢’est-a-dire que G(u) ne dépend pas du choix
de v dans u.

Corrigé — La démonstration du fait que cette définition a bien un sens est essentiellement identique a celle du cas
p =q =1 (exercice 4.40). Elle n’est pas demandée ici.

2. Soit (u,),eny C LP. On suppose que u,, — u p.p., quand n — +oo, et qu’il existe F € L? t.q. |u,| < F p.p., pour
tout n € N. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L9.

Corrigé — Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants
de u et F, notés toujours u et F. Comme u,, — u p.p. quand n — +oco et que g est continu, il est facile de voir que
gouy — gou p.p.. On adonc G(uy,) — G(u) p.p..

4 14 14
On remarque aussi que |g o uy| < Clu,|1 + C < C|F|9 + C p.p. et donc |G(uy,)| < C|F|7 + C p.p., pour tout n € N.

P P
Comme F € FP, on a |F|1 € L. Les fonctions constantes sont aussi dans L9 (car m(E) < o0). On a donc C|F|7 +C € L1.
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée dans L1 (théoréme 6.9), il donne que G(u,,) — G(u)
dans 19 quand n — +oo.

3. Montrer que G est continue de LP dans L9.

Corrigé — On raisonne par I’absurde. On suppose que G n’est pas continue de LP dans 119. 1l existe donc u € LP et
(up)neN C LP t.q. uy; — u dans LP et G(uy,) /> G(u) dans L1 quand n — +oo.

Comme G(uy,) /> G(u), il existe e>0et @ : N— Nt.q. @(n) — co quand n — +oo et :
G (ug(n)) — G(u)llg > € pour tout n € N. (6.44)

(La suite (G(uq,(n)))neN est une sous-suite de la suite (G(u;,)) eN-)
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Comme u ;) — u dans LP, on peut appliquer le théoréme 6.11 (réciproque partielle de la convergence dominée
dans 19). 1l donne Iexistence de p : N — Netde F € LP 1.q. P(n) — oo quand n — +oo, Ugpop(n) = U p-p. et
|u(po¢(n)| < F p.p., pour tout n € N. (La suite (”(poq)(n))neN est une sous-suite de la suite (uq)(n))nEN)'

On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (”gpolp(n))neN- Elle donne que G(uq)oq)(n)) — G(u) dans L1
quand n — +oo, ce qui est en contradiction avec (6.44).

4. On considere ici (E, T,m) = ([0,1], B(R), A) et on prend p = q = 1. On suppose que g ne vérifie pas (6.43). On va
construire # € L! t.q. G(u ) gLl

(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe a,, € R tel que : [g(e,,)| = ne,| et |, | > 5.

Corrigé —  On raisonne par ’absurde. On suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s t.q. |s| > n. On pose M = max{|g(s)|,
s €[-n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n, n) (noter que n est fixé). en posant C = max{n, M},
on adonc :

lg(s)| < Cls|+ C, pour tout s € R,

en contradiction avec I’hypotheése que g ne vérifie pas (6.43).

Il existe donc s, t.q. |s| > n et |g(s)| > n|s|. Ceci prouve Iexistence de a,.

(b) On choisit une suite (o,,),en+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe

a>0tq.

+00

) =
— =
o,(n

L ja,|

Corrigé — Comme o, > 1, ona —L <1 etdonc:
n lay|n? = u3

0<p=) o lan? <

neN*
On choisit alors o = %

(c) Soit (a,,),,en+ une suite définie par: a; =1 eta,,; =a (ol oy, et o sont définies dans les 2 questions

04

" Ja|n?

4z _ \ +oo 1 1
précédentes). On pose u =) 5 o, 1[4, | 4, (- Montrer que u € L" et G(u) € L".

PPy n—1 &«
Corrigé - Pourn>2,0onaa,=1-3 '~
P=1 oy lp?

Gréce au choix de a, on a donc a, > 0 pour tout n € N*, et a,, |, 0, quand n — +oo.

La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone (plus précisément, on utilise sa
premiére conséquence, le corollaire 4.18) :

o
fwm Y lenllan-ane)= Y <o

neN* neN*

Donc, u € Ll et aussiu e L en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.
on remarque ensuite que g o U = Zn 1g((}cn)l[unﬂ’a”[. On a donc :

o
[lgonar=Y kgt -ann> Y %o

neN* neN*

ceci montre que gou & L1 et done G(u) ¢ L.

271



Exercice 6.16 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Egorov) Soit (E, T, ) un espace
mesuré et 1 < p < co. On note LP 1’espace Lﬁ’R(E, T, m). Soit (f,,),, une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose
que f, — f p.p., quand n — +co.

1. Montrer que ||fl, <liminf,_, . [[full,. [Traiter séparément le cas 1 <p <ocoetp = co.]

Corrigé —  On suppose que liminf,,_,, o [|fullp < oo (sinon, l'inégalité a démontrer est immédiate). Comme d’habi-
tude, on choisit des représentants de f, et de f (qui sont donc dans LP).

Pour p < oo, on utilise le lemme de Fatou (lemme 4.19) a la suite (g,)neN 00t §n = |fulP. Comme g, — |f|P p.p., 1l

donne :
14 <limi P
[ vrpam <timint [ 15pan.
On en déduit que ||f||, < liminfy, 4 o | fullp-

Pour p = oo, il existe A € T t.q. m(A°) = 0 et f,,(x) — f(x), quand n — +oo, pour tout x € A. Pour tout n € N, il
existe Ay € T t.q. m(AS) = 0 et f,,(x) < || fylloo pour tout x € A;,. On pose B=AN(N,enAp), de sorte que Be T et
m(B€) = 0. Pourx€ B, ona:

fx)= Jim fu(x) = iminf £,(x) < liminflf oo

On en déduit que ||flco < liminf, . o || fillco-

2. En prenant (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0,1[), A) (ot A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de ]0, 1[), donner
un exemple pour lequel la suite (||f,|l,)nen converge dans R et [|f], < lim,cn||f,ll,- [On pourra aussi traiter
séparément les cas 1 <p <ocoetp = c0.]

1
Corrigé — Pour p < oo, on peut prendre f, = np 110%[ (et f =0p.p.)

Pour p = oo, on peut prendre f,; = 110,1[ (et f =0p.p.)

Pour la suite de I’exercice, on suppose que ||fn||p — ||f||p, quand 1 — +oo.

3. Dans cette question, on suppose que p = 1.

(a) On suppose que m(E) < co. Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. On choisit
aussi un représentant de f, encore noté f. Soit A € T et € > 0. On suppose que f, — f uniformément sur A°.
Montrer qu’il existe ng t.q. :

n>ng :>J- |fn|dm§£+f |fldm.
A A

Corrigé — PourneN,ona:
j fuldm = f |f|dm+j (ful - IfDdm
A A A (6.45)
- f Fldm + 1f,lly ~ £l +J (f 1= Ifuhdm.
A A

Soit € > 0. Par convergence uniforme de f,, vers f sur A (qui est de mesure finie car m(E) < o0), il existe ny t.q.

wzm = [ Of1-labams [ 1= fldm<e

Comme ||fyll1 = |Ifll1, quand n — +oo, il existe ny t.q. n = ny = || fylly = |If|l1 < e Pour ng = max(ny,ny), ona
donc :

n2n0:>J. |fn|dmsj |fldm + 2e.
A A

ce qui donne le résultat demandé.
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(b) On suppose que m(E) < co. Montrer que f, — f dans L', quand 1 — +co. [On pourra utiliser le théoréme
d’Egorov.]
Corrigé — Soit € > 0. D’apres la proposition 4.50 page 141, il existe 6 > 0 t.q.

(A€eT, m(A)Sé):J |fldm <e.
A

Le théoréme d’Egorov (théoréme 3.39) donne Iexistence de A € T t.q. m(A) < d et f,, — f uniformément sur A°.
On a donc :

[ta=pidms { v ame [ igdam | iam

Ona jA |fldm < e. Par la question précédente, il existe n t.q.

n>ngy zJ- |fn|deJ- |fldm + 2¢ < 3e.
A A
Par convergence uniforme de f,, vers f sur AS, il existe ny t.q.
n>mnj :>J |fy = fldm < m(E)sup|f, — f| < e
Ac Ac
On a donc finalement :
n > max(ng,ny) = J-|fn—f|dm < 5e.

Ce qui prouve que f, — f dans L quand n — +oo.

(c) On suppose que m(E) = co. Soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe Ce T t.q. :
m(C) < oo et J |fldm <e.
CC

Corrigé — Cette question est résolue dans la proposition 4.50 page 141.

(d) On suppose que m(E) = co. Montrer que f,, — f dans L', quand 7 — +co.
Corrigé — Soit € > 0. La question précédente donne 'existence de C € T t.q. m(C) < co et JCC [fldm <e.
La proposition 4.50 donne ici aussi I’existence de 6> 0 t.q. (A€ T, m(A) < d) = JA |fldm <e.

Le théoreme d’Egorov (appliqué a la mesure définie par mc(B) = m(B N C) pour B € T, qui est bien une mesure
finie sur T) donne Iexistence de A € T t.q. m(ANC) < d et f,, — f uniformément sur A°. On a donc :

j|fn ~fldm < LCHC Iz _f'dWLUcc |fn|dm+jAUCC IFldm.

Par le choix de A et de C, on aJAUCC |fldm = J(AOC)UCC |fldm < jAmC |[fldm + ICC |fldm < 2e.

En reprenant la question 3a, on remarque que I’hypothése m(E) < oo n’a été utilisée que pour dire que m(A°) < co.
Ici, comme m(A€ N C) < oo, la méme démonstration donne donc qu’il il existe ng t.q.

n2n0:>j |fn|dmsf [fldm + 2e < 4e.
AUCE AUCE
Enfin, par convergence uniforme de f,, vers f sur A€, il existe ny t.q.
nzny = If = fldm <m(C)sup|fy, - fl <&
AcNC Ac
On a donc :
n > max(ng,ny) = f|fn —fldm < 7e.

Ce qui prouve que f, — f dans L quand n — +oo.
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4. Dans cette question, on suppose que 1 < p < co. Montrer que f, — f dans L?, quand n — +o0. [S’inspirer de la
méthode suggérée pour le cas p = 1.]

Corrigé —  On traite directement le cas général (c’est-a-dire m(E) < oo). Soit € > 0. Comme |f|P € L, La proposition
4.50 donne I’existence de C € T t.q. m(C) < oo et JCC |[fIPdm < e. Elle donne ici aussi I'existence de >0 t.q. (A€ T,

m(A) <8) = [, [fPdm<e

On applique maintenant le théoreme d’Egorov avec la mesure mc (comme a la question précédente) et pour les suites
(fi)neN et (|fulP)nen. On obtient (en prenant I’'union des ensembles donnés par le théoréme pour ces deux suites)
Dexistence de A€ T t.q. m(ANC) <9, f, > f uniformément sur A€ et |fy|P — |f|P uniformément sur A® . Ona :

jml—fwdmsj |fn—f|Pdm+2Pf |fn|Pdm+sz \fPdm.
ANC AUC® AUCE®

Par le choix de A et de C, on a jAUCC |fIPdm = LAQC)UCC [fIPdm < fAnC [fIPdm + ICC [fIPdm < 2e.

Comme a la question précédente, en reprenant la question 3a, on obtient qu’il existe ng t.q.

n2n0:>J |fn|pdmsj [fIPdm + 2¢ < 4e.
AUCe AucCe

En fait, pour montrer cette inégalité avec la question 3a, on remplace (6.45) par :

f |fn|Pdm=j |f|Pdm+f (ful? 1 P)dm
AUCe AUC® AUCC

= FIPdm+IIfulll = 1115 + (fIP = fulP)dm,
Auce AenC

et on utilise la convergence de ||f,,||§ vers ||f||§ la convergence uniforme de |f,|P vers |f|P et le fait que m(C) < oco.

Enfin, par convergence uniforme de f, vers f sur A, il existe ny t.q.

wxm = | V- fPdm < mCsuplf, - P <
ANC A

On a donc :
n > max(ngp, n1) = J|fn — fIPdm < 2P(7¢).

Ce qui prouve que f, — f dans LP, quand n — +oo.

5. Dans cette question, on suppose que p = oo et que (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[), A). Donner un exemple pour
lequel f,, /> f dans L*™°, quand n — +o0.

Corrigé — Pourn > 2, on pose f = 1]L 1 eton définit f,, ainsi :
3

1
1Sl§+ﬁ§xﬁl

On a bien, quand n — +oo, f; = f p.p., [fulloo = l|fllco € fu 72 f dans L= (car ||f;, — f|loo = 1 pour tout n > 2).

Exercice 6.17 (Convergence presque partout et convergence des normes, par Fatou) Soit (E, T, m) un espace
mesuré. Pour p € [1, 0], on note LP I’espace L%(E, T, m).

Soit p € [1, 00[, (fu)nen une suite d’éléments de LP et f € LP. On suppose que f, — f p.p. et que [|f,ll, — lIfll,
quand 1 — +oo.

1. On suppose que p = 1. Pour n € N, on pose g, = |f,,| +|f| = |f, — f| (en ayant choisi des représentants de f,, et f).
Montrer que g, > 0 pour tout € N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que f, — f dans L.
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Corrigé —  Comme |f — f,| <|f|+|ful, on a bien g,, > 0. Comme g, tend p.p. vers 2|f|, le lemme de Fatou (lemme
4.19) donne :

J2|f|dmslnlgi1;offgndm.
Comme ||fully = |Ifll1. on aliminf, .« [ gudm =2 [|fldm - limsup,,_,,, [|f = fuldm. On a donc :
f2|f|dm < 2J|f|dm—limsupj|f—fn|dm.
n—+oo

On en déduit que lim suanJrooIlf ~ fuldm <0, et donc que f, — f dans L.

2. On suppose maintenant que p €]1, oo[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn — f dans LP.

Corrigé —  On prend maintenant g, = 2P|fy|lP + 2P|f|P —|f, — fIP. Comme |f — f,| < |f|+|ful < 2max{|f,l,|f]}, on
alf = fulP < 2P max{|f,, |f1}P < 2P|fulP + 2P|fP. On a donc g, > 0. Comme g, tend p.p. vers 2P*Y|fIP, le lemme de
Fatou (lemme 4.19) donne :

p+1lyf1p P
J-Z [f] dmslr}gi&ffgndm,
Comme ||fullp — || fllp. on a

11m1nffg,, m=2P*1 f|f|pdm—11msupf|f—fn|pdm.

n—+00 n—+o00

On a donc

j2p+l|f|pdm < P+l J|f|Pdm—limSupJ‘|f_fn|pdm~

n—+oo

On en déduit que lim supn_)+oo_[|f — fulPdm <0, et donc que f,; — f dans LP.

Exercice 6.18 (Généralisation de I’exercice 6.17) Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,,),cn une suite de fonctions
mesurables de E dans R et f une fonction mesurable de E dans R. Soit p une fonction mesurable de E dans R. On
suppose qu’il existe g € R, tel que 0 < p(x) < q pour tout x € E.

1. (Question liminaire) Pour (4, p) € R, x R*, on pose

W(a,p) = aP = ePIn@) g5 0
P == 0 sia=0.

Montrer que ¥ est continue de R, x RY dans R.

Corrigé — Soit (a,p) € R, xRX et (a,, p,;) une suite de R, x RX telle que a = lim,_,, o a, et p = lim,_, o pa-
Pour montrer que lim,,_, o \(ay, py) = Y(a, p), on distingue deux cas :

Premier cas

On suppose a = 0. On peut alors supposer que a, # 0 pour tout n € N. On a alors limy,_, ., pyIna, = plna eton en
déduit la continuité de \ au point (a, p).

Second cas

On suppose a = 0. Pour tout n tel que a,, = 0, on a P(ay, p,) = Y(a,p) = 0. On peut donc se restreindre au cas a,, > 0.
On a alors lim,_, o, pylna, = —oco et donc limy,_, . o, Y(ay, p,) = 0 = P(a, p). ce qui donne la continuité de \p au
point (a,p) et termine cete question.

2. Montrer que I’application x i |f (x)|P*) est mesurable (de E dans R.,).
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Corrigé — Comme f est mesurable, il existe une suite (f,,),cN de fonctions étagées telle que lim,,_, ;o f,(x) = f(x)
pour tout x € E. Comme p est mesurable positive, il existe une suite (py,)neN de fonctions étagées positives telle que
limy, 400 pu(x) = p(x) pour tout x € E. On peut méme supposer que p,(x) > 0 pour tout n et tout x (il suffit, par
exemple, de remplacer la fonction pn parla fonction pn+1/n).

On pose hy(x) = |fi,(x |p" = U(|f ()], pa(x
La fonction h est étagée (et donc mesurable) La continuité de P nous donne limy,_, , oo hy,(x) = |f (x |p (x) pour tout
x € E. On en déduit que la fonction x — |f (x) (X) est mesurable.

On suppose maintenant que

. j| £ (x)P®dm(x) < +o0,

o flfn(x)lp(")dm(x) - flf(x)lp(x)dm(x), quand 1 — +o0,
® fu—fpp-
3. Montrer que Jlfn(x) — F(x)[P®dm(x) — 0 quand 1 — +oo.

[On pourra appliquer le lemme de Fatou 2 la suite (g,,),eny définie par g, = M(|f,[P +|f |P)—|f,— fIP en choisissant
convenablement M dans R.]
Corrigé — On choisit M =29. Pourn€Net x € E, on pose donc
(%) = 27| fy(x )+ 261|f
Comme |f (x) = fu(x |<|f |+|fn |<2maX |fn ||f ona
1 (20) = Fu (P < 2P max{Ify (), 1F )P < 2PD] £, ()P 4+ 2P| f

Comme p(x) < q, on en dedmt

=)= (P

I () = ful@)P) < 291, ()P 4 29) f ()P
On a donc g,(x) > 0.
La question précédente donne que g, est mesurable et comme f,, — f p.p., ona g, — 29+1 [fIP p.p.. Le lemme de
Fatou (lemme 4.19) donne alors :

J‘2q+1|f|pdm£1nigi§offgndm.
Comme | |fy(x)PX)dm(x) - [|f (x)PX)dm(x), on a
hmmfjg,,dm:zqﬂf|f(x)|P<X>dm( hmsupflf — Fu(x)PX) dm(x).

n—+ n—+o0o

On a donc
fzq“lﬂx)w(x)dm(x) < 24+1 Jlf(x)l”(")dm(X)
—hmsupflf(x)—fn<x>|P<X>dm(x>.
n—+oo

On en déduit que I|f(x) —fn(x)|p(x)dm(x) — 0 quand n — +oo.

Exercice 6.19 (Compacité LP — L9) Dans cet exercice, (E, T, m) est un espace mesuré. Pour tout 1 < r < oo, on
note L” I’espace Ly (E, T, m) (et L" I'espace Ly (E, T, m)).

1. Soit r > 1 et (g,),en une suite bornée de L”. Montrer que la suite (g,,),cn est équi-intégrable, c’est-a-dire que :

\7’£>0,36>Ot.q.neN,AeT,m(A)SE)zJ |guldm < e.
A
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[Utiliser I’'inégalité de Holder.]

Corrigé —  En utilisant I’inégalité de Holder (inégalité (6.1)) entre r €]1, 00| et son conjugué et les fonctions g, et
14, on obtient, pour tout A € T de mesure finie :

1
L gl < lgull, m(A) .

1
Si C est un majorant de {||gy||;, n € N}, il suffit donc de prendre d > 0 t.q. Co' ™7 <€ (ce qui est possible car r > 1)
pour avoir le résultat demandé.

Soit 1 < p < g < o et (f,),en une suite bornée de L9. On suppose dans toute la suite que f, — f p.p. quand
n— +oo.

2. (Compacité LP — L4.) On suppose que m(E) < co.
(a) Montrer que f € L1 (au sens ou il existe g € L9 t.q. f =g p.p.).

Corrigé — Pour chaque n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,,. Il existe A€ T t.q. m(A) =0 et
fu(x) = f(x), quand n — +oo, pour tout x € A€. On pose g(x) = f(x) pour x € A€ et g(x) = 0 pour x € A, de sorte
que g = f p.p. et g(x) =limy,_, ;o f1Ac(x) pour tout x € E.
Si q < oo, on applique le lemme de Fatou a la suite (|f,|1)en. 1l donne :
q imi q q

[ ttram < timing [ f,p1am <cr,
oit C est un majorant de {||fullg, n € N}. On a donc g € L1 et donc f € L1 (au sens demandé).
Si q = oo, comme |fy| < || fulloo P-P-, on déduit de g(x) =limy,_, ;oo fr1ac(x) pour tout x € E le fait que ||g]|co < C

p.p., out C est un majorant de {||fyllco, 1 € N}. On a donc, ici aussi, g € L= et donc f € L™ (au sens demandé).

(b) Montrer que f, — f dans L? quand n — +oco. [Utiliser la question 1 avec g, = |f,, — f|P et un théoréme du
cours. ]

Corrigé —  La suite (g,)neN est bornée dans L', avec r = % > 1. Elle est donc équi-intégrable (par la question 1).
Comme elle converge p.p. vers 0 et que m(E) < co, le théoreme de Vitali (théoreme 4.51) donne que la suite (g,,)neN

converge vers 0 dans L! er donc que f,, — f dans LP quand n — +co.
3. On suppose que m(E) = oco.
(a) Soit B e T t.q. m(B) < co. Montrer que f,, 15 — f1g dans LP quand n — +co.

Corrigé — On définit la mesure myg sur T en posant m(A) = m(A N B) pour tout A € T. la mesure mpg est finie.
On peut donc appliquer la question 2 avec cette mesure. On obtient que f,, — f, quand n — +oo, dans I’espace

L%(E,T,m}g). Ceci qui donne que f,1g — f1p dans LP quand n — +oo (car, j|fn - flP1gdm= I|f,, — fIPdmg).
(b) On prend ici (E, T,m) = (R,B(R),\), g =2, p = 1, f = 0. Donner un exemple pour lequel (f,),en C L,
f, 7> 0 dans L! quand 1 — +oo (et (f,),en bornée dans L2, f,, — 0 p.p. quand 1 — +00).
Corrigé —  On peut prendre, par exemple, fy =1, 1]
Exercice 6.20 (Convergence ‘“dominée en norme”, mesure non finie) Pour tout s € [1, 0], on note L° I’espace

Lk (R, B(R), ). Soit r,p,q € Rtq. 1<7r<p<gq<+00, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R et
f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que (f,),en et f vérifient les trois conditions suivantes :

— fy— f p.p., quand 1 — +co,

— la suite (f,) ey est bornée dans L" et dans L,
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— fu(x) = 0 quand x — +co, uniformément par rapport a n € N.
1. Montrer que f € L" N L1 (distinguer les cas q < +o0 et g = +00).
2. Soit € > 0, montrer qu’il existe d > 0 t.q.

AeBR), neN, M(A)<d=> J [fulPdX < e
A
3. Soit € > 0, montrer qu’il existe C € B(R) t.q. A(C) < +oo et

neNzJ [fulPdX <e
CE

4. Montrer que f, — f dans LP. [Utiliser le théoreme de Vitali, donné dans le cours.]
5. On suppose de plus que f,(x) = 0 pour tout n € N et tout x € R t.q. [x| > 1. Montrer que f, — f dans L® pour
tout s € [1, g[ et donner un exemple pour lequel f,, /> f dans L7 (distinguer les cas g < +oc0 et g = +00).

Exercice 6.21 (Sur les suites convergentes en mesure et bornées dans £P) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini.
Pour r € [1,+00], on note L" I’espace Ly (E, T, m). Soit p €]1,+00], (f,,)4en une suite bornée de LP (c’est-a-dire
Sup e llfullp, < +00) et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que f,, — f en mesure quand 1 — +oo.

1. Montrer que f € L. [On rappelle que, comme f,, — f en mesure, il existe une sous-suite de la suite (f,),cy qui
converge p.p. vers f.]

Corrigé —  On note M = supex || fullp. 11 existe une sous-suite de la suite (f,)neN qui converge p.p. vers f. On note
(fo(n)neN (avec @ strictement croissante de N dans N) une telle sous-suite.

Si p < +oo, on applique alors le lemme de Fatou a la suite (g,),eN avec g, = |f(p(n)|p- Comme g, — |f|P p.p., on en
déduit que

p <limi <MP
J|f| dm_légigfgndm_M < +o0.
Ce qui prouve que f € LP. (Ce résultat est aussi vrai si p = 1.)

Si p = co, comme |fo(n)l <M p.p., on en déduit que |f| <M p.p. et donc que f € L.

2. Soit q € [1, p[. Montrer que |f,,—f|l; — 0 quand 7 — +co. [Pour & > 0, on pourra utiliser, avec A, . = {|f,—f] < &},
I’égalité suivante :

SV = flodm= [, |fy=flidm+ [ 1fu= flidm.]

Corrigé — Pourtoute>0etneN, ona

[tfa=siram= [ Af=ptame [ Ve fiam < e+ [ 1~ fag . 60

n,e n,e
On suppose tout d’abord p < +co. En appliquant I’inégalité de Holder a la derniere intégrale (avec I’exposant p/q et
son conjugué), on obtient

1 a
[ 1= gt < ctmey ([ 15, - spam)? mias ).
Comme ||fyll, <M et [|fll, <M, on en déduit
9 _9
Jm,—fwdmgsqm(E)+(zP+1MP)pm(Ag,€)1 P,

Soit maintenant v > 0. On choisit tout d’abord ¢ > 0 t.q. €1m(E) < v. Puis, comme f, — f en mesure, on a
limy, ;oo M(AY, ;) = 0. 1l existe donc ng €N t.q.

q _4
n>ng = (2P*1MP)P m(Azr‘g_)1 P <
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et donc
n>ng $J|ﬂl—f|qdm§ 21.
Ce qui montre bien que ||f;, _f”q — 0 quand n — +co.

On suppose maintenant que p = co. Comme |f;| < M p.p. et |f| < M p.p., I'inégalité 6.46 donne
j| fu— Flldm < Tm(E) + 2TMTm(AS ).

On conclut alors, comme dans le cas p < +oo, que ||f,, — f”q — 0 quand n — +co.

3. (Question plus difficile.) Donner un exemple pour lequel [|f, - ]|, 7> 0 quand 1 — +co.
Corrigé —  Pour cet exemple, on prend (E, T,m) = (]0,1[, B(]0,1[), A) et p = 2. Pour n € N*, on définit f,, par
1 1
fn(x):\/ﬁsi0<x<;etfn(x):Osi;<x<l.

Avec ce choix, la suite (f;)neN+ est bornée dans L2, elle converge en mesure vers la fonction nulle mais [Ifull2 /0
quand n — +oo.

Exercice 6.22 (Caractérisation de £>°) Soit (X, T, ) un espace mesuré. Pour p € [1, 0], on note £P I’espace
K%(X, T, m). Soit f une application de X dans R. On suppose que pour tout 7 € N* il existe f, € L= et g, € L! t.q.

f=fu+8fullo <1et|gulli < % Montrer que f € L= et ||f||oo < 1.

Corrigé — On remarque d’abord que f est mesurable car f et g1 sont mesurables. Puis, pour montrer que f € L%, on
peut, par exemple, procéder de la maniére suivante.

Soit € > 0. Soit n € N*. Comme |f,| <1 p.p., ona|f| <1+|g,| p.p. et donc
m({lf1 =1 +e}) < m({lgnl > €}).

Puis, comme m({|g,| > €}) < %f|gn|dm < n%, on en déduit (quand n — +oo) m({|f| > 1+¢€}) = 0.

Finalement, comme {|f| > 1}) = U en+{lf1 = 1 + %}, la o-additivité de m donne m({|f| > 1}) = 0 et donc |f| < 1 p.p..
Ceci donne bien f € L™ et ||f]loo < 1.

N.B. Une autre méthode consiste a utiliser le théoreme 6.11. Il donne que, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on
a gy — 0 p.p. (quand n — +o0). On a donc f,; — f p.p.. De ||fulloo < 1, on déduit alors ||f ||eo < 1.

Exercice 6.23 (Convergence en mesure et domination) Cet exercice généralise au cas p > 1 ’exercice 4.36.
Soit (E, T, m) un espace mesuré et 1 < p < +oo. On note LP 'espace LP(E, T, m). Soit (f,,),en une suite d’éléments
de LP et f une fonction mesurable de E dans R. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

e f, — f en mesure quand n — +oo.

o Ilexiste g € LP, t.q., pour tout n € N, |f,| < g p.p..

1. Soit € > 0. En remarquant que |f| < |f — f,| +|f,,|, montrer que, pour tout n € N,
m{If1-g > e) < mlllf, ~ £1 > e]).

2. Soit € > 0. Montrer que m({|f| — g > €}) = 0. En déduire que |f| < g p.p. et que f € LP.
3. On suppose, dans cette question, que m(E) < +oo.

(a) Soit 1 > 0. Montrer que, pour tout 1 € N,

J|fn—f|Pdm§r|m(E)+J 2PgPdm.
{Ifu=fIP>n}
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(b) Montrer que lim,,_, , J |f, — fIPdm = 0.
[On rappelle que si, h est une fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il existe o > 0 t.q.

AeT, m(A)SézJ |hldm < e.]
A

4. On ne suppose plus que m(E) < +c0. Montrer que lim,,_, , o, f |f, — fIPdm = 0. [On rappelle que si, h est une
fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il existe C € T t.q. m(C) < +o0 et JCE |[hldm < e.]

Exercice 6.24 (Espace L' + L>)

Pour 1 < p < +0o0, on note £ ’espace E%(R,B(R), A) et LP I’espace L%(R,B(R), A). On désigne par || ||, la norme
dans £P ou LP.

On note E I’ensemble des fonctions de R dans R somme d’un élément de £! et d’un élément de £, ¢’est-2-dire

que f €Esiilexistege Ll ethe L2 tq. f =g+h.
1. Montrer que E est un sous espace vectoriel (sur R) de I’ensemble des fonctions de R dans R.
2.Soitge L, he L® et f = g+ h. Soit K un compact de R. Montrer que ||f 1|1 <Iglli + MK)|H]lco-
Pour f € E, on pose N(f) = inf{||g|l; + |hlleo, avec getht.q. f =g+h, g€ L et he L.
3. Soit f € E t.q. N(f) = 0. Montrer que f 1¢ = 0 p.p. pour tout compact K de R.
En déduire que f =0 p.p..
4. Soit f1, f, €eEtq. f1~: f p.p.. Montrer que N(f1) = N(f>)
On note maintenant E I’ensemble E quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.”. (Cet espace est souvent noté
L +1L*®)
Un élément de E est donc un ensemble d’éléments de E (deux 2 deux égaux p.p.).
5. montrer que E a une structure d’espace vectoriel induite par celle de E.
Pour F € E, on pose N(F) = N(f) ot f est un élément de F. (Cette définition est cohérente grace a la question
précédente.)
6. Montrer que N est une norme sur E.
7. Montrer que E muni de la norme N est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet).
8. Soit 1 < p < +oco. Montrer que L? s’injecte continfiment dans E (c’est-a-dire que I’application f > f est linéaire
continue de L? dans E).
[On pourra commencer par lescas p =1 et p = +00.]

Exercice 6.25 (Injection de /” in [9 si p < q)

Soit 1 < p < g < +00. Soit (a,,),en une suite de nombres réels.

1. On suppose dans cette question que ), .|a,[P = 1. Montrer que ), oy la,|7 < 1.

2. On suppose dans cette question que ), o |a,|P < +oo.
Montrer que ), cyla,|7 < 400 et que (ZneNlanlq)l/q < (ZneNlanlp)l/p. [On pourra commencer par le cas ol
ZneNlan|p =1]

3. Onnote L" I'espace L (R*, B(R*), A). Soit f une fonction de R* dans R. On suppose que f est constante sur les

intervalles |7, + 1[, i € N. On suppose que f € £P. Montrer que f € L7 et ||f lly <llfll,- Cette propriété est-elle
encore vraie si g = +00 ?

Exercice 6.26 (Exemples de v.a. appartenant a L7) Soit (Q,.A, P) un espace probabilisé et X une v.a. (réelle).
Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de g € [1, co] pour lesquels la variable aléatoire X appartient a I’espace
L1(Q, A,P):
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1. X suit une loi exponentielle £(A) (A > 0) (c’est-a-dire que la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue, avec f(x) = Aexp(—Ax)1]o 00 POUr x € R).

Corrigé — Soirqe[l,00[, 0na:

[Se]
j [X|1dP = j |x|7d Py (x) = j xTXexp(—Ax)dx < oo,
Q R 0

car la fonction x +— |x|1Xexp(—Ax) est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur RY. On a donc X €
L1(Q), A, P).

Soit maintenant q = co. Pour tout a > 0, on a, avec A =]a, oo :
P[X>a]= J 1A(X)dP = j 1a(x)dPx(x) = j Aexp(—Ax)dx >0,
Q R a
car Aexp(—Ax) > 0 pour tout x > a. Donc X ¢ L°(Q), A, P).

2. X suit une loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 (la loi de X a une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue,

avec f(x) = %xziﬂ pour x € R).

Corrigé — 11 suffit ici de considérerle cas q=1. Ona :

c ™ «x c (™1
J |X|dP:J |x|dPX(x)27J‘ 7dx27j —dx = oco.
Q R Ty x2+c? ). 2x

OnadoncXel! (Q, A, P), ce qui donne aussi X ¢ L1(Q, A, P) pour tout q € [1,00] (car L1(Q, A,P) C L! (Q, A,P)
pour g >1).
3. X suit une loi géométrique G(p) (p €]0,1[) (c’est-a-dire que P({X = k}) = p(1 — p)*=1, pour tout k € N*).

Corrigé —  On note Ap = (X = k} = {w € Q, X(w) = k} et A = ;2| Ag. Par o-additivité de P, on a P(A) =
Y22 P(Ag) = X582, p(1-p)k~! = 1. On a donc P(A®) = 0.

Soitg € [1,00[, ona:

0 00
f [X|1dP = J- [X|9dP = ZJ- IX[9dP = qup(l “pfl <o,
Q A ey Ag =

car la série de terme général k1p(1 —p)k_1 est convergente (pour le voir, il suffit, par exemple, de remarquer que
k+1)p(1 -p)k k+1)9(1 -
(k+1)Tp(1-p)" _ . (k+ 1) p)zl_p<1'
k—o0 kqp(l—p)k_1 k—oo k4

On a donc X € L1(Q, A, P).
Soit maintenant q = oo. Pour tout a> 0, on a P[X >a] > P(Ag) >0 si k >a. On adonc X ¢ L*(Q, A,P).

6.5.2 Espaces de Hilbert, Espace L?

Exercice 6.27 (Séries orthogonales dans L?) Soit H un espace de Hilbert et (f,,),cy une suite d’éléments de H
deux a deux orthogonaux. Un exemple important est H = LI%&(E, T, m) ou (E, T, m) est un espace mesuré. On note
|| - |z 1a norme dans H.

1. Montrer que la série Y, f, converge (dans H) si et seulement si ), ||f, || est convergente (dans R).

Corrigé — Comme H est un espace complet, la série ) ,cN f est convergente dans H si et seulement si la suite
des sommes partielles, (ZI’Z:O fi)nen, est de Cauchy (dans H). Cette suite des sommes partielles est de Cauchy si et
seulement si elle vérifie :
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m
Ve>0,3ngtq. mznzn0:>||ka||§ISe. (6.47)
k=n
Le fait que les f,, soient deux a deux orthogonaux nous donne (théoréme de Pythagore) que

m m
1Y fill = Il
k=n k=n

L’assertion 6.47 est donc équivalente a dire que la suite (ZZ:O ”fk”Iz—I)neN est de Cauchy (dans R), ce qui est équivalent
a dire que la série ) ,cN ||fn||2H est convergente (dans R).

2. On suppose que la série ), f, converge (dans H). On note f la somme de cette série. Soit ¢ une bijection

de N dans N. Montrer que la série ), fo(n) converge aussi vers f (dans H). (La série ),y f,, est donc
commutativement convergente, voir la définition 6.64.)

Corrigé — Comme la série )_,c f,, converge (dans H), la question I donne que la série ) ,cN || f”||12—1 est convergente
(dans R). On va en déduire que la série ) ,cN f(p(n) converge aussi vers f dans H.

Soit € > 0. Comme la série ), e ||f,,||12{ est convergente, il existe N € N tel que ) >N ||fn||]2_[ <e
Pour i €{0,...,N}, soit nj € N tel que ¢(n;) =i. On a alors

n n (o]

2 2

n > max{ng,...,nN} = || Zf‘f’(l’) - ZfP”H < Z Ifpllig <e
p=0 p=0 p=N

Mail il existe aussi m tel que

n
2
ansz—prIIHS&
p=0
On a donc
n

n>{m,ngp,...,nN} = || Zf(P(p) —f”%I <A4e.
p=0

Ce qui prouve bien que la série ), f(p(n) converge aussi vers f dans H.

Exercice 6.28 (L n’est pas un espace de Hilbert si p = 2) Montrer que L%(]R, B(R), A\) (muni de sa norme

usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si 1 < p < oo, p # 2. [Pour p # 2, chercher des fonctions f et g mettant en
défaut I’identité du parallélogramme, c’est-a-dire I’identité (6.13) page 234.]

Corrigé —  Onprend f = 119,11 et § = 1)1 ,2[, de sorte que f € L%(]R, B(R), A), g€ L%(R’ B(R), A) (avec la confusion
habituelle entre une classe et I'un de ses représentants) et que :

==

A llp =llgllp = L 1If +8llp = IIf = gllp =27

2
Pour p# 2, on adone ||f + I3+ If - gl13 = 2(27) = 4 = 2[IfI12 + 2llgl13.

L’identité du parallélogramme, c’est-a-dire ’identité (6.13) page 234, n’est donc pas satisfaite (pour p # 2), ce qui prouve
que, pour p # 2, la norme || - ||, (sur L%(R, B(R), X)) n’est pas induite par un produit scalaire.

Exercice 6.29 (Caractérisation des espaces de Hilbert séparables) Soit E un espace de Hilbert (réel) de dimen-

sion infinie. Montrer que E est séparable si et seulement s’il existe une base hilbertienne dénombrable de E [1’une
des implications a déja été vue].

282



Exercice 6.30 (projection sur le céne positif de L?) Soit (X, T, ) un espace mesuré et E = Lﬂé(X, T, m). On pose
={f€E f=0pp}
1. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de E.

Corrigé— LZestune.v, et tf+(1-t)g=>0p.p.. Onadonctf +(1—t)g € C, ce qui prouve que C est convexe.
Soit (fy)nen C Ct.q. fy — f dans L2 quand n — +oo. On veut montrer que f € C (pour en déduire que C est
fermée).

Pour tout ¢ € L2 ona Jf,,(pdm — Jf(pdm (car |an(pdm - If(pdm| <fu = fli2llell2)-

On choisit o = f~ € L2. Comme fuf~ =0 p.p., on en déduit —j(f_)zdm = fff_dm > 0, ce qui prouve que
f~ =0p.p. et donc que f >0 p.p.. On a donc montré que f € C et donc que C est fermée.

Pour montrer que C est fermée, il est aussi possible d’utiliser la réciproque partielle du théoreme de convergence
dominée (théoréme 6.11).

2. Soit f € E. Montrer que Pcf = f™.

Corrigé— On a f* € C. Pour montrer que Pcf = f¥, on utilise la premiére caractérisation de la projection
(proposition 6.49).

SoitgeCoona(f—fH|fr-22=—-(f"1f"-9)» :jf_gdm > 0 (on a utilisé ici le fait que f~f* =0 p.p.). La
proposition 6.49 donne alors Pcf = f+.

Exercice 6.31 (Exemple de non existence de la projection) Dans cet exercice, construit un espace de Banach
réel E, un sous espace vectoriel fermé F de E, ¢ € E\ F (et donc d(g,F) = inf{||g — f|lg, f € F} > 0...) tels qu’il
n’existe pas d’élément f € Et.q. d(g,F) =1lg - f|lE-
On prend E= C([O 1], R), on munit E de la norme habituelle, ||f||g = max{|f(x)|, x €[0,1]}. On pose F = {f € E;
=0, jo x)dx = 0}. Enfin, on prend g € E défini par g(x) = x, pour tout x € [0,1].

1. Montrer que E est un espace de Banach (réel).

Corrigé — Il est clair que E est un e.v. sur R et que ||-||g est une norme sur E, ¢’est la norme associée a la convergence

uniforme. On montre maintenant que E est complet.

Soit (fi1)neN une suite de Cauchy de E. Pour tout € > 0, il existe donc n(e) t.q. :

x€[0,1], n,m>n(e) = |f(x) — fin(x)| < e. (6.48)

De (6.48) on déduit que, pour tout x € [0,1], la suite (f,,(x))neN est de Cauchy. 1l existe donc f : [0,1] - R t.q.
fn(x) = f(x) quand n — +oo, pour tout x € [0,1]. Pour montrer que la convergence de f, vers f est uniforme, il suffit
de reprendre (6.48) avec un x fixé et un n fixé (n > n(e)) et de faire tendre m verts co, on obtient :

x€[0,1], n=n(e) = |fu(x)- f(x)| < e (6.49)
ce qui donne bien la convergence uniforme de f,, vers f. Comme les f,, sont continues, on en déduit que f est continue

(comme limite uniforme de fonctions continues), c’est-a-dire f € E. Enfin, (6.49) donne ||f,, — fl|lg < € si n > n(e) et
donc f, — f dans E, quand n — +oo, ce qui prouve que E est complet.

2. Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de E.

Corrigé — Onnote T et S les applications de E dans R définies par T(f) = f(0) et S(f) = f f(x)dx. Il s’agit donc
d’applications linéaires de E dans R. Elles sont également continues car |T(f)| < ||fllg et |S N < Ifllg pour tout
fe€E.

On en déduit que F est un s.e.v. fermé de E en remarquant que F = KerT N KerS.
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3. Soit f € F. Montrer que ||g — f||g > 1/2. [On pourra remarquer que IO (g—f)(x)ldx > JO g—f)x)dx=1/2]

Corrigé — Comme (g— f)(x) < (g — f)(x)| pour tout x € [0,1], on a bien

1
j <g—f><x>dxsj g - f)(x)ldx.
0

On remarque ensuite que, puisque f € F, on a jol (g—f)x)dx = IO x)dx = IO xdx = 2 Et donc :
1 1

Puis, comme [ (g~ £)(x)ldx < [lg - fIle. on en déduit que llg - fl > 1/2.

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élément f € F t.q. ||g— fllg = 1/2.

Corrigé — Dans le raisonnement de la question précédente, on remarque que les ||g — f|lg > 1/2 sauf si fol I(g -
1 1
HEldx =g = fllg et fy (g = f)(x)dx = [ 1(g = f)(x)ldx.

Soit f € Ftq. |lg—fllg = 1/2. onadomj g-f)lx dx_jo g-f)lx |dxerj0 g-f)(x)ldx = |lg - fllg. On

en déduit que (¢ — f)(x) = (g — f)(x | = ||g fllg = 1/2 pour tout x € [0,1]. En effet, s’il existe, par exemple,

x0 €[0,1] 2.q. (g— f)(x0) <|(g— f)(x0)l, on peut alors trouver (par continuité de g — f ) un intervalle ouvert non vide

sur lequel (g — f) < |(g— f)| et on en déduit JOI (g—-f)x)dx < ,[01 [(g — f)(x)ldx (un raisonnement analogue donne
(g = )X =llg = fllg pour tout x € [0, 1]).

On a donc montré que f(x) = g(x)— % =x- % pour tout x € [0, 1] ce qui est en contradiction avec f(0) = 0.

5. Montrer que d(g,F) = 1/2. [On pourra par exemple, montrer que ||g — f,|[g — 1/2, avec f,, défini par f,(x) =
—B,x, pour x € [0,1/n], f,(x) = (x—1/n) —B,/n, pour x € [1/n,1], et [Sn choisi pour que f,, € F.]
Corrigé — Soit n € N* et fn définie par f,(x) = —B,x, pour x € [0,1/n], f,(x) = (x—1/n)—p,/n, pour x € [1/n,1].

En prenant B, = (n—1)2/2n-1) on a fol fu(x)dx = 0 et donc f,, € F. On remarque ensuite que ||f,, — gllg =
1/n—pBu/n — 1/2 quand n — +oco. On en déduit que d(g,F) = 1/2.

Exercice 6.32 (Lemme de Lax—Milgram) Soit E est un espace de Hilbert réel et a une application bilinéaire de
E X E dans R. On note (- | -) le produit scalaire dans E et || - || la norme dans E. On suppose qu’il existe C € R et
a>0tq.:

la(u,v)| < Cllullllv]l, Yu,v € E (continuité de a),

a(u,u) > of|ul?, Yu € E (coercivité de a).

Soit T € E’. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u,v) pour tout v € E
(ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, que a est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (- | -), de ExXE
dans R par (u | v), = a(u,v). Montrer que (- | -), est un produit scalaire sur E et que la norme induite par ce
produit scalaire est équivalente a la norme || - ||. En déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u, v) pour
tout v € E. [Utiliser le théoreme de représentation de Riesz.]

Corrigé — L’application (- | -); : ExE — R est symétrique, linéaire par rapport a son premier argument, et
(1| u), >0 pour u € E\ {0} (grdace a la coercivité de a). C’est donc un produit scalaire sur E.
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La norme induite par ce produit scalaire est équivalente a la norme sur E, notée || - ||. En effet, les hypothéses de
continuité et coercivité de a donnent

Vallull < |ully < VCljull, Yu € E.

Comme T est dans E’, ¢’est-a-dire linéaire et continu pour la norme || - ||, T est aussi linéaire et continu pour la norme
|- lz- Or E muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert car la norme || - ||, est induite par un produit scalaire et
E est complet avec cette norme car il est complet avec la norme || - || qui est équivalente. On peut donc appliquer le

théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.56) avec E muni de la norme || - ||,. Il donne qu’il existe un et seul
u€Etqg T(v)=(u|v), pourtout v € E, ¢’est-a-dire qu’il existe un et un seul u € E 1.q. :

T(v) = a(u,v) pour tout v € E.

2. On ne suppose plus que a est symétrique.
(a) Soit u € E, Montrer que I’application v + a(u,v) est un élément de E’. En déduire qu’il existe un et un seul
élément de E, notée Au, t.q. (Au | v) = a(u,v) pour tout v € E.
Corrigé — L’application ¢, : E — R, définie par P, (v) = a(u,v) pour tout v € E, est bien linéaire de E dans R.
Elle est aussi continue car |{,, (v)| = |a(u,v)| < Cllulll|lv|| pour tout v dans E. On a donc ¥, € B (et ||, |lg < Cllul|).

Comme y, € B/, le théoréme de représentation de Riesz (théoréme 6.56) donne qu’il existe un élément de E, noté
Au t.q. (Au |v) =, (v) pour tout v € E, c’est-a-dire :

(Au | v) = a(u,v) pour tout v € E.

On note, dans la suite A 1’application qui a u € E associe Au € E.
(b) Montrer que A est linéaire continue de E dans E.
Corrigé — Soituj,up € E, a1,ap € R. On note w = aq ug +apuy. Comme a est linéaire par rapport i son premier

argument, on a :
a(w,v) = ara(uy,v)+ ara(uy,v) pour tout v € E,

et donc (Aw | v) = a1 (Auq | v) + ap(Auy | v) pour tout v € E, ou encore
(Aw — a1 Auy —arAuy | v) = 0 pour tout v € E.

On en déduit que Aw = oy Aup — ap Auyp (il suffit de prendre v = Aw — a1 Aup — op Auy dans I’égalité précédente)
et donc que A est une application linéaire de E dans E.

Pour montrer la continuité de A, on remarque que (pour tout u € E) |(Au | v)| = |a(u,v)| < Cl|lull||v|| pour tout v € E.
D’oi I'on déduit, en prenant v = Au, que ||Au|| < Cllu]|.

L’application A est donc linéaire continue de E dans E.
1l est important, pour la suite, de remarquer que la coercivité de a donne :
allull? < a(u,u) = (Au | u) < ||Aullllull, pour tout u € E,
et donc :
[lu]| < &IIAuH, pour tout u € E. (6.50)

(c) Montrer que Im(A) est fermé.
Corrigé —  Soient (f;)neny CIm(A) et f € Etq. f,, — f dans E quand n — +oo. On veut montrer que f € Im(A).

Comme f,; € Im(A), il existe, pour tout n €N, u, € E t.q. Auy, = f,,. L’inégalité (6.50) donne alors, pour tout
n,meN,

1
oty — ]l < a”fn _fm”

La suite (f,)neN €tant de Cauchy (car convergente), on en déduit que la suite (ii,)eN est de Cauchy et donc
convergente (car E est complet).
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1l existe donc u € E t.q. u; — u (dans E) quand n — +co. D’ou I’on déduit, comme A est continue, que f, =
Auy, — Au (dans E) quand n — +oo. On a donc f = Au, ce qui prouve que f € Im(A) et donc que Im(A) est
Sfermé.

(d) Montrer que (Im(A))*+ = {0).

Corrigé — Soit u € (Im(A))L. On a donc (Av | u) = 0 pour tout v € E. On prend v = u, on obtient, grace a la
coercivité de a :
alul® < a(u, u) = (Au | u) =0,

et donc u = 0. Ceci prouve bien que (Im(A))+ = {0}.

(e) Montrer que A est bijective et en déduire qu’il existe un et un seul u € E t.q. T(v) = a(u, v) pour tout v € E.

Corrigé — L’inégalité (6.50) donne Uinjectivité de A. Pour montrer la surjectivité de A, on remarque que Im(A)
est un s.e.v. fermé de E, on a donc E = Im(A) @ (Im(A))* (cf. théoreme 6.53). Comme (Im(A))*+ = {0}, on a donc
E =1Im(A), c¢’est-a-dire A surjective.
On a bien bien montré que A est bijective.
Le théoreme de représentation de Riesz (théoréme 6.56) donne ’existence d’un et un seul z € E t.q.
T(v)=(z|v), Vv €E.
D’autre part, la définition de A donne :
a(u,v) = (Au|v), Yv €E.
Pour u € E, on a donc :
(T(v) =a(u,v), Vv € E) © (z = Au).

La bijectivité de A donne I’existence d’un et d’un seul u € E tel que Au = z. On a donc un et un seul u € E tel que
T(v) = a(u,v) pour tout v € E.

Exercice 6.33 (Exemple de projection dans L?) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur les boréliens de
10, 1, par L? I’espace L%(]O, 1[,B(]0,1[), A) et par LP I’espace L%(]O, 1[, B(]0, 1[), A).
Soit g € L2.

1. Soit v € L% et ¢ € C=(]0, 1[,R) (on rappelle que ¢ € C2(]0, 1[,R) signifie que ¢ est une application de ]0,1]
dans R, de classe C*, et qu’il existe K c]0, 1[, K compact, t.q. ¢(x) = 0 pour tout x €]0, 1[\K) . Montrer que
vgd’ e Ll

Corrigé — Comme d’habitude, on va confondre un élément de LP avec l'un de ses représentants.

Comme g,v € L2, ona vg € L! (d’apres le lemme 6.5).
Puis, comme ¢’ € C2(10,1[,R), on a ¢’ € L et donc (par la proposition 6.26) vg’ € LL.

Onpose C={vel?;v<1pp., jvgq)’d)\ < fq)d)», pour tout ¢ € CX(]0,1[,R), ¢ > 0}. (On rappelle que
¢ > 0 signifie ¢(x) > 0 pour tout x €]0,1[.)

2. Montrer que C est un convexe fermé non vide de L?.

Corrigé — - C#0car0eC.
— On montre la convexité de C. Soient v,w € C et t € [0,1]. Ona tv + (1 — t)w € L2 (car L? est un e.v.). Du fait que
v <1pp. etw<1 p.p., ondéduit immédiatement (comme t >0 et (1 —t)>0)quetv+(1-thw<t+(1-t)=1
p.p-. Enfin, soit ¢ € C2°(]0,1[,R), ¢ > 0. Comme t > 0 et (1 —t) > 0, on remarque que
tfvgd/dX<t[pd],
(1-1) [wgd’dX < (1—t) [ pdA.
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Ce qui donne, en additionnant,
j(tv +(1-Hw)gdp’'dr < Jc{)dk.

On en déduit que (tv + (1 — t)w) € C et donc que C est convexe.

— On montre enfin que C est fermée. Soient (vy,)yen C C et v € L2 t.q. v,, — v dans L? quand n — +co. On veut
montrer que v € C.

On remarque tout d’abord que, grdce a l'inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (6.11)), on a :

fvnwd)\ — vad)\, quand n — +oo, Yw € L2 (6.51)

On prend w =v1ys1 € L2 dans (6.51). Comme vyw < wWp.p., ona Jvnwd)» < jwd)\. On déduit alors de (6.51)
que jvwd)\ < jwd}\ et donc que _[(v— 1)v1ys1dA < 0. Comme v(v—1)1y51 = 0 p.p., on a donc nécessairement
v(v=1)1y>1 =0 p.p. et donc AM{v > 1}) = 0, ¢’est-a-dire v < 1 p.p..

Soit maintenant ¢ € CX(]0,1[,R), ¢ > 0. Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Holder, on a :

Jvngcb’dk - ng¢'dk, quand n — +oo.
En effet,
|Jvng¢'dk—ngq)’dXI <14/ lleo J v, —vllgld A

<19 lleollvy = vll2ligll2 — 0,
quand n — +oo.

Du fait que, pour tout n €N, Ivngcp’d)\ < fq)d)\, on obtient donc, passant a limite quand n — +oco, que
Ivgc[)'dk < jq)dk, ce qui montre bien que v € C.

On a bien montré que C est fermée.

3. On désigne par 1 la fonction constante et égale a 1 sur ]0,1[. Soit u € C. Montrer que :
(|l — 1], £ |lv —1]|, pour tout v € C) & (J(l —u)(u—v)dA = 0 pour tout v € C).
Corrigé — On remarque d’abord que
(lu =1l < llv = 1|l pour tout v € C) & u = Pel.
On utilise maintenant la premiére caractérisation de la projection (proposition 6.49), elle donne que
u=Pl © (1-u|u-v)y >0 pourtoutveC),
et donc que

u=Plo (j(l—u)(u—v)d)\ZOpour tout v € C). (6.52)

4. Soitu € C t.q. |lu —1||; < |[v —1]|, pour tout v € C. On suppose que u,g € C'(]0, 1], R).
(a) Montrer que (11g)’(x) > —1 pour tout x €]0, 1[.

Corrigé —  On raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe ¢ €]0,1] t.q. (ug)’(c) < —1. Par continuité de (ug)’
en c, il existe donc a,bt.q. 0 <a<c<b<1 et(ug)(x)<-1 pour tout x €]a,b|.

On peut construire @ € CX(]0,1[,R) .g. ¢ > 0, @(c) > 0 et ¢ = 0 sur |a, b[. une telle fonction @ est obtenue, par
exemple, en prenant :

2y — b
P(x) = @o(%;)), x €]0, 1], (6.53)
avec ! 1
@o(x) =exp P €el-1,1], 6.54)

@o(x)=0, xeR\]-1,1].
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Comme u € C, on a, d’apres la définition de C (car ¢ est un choix possible pour §) :
b b
f u(x)g(x)@’(x)dx = fug(p'dk < fcpd)» = J- @(x)dx.
a a
Comme ug est de classe Cl sur [a, b, on peut intégrer par parties sur [a, b] pour obtenir (noter que ¢(a)=¢(b)=0)
b , b
Jﬂ —(ug) (x)p(x)dx < fa @(x)dx, ou encore :

b
f (1g) (x) + 1)p(x)dx > 0.

Ce qui impossible car ((ug)’ + 1) est une fonction continue négative, non identiquement nulle sur [a,b] (car non
nulle au point c).

(b) Soit x €]0, 1] t.q. u(x) < 1. Montrer que (#g)’(x) = —1.
Corrigé —  On raisonne encore par ’absurde. On suppose donc qu’il existe ¢ €]0,1[ t.q. u(c) <1 et (ug)’(c) = —1.
Comme on sait déja que (1g)’(x) > —1 pour tout x €]0, 1], on a donc (ug)’(c) > -1.

Par continuité de u et (ug) en c, il existe donc a,b, avec 0 <a<c<b<1,etd>0tq ulx) <l-0er
(ug)’(x) > =1+ & pour tout x €]a, b|.

On utilise la méme fonction ¢ qu’a la question précédente, c’est-a-dire donnée, par exemple, par (6.53) et (6.54).
La propriété importante est que @ € C2°(]0,1[,R) soit t.q. @ > 0, @(c) > 0 et ¢ = 0 sur |a, b[°.

On va montrer que pour € > 0 assez petit, on a u +e@ € C.

On remarque d’abord que u + e € L2 (pour tout € > 0). Puis, en prenant 0 <e <¢e) = ﬁ, onau+ep<1pp.

Enfin, soit ¢ € CX(]0,1[,R), ¢ > 0}. On a, en utilisant une intégration par parties sur un intervalle compact de
10, 1[ contenant le support de ¢ :

J((u +e@)g)d'dA = —j(ug)'(bd)\— 5J(Qg)'¢dk.

En utilisant le fait que (ug)’ > -1 (partout) et (ug)’ > =1+ & sur |a,b[, on en déduit

j((u +ep)g)dp’dr < fq;dx- 6Lb P (x)dx - aLb(q;g)’qu < qulx,

si0<e< %, avec M = maxye(4,5]|(9g) (x)| < 0o car (g)’ est continue sur [a,b].

En prenant € = min(e1,ep) > 0, on obtient donc u+e@ € C. Comme u = Pp1, on peut maintenant prendre v = 1 +€@
dans la caractérisation de Pg1, on obtient, comme € > 0 :

b
J‘ (1 —u(x))p(x)dx = J‘(l —u)pdA <0.

Ce qui est impossible car (1 —u)@ est une fonction continue positive, non identiquement nulle sur |a, b[ (car non
nulle en c).

(c) Montrer que u est solution du probleme suivant :
(ug)’(x) = -1, pour tout x €]0, 1],
u(x) < 1, pour tout x €]0, 1],
(1+(ug)(x))(u(x)—1) = 0, pour tout x €]0, 1].
Corrigé — On a déja vu que (ug)’(x) > —1, pour tout x €]0,1[. Comme u € C, ona u < 1 p.p.. Mais, comme u
est continue sur |0, 1[, ensemble {1 > 1} est un ouvert, cet ensemble est donc vide (car un ouvert de mesure de

Lebesgue nulle est toujours vide). On a donc u < 1 partout. Enfin, le fait que (1 + (ug)’(x))(u(x) — 1) = 0, pour tout
x €]0, 1], découle de la question précédente qui montre justement que (1 + (ug)’(x)) = 0 si u(x) < 1.
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Exercice 6.34 (Approximation dans L?) On désigne par \ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L?
I’espace L&(R, B(R), A) et par LP I’espace ﬁé(R, B(R), A). On note dt = dA(t).
Pour f € L? et k € N*, on définit Ty f de R dans R par :

n(x)+1
I
T f(x) = kf( : f(t)dt, (6.55)
T
N . n(x) n(x)+1 : .
ol n(x) est I’entier de Z tel que e <x< 5 (I’entier n dépend donc de x).

1. SoitkeN*et f € L2. Montrer que T f € L2 (plus précisément, T f € £2 et on confond alors, comme d’habitude,
Ty f avec {g € L2, g = Tif p.p.}) et que [T f1l2 < || fl2. pour tout k € N*.

Corrigé — Comme fl] w1 € LY pour tout n € 7, Ti(x) est bien définie pour tout x € R. On pose ¢, =
-

=

nel
kI% K f(t)dt, pour n € Z, de sorte que Ty (x) = c,, pour tout x € (7 "—?{'1[

Ty f est mesurable car (T f)~1(A) = Unezc,eal 3 % [€ B(R), pour tout A CR.

, on a (en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz)

PourneZetxe[%,%[

n+l
K
(Te(x)?=cp<k | = fA(n)t.
On en déduit (on utilise ici le premier corollaire du théoréme de convergence monotone, corollaire 4.18) :

n+l

I(ka)zd)\ = %c% < ZJT f2(t)dt = szdk.

nez neZ>k
On adonc T f € L2 et [Ty fll2 <IIf ll2-
2. Soit f € C.(R,R) (i.e. f continue de R dans R et a support compact). Montrer que Ty f — f dans L? quand
k — .

Corrigé — Soita>0t.q. f =0 sur [—a,a]. Comme f est uniformément continue, on a Ty f — f uniformément (sur
R) quand k — oco. En remarquant que Ty f = 0 sur [—-a—1,a+ 1] pour tout k € N*, on en déduit

ITef - FI2 = J(ka—f)zdks 2a+ DITef £ — 0, quand k — co.

3. Soit f € L. Montrer que Ty f — f dans L? quand k — co.
[On pourra utilser la densité de C,(R,R) dans L?, exercice 6.4.]
Corrigé —  Soit € > 0. Par densité de C.(R,R) dans L2, il existe @ € C(R,R) t.q. |If —ll2 <& Comme Ty est un

opérateur linéaire, on a, en utilisant la question 1 :

ITkf = fll2 < T f = Tepllz + 1T = @ll2 + llo = fll2 < 2l = fll2 + I T - ll2. (6.56)

La question 2 donne I’existence de kg € N t.q. le dernier terme de (6.56) soit inférieur a € pour k > ky. On a donc
Tk f = fll2 < 3€ pour k > ko, ce qui prouve que Ty f — f, dans L?, quand k — oo.
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Exercice 6.35 (Projections orthogonales)
On pose H = Lﬁ(] —1,+1[,B(] - 1,+1[), A). (On rappelle que B(] — 1,+1[) est la tribu borélienne de | —1,1]
et A la mesure de Lebesgue sur B(] —1,+1[).) Soit F = {f € H t.q. f]_l +1[f d\ = 0}. Soit G = {f € H tq.

f]_l,o[f d\ = f]o,l[f d\).

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels fermés de H. Déterminer les sous-espaces F+, Gt et FN G.

Corrigé — Pour f € H, on pose T(f) = j
J-1,+1[

fd)\etS(f):j fda—|  fdx

]-1,0[ 10,1]
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entre f et 1)_1 1, pour T, et f et (1)_1 o[ — 1o,1[), pour S, montre que T(f) et S(f)
sont bien définis pour tout f € H et que, pour tout f e H :
IT(H)I < V22, SO < V2 f .
On en déduit que T et S sont des éléments de H’ et donc que F = KerT et G = KerS sont des s.e.v. fermés de H.

De plus, comme T =0 et S =0, on a dim(FL) = dim(G1) = 1. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre v € F+,

?1:((1:)) 11:((7;/)) v. On en déduit

v) € FNFL = (0} et donc que w € Rv = vect{v), ce qui donne F+ = Rv et donc dim(FL) = 1. Un

v =0 (un tel v existe car T # 0 et H = F® FL). Pour tout w € F+, on a alors w = w —
T(w)
T(v)
raisonnement semblable donne dim(G+) = 1.

v+

que (w —

Soit f I’élément de H t.q. f =1 p.p.. On a clairement f € FL (car (f | h), = T(h) = 0 pour tout h € F) et donc, comme
dimFL = 1, FL = Rf.

Soit g U'élément de H t.q. g =1 p.p. sur | —1,0[ et g = =1 sur |0, 1[. On a clairement g € G+ (car (g | h)y =S(h) =0
pour tout h € G) et donc, comme dim G+ =1, G- = Rg.

1l reste a déterminer F N G. Soit h € FNG. On a donc I]—l of hd\= j]O 1
0= ﬁ—1,+1[f dir= 2f]_1’0[h d\ = 2[]0,1[]1 dM\, ce qui donne ﬁ—l,o[h dix= I]O,l[h dr=0.

hd\, car h € G, et donc, comme h € F,

Réciproquement, si h € H est t.q. f]& of hd\= .[]O 1 hdX\ =0, onabien S(h)=T(h)=0etdonche FNG. Ona

donc :
FﬂG:{heH;J hd)»:J- hd\=0}.
1-1,0[ 10,1]

2. Calculer, pour g € H, les projections orthogonales Pg(g) et P5(g) de g sur F et G.
Corrigé — Soit h € H. Comme h—Pgh € FL, il existe a € R t.q. h— Pph = o p.p.. Comme Pph € F, on a T(Pgh) = 0.
On en déduit que 2o = I_ll h(t)dt et donc
1 1
Prh=h- 5_[ h(t)dt p.p..
-1

Comme h—Pgh € G*, il existe p € Rt.q. h—Pgh = B p.p. sur |- 1,0[ et h—Pgh = —B p.p. sur 10, 1[. Comme Pgh € G,
on a S(Pgh) = 0. On en déduit que 2p = Lol h(t)dt— fol h(t)dt et donc

Pgh=h- L ([° h(t)dt - [} h(t)dt) p.p. sur]-1,0],

Ph = h+ S ([° h(t)dt — [ h(t)dt) pp. sur]1,0].

Exercice 6.36 (Projection orthogonale dans L?) On pose L = Lz (R, B(R), \) (muni de sa structure hilbertienne
habituelle) et, pour o, p € R donnés, a <, C ={f € L% a < f < B p.p.}.

1. Montrer que C est vide si et seulement si afs > 0.
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Corrigé — — Si ap > 0 (c’est-a-dire o et p non nuls et de méme signe), on a alors pour tout f €C, f >y =
min(|al, |B]) > 0 p.p.. Donc, Ifzd)\ > Y2 A(R) = oo, en contradiction avec f € L?. On a donc C = 0.

— On suppose maintenant off < 0. On a alors o < 0 < B et donc 0 € C, ce qui prouve que C # (.

2. On suppose maintenant que aff < 0. Montrer que C est une partie convexe fermée non vide de L2. Soit fe L2,
montrer que P¢ f (x) = max{min{f (x), B}, a} pour presque tout x € R. (P f désigne la projection de f sur C.)

Corrigé — (a) On sait déja que C = 0. On montre maintenant que C est convexe. Soient f,g € C et t € [0,1]. On a
tf+(1-t)ge L2 car L2 est un e.v.. Puis, du fait que a < f <P p.p. et a < g<Pp.p., ondéduit immédiatement que
a<tf+(l1-t)g<Pp.p.Donc tf +(1-t)geC.

Pour montrer que C est fermée, soient (f;)yen CC et f € L2 1q. fu — f dans L2, guand n — +oo. On peut montrer
que o < f < B p.p. comme dans le corrigé 6.33 (question 2) ou (pour changer de méthode...) de la maniére
suivante :

D’apres le théoréme 6.11 (réciproque partielle de la convergence dominée), il existe une sous-suite de la suite
(fn)neN convergeant p.p. vers f, c’est-a-dire il existe @ : N — N t.q. @(n) — co quand n — +oo et f(p(n) - fp.p.
quand n — +oco. Comme o < fcp(n) < B p.p., on en déduit o < f < p.p., et donc que f € C, ce qui prouve que C est
Sfermée.

(b) On montre maintenant que Pe f = max{min{f, p}, a}.
On confond comme d’habitude f avec I'un de ses représentants, et on définit g par
g =max{min{f, B}, o} = al{rco) + f La<f<p) + BL{f>p)-

g est donc une fonction mesurable de R dans R. Puis, comme |g| < |f| p.p., on a bien g € L2 (et donc g€ L2 avec la
confusion habituelle). Enfin, il est immédiat que o« < g < p p.p.. Donc, g € C.

Pour montrer que § = P¢ f, on utilise la premiére caractérisation de la projection (proposition 6.49). Soit h € C, on
a:

(f-glg=ha = [ (f~g)g-mir
= [ -axa=mygeadrs [(7-piE-m1ypar=o

car o <h < B p.p.. On en déduit que g =P¢ f.

Exercice 6.37 (L? n’est toujours pas un Hilbert...) Soit (E, T, ) un espace mesuré et L? = L%(E, T, m).

1. On suppose ici qu’il existe Aet BE T t.q. ANB =0, et 0 <m(B) < +o0, 0 <m(A) < +00. Montrer que L? est un
Hilbert si et seulement si p = 2. [On pourra utiliser I’identité du parallélogramme avec des fonctions de L? bien
choisies.]

Corrigé — On sait déja que L2 est un espace de Hilbert.

On suppose maintenant que p # 2 (et p € [1,00]) et on va montrer que LP n’est pas un espace de Hilbert. Pour cela,
Onpose f =1p et g=1p. On a bien f,g € LP. On va montrer que ’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée
pour ces deux fonctions. On distingue les cas p < co et p = co.

Premier cas : p < co. On pose a = m(A) et b = m(B) (noter que a,b €]0,0[). On a :
1 2 2 Z AR 2_ 2 .2
SOUF + gl + 1 = 13) = (a+ )7, I3 + I3 = a? + b

On en déduit 5(If + Il +1If = glIF) = If 15 +1Igllp = (a+b)*(1 = ha(t)) avec & = 2 et hq(t) = t* + (1 - )%,
t=-2-¢]0,1].

a+b
Un étude de la fonction h, montre que :

— Sia€l0,1], ona hy(t) > 1 pour tout t €]0,1],
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— Sia€]l,00[, ona hy(t) <1 pour tour t €]0,1].

L’identité du parallélogramme n’est donc pas vérifiée pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de LP
n’est pas induite pas un produit scalaire.

Deuxiéme cas : p = co. Dans ce cas, ona :
1
SUIF+ 8l +1f = gllp) =1, II£1I5 + liglly = 2.

On en déduit %(Hf + g||£ +If —g||12,) - ||f||12, + ||g||12, = —1= 0. L’identité du parallélogramme n’est donc pas vérifiée
pour ces fonctions f et g, ce qui prouve que la norme de LP n’est pas induite pas un produit scalaire.

2. Montrer que pour m = o (mesure de Dirac en 0), L%(R, B(R), m) est un Hilbert pour tout p € [1,+0c0].
Corrigé — Soit f € L%(R,B(R),m). Onallflly =1f(0)| (noter que tous les représentants de f ont la méme valeur en
0 car m({0}) > 0).

1l est facile de voir que la norme de LP est induite pas un produit scalaire, notée (- | -), ce produit scalaire est défini
par:

(f 1) =f(0)g(0), pour f,g € LP.

L’espace LP est donc un espace de Hilbert.

Exercice 6.38 (Espace /%) On note m la mesure du dénombrement sur P(N), ¢’est-a-dire m1(A) = card(A) si A est
fini et m(A) = co si A n’est pas fini.

On note 12 = Lﬁ(N,P(N), m).
1. Montrer que chaque élément de /? ne contient qu’un seul élément de ’espace Eé(N, P(N), m).
Corrigé — (Noter d’abord que m est bien une mesure sur P(N).)

Soient f,g € L2 = ﬁﬁ(N, P(N),m) t.q. f = g p.p.. Pourtout n €N, on a f(n) = g(n) car m({n}) =1 > 0. On en déduit
que f = g. Ceci montre bien que chaque élément de | 2 ne contient qu’un seul élément de I’espace L2

2. Montrer que 1’inégalité de Cauchy-Schwarz sur [? donne :

) aubn)?<) al) b}

neN neN  neN

pour toutes suites (an)neN: (bn)neN cR, tq. ZneN a% <ooet ZneN erI < 0o.

Corrigé —  Soient (a,)neN, (bn)neN C Ry 2.9. Y eN a% <ooet) ueN b% < oo (on peut aussi prendre a,, b, € R au
lieude R, ).

On définit f,g : N— R par f(n) = ay, et g(n) = by, pour n € N. Les fonctions f et g sont mesurables (toute fonction
de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur N est P(N)) et on a bien f,g € L? car :

J-fzdm:Zu%<ooet_]-g2dm:2b,%<oo. (6.57)

neN neN
En effet, pour montrer (6.57), il suffit, par exemple, de remarquer que

f?= Zurzzl{n} et g’ = Zgﬁl{n}

neN neN
et d’utiliser le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.18).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors que fg € ﬁ]%%(N, P(N),m), c’est-a-dire :

D lanbul < oo,

neN
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et que (f 18)2 <|Ifll2llgll2. On en déduit :
() anbn)*< ) an ) b
neN neN  neN

)

3. Soit ¢ : N* — N*, bijective. Montrer que ), o+ (Pn(—; = o0. [On pourra commencer par montrer que 22:1 ] <

1
o(p
;:1 11—7 pour tout 1 € N* puis utiliser I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.]

Corrigé — Soit n € N*. On peut ordonner I’ensemble des ¢(p), p € {1,...,n}, selon I’ordre croissant, c’est-a-dire :
{o(p), pell,...,n}} ={p1,...,pn} avec p; < pi+1 pour touti € {1,...,n—1} (on utilise ici I’injectivité de ¢). Comme
@ prend ses valeurs dans N*, on a p1 > 1. On en déduit (par récurrence finie sur i) que p; > i, pour tout i € {1,...,n},

et donc :
— = — < —. (6.58)
e e P
On utilise maintenant I’inégalité de Cauchy-Schwarz de la question précédente avec a, = 7\;@@) bp =1 pour
P Vo(p)
p=1,...,netay=0by =0 pourp>n, onobtient :
n 1 n n (p(p) n 1
)" = b <) ") G
p=1 p=1 p=1 P =T
En utilisant (6.58), on en déduit :
n n
Zl <y ep)
P 2’
p=1 p=1

et donc lim N 22:1 % > lim,en Z;ZI % = 00.

(Noter que cette démonstration reste vraie lorsque @ est seulement injective.)

Exercice 6.39 (Isométrie d’un espace de Hilbert avec [ 2y Soit H un espace de Hilbert réel, de dimension infinie
et séparable. Soit {e,;, n € N} une base hilbertienne de H (une telle base existe, cf. proposition 6.62).
Pour u € H, on définit a,, € I (I? est défini 4 Iexercice 6.38) par a, (1) = (u | e, )5, pour tout n € N. (On montrera
tout d’abord que a,, est bien un élément de 12.)
Montrer que I’application A : u > a,, (est linéaire et) est une isométrie de H dans I2, ¢’est-a-dire que ||a, ||;2 = ||u|lg
pour tout u € H.
Montrer que A est bijective (il faut donc montrer que, pour tout a € [2, il existe u € H t.q. a = a,,).
Corrigé — La fonction a,, est mesurable de N dans R (toute fonction de N dans R est mesurable car la tribu choisie sur
N est P(N)). En notant m la mesure du dénombrement sur P(N) (voir I’exercice 6.38), on a ja%dm =) sen(u| en)lz_l.
L’égalité de Bessel (voir la proposition 6.63) donne alors que aj, € 12 et ||a,, l2 = llullg.

Il est immédiat de voir que I’application A : u > ay, est linéaire, ’application A est donc une isométrie de H dans | 2
(ceci donne, en particulier, que A est injective). Il reste a montrer que A est surjective.

Soit a € 12. On note a,, = a(n) pour n €N, de sorte que (ay)yey C R et %neN u% < oo. 2P()ur neN, ()2n pose f, =
Z;’zl apep. La suite (fy)neN est de Cauchy dans H car, pour m > n, || fi, = fullgg = Zl="+1 ap < Z;":'HI ap — 0 quand
n — +oo. Il existe donc u € H t.q. f, = u, dans H, quand n — +oo. Le troisiéme item de la proposition 6.63 page 243
donne alors que a = a,,. Ceci montre bien que A est surjective.

Exercice 6.40 (Intégration par parties dans £>(R, B(R),\)) Soit u,v € C}(R,R).
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1. On suppose, dans cette question, que u et #” sont des fonctions de carré intégrable pour le mesure de Lebesgue
sur les boréliens de R. Montrer que lim,_, ., #(x) = 0. [On pourra commencer par montrer que #2(x) a une
limite dans R quand x — +o0, puis montrer que cette limite est nécessairement nulle.]

Corrigé — La fonction u est de classe C!, la fonction u? est donc aussi de classe C1 et sa dérivée est la fonction

2uu’. On en déduit, pour tout x € R,

u?(x) = u?(0)+ fx 2u(t)u’(t)dt.
0

Comme [2uu’| < u? + (u’)z, la fonction 2uu’ est intégrable (sur R, pour la mesure de Lebesgue). I’égalité précé-
dente montre alors que u(x) a des limites dans R quand x — +oo. Plus précisément, on a limy_, o u%(x) = I et
lim,_,_o uz(x) =m avec

I= u2(0) + JZuu'1R+d>\ etm= uz(O) - j2uu'1R_dX.

On montre maintenant que | = 0 (un raisonnement analogue donne m = 0). Pour cela, on raisonne par I’absurde. Si
10, Comme limy_, oo u®(x) = I, il existe A€ R t.q.

x>A:>u2(x)>%.
[l

On a donc Juzd)x > J]A,+oo[ u2di > .[]A,Jroo[ 7 A\ = +oo, en contradiction avec le fait u est de carré intégrable. On

a donc bien montré que | = 0.

2. On suppose, dans cette question, que u, v, #” et v’ sont des fonctions de carré intégrable (pour le mesure de
Lebesgue sur les boréliens de R). Montrer que

J- u(x)v’(x)dx = —J- v(x)u'(x)dx.
R R

Corrigé — Soit n € N*. Comme u et v sont de classe Cl, une intégration par parties sur l’intervalle [—n, n| donne

fn u(x)v’(x)dx + fn u’(x)v(x)dx = u(n)v(n) — u(-n)v(-n).

On peut passer a la limite dans cette égalité quand n — +oco. On utilise pour cela le théoréeme de convergence
dominée pour les termes du membre de gauche (les fonctions uv’ et u’v sont des fonctions intégrables car |uv’| <
u? + ()2 et |u'v| < (u’)? +v2) et la premiére question pour le membre de droite. On obtient bien JR u(x)v’(x)dx =

—ij(x)u’(x)dx‘

3. Donner un exemple pour lequel uv” et v’u sont intégrables (pour le mesure de Lebesgue sur les boréliens de R) et

j u(x)v’(x)dx = —J v(x)u’(x)dx.
R

R

Corrigé — Un exemple possible est donné par v(x) = 1 et u(x) = arctan(x) pour tout x € R. On a bien u,v €
CL(R,R). Les fonctions uv’ et vu’ sont intégrables (uv’ est nulle et v(x)u’(x) = 1/(1 + x2)) et on a

j u(x)v’(x)dx = 0 et j v(x)u’(x)dx = .
R R

Exercice 6.41 (Tribu et partition, suite et fin) Cet exercice est la suite de ’exercice 3.35. Soit (Q,.4, P) un espace
probabilisé et a une partition de Q). On note 7 (a) la tribu engendrée par a (voir I’exercice 3.35). On suppose que la
partition a est mesurable, ¢’est-a-dire que ses atomes sont des éléments de .4 (on a donc 7 (a) C A).

Donner une base hilbertienne de L?(Q, 7 (a), P) construite a partir des atomes de a.

En déduire I’expression de la projection orthogonale d’une variable aléatoire X appartenant a L2(Q), .4, P) sur le
sous espace L2(Q), 7 (a), P).
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