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Exercice 1. Inégalités de Carleson et de Carleman

1. (a) La fonction m étant convexe, on a pour tout x ∈ R+ tel que m′(x) existe et tout y > x,

m′x) ≤ m(y) − m(x)

y − x
.

En appliquant l’inégalité précédente à x > 0 (tel que m′(x) existe) et y = kx > 0, on obtient le
résultat voulu.

(b) On a d’après la question précédente :
∫ ∞

0
e− m(kx)

kx dx ≤
∫ ∞

0
e− m(x)

kx e− k−1
k

m′(x)
x dx.

Le résultat souhaité découle ensuite de l’inégalité de Hölder appliquée aux fonctions f(x) = e− m(x)
x

et g(x) = e− m′(x)
x et aux coefficients conjugués k > 1 et k

k−1 > 1.

(c) L’inégalité précédente implique que pour tout k > 1, on a log
(

I1
I2

)
≤ k

k−1 log(k). De plus, on a

limk→1
k

k−1 log(k) = 1. Cela implique que pour tout ε > 0, il existe donc k > 1 tel que log
(

I1
I2

)
< 1+ε,

et donc log
(

I1
I2

)
≤ 1. En repassant à l’exponentielle, on a bien montré que I1 ≤ eI2.

(d) Pour une telle fonction m, on calcule :

I1 =

∫ ∞

1
e−a log(x)dx =

∫ ∞

1

1

xa
dx =

1

a − 1
.

De plus, on a m′x) = a log(x) + a, on calcule donc :

I2 =

∫ ∞

1
e−a−a log(x)dx =

e−a

a − 1
,

et ainsi I1
I2

= e−a. En choisissant a > 1 très proche de 1, on s’aperçoit que la constante e ne peut pas
être amélirée.

2. Soit (an)n≥1 une famille de réels strictement positifs telle que
∑∞

n=1 an < ∞.

(a) La fonction m est affine par morceaux et, sur l’intervalle ]n − 1, n[, sa pente est égale à :

m′(x) =

∑n
k=1 log

(
1
ak

)
−∑n−1

k=1 log
(

1
ak

)

n − (n − 1)
= log

(
1

an

)
,

et donc e−m′(x) = an. Cette formule est en particulier vraie pour n = 1. On a donc :

I2 =

∞∑

n=1

∫ n

n−1
e−m′(x)dx =

∞∑

n=1

an.

Il reste à trouver une borne inférieure pour I1. Pour cela, on utilise la convexité de m et le fait que
m(0) = 0 pour écrire :

∀0 ≤ x ≤ n , m(x) = m

(
n − x

n
0 +

x

n
n

)
≤ x

n
m(n).

On a alors :

I1 =
∞∑

n=1

∫ n

n−1
e− m(x)

x dx ≥
∞∑

n=1

e− m(x)
n dx =

∞∑

n=1

(a1 · · · an)1/n.



(b) La famille (an)n≥1 est à termes positifs. De plus, il n’existe qu’un nombre fini d’indices n ≥ 1 tels
que an ≥ a1, sinon la série

∑
n≥1 an ne serait pas convergente. Il existe donc un indice n1 tel que

∀n ≥ 1, an ≤ an1 . On pose σ(1) = n1. On définit ensuite de proche en proche ϕ(k) = nk tel que
nk /∈ {n1, . . . , nk−1} et tel que ∀n ≥ 1, n /∈ {n1, . . . , nk−1}, an ≤ ank

. L’application ϕ : N∗ → N∗ est
par construction injective. De plus, soit m ≥ 1. On a am > 0, donc il existe k ≥ 1 tel que ank

< am,
sinon la série

∑
k≥1 ank

ne serait pas convergente. Par construction, cela signifie que m = ϕ(l) avec
l < k. Ainsi ϕ est aussi surjective et (aϕ(n))n≥1 est décroissante.

(c) La famille (an)n≥1 est sommable, car ses termes sont positifs et S =
∑∞

n=1 an < ∞. On sait alors que
la valeur de S ne dépend pas de l’ordre dans lequel les an sont sommés, en particulier S =

∑∞
n=1 bn.

(d) On fixe n ≥ 1. On réordonne la famille (ak)1≤k≤n de façon décroissante et on note c1 ≥ · · · ≥ cn la
famille obtenue. Par construction, on a ck ≤ bk pour tout 1 ≤ k ≤ n, et comme les an sont positifs,
on a

a1 · · · an = c1 · · · cn ≤ b1 · · · bn.

(e) On a déjà prouvé l’inégalité de Carleman pour la suite décroissante (bn)n≥1, on a alors :

∞∑

n=1

(a1 · · · an)1/n ≤
∞∑

n=1

(b1 · · · bn)1/n ≤ e
∞∑

n=1

bn = e
∞∑

n=1

an.

Exercice 2. Une loi des grands nombres dans L4.

1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne E[X2
n]2 ≤ E[X4

n] < ∞, donc E[X2
n] < ∞.

2. Supposons par exemple que i /∈ {j, k, l}. Alors la v.a. Xi est indépendante de XjXkXl, et donc

E[XiXjXkXl] = E[Xi]E[XjXkXl] = 0.

On peut reprendre le même raisonnement si j /∈ {i, k, l}, k /∈ {i, j, l} ou l /∈ {i, j, k}. Si i = j ̸= k = l, on a

E[XiXjXkXl] = E[X2
i X2

k ] = E[X2
i ]E[X2

k ] = E[X2
1 ]2.

On a utilisé successivement, le fait que Xi et Xk sont indépendantes, puis identiquement distribuées, de
même loi que X1. On prouve de même que E[XiXjXkXl] = E[X4

i ] = E[X4
1 ] si les quatre indices sont

identiques.

3. On développe le produit (X1 + · · · + Xn)4 et on utilise la linéarité de l’espérance pour écrire :

E[S4
n] =

∑

1≤i,j,k,l≤n

E[XiXjXkXl].

La question précédente a permis de montrer que la plupart des termes de cette somme sont nuls. Il reste
à dénombrer les termes non-nuls. Pour 1 ≤ i ≤ n, le terme E[X4

i ] n’est présent qu’une seule fois, lorsque
i = j = k = l. Pour 1 ≤ i0 < k0 ≤ n, le terme E[X2

i0
X2

k0
] se retrouve lorsque exactement deux indices

parmi i, j, k, l valent i0 et les deux autres valent k0. Il y a
(
4
2

)
= 6 possiblités. On a donc :

E[S4
n] =

n∑

i=1

E[X4
i ] +

∑

1≤i<j≤n

E[X2
i0X

2
k0

] = nE[X2
1 ] +

n(n − 1)

2
6E[X2

1 ]2.

4. Soit ε > 0. D’après l’inégalité de Markov :

P(|Sn/n| > ε) = P(
∣∣S4

n

∣∣ > n4ε4) ≤ E[S4
n]

ε4n4
.

D’après la question précédente, on a donc P(An) = O(1/n2), donc la série
∑

n≥1 P(An) est convergente.
Le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure que P(lim sup An) = 0.

5. En passant au complémentaire dans la définition de la limite supérieure, on montre que

C =

∞∪

N=1

( ∞∩

n=N

Ac
n

)
.

Ainsi ω ∈ C si et seulement si il existe N ≥ 1 tel que ω ∈ Ac
n pour tout n ≥ N . Mais on a ω ∈ Ac

n si et
seulement si |Sn(ω)/n| ≤ ε. On pose C := (lim sup An)c. Montrer que ω ∈ C si et seulement si il existe

N ≥ 1 (dépendant de ω) tel que ∀n ≥ N, Sn(ω)
n ≤ ε.



6. Pour p ≥ 1, on note Cp l’ensemble C défini à la question précédente, avec le choix particulier ε = 1/p. La
suite (Cp)p≥1 est décroissante pour l’inclusion, on note L =

∩
p≥1 Cp. Comme P(Cp) = 1 pour tout p ≥ 1,

on a aussi P(L) = 1. Soit ω ∈ L et ε > 0. Soit p > 1/ε. On a ω ∈ Cp, donc d’après la question précédente
:

∃N ≥ 1 , ∀n ≥ N ,

∣∣∣∣
Sn(ω)

n

∣∣∣∣ ≤
1

p
≤ ε,

ce qui prouve que la suite
(

Sn(ω)
n

)
n≥1

converge vers 0. Ainsi la suite de v.a.
(

Sn
n

)
n≥1

converge presque

sûrement vers 0.
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Devoir 2, suite (et fin)
Exercice 7.24 (Itérations de convolution) Soient L1 = L1

R(R,B(R),�) et f 2 L1 t.q.
f = 0 p.p. sur R�. On pose f ⇤1 = f et pour n > 1, f ⇤n = f ⇤(n�1) ⇤ f .

Pour ↵ � 0, on pose g(↵) =
Z +1

0
e�↵t |f (t)|dt.

1.(a) Montrer que f ⇤n est bien définie pour tout n 2 N⇤, et que f ⇤n = 0 p.p. sur R�.

Corrigé – On montre par récurrence que f ⇤n est bien définie pour tout n 2 N⇤,
appartient à L1 et que f ⇤n = 0 p.p. sur R�.
En effet, on a bien f ⇤1 = f 2 L1 et f ⇤1 = f = 0 p.p. sur R�.
Puis on suppose (hypothèse de récurrence) que f ⇤n 2 L1 et f ⇤n = 0 p.p. sur R�. On
remarque alors que f ⇤n+1 est bien définie comme étant le produit de convolution
de deux éléments de L1 et appartient à L1 (proposition 7.22). Puis pour x < 0, on
a f ⇤n(x � ·)f (·) = 0 p.p. sur R� (en remarquant en x � y < 0 pour y > 0) et donc
f ⇤n+1(x) = 0. Ce qui termine la récurrence.

(b) Montrer, par récurrence sur n, que
R +1

0 e�↵t |f ⇤n(t)|dt  (g(↵))n, pour tout ↵ � 0
et tout n � 1.

Corrigé – Soit ↵ � 0. On montre par récurrence sur n que
R
R e�↵t |f ⇤n(t)|dt 

(g(↵))n. Cette inégalité est vraie pour n = 1 puisque c’est la définition de g et que
f = 0 p.p. sur R�.
On suppose maintenant que

R
R e�↵t |f ⇤n(t)|dt  (g(↵))n. On a alors, en utilisant le

thèorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.7) puis le changement de variable t� s = ⌧
Z

R
e�↵t |f ⇤(n+1)(t)|dt =

Z

R
e�↵t |

Z

R
f ⇤n(t � s)f (s)ds|dt


Z

R
e�↵t(

Z

R
|f ⇤n(t � s)||f (s)|ds)dt

=
Z

R
e�↵s |f (s)|(

Z

R
e�↵(t�s)|f ⇤n(t � s)|dt)ds

=
Z

R
e�↵s |f (s)|(

Z

R
e�↵⌧ |f ⇤n(⌧)|d⌧)ds 

Z

R
e�↵s |f (s)|(g(↵))nds  (g(↵))n+1.

(c) Montrer que
R x

0 |f ⇤n(t)|dt  e↵x(g(↵))n, pour tout ↵ � 0 tout n � 1 et tout x � 0.

Corrigé – If suffit ici de remarquer que e�↵x  e�↵t pour 0 < t < x, on en déduit,
pour tout n, avec la question précédente,

e�↵x
Z x

0
|f ⇤n(t)|dt 

Z x

0
e�↵t |f ⇤n(t)|dt 

Z +1

0
e�↵t |f ⇤n(t)|dt  g(↵)n.

Ce qui donne bien l’inégalité recherchée.

2. Soit h 2 Cb(R,R). Montrer que h ⇤ f (x) est définie pour tout x 2 R et que h ⇤ f 2
Cb(R,R). Remarquer de même que h ⇤ f ⇤n 2 Cb(R,R). On suppose maintenant que,
h = 0 sur R�. Montrer que, pour tout x 2 R, h ⇤ f ⇤n(x)! 0 quand n! +1.



7.7. EXERCICES 525

Corrigé – On pose M = supx2R |h(x)|. Soit n 2 N⇤. Pour tout x 2 R, la fonction
y 7! h(x � y)f ⇤n(y) est intégrable (car elle est mesurable de dominée par M|f ⇤n| qui
est intégrable). La fonction h ⇤ f ⇤n est donc définie pour tout x 2 R. Cette fonction est
bornée car |h ⇤ f ⇤n(x)| Mkf ⇤nk1 < +1. Enfin, elle est continue d’après le théorème
de continuité sous le signe intégrale, théorème 4.52.
On suppose maintenant que, h = 0 sur R�. Comme f ⇤n = 0 p.p. sur R�, h⇤f ⇤n(x) = 0
pour tout x  0 et tout n 2 N⇤.
Soit maintenant x > 0. On a, avec la question précédente, pour tout n 2 N⇤ et ↵ � 0,

|h ⇤ f ⇤n(x)| = |
Z x

0
h(x � t)f ⇤n(t)dt| M

Z x

0
|f ⇤n(t)|dt Me↵xg(↵)n. (7.24)

Il suffit maintenant de remarquer que lim↵!+1 g(↵) = 0 (c’est une conséquence du
théorème de convergence dominée car lim↵!+1 e�↵t = 0 et |e�↵tf (t)|  |f ((t)| pour
tout t > 0). On peut donc choisir ↵ � 0 tel que g(↵) < 1. On déduit alors de l’inégalité
(7.24) limn!+1 h ⇤ f ⇤n(x) = 0.

Exercice 7.25 Soient µ et ⌫ deux mesures finies sur B(R). Pour A 2 B(R), on pose

µ ⇤ ⌫(A) =
Z

R2
1A(x + y)d(µ⌦ ⌫)(x,y).

1. Montrer que µ ⇤ ⌫ est une mesure finie sur B(R).

Corrigé – Selon le théorème 7.3, µ⌦ ⌫ est mesure finie sur les boréliens de R2 et
µ⌦ ⌫(R2) = µ(R)⌫(R) (cf. égalité (7.1) avec A1 = A2 = R)
On remarque maintenant que si ' est une fonction borélienne de R dans R (c’est-à-
dire mesurable quand R est muni de la tribu de Borel) la fonction (x,y) 7! '(x,y)
est borélienne de R2 dans R car c’est la composée de l’application continue (donc
borélienne) (x,y) 7! x+y (de R2 dans R) avec '. Si ' est de plus positive ou bornéeR
R2 '(x + y)d(µ⌦ ⌫)(x,y) est alors bien définie (et appartient à R ou éventuellement

R̄+ dans le cas ' positive non bornée).
Comme µ ⇤ ⌫(A) = µ⌦ ⌫(R2) < +1, il suffit de vérifier la �-additivité de µ ⇤ ⌫ pour
montrer que µ ⇤⌫ est une mesure. Soit (An)n2N une suite d’éléments de B(R) disjoints
deux à deux, et A = [n2NAn. Comme 1A =

P
n2N 1An

, le téorème de convergence
monotone (ou sa conséquence, corollaire 4.18) donne

µ ⇤ ⌫(A) =
Z

R2

X

n2N
1An

(x + y)d(µ⌦ ⌫)(x,y) =
X

n2N

Z

R2
1An

(x + y)d(µ⌦ ⌫)(x,y)

=
X

n2N
µ ⇤ ⌫(An).

2. Montrer que
Z

R
'(z)d(µ ⇤ ⌫)(z) =

Z

R2
'(x + y)d(µ⌦ ⌫)(x,y), (7.25)

pour toute fonction ' de R dans R, borélienne positive ou borélienne bornée.
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Corrigé – L’égalité (7.25) est vrai si ' = 1A, A 2 B(R) (par la définition de µ ⇤ ⌫).
Par “linéarité positive” (proposition 4.10) pour les deux mesures µ ⇤ ⌫ et µ⌦ ⌫ elle
est aussi vraie si ' est étagée positive, c’est-à-dire ' 2 E+(R,R) (en fait, on peut
aussi remarquer sur (x,y) 7! '(x + y) est étagée positive de R2 dans R et utiliser la
définition de l’intégrale sur E+, R et R2 sont toujours munis de leur tribu boréleinne).
Soit maintenant ' borélienne positive de R dans R. La fonction ' est alors limite
croissante d’une suite de fonctions étagées positives et on obtient (7.25) avec le
théorème de convergence monotone pour les deux mesures µ ⇤ ⌫ et µ⌦ ⌫ . (En fait, on
peut aussi utiliser directement la définition de l’intégrale surM+.)
Enfin, si ' est une fonction de R dans R borélienne bornée, elle est donc intégrable
pour la mesure µ ⇤ ⌫ (car c’est une mesure finie). En utilisant (7.25) avec '+ et '�,
on en déduit que la fonction (x,y) 7! '(x,y) est intégrable pour la mesure µ⌦ ⌫ et
que (7.25) est vraie.

3. Montrer que si µ et ⌫ sont des probabilités, alors µ ⇤ ⌫ est une probabilité.

Corrigé – Il suffit ici de remarquer que µ ⇤ ⌫(R) = µ⌦ ⌫(R2) = µ(R)⌫(R) = 1 si µ
et ⌫ sont des probabilités.

4. Montrer que si µ et ⌫ sont des probabiltés de densités respectives f et g (par rapport
à la mesure de Lebesgue sur B(R)), alors µ ⇤ ⌫ est la probabilité de densité f ⇤ g par
rapport à la mesure de Lebesgue sur B(R).

Corrigé – On reprend ici le preuve faite dans le paragraphe 7.5. Soit ' une fonction
de R dans R borélienne bornée. En utilisant µ = f �, ⌫ = g� et le théorème de Fubini,
on obtientZ

R
'd(µ ⇤ ⌫) =

Z

R2
'(x + y)d(µ⌦ ⌫) =

Z

R
(
Z

R
'(x + y)f (x)dx)g(y)dy.

Le changement de variable x+y = z dans l’intégrale sur x puis le théorème de Fubini
donnentZ

R
'd(µ ⇤ ⌫) =

Z

R
(
Z

R
'(z)f (z � y)dz)g(y)dy =

Z

R
(
Z

R
f (z � y)g(y)dy)'(z)dz

=
Z

R
f ⇤ g(z)'(z)dz.

Ceci prouve bien que µ ⇤ ⌫ = (f ⇤ g)�.

Exercice 7.26 (Fonction de Carathéodory et composition)

Soit N,p,q 2 N? et⌦ un ouvert de RN . Soit a une application de⌦⇥Rp dans Rq. On
suppose que a est une fonction de Carathéodory, c’est-à-dire que a(·, s) est borélienne
pour tout s 2 Rp et a(x, ·) est continue pour tout x 2⌦.

1. Montrer que la fonction a est borélienne de ⌦ ⇥Rp dans Rq. (Noter que ceci peut
être faux si a était seulement borélienne par rapport à chacun de ses arguments, un
exemple est donné dans l’exercice 7.4.)
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Corrigé – Pour n 2 N⇤, on considère une partition dénombrable de Rp formée de
boréliens de diamètre inférieur à 1/n (une telle partition est possible en utilisant, par
exemple, un quadrillage de Rp .
Pour n 2 N⇤, on note Ak,n, k 2 N, les éléments de cette partition (avec Ak,n non vide
pour tout k). Pour tout k 2 N on choisit un point sk,n 2 Ak,n et on définit la fonction
an de ⌦ ⇥Rp dans Rq par

an(x,s) = a(x,sk,n) si s 2 Ak,n.

Si s 2 Ak,n, on a |s � sk,n|  1/n (car le diamètre de Ak,n est inférieur à 1/n). Comme
a est continue par rapport à son deuxième argument, on a pour tout (x,s) 2⌦ ⇥Rp ,
limn!+1an(x,s) = a(x,s).
On remarque maintenant que an est (pour tout n) une fonction borélienne. En effet
an(x,s) =

P
k2N a(x,sk,n)1Ak,n

(s) qui est bien une fonction borélienne comme limite
d’une somme et de produits de fonctions boréliennes (voir la proposition 3.19). On a
utilisé ici le fait que a(·, s) est borélienne, de ⌦ dans Rq, pour tout s 2 Rp .
Finalement, a est borélienne comme limite de fonctions boréliennes.

Remarque : En pratique, on peut remplacer l’hypothèse “a(x, ·) est continue pour
tout x 2 ⌦” par l’hypothèse “a(x, ·) est continue pour presque tout x 2 ⌦”. Le
raisonnement précédent permet alors de montrer qu’il existe ā borélienne telle que
a = ā p.p., ce qui est suffisant du point de vue de la théorie de l’intégration.

2. Soit v est une fonction borélienne de ⌦ dans Rp. Montrer que la fonction x 7!
a(x,v(x)) est alors borélienne de ⌦ dans Rq.

Corrigé – On note b la fonction de ⌦ dans ⌦ ⇥Rp définie par b(x) = (x,v(x)).
La fonction b est borélienne car ses deux composantes sont boréliennes (voir la
proposition 4.63). On en déduit que la fonction x 7! a(x,v(x)) est borélienne car
cette fonction est la composition de b avec a (c’est-à-dire la fonction x 7! a(b(x)))
qui sont boréliennes.

3. Soient v1, v2 deux fonctions de ⌦ dans Rp. On suppose que v1 = v2 p.p.. Montrer
que les fonctions x 7! a(x,v1(x)) et x 7! a(x,v2(x)) sont égales p.p. sur ⌦.

Corrigé – Soit A 2 B(R) (A ⇢ ⌦) tel que �(A) = 0 et v1 = v2 sur ⌦ \ A. On a
alors a(x,v1(x)) = a(x,v2(x)) pour tout x 2 ⌦ \A et donc a(x,v1(x)) = a(x,v2(x))
p.p. sur ⌦.


