Mesure-Intégration-Probabilités, DM1, janvier 2021

Exercice 1 (Convergence p.p. et convergence L).

Soit (X, T, m) est une espace mesuré. Pour 1 < p < 400, on note L? I'espace Li; (X, T, m).

Soient (f,,)nen une suite d’éléments de L' et f une application mesurable de X dans IR. On suppose que la suite
(fn)ne est bornée dans L et que f,, — f p.p. quand n — —+oo.

1. Montrer que f appartient 2 L' (plus précisément, f € £' et on confond f avec avec sa classe).

Corrigé — Il suffit d’appliquer le lemme de Fatou a la suite (
+o0 et donc que f € L.

fnl)nen, il donne / [fldm <liminf,_ 4 f | fnldm <

2. Enprenant (X, T,m) = (]0, 1], B(]0, 1[), A), donner un exemple pour lequel f,, ne converge pas vers f dans L'
quand n — +o0.

Corrigé — Un exemple possible est f, = n,lj[)‘ 1j-
"

Pour la suite de I’exercice, on ajoute qu’il existe p > 1 tel que la suite (f,,)new est bornée dans LP.
3. On suppose que m(X) < +oc. Montrer que f,, — f dans L' (quand n — +oc0) et donner un exemple pour
lequel f,, ne converge pas vers f dans LP (on pourra prendre (X, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1]), A)).

Corrigé — Ce résultat est contenu dans le théoreme 6.10 du cours. On rappelle que pour le démontrer il suffit de
remarquer que la suite (frn)new est équi-intégrable. Cette équi-intégrabilité est due au fait que pour tout A € T
l’inégalité de Holder donne

/ | frldm < Cm(A)l*%7
A

ou C' est une borne de || fr||p. Le theoreme de Vitali (théoréme 4.51 du cours) donne alors que fn, — f dans L'

Dans le cas (X, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), \) un exemple possible est fn = nl/”l]o_ﬂ.

4. On suppose que m(X) = +oco. A ton f,, — f dans L' ? (Si oui, le démontrer. Si non, donner un exemple).

Corrigé — La réponse est “non”.
Dans le cas (X, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), \) un exemple possible est fn = %1],,,,_2,1[.

T

Exercice 2 (Chaine de Markov).

Soient (€, F, P) une espace probabilisé et G un ensemble de cardinal m (m € IN*). Une variable aléatoire a valeurs
dans G est donc une application X de €2 dans G telle que X ~1(A) € F pour toute partiec A de G.

On pose G = {a1, ..., an} (comme m est le cardinal de G, on a donc a; # a; sii # 7).

Rappels :

— Si X est une variable aléatoire (4 valeurs dans G) et a € G, on pose {X = a} = {w € Q; X(w) = a}.

— Si X est une variable aléatoire (2 valeurs dans G), la loi de X est donnée par I’ensemble {P({X = a}),
a € G}. Sion identifie G avec {1,...,m}, cette loi est une probabiblité sur les boréliens de IR, notée Px, et
Px =>"", P({X = a;})d; (ol §; est la mesure de Dirac en 7).

— Soient 4, B € F. Si P(B) # 0, P(A|B) = P(AN B)/P(B). Si P(B) =0, P(A|B) = 0.

Soit (X, )new une suite de variables aléatoires (a valeurs dans G).
On suppose que pour ¢, j € {1,...,m}, il existe T; ; tel que, pour tout n € IN, et tout {a;, , k < n},

P({Xn+1 = a;}{Xn = ai} 0 (Nj<n{Xk = a;,.}) = P{Xn1 = a; }{ X = a;}) =T} 5. M

On note T' la matrice (de m lignes et m colonnes) dont la composante a la ligne 4, colonne j, est 75 ;.

1. Montrer que pour tout i € {1,...,m}, 37" T; ; = 1.



Corrigé —  Pour tout n et i, on note An; = {X, = a;} (on gardera cette notation dans la suite). Pour n fixé, les
ensembles Ay, j sont disjoints deux a deux et U; Ay 41,5 = Q. On en déduit, par additivité de P, que

m 1 m 1

T, = ——— PlA,i1;NAL)=——P(QNA,;) =1.
Z] \J P(A,m') Zl (Ant1, i) P(A,w') ( i)
Jj= Jj=

2. Montrer que pour toutz, j € {1,...,m}, P({X2 = a; }[{Xo = a;}) = (T?); ;, ot (T'?); ; est la composante &
la ligne i colonne j de la matrice T°2.

Corrigé —  Par additivité de P et en utilisant (1),

m m

P(A2; 0 Aoi) = Y P(A2y N Aoi N Ark) = Y P(Az5[ A0, N Ark)P(Aoi N Ar)
k=1 k=1

=) P(Az A1) P(Aoi N Ari) = Y P(Ar Ao k) P(A1 k] A0,) P(Ao,:)
k=1 k=1

On en déduit que P(Az j|Ao:) = - P(A1j|Aoxr)P(ArklAci) = o TinTh; = (T?)i ;.
3. Montrer que pour toutn € INet i, j € {1,...,m}, P{X, = a;}|[{Xo = a;}) = (T"™);;, ou (T™);; estla
composante a la ligne ¢ colonne j de la matrice 7. [On pourra faire une récurrence sur n.]

Corrigé —  On fait maintenant une récurrence sur n. On suppose le résultat vrai jusqu’a n — 1.

P(Anj N Ao = Z P(An;jNAoiNAn_1x) = Z P(An iAo N Ap—1,5)P(A0i N Ap—1k) (2)
k=1 k=1
Une conéquence de (1) (et de I’addictivité de P) est que P(An ;| Ao N Ap_1,k) = P(An,j|An—_1,x), et donc
P(An;jNAg:) = Z P(An j|lAn—1,x)P(AoiNAp_1x) = Z P(Aq j|Aok)P(An—1,k|A0i)P(Aoi) ()
k=1 k=1

On en déduit que P(Ay ;| Aoi) = v P(A1,j|Aok)P(An—1k|A0:) = 0 (T NikTh, = (T")ij.

k=1 k=1
1/4 3/4 0
On suppose pour la suite de I'exerciceque m =3etT = | 0 1/2 1/2
0 0 1

o O O

0 1
4. Montrer que limy, 1o 7" = |0 1

0 1
Corrigé — Onposea=1/4,b=3/4, c =1/2 et m = max{a,b, c}.

a"  an  fn
On montre par récurrence que T" = [ 0o b ’y,,,‘| ,avec 0 < o, < mm™.

0 0 1
En effet, cette propriétée est vraie pour n = 1. Puis, si elle vraie pour n, on remarque qu’elle est vraie pour n + 1

avec apy1 = a™b+ anc, ce qui donne 0 < a1 < (n 4+ l)m”“.
Cr)gnme m < 1, on a donc limyp_s o0 a” = limp_s 400 0" = limpy400 an = 0. Puis, comme, pour i = 1,2,
Z}Zl(T”)m =1, on en déduit lim,,_ + o Bn, = lim,— o0 vn = 1. Ce qui donne bien la limite désirée pour T™.

5. Montrer qu’il existe une unique loi stationnaire, ¢’est-a-dire un unique choix de 1’ensemble { P({ Xy = a;}),
i€{l1,2,3}}telque P({X,, = a;}) = P({Xo = a;}) pour tout n et tout i.



Corrigé — Soit j € {1,2}, comme limy—4oo(T")i; = 0 pour i € {1,2,3}, limn—toc P(An,; N Ao;) = 0 et
donc, comme A, ; = U, (An,; N Aoi), limpyoo P(Ar,j) = 0. On a alors aussi limp— 4 oo P(Arn3) = 1. Ceci
est vrai quelquesoit Xo.

On suppose maintenant que [’on a une loi stationnaire, c’est-a-dire que P(An,i) = P(A[)‘,i) pour tout n et tout 1.
On déduit du raisonnement précédent que P(Ao,;) = 0 pour j € {1,2} et P(Ao,3) = 1 (c’est-a-dire Xo = as p.s.).
On a donc nécessairement P(Ao;1) = P(Ao,2) =0et P(Ap3) = 1.

Réciproquement, cette loi est bien stationnaire, car on a alors, pour tout n, P(Ayn.3) = P(An,3|Ao03) = (T")s,3 = 1.

6. La suite (X,,)ne converge-t-elle en probabilité quelquesoit le choix de X, ? Si oui, quelle est cette limite ? La
suite (X, )new converge-t-elle p.s. quelquesoit le choix de X ? (Justifier les réponses).

Corrigé — On pose X = a3 p.s.

Le début du raisonnement de la question précédente nous donne que, pour tout Xo, X, — X en probabilité (car
limp o qoo P({Xn # X}) = limpsqoc P({ X5 € {a1,a2}}) =0).

On peut aussi montrer que X, — X p.s.. Pour cela on remarque que P({X,, € {a1,a2}) < Z?:l (T™)in +(T)i2
et que la série de terme général (T™); 1 + (T™)s,2 est convergente.

Exercice 3 (Un exemple simple de suite de v.a.r.i.i.d).
Soient (2, F, P) une espace probabilisé et (X,,)neN+ une suite de v.a.r.i.i.d..
On suppose que laloi de X; est P({X; =1}) = P({X1 = —1}) =1/2.
Pour n € IN*, onnote S,, = > p_, Xi/k.
1. Soitn € IN*. On note B,, = o(X1, ..., X,) (c’est-a-dire que B, est la tribu engendrée par X7, ..., X,).
Montrer que pour toute v.a.r. ¢, B,,-mesurable bornée, E(S,1+1¢) = E(Snhy).
Corrigé — Comme (X )new~+ est une suite de v.a.r.i.i.d., la tribu engendrée par X, 41 est indépendante de la tribu

B, (c’est une conséquence, par exemple, la proposition 2.59 du cours). Les v.a.r . X, 41 et @ sont donc indépendantes.
Ceci donne E(Xn41¢) = E(Xnt1)E(p) =0, et donc E(Sn+1p) = E(Snep).

2. Montrer que la suite (S, )nen+ est bornée dans L2 (2, F, P).
Corrigé — Sik # p, les v.a.r. X, et X, sont indépendantes et donc E(X, X,) = E(Xy)E(Xp) = 0. On en déduit

que E(S,Ql) = Z" p%E(XS) = Z" p%. Ceci montre que La suite (Sy)new+ est bornée dans LQ(Q7 F, P).

p=1 p=1
3. Montrer que la suite (S, ),en+ converge dans L2(Q, F, P) quand n — +oo.
Corrigé —  Pour tout n € IN* et p > 1, toujours grace a E(X;X;) = 0sii # j,

+oo
1 1
[Sntr =Sulli = Y n+pgzlXela< Y 5

kE=n+1 k=n+1

Ceci montre que la suite (S )new+ est de Cauchy dans L* et donc convergente.

On note S la limite (dans L?) de la suite (Sn)new+. Donner I’espérance et la variance de S.

+oo 1 w2

Corrigé — E(S) = limp— 4o E(Sn) = 0 et Var(S) = limn— 100 E(Sg) =) ==



