
Mesure-Intégration-Probabilités, DM1, janvier 2021

Exercice 1 (Convergence p.p. et convergence L1).

Soit (X, T, m) est une espace mesuré. Pour 1 ≤ p ≤ +∞, on note Lp l’espace Lp
IR

(X, T, m).

Soient (fn)n∈IN une suite d’éléments de L1 et f une application mesurable de X dans IR . On suppose que la suite

(fn)n∈IN est bornée dans L1 et que fn → f p.p. quand n → +∞.

1. Montrer que f appartient à L1 (plus précisément, f ∈ L
1 et on confond f avec avec sa classe).

Corrigé – Il suffit d’appliquer le lemme de Fatou à la suite (|fn|)n∈IN , il donne
∫

|f |dm ≤ lim infn→+∞

∫

|fn|dm <
+∞ et donc que f ∈ L

1.

2. En prenant (X, T, m) = (]0, 1[,B(]0, 1[), λ), donner un exemple pour lequel fn ne converge pas vers f dans L1

quand n → +∞.

Corrigé – Un exemple possible est fn = n1]0, 1

n
].

Pour la suite de l’exercice, on ajoute qu’il existe p > 1 tel que la suite (fn)n∈IN est bornée dans Lp.

3. On suppose que m(X) < +∞. Montrer que fn → f dans L1 (quand n → +∞) et donner un exemple pour

lequel fn ne converge pas vers f dans Lp (on pourra prendre (X, T, m) = (]0, 1[,B(]0, 1[), λ)).

Corrigé – Ce résultat est contenu dans le théorème 6.10 du cours. On rappelle que pour le démontrer il suffit de

remarquer que la suite (fn)n∈IN est équi-intégrable. Cette équi-intégrabilité est due au fait que pour tout A ∈ T
l’inégalité de Hölder donne

∫

A

|fn|dm ≤ Cm(A)1−
1

p ,

où C est une borne de ‖fn‖p. Le thèorème de Vitali (théorème 4.51 du cours) donne alors que fn → f dans L1.

Dans le cas (X, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) un exemple possible est fn = n1/p1]0, 1

n
[.

4. On suppose que m(X) = +∞. A t on fn → f dans L1 ? (Si oui, le démontrer. Si non, donner un exemple).

Corrigé – La réponse est “non”.

Dans le cas (X, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) un exemple possible est fn = 1
n

1]n,2n[.

Exercice 2 (Chaine de Markov).

Soient (Ω,F, P ) une espace probabilisé et G un ensemble de cardinal m (m ∈ IN⋆). Une variable aléatoire à valeurs

dans G est donc une application X de Ω dans G telle que X−1(A) ∈ F pour toute partie A de G.

On pose G = {a1, . . . , am} (comme m est le cardinal de G, on a donc ai 6= aj si i 6= j).

Rappels :

— Si X est une variable aléatoire (à valeurs dans G) et a ∈ G, on pose {X = a} = {ω ∈ Ω; X(ω) = a}.

— Si X est une variable aléatoire (à valeurs dans G), la loi de X est donnée par l’ensemble {P ({X = a}),
a ∈ G}. Si on identifie G avec {1, . . . , m}, cette loi est une probabiblité sur les boréliens de IR, notée PX , et

PX =
∑m

i=1
P ({X = ai})δi (où δi est la mesure de Dirac en i).

— Soient A, B ∈ F. Si P (B) 6= 0, P (A|B) = P (A ∩ B)/P (B). Si P (B) = 0, P (A|B) = 0.

Soit (Xn)n∈IN une suite de variables aléatoires (à valeurs dans G).

On suppose que pour i, j ∈ {1, . . . , m}, il existe Ti,j tel que, pour tout n ∈ IN, et tout {ajk
, k < n},

P ({Xn+1 = aj}|{Xn = ai} ∩ (∩j<n{Xk = ajk
}) = P ({Xn+1 = aj}|{Xn = ai}) = Ti,j. (1)

On note T la matrice (de m lignes et m colonnes) dont la composante à la ligne i, colonne j, est Ti,j .

1. Montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , m},
∑m

j=1
Ti,j = 1.



Corrigé – Pour tout n et i, on note An,i = {Xn = ai} (on gardera cette notation dans la suite). Pour n fixé, les

ensembles An,j sont disjoints deux à deux et ∪jAn+1,j = Ω. On en déduit, par additivité de P , que
m

∑

j=1

Ti,j =
1

P (An,i)

m
∑

j=1

P (An+1,j ∩ An,i) =
1

P (An,i)
P (Ω ∩ An,i) = 1.

,

2. Montrer que pour tout i, j ∈ {1, . . . , m}, P ({X2 = aj}|{X0 = ai}) = (T 2)i,j , où (T 2)i,j est la composante à

la ligne i colonne j de la matrice T 2.

Corrigé – Par additivité de P et en utilisant (1),

P (A2,j ∩ A0,i) =

m
∑

k=1

P (A2,j ∩ A0,i ∩ A1,k) =

m
∑

k=1

P (A2,j |A0,i ∩ A1,k)P (A0,i ∩ A1,k)

=

m
∑

k=1

P (A2,j |A1,k)P (A0,i ∩ A1,k) =

m
∑

k=1

P (A1,j |A0,k)P (A1,k|A0,i)P (A0,i)

On en déduit que P (A2,j |A0,i) =
∑m

k=1
P (A1,j |A0,k)P (A1,k|A0,i) =

∑m

k=1
Ti,kTk,j = (T 2)i,j .

3. Montrer que pour tout n ∈ IN et i, j ∈ {1, . . . , m}, P ({Xn = aj}|{X0 = ai}) = (T n)i,j , où (T n)i,j est la

composante à la ligne i colonne j de la matrice T n. [On pourra faire une récurrence sur n.]

Corrigé – On fait maintenant une récurrence sur n. On suppose le résultat vrai jusqu’à n − 1.

P (An,j ∩ A0,i) =

m
∑

k=1

P (An,j ∩ A0,i ∩ An−1,k) =

m
∑

k=1

P (An,j |A0,i ∩ An−1,k)P (A0,i ∩ An−1,k) (2)

Une conéquence de (1) (et de l’addictivité de P ) est que P (An,j |A0,i ∩ An−1,k) = P (An,j |An−1,k), et donc

P (An,j ∩ A0,i) =

m
∑

k=1

P (An,j |An−1,k)P (A0,i ∩ An−1,k) =

m
∑

k=1

P (A1,j |A0,k)P (An−1,k|A0,i)P (A0,i) (3)

On en déduit que P (An,j |A0,i) =
∑m

k=1
P (A1,j |A0,k)P (An−1,k|A0,i) =

∑m

k=1
(T n−1)i,kTk,j = (T n)i,j .

On suppose pour la suite de l’exercice que m = 3 et T =





1/4 3/4 0
0 1/2 1/2
0 0 1



.

4. Montrer que limn→+∞ T n =





0 0 1
0 0 1
0 0 1



.

Corrigé – On pose a = 1/4, b = 3/4, c = 1/2 et m = max{a, b, c}.

On montre par récurrence que T n =

[

an αn βn

0 bn γn

0 0 1

]

, avec 0 < αn ≤ nmn.

En effet, cette propriétée est vraie pour n = 1. Puis, si elle vraie pour n, on remarque qu’elle est vraie pour n + 1
avec αn+1 = anb + αnc, ce qui donne 0 < αn+1 ≤ (n + 1)mn+1.

Comme m < 1, on a donc limn→+∞ an = limn→+∞ bn = limn→+∞ αn = 0. Puis, comme, pour i = 1, 2,
∑3

j=1
(T n)i,j = 1, on en déduit limn→+∞ βn = limn→+∞ γn = 1. Ce qui donne bien la limite désirée pour T n.

5. Montrer qu’il existe une unique loi stationnaire, c’est-à-dire un unique choix de l’ensemble {P ({X0 = ai}),
i ∈ {1, 2, 3}} tel que P ({Xn = ai}) = P ({X0 = ai}) pour tout n et tout i.
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Corrigé – Soit j ∈ {1, 2}, comme limn→+∞(T n)i,j = 0 pour i ∈ {1, 2, 3}, limn→+∞ P (An,j ∩ A0,i) = 0 et

donc, comme An,j = ∪3
i=1(An,j ∩ A0,i), limn→+∞ P (An,j) = 0. On a alors aussi limn→+∞ P (An,3) = 1. Ceci

est vrai quelquesoit X0.

On suppose maintenant que l’on a une loi stationnaire, c’est-à-dire que P (An,i) = P (A0,i) pour tout n et tout i.

On déduit du raisonnement précédent que P (A0,j) = 0 pour j ∈ {1, 2} et P (A0,3) = 1 (c’est-à-dire X0 = a3 p.s.).

On a donc nécessairement P (A0,1) = P (A0,2) = 0 et P (A0,3) = 1.

Réciproquement, cette loi est bien stationnaire, car on a alors, pour tout n, P (An,3) = P (An,3|A0,3) = (T n)3,3 = 1.

6. La suite (Xn)n∈IN converge-t-elle en probabilité quelquesoit le choix de X0 ? Si oui, quelle est cette limite? La

suite (Xn)n∈IN converge-t-elle p.s. quelquesoit le choix de X0 ? (Justifier les réponses).

Corrigé – On pose X = a3 p.s.

Le début du raisonnement de la question précédente nous donne que, pour tout X0, Xn → X en probabilité (car

limn→+∞ P ({Xn 6= X}) = limn→+∞ P ({Xn ∈ {a1, a2}}) = 0).

On peut aussi montrer que Xn → X p.s.. Pour cela on remarque que P ({Xn ∈ {a1, a2}) ≤
∑3

i=1
(T n)i,1 +(T n)i,2

et que la série de terme général (T n)i,1 + (T n)i,2 est convergente.

Exercice 3 (Un exemple simple de suite de v.a.r.i.i.d).

Soient (Ω,F, P ) une espace probabilisé et (Xn)n∈IN⋆ une suite de v.a.r.i.i.d..

On suppose que la loi de X1 est P ({X1 = 1}) = P ({X1 = −1}) = 1/2.

Pour n ∈ IN⋆, on note Sn =
∑n

k=1
Xk/k.

1. Soit n ∈ IN⋆. On note Bn = σ(X1, . . . , Xn) (c’est-à-dire que Bn est la tribu engendrée par X1, . . . , Xn).

Montrer que pour toute v.a.r. ϕ, Bn-mesurable bornée, E(Sn+1ϕ) = E(Snϕ).

Corrigé – Comme (Xn)n∈IN⋆ est une suite de v.a.r.i.i.d., la tribu engendrée par Xn+1 est indépendante de la tribu

Bn (c’est une conséquence, par exemple, la proposition 2.59 du cours). Les v.a.r . Xn+1 et ϕ sont donc indépendantes.

Ceci donne E(Xn+1ϕ) = E(Xn+1)E(ϕ) = 0, et donc E(Sn+1ϕ) = E(Snϕ).

2. Montrer que la suite (Sn)n∈IN⋆ est bornée dans L2(Ω,F, P ).

Corrigé – Si k 6= p, les v.a.r. Xk et Xp sont indépendantes et donc E(XkXp) = E(Xk)E(Xp) = 0. On en déduit

que E(S2
n) =

∑n

p=1
1

p2 E(X2
p) =

∑n

p=1
1

p2 . Ceci montre que La suite (Sn)n∈IN⋆ est bornée dans L2(Ω,F, P ).

3. Montrer que la suite (Sn)n∈IN⋆ converge dans L2(Ω,F, P ) quand n → +∞.

Corrigé – Pour tout n ∈ IN⋆ et p > 1, toujours grâce à E(XiXj) = 0 si i 6= j,

‖Sn+p − Sn‖2
2 =

∑

k=n+1

n + p
1

k2
‖Xk‖2 ≤

+∞
∑

k=n+1

1

k2
.

Ceci montre que la suite (Sn)n∈IN⋆ est de Cauchy dans L2 et donc convergente.

On note S la limite (dans L2) de la suite (Sn)n∈IN⋆ . Donner l’espérance et la variance de S.

Corrigé – E(S) = limn→+∞ E(Sn) = 0 et Var(S) = limn→+∞ E(S2
n) =

∑+∞

k=1
1

k2 = π2

6
.
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