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Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction... par les probabilités

2.1.1 Cas d’un probleme ‘“discret"

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commencons par quelques exemples, tirés du calcul des pro-
babilités. Le calcul des probabilités s’intéresse a mesurer la “chance" qu’un certain “événement", résultat d’une
expérience, a de se produire. Considérons par exemple “I’expérience” qui consiste a lancer un dé. On appelle
“@ventualité" associée a cette expérience un des résultats possibles de cette expérience, et “univers des possibles"
I’ensemble E de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités peuvent étre 1,2, 3,4, 5 ou 6 ; on pourrait
choisir aussi comme éventualités les résultats correspondant au “dé cassé". On peut donc tout de suite remarquer
que ’ensemble £ des univers du possible dépend de la modélisation, c’est a dire de la formalisation mathématique

que I’on fait du probleme. Notons qu’il est parfois difficile de définir I’ensemble E.

A partir des éventualités, qui sont, par définition, les éléments de I’univers des possibles E, on définit les “événe-
ments", qui forment un ensemble de parties de F. Dans notre exemple du lancer de dé, I’ensemble des événements
est I’ensemble des parties de E, noté¢ P(E). Dans I’exemple du dé, la partie {2,4,6} de E est I'événement : “le
résultat du lancer est pair". On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple {6} dans notre exemple
du lancer de dé, événement certain I’ensemble F tout entier, et I’événement “vide" I’ensemble vide () (qui a donc
une ‘“chance" nulle de se réaliser). Pour mesurer “la chance" qu’a un événement de se réaliser, on va définir une
application p de I’ensemble des événements (donc de P(FE) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0, 1] avec
certaines propriétés (qui semblent naturelles...). La “chance" (ou probabilité) pour un événement A C E de se
réaliser sera donc le nombre p(A), appartenant a [0, 1].

L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un probleme discret fini, au sens ou 1’ensemble
F est fini. On peut aussi envisager des problemes discrets infinis, ’ensemble E est alors infini dénombrable (on
rappelle qu’un ensemble [ est “dénombrable” s’il existe une bijection de [ dans N, il est “au plus dénombrable" s’il
existe une injection de I dans N), ou des problemes (parfois appelés “continus") ou E est infini non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant “I’expérience" qui consiste a lancer une balle de ping-pong sur une table de ping-pong.
Soit £ I’ensemble des points de la table de ping-pong, on peut voir E comme un sous-ensemble de R?, un évé-
nement élémentaire est alors un point (z,y) € F (le point d’impact de la balle), et un événement semble étre une
partie quelconque A de P(FE). On suppose qu’on a effectué le lancer “sans viser”, c’est a dire en supposant que

18



“n’importe quel point de la table a une chance égale d’étre atteint" (les événements élémentaires sont “équipro-
bables"), et que la balle tombe forcément sur la table (on est trés optimiste. ..). On se rend compte facilement que
la probabilité pour chacun des points de E d’étre atteint doit étre nulle, puisque le nombre des points est infini. On
peut aussi facilement “intuiter" que la probabilité pour une partie A d’étre atteinte (dans le modele “équiprobable™)
est le rapport entre la “surface de A" et la surface de F. La notion intuitive de “surface" correspond en fait a la
notion mathématique de “mesure" que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme
on I’a dit dans le chapitre introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible de définir une application
convenable, i.e. qui vérifie les propriétés (1.9)-(1.10) et qui “mesure” toutes les parties de R, ou R2, ou méme du
sous-ensemble F de R? (voir 2 ce sujet 1’exercice 2.27). On va donc définir un sous-ensemble de P(F) (qu’on
appelle “tribu") sur lequel on pourra définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini, la tribu sera, en
général, P(FE) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire, I’ensemble des
événements sera une tribu strictement incluse dans P(E).

2.2 Tribu ou oc—algebre

Définition 2.1 (Tribu ou o —algebre) Soient E un ensemble, T une famille de parties de E (i.e. T C P(E)). La
Sfamille T est une tribu (on dit aussi une oc—algébre) sur E si T vérifie :

1.0eT,EFeT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (Ay,)nen C T, on a
UnenA, € T.

3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable (A,,)nen C T, on
aNpenA, €T.

4. T est stable par passage au complémentaire, ¢’est-a-dire que pour tout A € T, on a A° € T (On rappelle que
A¢=FE\ A).

Il est clair que, pour montrer qu’une partie 7" de P(F) est une tribu, il est inutile de vérifier les propriétés 1-4 de la
proposition précédente. 11 suffit de vérifier par exemple ) € T (ou E € T), 2 (ou 3) et 4.

Exemples de tribus sur E :
- T={0,E},
- P(E).

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (“I'univers des possibles") et T' une
tribu; on appelle “éventualité” les éléments de E et “événements" les éléments de T. On appelle “événement
élémentaire" un singleton de T'.

On dit que deux événements A, B € T sont incompatibles si AN B = ().

Proposition 2.1 (Stabilité par intersection des tribus)
Soient E et I deux ensembles. Pour tout i € I, on se donne une tribu, T}, sur E. Alors, la famille (de parties de E)
NierT; = {A C E; A €T, pourtout i € I} est encore une tribu sur E.

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait I’objet de la premiére question de 1’exercice 2.2.
L]

Cette proposition nous permet de définir ci-apres la notion de tribu engendrée.

Définition 2.3 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C C P(E). On appelle tribu engendrée par C la
plus petite tribu contenant C, ¢’est-a-dire la tribu T'(C) intersection de toutes les tribus sur E contenant C (cette
intersection est non vide car P(E) est une tribu contenant C).
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11 est parfois utile d’utiliser la notion d’algébre, qui est indentique a celle de tribu en remplacant “dénombrable”
par “finie".

Définition 2.4 (Algebre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e. A C P(E)). La famille A est
une algébre sur E si A vérifie :

1.0 e A E c A,

2. A est stable par union finie, ¢’est-a-dire que pour tout A,B € Aona AUB € A.

3. A est stable par intersection finie, c’est-a-dire que pour tout A, B € Aona AN B € A.

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A, ona A° € A.

Remarque 2.1 Soit E un ensemble et C C P(E). Comme pour les tribus, on peut définir I’algébre engendrée
par C. C’est la plus petite algebre contenant C, ¢’est-a-dire l'intersection de toutes les algebres contenant C (voir
lexercice 2.9).

Soit E un ensemble, C C P(€) et T'(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.3 et I’exercice 2.2). Il est
important de remarquer que, contrairement a ce que I’on pourrait étre tenté de croire, les éléments de la tribu
engendrée par C ne sont pas tous obtenus, a partir des éléments de C, en utilisant les opérations : “intersection

"o

dénombrable", “union dénombrable" et “passage au complémentaire". Plus précisément, on pose :

R'(C) = {ACEtq A= ] A A, €CouAf e,
neN

R*C) = {ACEtq A= () A, A, €Cou A eC},
neN

R(C) = RYC)UR2(C).

Prenons E = R et C I’ensemble des ouverts de R (donc T'(C) est la tribu borélienne de R, voir définition ci-apres).
1l est facile de voir que R(C) C T(C), mais que, par contre (et cela est moins facile a voir), R(C) n’est pas une
tribu. En posant : S = C, et S;, = R(S,,—1), pour n > 1, on peut aussi montrer que S = U S, n’est pas une

- neN
tribu (et que S C T'(C)).

Remarque 2.2 Soit E un ensemble et Ci C Cy C P(E). Il est alors facile de voir que T(C1) C T(Cs) (cf.
Exercice 2.2).

Soit £/ un ensemble. On rappelle qu’une “topologie" sur £ est donnée par une famille de parties de F, appelées
“ouverts de E", contenant () et F, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. L’ensemble F,
muni de cette famile de parties, est alors un “espace topologique".

Définition 2.5 (Tribu borélienne) Soit E un ensemble muni d’une topologie (un espace métrique, par exemple).
On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par I’ensemble des ouverts de E, cette tribu
sera notée B(E). Dans le cas E = R, cette tribu est donc notée B(R).

Remarque 2.3 o _
1. L’ objectif de la section 2.5 est de construire une application A : B(R) — R, t.q.:

(@ Mo, B]) =B — a,pourtout a, f € R v < 3,
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(b) A(UnenAn) = 3>,y MAn), pour toute suite (Ap)neny C B(R) t.q. Ay N Ay, = (0 sin # m. (Noter que
Unen4, € B(R) grice a la stabilité d’une tribu par union dénombrable.)

2. On peut se demander si B(R) = P(R). La réponse est non (voir les exercices 2.27 et 2.28). On peut méme
démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que card(P(R)) > card(R)). On donne ci-apreés un rappel rapide
sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects difficiles de la théorie des ensembles, et donc de maniere peut-&tre
un peu imprécise).

3. Rappel sur les cardinaux. Soit A et B deux ensembles.

(a) On dit que card(A) = card(B) si il existe une application ¢ : A — B, bijective.

Pour montrer que deux ensembles ont méme cardinaux, il est souvent trés utile d’utiliser le théoreme de
Bernstein (voir I’exercice 1.12) qui montre que s’il existe une injection de A dans B et une injection de B
dans A, alors il existe ¢ : A — B, bijective (et donc card(A) = card(B)). Le théoréme de Bernstein motive
également la définition suivante.

(b) On dit que card(A) < card(B) s’il existe ¢ : A — B, injective.

(¢) Un autre théoréme intéressant, ddi a Cantor, donne que, pour tout ensemble X, on a card(X) < card(P(X))
(c’est-a-dire card(X) < card(P (X)) et card(X) # card(P(X))). On a donc, en particulier, card(P(R)) >
card(R). La démonstration du théoréme de Cantor est trés simple. Soit ¢ : X — P(X). On va montrer que
© ne peut pas étre surjective. On pose A = {z € X; x & ¢(z)} (A peut étre I’ensemble vide). Supposons
que A € Im(¢p). Soitalors a € X t.q. A = ¢(a).

Sia € A= p(a), alors a € A par définition de A.
Sia ¢ A= p(a),alors a € A par définition de A.

On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ¢) et donc ¢ n’est pas surjective.

Proposition 2.2 On note Cy ’ensemble des ouverts de R, Co = {Ja, b, a,b € R, a < b} et C3 = {Ja, 0],
a € R}. Alors T(C1) = T(Cs) = T(C3) = B(R). (Noter que d’autres caractérisations de B(R), semblables, sont
possibles.)

DEMONSTRATION : On a, par définition de B(R), T(C;) = B(R). On va démontrer ci-apres que T'(C1) = T'(Cs)
(le fait que T'(C2) = T'(C3) est laissé au lecteur).
Comme Co C Cy, on a T(C3) C T(Cy). 1l suffit donc de démontrer I’inclusion inverse. On va montrer que
C1 C T(C2), on aura alors que T'(Cy) C T(Ca).
Soit O un ouvert de R. On suppose O # @ (on sait déja que } € T(C2)). Le lemme 2.1 (plus simple que le
lemme 2.4 page 35) ci-aprés nous donne I’existence d’une famille (,,),c 4 d’intervalles ouverts t.q. A C N et
O = Upeal,. Noter qu’on a aussi O = Upenl, en posant I, = f sin € N\ A. Comme I,, € Co C T(Cs) pour
toutn € Aet € T(C2), on en déduit, par stabilité dénombrable d’une tribu, que O € T'(Cz). Donc, C; C T'(Cs)
etdonc T'(C1) C T(Cz). On a bien montré que T'(C1) = T(C2).

]

Lemme 2.1 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés.

DEMONSTRATION : Soit O un ouvert de R, O # (). On pose A = {(8,7) € Q%; 8 < 7, ]B,7[C O}. On a donc
U(g,7)ealB,¥[C O. On va montrer que O C U(g ) a]f,7[ (et donc que O = U yyealB,7D-

Soit z € O, il existe a, > 0t.q. ] — @, & + . [C O. En prenant 3, € QN]x — ay, z[ et vy, € QN]z, x + a,[ (de
tels 3, et v, existent) on a donc x €]8;,7,[C O etdonc (8;,7,) € A. Dol & €]8,,7:[C U(,y)ca)B,7[. On a

21



bien montré que O C U(g.)eca) 3, 7] et donc que O = Ug )e4]B,7[. Comme Q? est dénombrable, A est au plus
dénombrable et le lemme est démontré. u

Définition 2.6 (Espace et partie mesurable ou probabilisable)

Soient E un ensemble, et T une tribu sur E. Le couple (E,T) est appelé “espace mesurable" ou (en langage
probabiliste !) “espace probabilisable". Les parties de E qui sont (resp. ne sont pas) des éléments de T sont dites
mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables, non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité

Définition 2.7 (Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure une application m : T — R
(avec Ry = Ry U (400)) vérifiant :

1. m@)=0

2. m est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A,,)nen C T de parties disjointes deux a deux, (i.e. t.q.
A, NA,=0sin#m)ona:
m(|J 4n) =D m(4,). 2.1)

neN neN

Remarque 2.4

1. Dans la définition précédente on a étendu a R. I’addition dans R, . On a simplement posé x + 0o = 00, pour

tout z € R. Noter également que la somme de la série dans la définition précédente est a prendre dans R et
que, bien siir, a = ZneN a,, signifie simplement que Z;’:O a, — a (dans R) quand n — oo.
2. Soient x,y, z € Ry. Remarquer que = + y = & + z implique y = 2 si z # co.

3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut étre remplacée par la condition : 3 A € T, m(A) < oo. La
vérification de cette affirmation est laissée au lecteur attentif.

4. Il est intéressant de remarquer que, pour une série & termes positifs, I’ordre de sommation est sans importance.
Plus précisément, si (@, )nen C Ry etsi @ est une bijection de Ndans N,ona )",y an = D, oy Gp(n)- Cest
I’objet du lemme 2.2.

5. Une conséquence immédiate de la o-additivité est 1’additivité, c’est-a-dire que

n

m(UZ:OAp) = Z m(Ap)

p=0

pour toute famille finie (A, )p=o,... » d’éléments de T, disjoints 2 a 2. L’additivité se démontre avec la o-addi-
tivité en prenant A, = () pour p > n dans (2.1).

6. Dans le cas E = R et T = P(R), il est facile de construire des mesures sur 7', mais il n’existe pas de mesure
sur T, notée m, telle que m(Ja, b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b (voir les exercices 2.28 et 2.27). Une telle
mesure existe si on prend pour 7 la tribu borélenne de R, c’est I’objet de la section 2.5.

Lemme 2.2 Soit (a,)nen C Ry et soit ¢ : N — N bijective. Alors 3, o n = Y, cn G (n)-

DEMONSTRATION :
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On pose

n n

A= Z an(= nhﬁngQ ap) et B = Z ) (= nhﬁnolo Ay(p))-
neN p=0 neN p=0

Noter que A, B € R,.. On veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B < A. Soit n € N. On pose N = max{¢(0),...,¢(n)}. Comme a, > 0 pour tout
g€ N,ona ZZ=0 Upp) < Z;VZO a, < A. On en déduit, faisant tendre n vers oo que B < A.

En raisonnant avec I’inverse de ¢ on a aussi A < B et finalement A = B.

Définition 2.8 (Mesure finie) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle mesure finie une mesure m
sur T telle que m(E) < .

Définition 2.9 (Probabilité) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. On appelle probabilité une mesure p sur
Ttq p(E)=1.

Définition 2.10 (Espace mesuré, espace probabilis€) Soient E un ensemble, T une tribu sur E et m une mesure
(resp. une probabilité) sur T. Le triplet (E, T, m) est appelé “espace mesuré" (resp. “espace probabilisé").

Définition 2.11 (Mesure o-finie) Soit (E,T, m) un espace mesuré, on dit que m est o-finie (ou que (E, T, m) est
o-fini) si :
3(An)nen C T, m(A,) <00, VneN, et E= [ A,. (2.2
neN

Remarque 2.5 (Langage probabiliste) En langage probabiliste, la propriété de o-additivité (2.1) que 1’on re-
quiert dans la définition d’une mesure (et donc d’une probabilité) est souvent appelé “axiome complet des proba-
bilités totales".

Exemple 2.1 (Mesure de Dirac) Soient £ un ensemble, 7" une tribu sur £ et ¢ € E. On définit sur 7" la mesure
0q par (pour A € T):
0,(A) =0, sia¢ A, (2.3)

da(A) =1, sia € A. 2.4)

On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.6 (Comment choisir la probabilité) Soit (£, T') un espace probabilisable, on peut évidemment dé-
finir plusieurs probabilités sur 7'. C’est tout I’art de la modélisation que de choisir une probabilité qui rende compte
du phénomene aléatoire que 1’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui est
une notion expérimentale a ’origine. Soit A € T un événement, dont on cherche a évaluer la probabilité p(A).
On effectue pour cela N fois I’expérience dont I’univers des possibles est F, et on note N4 le nombre de fois ol
I’événement A est réalisé. A N fixé, on définit alors la fréquence f4(N) de I’événement A par :

fa(N) = %~

Expérimentalement, il s’avére que fy(A) admet une limite lorsque N — +o0o. C’est ce qu’on appelle la “loi
empirique des grands nombres". On peut donc définir “expérimentalement” p(A) = limy_, 1o v (A). Cependant,
on n’a pas ainsi démontré que p est une probabilité : il ne s’agit pour I’instant que d’une approche intuitive. On
démontrera plus loin la loi forte des grands nombres, qui permettra de justifier mathématiquement la loi empirique.
On peut remarquer que fy(E) = % =1...
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Exemple 2.2 (Le cas “équiprobable') Soit (E, T, p) un espace probabilisé .On suppose que tous les singletons
de E appartiennent 2 la tribu et que les événements élémentaires sont équiprobables. . Ona alors : p({z}) = L

pour tout x € E.

Définition 2.12 (mesure atomique) Soit (E, T, m) un espace mesuré tel que : {x} € T pour tout x de E. On dit
que m est portée par S € T si m(S¢) = 0. Soit x € E, on dit que x est un atome ponctuel de m si m({z}) # 0.
On dit que m est purement atomique si elle est portée par la partie de E formée par I’ensemble de ses atomes
ponctuels.

Définition 2.13 (Mesure diffuse) Soient (E,T) un espace mesurable et m une mesure sur T . On dit que m est
diffuse si {x} € T et m({x}) = 0 pour tout x € E. (Cette définition est aussi valable pour une mesure signée sur
T, définie dans la section 2.4.)

Définition 2.14 (Partie négligeable) Soient (E, T, m) un espace mesuré et A C E. On dit que A est négligeable
s'il existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0.

Définition 2.15 (Mesure compléte) Soir (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est compléte (ou que I’espace
(E, T, m) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, ¢’est-a-dire appartiennent a T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.

Proposition 2.3 (Propriétés des mesures) Soir (E, T, m) un espace mesuré. La mesure m vérifie les quatre pro-
priétés suivantes :
1. Monotonie : Soit A, B € T, A C B, alors

m(A) < m(B) (2.5)

2. o-sous-additivité : Soit (Ap)nen C T, alors

m(|J 4n) <> m(4,). (2.6)

neN neN

3. Continuité croissante : Soit (Ap)neny C T, t.q. Ay, C Apy1, pour tout n € N, alors

m( U A, = nler;o(nL(An)) = sup(m(A4,)) 2.7
neN neN

4. Continuité décroissante : Soit (Ap)nen C T, t.q. Apy1 C Ay, pour tout n € N, et t.q. il existe ng € N,
m(An,) < 00, alors

m([) An) = lim (m(Ay)) = inf (m(4,)) (2.8)

neN neN
DEMONSTRATION :
La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent toutes du caracteére positif et du caractere o-additif

de la mesure. Attention : ces propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous verrons a la section
2.4.

1. Monotonie. Soit A,B € T, A C B.OnaB = AU(B\ A et AN(B\ A) = (. Comme A € T et
B\ A= BnA° € T, 'additivité de m (voir la remarque 2.4) donne m(B) = m(A) + m(B\ A) > m(A), car
m prend ses valeurs dans R .

Noter aussi que m(B \ A) = m(B) —m(A) si 0 < m(A) < m(B) < co (mais cette relation n’a pas de sens si
m(A) = m(B) = o).
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2. o—sous additivité. Soit (A, )neny C T'. On veut montrer que

m(UnENAn) § Z m(An)

neN

On pose By = Ay et, par récurrence sur n, B, = A, \ (U?;OI B;) pour n > 1. Par récurrence sur n on montre
que B,, € T pour tout n en remarquant que, pourn > 1, B,, = A, N (ﬂ{‘;ol Bf). La construction des B,, assure
que B, N By, = B sin # m et UpenA, = UpenBnp. Pour vérifier cette derniere propriété, on remarque que
B, C A, donc Up,enB,, C UpenAy,. Puis,siz € A etx & U?;OlBi, onaalorsx € A, N (ﬂ?;ole) = B,,.
Ceci prouve que UpenA,, C UpenBy, et dong, finalement, UpenA,, = UpenBn.

On utilise maintenant la o—additivité de m et la monotonie de m (car B,, C A,,) pour écrire m(UpenAy) =
m(UnENBn) = ZneN m(Bn) < ZneN m(Aﬂ)

3. Continuité croissante. Soit (A, )nen C T, t.q. A,, C Ayq1, pour tout n € N. Par monotonie de m, on am(A,,11)
> m(Ay), pour tout n € N, et donc limy, ;o m(A4,) = sup, ey m(4,) € R,. On pose A = UpenAy, et on
définit la suite (B, )nen par By = Ag et B, = A,, \ A,,—1 pour tout n > 1 (noter que A,,_; C A,).Ona A =
UnenAn = UpenBn, B, € T pour tout n € Net B, N By, =0 sin # m.

La o—additivité de m nous donne

m(A) = m(UnENBn) = Z TTL(Bn) = nlLHolo Zm(Bp)
neN p=0

Puis, comme A, = U;L:OB , I’additivité de m (qui se déduit de la o —additivité) nous donne ZZ:O m(Bp) =
m(A,) etdonc m(A) = lim,,_, oo m(A4,).

4. Continuité décroissante. Soit (A, )nen C T, t.q. Apy1 C Ay, pour tout n € N, et telle qu’il existe ng € N,
m(An,) < 0.

Par monotonie, on a m(A, 1) < m(A,) pour tout n € N et donc lim,, o, m(A,) = inf,eym(4,) € R,.
On a aussi, par monotonie, m(A) < m(A,,), pour tout n € N, avec A = Ny,enAy,. Comme m(4,,) < oo, on a
aussi m(A,) < oo pour tout n > ng et m(A) < co. On pose B, = A, \ A, = Ap, N AS € T, pour tout n. >
no. La suite (By,)n>n, est croissante (B,, C By 41 pour tout n > ng) et B = Uy>0B, = Up>p, (An, \ 4n) =
Ano \ m’ﬂZ’ﬂoAn = A’ﬂo \ A

La continuité croissante donne

m(An, \ A) = m(B) = lim m(B,) = lim m(A4,, \ 4,). 2.9
n—oo n—o0
Comme A C Ay, onam(A,, \ A) = m(A,,) —m(A4) (car m(A) < m(A,,) < oo, on utilise ici la remarque
a la fin de la preuve de la monotonie). De méme, comme A,, C A,, (pour n > ng), on a m(A,, \ 4,) =
m(Ap,) — m(4,) (car m(A,) < m(A4,,) < c0). En utilisant une nouvelle fois que m(A,,) < oco, on déduit
de (2.9) que m(A) = lim,, oo m(A4y).

Théoréme 2.1 (Mesure complétée) Soir (E, T, m) un espace mesuré, on note Ny, I’ensemble des parties négli-
geables. On pose T = {AUN, A eT, N € N} Alors T est une tribu, et il existe une et une seule mesure,
notée T, sur T, égale & m sur T. De plus, une partie de E est négligeable pour (E,T,m) si et seulement si elle
est négligeable pour (E, T, m). la mesure T est compléte et I'espace mesuré (E, T, ) s appelle le complété de
(E,T,m). La mesure m s’appelle la mesure complétée de la mesure m.
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DEMONSTRATION : Cette démonstration est 1’objet de ’exercice 2.32. [ |

Définition 2.16 (Mesure absolument continue, mesure étrangere)
Soient (E,T) un espace mesurable, et m et |1 des mesures (positives) sur T.

1. On dit que la mesure | est absolument continue par rapport a la mesure m (et on note | << m) si pour tout
A € T tel que m(A) =0, alors u(A) = 0.

2. On dit que la mesure p est étrangére a la mesure m (et note ulm) s’il existe A € T tel que m(A) = 0 et
u(A°) = 0.

Proposition 2.4 Soient (E,T) un espace mesurable, et m et ji des mesures (positives) sur T ; on suppose de plus
que la mesure p est o-finie. Alors il existe une mesure (1, absolument continue par rapport 4 m et une mesure [i,
étrangere am (et a lig) 1.q. b = g + He-

DEMONSTRATION :

On suppose tout d’abord que p est une mesure finie. On pose o = sup{u(4); A € T,m(A) = 0}. Il existe
donc une suite (Ap,)nen C T t.q. m(A,) = 0, pour tout n € N, et u(A,) — «, quand n — co. On pose alors
C= UnGNA7L~

OnaCeT,0<m(C) <Y, cym(An) = 0 (par o-sous additivité de m), u(C') > p(A,) pour tout n € N (par
monotonie de ) et donc, en passant a la limite quand n — oo, ;1(C') > «. Enfin, la définition de o donne alors
p#(C) = a. On adonc trouvé C € T t.q. m(C) =0et u(C) = a

Pour A € T, on pose pe(A) = p(ANC) et ua(4) = u(ANCe).

11 est clair que p. et p, sont des mesures sur T et que 1 = pe + fiq. Comme p(C€) = 0 et po(C) = 0, les
mesures /i, et /. sont étrangéres. Comme m(C') = 0 et p.(C¢) = 0, les mesures p. et m sont aussi étrangeres. 11
reste a montrer que /i, est absolument continue par rapport a m.

Soit B € T t.q. m(B) = 0. On veut montrer que p,(B) = 0, c’est-a-dire que (B N C¢) = 0. On pose
D=BNC¢etF =CUD.Comme DNC =0, 0nam(F) =m(C)+ m(D) <m(C)+m(B) =0et
w(F) = p(C) + w(D) = o+ (D). Comme m(F) = 0, la définition de o donne que p(F) < «. On a donc
a+ u(D) < «, d’ ot I’on déduit, comme « € R (et c’est ici que I’on utilise le fait que 1 est une mesure finie), que
u(D) = 0, c’est-a-dire y1,(B) = 0. On a bien ainsi montré que i, est absolument continue par rapport a m.

On consideére maintenant le cas général ou u est o-finie. Il existe une suite (E,)neny C T t.q. E = UpenFn,
w(E,) < ocopourtoutn € Net E,, UE,, = sin # m.

Pour n € Net A € T, on pose (™ (A) = (AN E,). u™ est donc une mesure finie sur 7. Le raisonnement

précédent donne donc I’existence de M((ln) absolument continue par rapport a m et de ué") étrangere a m (et a ué") )

tq. p™ = u& + 1™ . On pose alors, pour A € T':

pe(A) =Y nl(A); pa(A) = ul(A).
neN neN
e €t 1, sont bien des mesures sur 7" (voir 1’exercice 4.2) et il est clair que p = pte + fiq, [4q absolument continue

par rapport a m et . étrangere a m (et a p,). u

11 est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparait aussi dans le section 2.5 et
dans le chapitre 7) de montrer I’unicité d’une mesure ayant des propriétés données. La proposition suivante donne
une méthode pour montrer une telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.4
dans le chapitre 5).
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Proposition 2.5 Soit (E,T') un espace mesurable et m, p deux mesures sur T. On suppose qu’il existe C C T t.q.
1. C engendre T,

2. C est stable par intersection finie (c’est-a-dire A,B € C = AN B € C),

3. llexiste (Ep)neny CC t.q. En N Ep =0 sin#m, m(E,) < oo, pour toutn €N, et E = UpenEn,

4. m(A) = u(A) pour tout A € C.

On a alors m = p (c’est-a-dire m(A) = p(A) pour tout A € T).

DEMONSTRATION : Cette démonstration est 1’objet de 1’exercice 2.21. [ |

2.4 mesure signée

Définition 2.17 (Mesure signée) Soit (E,T') un espace mesurable. On appelle mesure signée (sur T') une appli-
cation m : T — R vérifiant la propriété de o-additivité, ¢’ est-a-dire t.q. pour toute famille (A, )neny C T, 1.q. Ay,

NA,=0sin#m,
m(J An) =D m(4,). (2.10)

neN neN

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant A, = ) pour tout n € N dans (2.10), on en
déduit que m(0) = 0.

On peut aussi considérer des mesures a valeurs complexes (c’est-a-dire dans C). Dans ce cas, les parties réelles et
imaginaires de ces mesures a valeurs complexes sont des mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives, c¢’est-a-dire (cf. définition 2.7) a
valeurs dans R, . Lorsque 1’on s’intéressera a des mesures prenant leurs valeurs dans R, on précisera qu’il s’agit
de “mesures signées". Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.5) et (2.6). Pour
avoir un contre exemple, il suffit de considérer une mesure signée m (non nulle) t.q. —m soit une mesure (positive).

Proposition 2.6 (Décomposition d’une mesure signée) Soient (E,T') un espace mesurable et m une mesure si-
gnée sur T. Alors, il existe deux mesures (positives) finies, notées m* et m™, t.q. :

1. m(A) = m™(A) —m~(A), pour tout A € T.
2. Les mesures m™* et m™ sont étrangeres, c’est-a-dire qu’il existe C € T tel que m*(C) = 0, et m™ (E\C) = 0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m~(A) = —m(A N C) et m*(A) = m(A N C¢) pour tout
Ael.

De plus, la décompostion de m en différence de deux mesures (positives) finies étrangeres est unique. Elle s’appelle
“décomposition de Hahn" de m.

DEMONSTRATION :

La démonstration d’existence de mf et m™ est décomposée en trois étapes. Dans la premiére €tape, on va montrer
que,si A€ T,ilexiste A Ttq. AC A m(A) >m(A)et:

BeT, BC A = m(B)>0.

Cette premiere étape nous permettra, dans 1’étape 2, de montrer I’existence de C' € T't.q. m(C) = sup{m(A), A €
T} (ceci montre, en particulier que sup{m(A4), A € T} < o0).
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Enfin, dans I’étape 3, on pose m*(A4) = m(ANC)etm™ (A) = —m(AN C®) (pour tout A € T') et on remarque
que m™ et m™ sont des mesures finies, étrangeres et t.q. m = mT —m™.

Etape 1. Soit A € T, on montre, dans cette étape, qu’il existe A € T't.q. A € A, m(A) > m(A)et:
BeT, BC A = m(B)>0. (2.11)
On commence par montrer, par récurrence sur n, I’existence d’une suite (B, ),en déléments de T t.q. :
1. By = A,
2. By 41 C By, pour toutn € N,

3. m(By \ Bny1) < B = max{%*, =1} ot o, = inf{m(C),C € T,C C B, }.

On prend By = A. Soit maintenant n € N, on suppose B, connu pour p < n.Onaa,, = inf{m(C),C C B,} <0
(car § C By,). Sia,, = —o0, il existe C,, € T t.q. C,, C B et m(C,) < 3, = —1. 81 —00 < 0, < 0, 0n a
Bn > Qu, il existe donc C,, € T t.q. C,, C B, et m(Cy,) < By. Si a;, = 0, on prend C,, = (). Enfin, on prend
B, +1 = B, \ C,, et on obtient bien les propriétés désirées en remarquant que C,, = By, \ By 11.

La suite (By,)nen est décroissante (c’est-a-dire B, 1 C B, pour tout n € N). Pour m > n, on a donc C,,, C
By, C By etdonc Cp, N C,, = 0 (car By y1 = By, \ Cy). Par o—additivité de m, on en déduit m(U,enCh) =
Y nen M(Cr). Comme m(U,enCyp) € R, la série de terme général m(C,,) est convergente. On a donc m/(C,) —
0 quand n — oo et donc §,, — 0 quand n — oo (car m(C,,) < 8, < 0) et, finalement, o, — 0 quand n — co.

On pose maintenant A=A \ Unean = NpenBn. On a, bien sir, A e Tet Ac A. On montre maintenant que
A vérifie (2.11). Soit C € T, C C A. On a, pour toutn € N, C' C B,, et donc m(C) > a,. Quand n — oo, on en
déduit que m(C') > 0. ce qui donne bien (2.11).

1l reste 2 montrer que m(A) > m(A). Comme A = AU (UnenCh) (et que cette union est “disjointe"), la
o —additivité de m donne que m(A) = m(A) + >, .y m(Cr) < m(A). Ce qui termine la premiére étape.
Etape 2. On pose o = sup{m(A), A € T'} et on montre, dans cette étape, qu’il existe C' € T t.q. m(C) = «.

Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (A,,),en d’éléments de 7't.q. m(A,,) — a quand n — oc.
Grice a I’étape 1, on peut supposer (quitte & remplacer A,, par A,, construit comme dans 1’étape 1) que A,, vérifie
(2.11), c’est-a-dire que pour toutn € N :

BeT, BCA, = m(B)>0. 2.12)

On pose C' = UpenA,. On commence par montrer que m(C') > m(A,,), pour tout m € N.

Soit m € N. On peut écrire C' comme une union “disjointe" :
C= Am U (Un;émcn,m);

avec Cp.mm € T et Cy , C A, pour tout m # n. En effet, il suffit pour cela de constuire par récurrence (sur
n) la suite des C, ,, en prenant pour C, , 'intersection de C' avec A,, a laquelle on retranche A,, et les Cj, p,
précédemment construits.

Par o—additivité€ de m, on a m(C) = m(An) + >, ., m(Cpm). puis, comme Cl,;n, C Ay, on a, par (2.12),
m(Cp,m) > 0. On en déduit m(C) > m(A,,).

En faisant tendre m vers co, on a alors m(C) > « et donc, finalement m(C) = .

Etape 3. Construction de m™ et m™~.
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Pour constuire m™ et m ™, on utilise un élément C de T t.q. m(C) = a = sup{m(A), A € T} ('existence de C a
été montré a 1’étape 2). Pour A € T', on pose :

m*T(4) =m(ANC), m™(A) = —m(ANC°).

Onam™ (@) =m~(0) = 0 (car m(0) = 0) et les applications m™ et m™ sont des applications o—additives de T'
dans R (car m est c—additive). Pour montrer que m™ et m™ sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles
prennent leurs valeurs dans R, ce que I’on montre maintenant.

Soit A € T, on a, par additivité de m et grice a la définition de o, @ = m(C) = m(ANC) + m(A°NC) <
m(A N C) + a. On en déduit m(A N C) > 0. ce qui prouve bien que m™*(A4) € R,. On a aussi, encore une
fois par additivité de m et grice a la définition de o, &« > m(C) + m(A N C¢) = a + m(A N C¢). On en déduit
m(ANC°) <0etdoncm™(A) € Ry.

Les applications m™ et m™ sont des mesures finies (noter que m*(E) = m(ENC) < ocoetm™ (E) = m(E N
C°) < 00). Elles sont étrangeres car m™ (C¢) = m(C°NC) = m(0) = 0etm™ (C) = —m(C' N C¢) = 0. Enfin,
pour tout A € T, on a, par o—additivité de m :

m(A) =m(ANC) +m(ANC°) =mT(A) —m™(A).

Ceci termine la démonstration de 1’existence de m™ et m .

Pour montrer I’unicité de cette décomposition de m, on suppose que p et v sont deux mesures finies étrangeres t.q.
m = p — v. Comme elle sont étrangeres, il existe D € T t.q. u(D¢) = v(D) = 0. On montre alors que, pour tout
A € T, on a nécessairement :

w(A) =sup{m(B); BeT, B C A} (2.13)

Eneffet, siA € Tet B € T,B C A,onam(B) = p(B) —v(B) < pu(B) < u(A) (par positivité de v
et monotonie de ). Puis, en prenant B = AN D,onam(B) = m(AND) = p(ANnD)—-v(AND) =
w(AND) = p(A) — p(AN D) = u(A). Ceci prouve bien que (2.13) est vraie (et prouve que le sup est atteint
pour B = AN D). L’égalité (2.13) donne donc de maniére unique p en fonction de m. L’unicité de v découle alors
du faitque v = p — m. u

Remarque 2.7 Une conséquence de la proposition 2.6 est que la série ), - m(A,,) apparaissant dans (2.10) est
absolument convergente car (pour toute famille (A, )peny C T t.q. A, N A, =0, sin#m)ona

Z Im(Ap)| < Zm+(Ap) + Zmi(Ap) <m(E) +m™(E) < co.
p=0 p=0 p=0

En fait, la définition 2.17 donne directement que la série ), . m(A,,) apparaissant dans (2.10) est commutati-
vement convergente (c’est-a-dire qu’elle est convergente, dans R, quel que soit ’ordre dans lequel on prend les
termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de 1’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est
donc absolument convergente (voir I’exercice 2.33). Nous verrons plus loin que cette équivalence entre les séries
absolument convergentes et les séries commutativement convergentes est fausse pour des séries a valeurs dans un
espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

11 serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer I’existence d’une application A, définie sur tout P(R) et a
valeurs dans R, t.q. I'image par A\ d’un intervalle de R soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les propriétés
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(1.9) et (1.10). Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les exercices 2.28 et
2.27). Le théoreme suivant donne 1’existence d’une telle application définie seulement sur la tribu des boréliens de
R, notée B(R) (I’exercice 2.28 donne alors que B(R) # P(R)). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théoréme 2.2 (Carathéodory) I existe une et une seule mesure sur B(R), notée \ et appelée mesure de Lebesgue
sur les boréliens, t.q. ], B[) = B — «, pour tout (o, B) € R? t.q. —00 < a < B < +00.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théoréeme. Pour la partie “existence” de ce théoreme, nous donnons
dans cette section une démonstration due a Carathéodory. Soit A C R. On définit \*(A) par :

A(A) = inf Z (A

(Aq )zeNEEA

ol E4 est I’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont I’'union contient A, et £(A;) représente
la longueur de I’intervalle A;. On peut montrer (voir I’exercice 2.27) que I’application A* ainsi définie de P(R)
dans R n’est pas o- additive (ce n’est donc pas une mesure).

On montre par contre dans cette section que la restriction de A* & B(IR) est une mesure, qu’on note A, mesure de
Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi étre démontrée en utilisant un théoreme plus général
(de F. Riesz) que nous verrons dans un chapitre ultérieur.

Apres la définition de A\* et la démonstration de propriétés de \*, on donne la démonstration de la partie “existence”
du théoreme de Carathéodory (voir page 33). La partie “unicité" du théoreme de Carathéodory (voir page 36) peut

4N

étre démontrée en utilisant le théoréme de “régularité" sur les mesures sur B(R) (Théoréme 2.3, trés utille dans

4N

la suite du cours) et d’un lemme classique sur les ouverts de R (lemme 2.4). Cette partie “unicité" peut aussi étre
démontrée, plus directement, en utilisant la proposition 2.5.

Définition 2.18 (Définition de \*) Soir A € P(R). On pose

1nf{Zf n n nEN S EA}

neN

avec Eg = {(In)nen; In =]an, bnf, —00 < an < b, < 00, Vn € Ny A C Upenln} et £(I) =b—asi I =|a,b],
—o<a<b<oo

Proposition 2.7 (Propriétés de \*) L’application \* : P(R) — R, (définie dans la définition 2.18) vérifie les
propriétés suivantes :

1L X(0) =0,

2. (Monotonie) \*(A) < X\*(B), pour tout A, B € P(R), A C B,

3. (o—sous additivité) Soit (Ap)nen C P(R) et A = UpenAnp, alors \*(A) < 37y A (An),

4. X*(Ja, b)) = b — a pour tout (o, B) € R? 1.q. —00 < a < 8 < +00.

DEMONSTRATION : -
On remarque tout d’abord que A*(A) € R pour tout A € P(R) (car \*(A) est la borne inférieure d’une partie de

R,).

Propriété 1. Pour montrer que \*((}) = 0, il suffit de remarquer que (I,,)nen € Fy avec I, = () pour tout n € N,
etdonc 0 < A*(0) <> .y 0(In) = 0.
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Propriété 2. Soit A, B € P(R) t.q. A C B.Ona Eg C E4 etdonc A\*(A) < A*(B).
Propriété 3. Soit (A, )nen C P(R) et A = UpenAy,. 11 suffit de considérer le cas ot A*(A,,) < oo pour tout
n € N (sinon, ’inégalité est immédiate).
Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe (In,m)men € Ea, tq. >, cn lTnm) < A (An) +¢/(27).
On remarque alors que (I, m ) (n,m)en? €st un recouvrement de A par des intervalles ouverts et donc que :
MA) < > UTum).
(n,m)eN?

Noter que 37, yene (Tnm) = 2, en E(Lp(n) ), Ol  est une bijection de N dans N? (cette somme ne dépend pas
de la bijection choisie, voir le lemme 2.2 page 22).Avec le lemme 2.3 ci dessous, on en déduit :

MA) <Y O UTnm) €N (An) + 22,
neN meN neN
ce qui donne bien, quand £ — 0, A*(A4) < >, .y A (An).

Propriété 4. Pour montrer la quatrieme propriété. On commence par montrer :

X ([a,b]) =b—a, Va,b € R,a < b. (2.14)
Soitdonc a, b € R, a < b.
Comme [a,b] Cla — €,b+ ], pour tout £ > 0, on a \*([a, b]) < b — a + 2¢. On en déduit A*([a,b]) < b— a.
Pour démontrer I'inégalité inverse, soit (I, )nen € Efq). Par compacité de [a, b], il existe n € N t.q. [a,b] C
Up—oIp- On peut alors construire (par récurrence) ig, i1, ..., ig € {0,...,n} t.q. a;, < a, a;,,, < b;, pour tout
p€{0,...,q—1},b < b;,.Onen déduit que b — a < ZZ:O bi, —ai, <> ent(In) etdonc b—a < X ([a, b]).
Ceci donne bien (2.14).
En remarquant que [a + ¢,b — €] Cla,b[C [a,b] pour tout a,b € R, a < b, et 0 < ¢ < (b — a)/2, la monotonie
de \* donne (avec (2.14)) que A\*(Ja,b[) = b — a pour tout a,b € R,a < b. La monotonie de A* donne alors
aussi que A*([a, b]) = A*(Ja, b)) = XN*(Ja,b]) = b — a pour tout a,b € R,a < b, et enfin que A*(] — o0, a]) =
A (] = 00, a) = A*(Ja, 0]) = AM*([a, 00]) = oo pour tout a € R. L]

Lemme 2.3 (Double série a termes positifs) Soit (an,m)(n,m)eNQ CRy.Alorsona:

Z Ap,m = Z(Z an,m)'

(n,m)€eN? neN meN

DEMONSTRATION : On pose A = Z(n m)enz Gn,m €t B = Y nen (2 men @n,m). Soit ¢ une bijection de N dans

N?. On rappelle que 3°,, ) enz Gnm = 2 pen Gp(p)-
Pour tout 4, j € N, il existe n € N t.q. {0,...,i} x {0,...75} C {©(0),...,¢(n)}. Comme a,,,, > 0 pour tout
(n,m), on en déduit que

A= Z%(p) > Z(Z i, m)
p=0

n=0 m=0
et donc, en faisant tendre j puis 7 vers +00, que A > B. Un raisonnement similaire donne que B > A et donc
A=B. u

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que A* est une mesure.
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Définition 2.19 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E € P(R) t.q. \*(A) = M (ANE) + X (AN E°) pour tout
A € P(R)}. On rappelle que \* est définie dans la définition 2.18 (et que E¢ = R\ E). Cet ensemble de parties
de R noté L s’appelle “tribu de Lebesgue" (on montre dans la proposition 2.8 que L est bien une tribu).

Remarque 2.8 On peut avoir une premiere idée de I'intérét de la définition 2.19 en remarquant qu’elle donne
immédiatement 1’additivité de \* sur L. En effet, soit Fq, s C Rt.q. B1 N Ey = (et soit A C R. On suppose
que E; € L et on utilise la définition de £ avec A N (E7 U Es), on obtient A\*(A N (Ey U Ey)) = A (AN (B U
E))NE)+XN(AN(E1UEy)NES) = (AN E;) + M (AN Ey) (car E1 N By = ().

Par récurrence sur n, on a donc aussi A*(A N (U, E;)) = S0 (AN E;), dés que Ey,...,E,_1 € L,
AE, CRetE,NE; =0sii#j,i,j€{l,...,n}.

En particulier, en prenant A = R, on obtient I’additivité de \* sur £, ¢’est-a-dire

) Z”
siEl,...,En,lGLetEiﬁEj:@sii#j,i,je{17...,n}.

Remarque 2.9 Pourtout £, A € P(R), on a, par o—sous additivité de \*, \*(A) < A (ANE)+\*(ANE®). Pour
montrer que E € £ (définie dans la définition 2.19), il suffit donc de montrer que A*(A) > A*(ANE)+A*(ANE*®),
pour tout A € P(R).

Proposition 2.8 (Propriétés de £) L est une tribu sur R et ATL est une mesure. L et \* sont définies dans les
définitions 2.18 et 2.19.

DEMONSTRATION :
11 est immédiat que ) € L et que L est stable par “passage au complémentaire". On sait aussi que A\*() = 0. 1l

N

reste donc a démontrer que L est stable par union dénombrable et que la restriction de A* a £ est une mesure. Ceci
se fait en deux étapes décrites ci-apres.

Etape 1. On montre, dans cette étape, que L est stable par union finie et que, sin > 2 et (Ez),zln C Lesttq.
E;NE;=0sii#j, alorsona:

N (AN (UL, E)) ZA* (ANE;), YA € P(R). (2.15)

(Cette derniere propriété donne 1’additivité de A* sur £ en prenant A = R, cette propriété d’additivité a déja été
signalée dans la remarque 2.8.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que F1 U Ey € L si Ep, Fy € L et de montrer la propriété (2.15)
pour n = 2. Soit donc E1, F5 € L. On pose E = E; U E5. Pour montrer que E € L, il suffit de montrer (voir la
remarque 2.9) que A*(A) > M (ANE)+ X*(ANE°), pour tout A € P(R). Soit A € P(R). Par o—sous additivité
de \*ona

N(AN(BLUEY)) =X ((ANEN)U(ANE;NEY)) < N(ANEL) + XN (AN E{N Ey),
et donc

)\*(A n (El U EQ)) + )\*(A n (E1 U EQ)C)
<N(ANE)+N(ANE;N Ey) + N (AN EY N ES).
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Comme Es € L, ona M (AN EY) = M(ANESN Ey) + M (AN ES{N ES). Puis, comme £y € L, on a
A (A) = M (AN Ey) + XM (AN ES). On en déduit

M(AN(E1UEy))+ N (AN (E1 U EY)°) <A (A).

Ce qui prouve que E € L.

Pour montrer (2.15) avec n = 2 si B, Fy € L avec Ey N Ey = (), il suffit de remarquer que (pour tout A € P(R))
M(AN(E1UES)) = M ((ANE)U(ANES)) = A ([(ANE)U(ANER)|NEL) + A ([(ANEL)U(ANEL)|NEY) =
A (AN EY) 4+ A (AN E3). (On a utilisé le fait que E; € L£.) Ceci termine 1’étape 1.

Une conséquence de cette étape (et du fait que L est stable par passage au complémentaire) est que £ est stable
par intersection finie.

Etape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la restriction de A* a £ est une
mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition 2.8).

Soit (B, )nen C L et E = UpenE,,. On veut montrer que E € £. On commence par remarquer que £ = UpenF),
avec Fy = Ej et, par récurrence, pourn > 1, F,, = E,, \ UZ;&FP. L’étape 1 nous donne que (F),)nen C L et,
comme F,, N F,, = 0 si n # m, on peut utiliser (2.15). Pour tout A € P(R), on a donc :

N (A4) = XN (AN (UpoFy)) + A7 (AN (U F))
= zn:)\*(AﬂFp) + A (AN (U;L:OFP)C). (2.16)

p=0

En utilisant le fait que E° C (Up_,F),)¢ et la monotonie de \*, on a A\* (AN (Up_oF})¢) > A*(AN E°). En faisant
tendre n vers oo dans (2.16) et en utilisant la 0 —sous additivité de A*, on en déduit alors que A*(A) > A* (AN E)
+ M (AN E°). Ce qui prouve que E € L (voir remarque 2.9) et donc que L est une tribu.

Il reste & montrer que A* est une mesure sur £. Soit (E,)pey C Lt.q. E;NE; = 0sii # jet E = UpenEy,.
Par monotonie de A* on a, pour tout n € N, X‘(UZ}ZOEP) < X*(E) et donc, en utilisant 1’additivité de A\* sur £
(démontrée a I’étape 1, voir (2.15) avec A = F), ZZ:O A (Ep) < A*(E). Ce qui donne, passant a limite quand
n — 00, 32 A (E,) < A*(E). D’autre part, \*(E) < 3772 \*(E),), par o —sous additivité de \*. On a donc
M (E) = 3723 M (Ey). Ce qui prouve que Aj¢ est une mesure.

[

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE" DU THEOREME 2.2 :

Pour montrer la partie “existence” du théoreme 2.2, il suffit, grace aux propositions 2.7 et 2.8, de montrer que £
(définie dans la définition 2.19) contient B(R). Pour cela, il suffit de montrer que |a, co[C £ pour tout a € R (car
{Ja, [, @ € R} engendre B(R)). Soit donc a € R et E =]a, oo|. Pour tout A € P(R), on veut montrer que
A (A) > M (AN E) + XM (AN E°). On peut supposer que \*(A) < oo (sinon I'inégalité est immédiate).

Soit ¢ > 0. Par la définition de \*(A), il existe (I;,)nen € Ea t.q. A*(A) > > l(I,) — €. Comme AN E C
(Unen(In N E)) et AN E€ C (Upen(I N E°)), la c—sous additivité de A\* donne

NMANE) <Y XN(I,NE) et M(ANEY) <> M(I,NE).
neN neN

Comme I,, N E et I, N E° sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition 2.7 donne \* (I, N E) =
LI, NE)et \*(I,NE®) =£(I,NE*°). Onendéduit \*(ANE)+ )\ (ANE®) < Z%N(Z(LLHE)—&-Z(I,ﬁE”)) =
Y onen U(In) (car £(I, N E) 4+ £(I, N E°) = {(I,,)) et donc \*(ANE) + M (ANE°) < A*(A)+¢e.Quande = 0
on trouve I’inégalité recherchée. On a bien montré que £ € L. [
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On va maintenant démontrer un théoréme important dont on peut déduire, en particulier, la partie “unicité" du
théoreme 2.2.

Théoréme 2.3 (Régularité d’une mesure sur B3(R), finie sur les compacts)

Soit m une mesure sur B(R). On suppose que m est finie sur les compacts, ¢’est a dire que m(K) < oo pour
tout compact K de R (noter qu’un compact est nécessairement dans B(R)). Alors, pour tout A € B(R) et tout
e > 0, il existe un ouvert O et un fermé F t.q. F C A C O et m(O \ F) < e. En particulier, on a donc, pour tout
A € B(R), m(A) = inf{m(0), O ouvert contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}.

DEMONSTRATION :

On appelle T I’ensemble des A € B(R) t.q. pour tout € > 0, il existe O ouvert et F’ fermé vérifiant F C A C O et
m(O\ F) < e. On va montrer que 7" est une tribu contenant C = {]a, b[, —o00 < a < b < oco}. Comme C engendre
B(R), ceci donnera T' = B(R).

On montre tout d’abord que C C 7. Soit —co < a < b < co et A =]a, b].

Pour tout n > ng avec ng t.q. (2/ng) <b—aona:
[a+ (1/n),b—(1/n)] C A Cla,b].

Pour n > ng, on pose B,, =l|a,a + (1/n)[U]b — (1/n),b[). La suite (By)n>n, est une suite décroissante et
Np>neBrn = 0. Comme m est finie sur les compacts, on a m(B,,) < m([a,b]) < co. En utilisant la continuité
décroissante de m (proposition 2.3), on a donc :

m(la,b[\[a + (1/n),b = (1/n)]) = m(Ja,a + (1/n)[U]b — (1/n),b]) = m(B,) = 0,

quand n — co. Soit maintenant £ > 0 en prenant n assez grand on a m(B,) < ¢. En prenant O = Aet F =
[a+ (1/n),b— (1/n)], onabien O ouvert, F fermé, F C A C O et m(O \ F) < e. Ceci prouve que |a, b€ T

On montre maintenant que 7" est une tribu. On remarque tout d’abord que () € T (il suffit de prendre F' = O = ()
et que T est stable par passage au complémentaire (car, si F C A C O,ona O C A° C FCet F*\O°= O\ F).
Il reste & montrer que 7’ est stable par union dénombrable.

Soit (A, )neny C T et A = UpenAy,. On veut montrer que A € 7. On va commencer par traiter le cas (simple) ol
m(A) < oo puis le cas (plus difficile) oit m(A) = oco.
Premier cas. On suppose que m(A4) < co.

Soit ¢ > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F, fermé t.q. F;,, C A, C O, et Zn(On \ F,) < (¢/2"). On
pose O = UpenOp et F' = UpenFy,. Ona F' C A C O, m(O\ F) <2, car (O\ F) C Upen(Oy \ Fr), et O
ouvert mais F' n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < oo, on a aussi m(F") < oo. Par continuité croissante de m (appliquée a la suite
(Up—oFp)nen) onam(Uy_oFp,) — m(F), quand n — oo, d’ol (puisque m(F') < oo) m(F') —m(Up_oF},) — 0.
On prend alors ' = U], F}, avec N assez grand pour que m(F\F) =m(F)—m(F) <e.Onabien F C AC O,
O ouvert, F fermé et, comme (O \ F) = (O\ F)U(F\ F),onam(O\ F) =m(O\ F)+m(F\ F) < 3e.
Ceciprouve que A € T.

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = oo (et le raisonnement précédent n’est plus correct si m(F') =
00). On raisonne en 3 étapes :

1. Soit p € Z. On remarque d’abord que A,, N [p,p + 1[€ T pour tout n € N. En effet, soitn € Nete > 0.1l
existe O ouvert et F' fermé t.q. ' C A, C Oetm(O \ F') < e.Pour k € N*, on a donc :

1 1
F,C:Fn[p,p+1—%]cAnm[p7p+1[c Ok:Oﬂ}p*%,erl[.
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On a Fy, fermé, Oy, ouvert et (Oy \ Fi,) C (O \ F)Ulp — +,p[Ulp+ 1 — £,p + 1[. On en déduit :

1 1
m(Op\ Fy) < e+ m(lp— +.p[Ulp +1— 2 p+ 1))
Or, la continuité décroissante de m donne que m((Jp— , p[Ulp+1—1,p+1[) — 0 quand k — oo (on utilise ici
le fait que m([p — 1, p+ 1]) < oo car m est finie sur les compacts). Il existe donc k € N* t.q. m(Oy \ Fy) < 2¢,
ce qui donne bien que A,, N [p,p + 1[€ T.

2. Comme m(A N [p,p + 1[) < oo, on peut maintenant utiliser le premier cas avec A N [p,p + 1[= Upen(4n N
[p,p + 1[). Il donne que AN [p,p + 1[€ T pour tout p € Z.

3. On montre enfin que A € T Soit ¢ > 0. Pour tout p € Z, il existe un ouvert Oy, et un fermé G, t.q. G, C
AN[p,p+1[C Oy etm(0,\G,) < £/(2/P1). On prend O = U,cz0, et F' = UpezG,. Onobtient F C A C O,
m(O \ F') < 3¢ et O est ouvert. Il reste & montrer que F' est fermé.

Soit (x5 )neny C F t.q. 2, — x (dans R) quand n — co. On veut montrer que = € F. Il existe p € Z t.q.
z €]p—1,p+ 1[. I existe donc ny € Nt.q. z,, €]p—1,p+ 1] pour tout n > ny. Comme z,, € UgezGy et que
G4 C [g,q + 1] pour tout ¢, on a donc z,, € G, U G_1 pour tout n > ng. Comme G, U Gp,_1 est fermé, on en
déduit que z € G, U G,—1 C F et donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que 7" est une tribu. Comme cela a déja été dit,
on en déduit que 7" = B(R).

On a donc bien montré que pour tout A € B(R) et pour tout ¢ > 0, il existe O ouvert et F' fermé vérifiant
FCACOetm(O\F)<e.

On montre maintenant que m(A) = inf{m(0O), O ouvert contenant A} pour tout A € B(R). Soit A € B(R).
On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donne m(A) < inf{m(O), O ouvert contenant A}. Puis,
I’inégalité inverse est immédiate si m(A) = oo. Enfin, si m(A) < oo, pour toute > 0 il existe O ouvert et F' fermé
vérifiant F C A C Oetm(O\ F') <e.Onadonc O\ A C O\ F et donc (par monotonie de m) m(O \ A) < ¢
et m(0) = m(A) +m(O \ A) < m(A) + €. On a donc trouvé un ouvert O contenant A t.q. m(0) — e < m(A).
On en déduit que inf{m(O), O ouvert contenant A} < m(A) et finalement que m(A) = inf{m(O), O ouvert
contenant A}.

De maniére semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A} pour tout A € B(R).
En effet, soit A € B(R). Ici aussi, on commence par remarquer que la monotonie d’une mesure donne m(A4) >
sup{m(K), K compact inclus dans A}. On montre maintenant 1’inégalité inverse. Soit £ > 0. Il existe F' fermé
tq. F C Aetm(A\ F) < e. Sim(A) = oo, on en déduit que m(F') = oo et donc que m(K,,) T oo quand
n — oo (par continuité croissante de m) avec K,, = F N [—n,n]. Comme K, est compact pour tout n € N, on a
donc sup{m(K), K compact inclus dans A} = co = m(A). Sim(A) < oo, onam(A4) > m(F) > m(A) —¢
et donc, pour n assez grand, m(K,) > m(F) —e > m(A) — 2¢ (toujours par continuité croissante de m) avec
K, = FN[—n,n]. Comme K, est compact pour tout n € N et que ¢ est arbitraire, on en déduit que sup{m(K),
K compact inclus dans A} > m(A) et donc, finalement, m(A) = sup{m(K), K compact inclus dans A}.
L]

Pour démontrer la partie “unicité" du théoréme 2.2 avec le théoréme 2.3 on aura aussi besoin du petit lemme
suivant (plus précis que le lemme 2.1 car dans le lemme 2.1 il n’est pas demandé que les ouverts soient disjoints).

Lemme 2.4 (Ouverts de R) Soit O un ouvert de R, alors O est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 a 2, c’est a dire qu’il existe (I,)nen t.q. I, est un intervalle ouvert de R pour tourn € N, I, NI, =0
sin#met O = Upenly.
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DEMONSTRATION :

Pour x € O on pose O, = {y € O; I(z,y) C O}, avec I(z,y) = {tz + (1 — t)y, t € [0,1]} (on a donc
I(z,y) = [z,y] ou [y, z]). On remarque que O = U0 O, et que O, est, pour tout z € O, un intervalle ouvert
(c’est I'intervalle ] inf O, sup O, |, avec inf O,, sup O, € R). Tl est aussi facile de voir que, pour tout z, y € O,
0, N O, # 0 implique que O, = O,. On peut trouver A C O t.q. O = UpecaOy et O, NO, = Dsiz, y € A,
x # y. Comme O, # () pour tout z € A, on peut donc construire une application de A dans Q en choisissant pour
chaque x € A un rationnel de O, (ce qui est possible car tout ouvert non vide de R contient un rationnel). Cette
application est injective car O, N O, = 0 siz, y € A, v # y. 'ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui
termine la démonstration du lemme.

]

Remarque 2.10 Dans la démonstration du lemme 2.4, O,, est la composante connexe de x. Le lemme 2.4 consiste
donc a remarquer qu’un ouvert est réunion de ses composantes connexes, que celles ci sont disjointes deux a
deux et sont des ouverts connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans R est nécessairement un
intervalle).

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITE" DU THEOREME 2.2 :

On a construit une mesure, notée A, sur B(R) t.q. A(Ja,b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b. Supposons que m
soit aussi une mesure sur B(R) t.q. m(Ja, b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b. On veut montrer que A\ = m (sur
tout B(IR)). Nous le montrons ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théoréme 2.3 ou la proposition 2.5.

Premiere méthode, avec le théoreéme 2.3. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.4) et les propriétés de o—additivité de A et de m, on montre que A(O) =
m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniére assertion du théoréme de régularité (qui s’applique
pour m et pour A, car m et A sont des mesures sur B(R), finies sur les compacts), on obtient A\(A) = m(A) pour
tout A € B(R),i.e. m = A\

Deuxieme méthode, avec la proposition 2.5. On utilise la proposition 2.5 avec (E, T) = (R, B(R)) et C =
{la,b], a,b € R, a < b}. On sait que C engendre B(R), et il est clair que C est stable par intersection finie. On
prend maintenant F,, = Jn,n + 1] pour n € Z. La famille (F},),ez est donc une famille dénombrable d’éléments
de C, disjoints deux a deux et t.q. R = U,z Fy,. Pour a, b € R, a < b, on a, par continuité décroissante de m,
m(]a,b] = limy_,oc m(Ja, b+ %[ =limp 0cb—a+ % =b—a=X(a,b]).Onadonc m = A surC (et m(F,) <
oo pour tout n € 7). On peut donc appliquer la proposition 2.5. Elle donne A = m sur B(R). u

Remarque 2.11 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée ), était réguliere. Ceci ne donne pas, pour
A € B(R), I’égalité de la mesure de A avec la mesure de son intérieur ou de son adhérence. Il suffit, pour s’en

convaincre, de prendre, par exemple, A = Q. On a alors A\(A) = 0 (voir la remarque 2.13) et A(4) = occ.

Remarque 2.12 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée A\*, de P(R) dans @+.
Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré que la restriction de A* a la tribu de Lebesgue,
notée L, était une mesure. Puis, nous avons démontré que B(R) C L et obtenu ainsi, en prenant la restriction
de A\* a B(R) la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois quelle est la différence entre L et
B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable car card(L£) = card(P(R)) alors que
card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de I’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons
le voir avec I’exercice 4.18 (plus complet que I’exercice 2.32) car ’espace mesuré (R, £, \|) est simplement le

complété de (R, B(R), A\j(r))-

On donne maintenant une propriété, spécifique a la mesure de Lebesgue, qui est a la base de toutes les formules de
changement de variables pour I’intégrale de Lebesgue.
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Proposition 2.9 (Invariance par translation “généralisée'") Soit o« € R* et § € R. Pour A € P(R), on note
aA+ B ={ax+p,x € A}. Onaalors :

1. A € B(R) implique « A + 5 € B(R),
2. MaA + B8) = |a|A(A) pour tout A € B(R).

Pour a = 1, cette propriété s’appelle “invariance par translation de \".

DEMONSTRATION :

Pour la premigre partie de la proposition, on pose T = {A € B(R); oA + 8 € B(R)}. On montre facilement que
T est une tribu contenant les intervalles ouverts, on en déduit que T' = B(R).

Pour la deuxiéme partie, on pose, pour tout A € B(R), m1(A4) = AMaA + ) et ma(A) = |a|A(A). 1l est facile
de voir que m; et mz sont des mesures sur B(R), finies sur les bornés, et qu’elles sont égales sur I’ensemble
des intervalles ouverts. On raisonne alors comme dans la démonstration de la partie “unicité¢" du théoreme 2.2,
en utilisant le théoreme 2.3 ou la proposition 2.5. Par exemple, en utilisant le lemme 2.4 et les propriétés de
o—additivité de m, et de mgo, on montre que m1(0O) = ma(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la
derniére assertion du théoréme de régularité (qui s’applique pour m; et pour ms), on obtient mj(A) = ma(A)
pour tout A € B(R). On a donc A\(aA + 8) = |a|A(A) pour tout A € B(R).

]

Remarque 2.13 La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-a-dire que A({z}) = 0 pour tout z € R). Donc, si D
est une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0. Ainsi, A(N) = A\(Z) = A(Q) = 0. La réciproque est fausse. On
construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de Cantor", K, qui est une partie compacte non dénombrable de
[0,1], vérifiant \(K) = 0, voir exercice 2.31).

Définition 2.20 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soit I un intervalle de R (ou, plus généralement,
I €BR))etT ={B € B(R); B C I} (on peut montrer que T = B(I), o I est muni de la topologie induite
par celle de R, voir I’exercice 2.3 page 42). 1l est facile de voir que T est une tribu sur I et que la restriction de A
(définie dans le théoreme 2.2) a T’ est une mesure sur T', donc sur les boréliens de I (voir 2.16 page 45). On note
toujours par X cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commengons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur I’exemple du lancer de dé. On se place dans
le modele équiprobable : soient E = {1,2,3,4,5,6}, T = P(E) et p la probabilité définie par p({z}) =

Vx € E. La probabilité de I’événement A “obtenir 6" est 1 . Supposons maintenant que 1’on veuille évaluer la
chance d’obtenir un 6, alors que 1’on sait déja que le resultat est palr (événement B = {2, 4,6}). Intuitivement, on

a envie de dire que la “chance” d’obtenir un 6 est alors d 5 = g.

Définition 2.21 (Probabilité conditionnelle) Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A, B € T.

Si p(B) # 0, la probabilité conditionnelle de A par rapport a B (on dit aussi probabilité de A par rapport a B),

notée p(A|B), est définie par p(A|B) = p(lfég])g).

Si p(B) = 0, la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée p(A|B), n’est pas définie. C’est un nombre
arbitraire entre 0 et 1.

37



De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient (£, T', p) un espace probabilisé et A, B € T, alors :
p(B)p(A|B) = p(AN B) 2.17)

Remarque 2.14 Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A un événement tel que p(A) # 0. Alors 1’application

pa: T — [0, 1] définie par :

p(ANB)
p(4)

est une probabilité sur 7. On dit que “la masse de p4 est concentrée en A" : on a en effet : p4(B) = 0, pour tout

BeTtq. ANB=0.Onaaussi pa(A) = 1.

pa(B) = p(B|A) = ,VBeT (2.18)

Définition 2.22 Soit (E, T, p) un espace probabilisé, on appelle systéme de constituants une famille (Cp,)neny C T
d’ensembles disjoints deux a deux t.q. U,enC, = E.

On a comme corollaire immédiat de la relation 2.17 :

Proposition 2.10 Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (C,)nen C T un systéme de constituants de probabilités
non nulles et A € T, alors :
p(A) =Y p(Cp)p(AlCy). (2.19)

neN

Dans le cas ol p(B) = p(B|A), on a envie de dire que A n’influe en rien sur B ; on a dans ce cas : p(A)p(B) =
p(ANB).

2.6.2 Evenements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.23 (Indépendance de deux événements)

Soient (E, T, p) on dit que deux événements A et B sont (stochastiquement) indépendants si p(A)p(B) = p(AN
B).

Remarque 2.15 Attention : il est clair que, lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire, si on a des évene-
ments indépendants a priori, i.e. tels que la réalisation de I’un n’a aucune influence sur la réalisation de 1’autre,
on choisira, pour le modele probabiliste, une probabilité qui respecte I’'indépendance : on dit que 1’indépendance
a priori implique 1’indépendance stochastique. Cependant, la notion d’indépendance est liée a la notion de proba-
bilité ; ainsi, pour une probabilité p donnée, deux événements peuvent étre indépendants alors qu’ils ne paraissent
pas intuitivement indépendants.

Exemple 2.3 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés : a priori, il parait raisonnable de supposer
que les résultats obtenus pour chacun des deux dés n’influent pas ’'un sur 1’autre, et on va donc chercher une
probabilité qui respecte cette indépendance. L'univers des possibles est ici F = {(i,5),1 <1i < 6,1 < j < 6}.
Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc envie de définir, pour A €
P(E), p(A) = 244 Voyons maintenant si deux événements a priori indépendants sont indépendants pour cette
probabilité. Considérons par exemple 1’éveénement A : “obtenir un double 6"; on peut écrire : A = BN C, ol
B est I’évenement “obtenir un 6 sur le premier dé" et C' I’évenement “obtenir un 6 sur le deuxieéme dé". On doit
donc vérifier que : p(A) = p(B)p(C). Or B = {(6,5),1 < j < 6} et C = {(3,6),1 < i < 6}. On a donc
p(B) = p(C) = L. eton a bien p(A) = p(B)p(C)(= 55).

On généralise la notion d’indépendance de deux évenements en introduisant la notion d’indépendance de tribus.
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Définition 2.24 (Indépendance des tribus) Soit (E, T, p) un espace probabilisé et (T},)ren+ une suite de tribus
incluses dans T.

1. Soit N > 1. On dit que les N tribus Ty, k =1, ..., N, sont indépendantes (on dit aussi que la suite Ty, . . .,
T est indépendante) si pour toute famille (A, ..., An) d’événements tels que Ay, € Ty, pourk =1,..., N
ona:p(Mi_y Ax) = p(A1)p(Az) ... p(An).

2. On dit que la suite (Ty)ren+ est indépendante (ou que les tribus Ty, ..., Ty, ... sont indépendantes) si,, pour

tout N > 1, les N tribus Ty, k = 1,..., N, sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que si A et B sont deux événements d’un espace probabilisé (E, T, p), ils sont
indépendants (au sens de la définition 2.23) si et seulement si les tribus T4 = {0, E, A, A°} et T = {0, E, B, B¢}
sont indépendantes (voir I’exercice 3.17). On en déduit la généralisation de la définition d’indépendance a plusieurs
événements :

Définition 2.25 (Evénements indépendants) Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (Ay)g=1,... N des événe-
ments, on dit que les N événements (Ay)x=1,.... N sont indépendants si les N tribus engendrées par les événements
Ay, k =1...,N (c’est-a-dire les N tribus définies par Ty, = {Ay, AL, E,0} pour k = 1...,N) sont indépen-
dantes.

Sous les hypothéses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements Ay, ..., Ay sont indépen-
dants (c’est-a-dire que les tribus engendrées par Ay, . .., Ay sont indépendantes) si et seulement si P(N;crA4;) =
[L;cr P(A;) pour tout I C {1,...,N}), voir I'exercice 3.17. Nous terminons ce paragraphe par une proposition
sur les tribus indépendantes :

Proposition 2.11 Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et (Tk)ke{o,...N} une suite indépendante de tribus incluses dans T. La tribu Ty est alors indépen-
dante de la tribu engendrée par les tribus 11, ..., Tn.

2. (Généralisation) Soit N > 3, ¢ > 1, ng,...,ng t.q. ng = 0, n; < ngy1 (pourt =0,...,q—1),ng = N et
(Tx) ke{1,..N} une suite indépendante de tribus incluses dansT'. Pourt =1, ..., q, on note 7; la tribu engendrée
par les tribus T,, pour n = n;_1,...,n;. Alors, les tribus 1, . . . , T, sont indépendantes.

DEMONSTRATION : On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On note S la tribu engendrée par
les tribus 71, ..., Tx. Comme S est la plus petite tribu contenant les tribus Ty (kK = 1,...,N), elle est incluse
dans 7T'. On veut montrer que Tj et S sont indépendantes, ¢’est-a-dire que p(AN B) = p(A)p(B) pour tout A € T}
ettout B € S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.5 (donnant I’unicité d’une mesure). Soit A € Tj, on
définit les mesures m et p sur 7' en posant :

m(B) = p(AN B), u(B) = p(A)p(B), pour B € T,
eton pose :
C={nl_ A, A, €Tpypourk=1,...,N}.

Pour BeC,ona B = ﬂch:lAk avec Ay € T, avec k=1, ..., N.On adonc, en utilisant I'indépendance des tribus
To, Tv, ..., Ty, m(B) = p(AN B) = p(A)p(A1)p(42) ... p(An) = p(A)p(B) = p(B). On adonc m = p sur
C. Comme C est stable par intersection et que £ € C, la proposition 2.5 nous donne m = p sur la tribu engendrée
par C. Comme cette tribu contient toutes les tribus Ty, (k =1, ..., N), elle contient aussi .S (en fait, elle est égale
a 5). On a donc bien montré que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout B € S et pour tout A € Tj.
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Pour montrer le deuxieme item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire une récurrence finie de ¢
étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple, pour ¢ = 2 la technique précédente donne :

p((NgLyAx) N Bz) = p(NiLy Ar)p(B2),

pour Ay € Ty, k = 1,...,n;1 et By € 7o. Puis en reprenant la technique précénete, on montre p(B; N By) =
p(B1)p(B2) pour By € 71 et By € T9. Ce qui donne bien I’indépendance de 1 et 5. [

2.6.3 Probabilités sur les boréliens de R

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Tres souvent, on ne connait du probleme aléatoire que
I’on cherche a modéliser ni I’ensemble F (“univers des possibles") ni la tribu 7' (ensemble des événements) ni
la probabilité p. Par contre, on connait une “image" de la probabilité p par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant) X de E dans R. On travaille alors avec I’espace beaucoup plus sympathique (car mieux défini...)
(R, B(R), px), ou px est une probabilité sur B(R), que les probabilistes appellent “loi de probabilité" (elle dépend
de p et de I’application X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou probabilités définies sur les boré-
liens de R), ainsi que quelques exemples concrets utilisés dans la représentation de phénomenes aléatoires.

Définition 2.26 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur les boréliens de R. On appelle fonction de
répartition de la probabilité p la fonction F, définie de R dans [0, 1] par : F(t) = p(] — 0o, t]).

Proposition 2.12
Soit p une probabilité sur les boréliens de R et F' sa fonction de répartition. La fonction F est croissante et continue
a droite. De plus, on alim;_, o F(t) =0 et lim;—, o F(t) = 1.

DEMONSTRATION : La croissance de F' est une conséquence de la monotonie de p (proposition 2.3). En effet, soit
a,b €R,a <b.Ona]—o0,a[C]—o0,b] et donc, par monotonie de p, F'(a) = p(]—o00, a[) < p(]—o0,b]) = F(b).
Ce qui montre bien la croissance de F'.

Pour montrer que F' est continue a droite, on utilise la continuité décroissante de p (proposition 2.3). Soit a € R
et (ap)neny C R t.q. a, | a (c’est-a-dire a, 1 < a, pour tout n € N et lim,,_,o, a, = a). On remarque que
| — 00,a] = Nnen] — 00, an], | — 00, ant1] C] — 00,a,] et p(] — 00, a,]) < oo pour tout n € N. La continuité
décroissante de p donne alors F'(a,) = p(] — 00, a,]) — p(] — 00,a]) = F(a), quand n — oco. Ce qui montre la
continuité a droite de F'.

Pour montrer que lim,—, 1o, F'(a) = 1, on utilise la continuité croissante de p. Soit (a,)neny C R t.q. a, T +00
(c’est-a-dire a,4+1 > a, pour tout n € N et lim,,_, o0 a, = +00). On pose 4,, =] — 00, a,]. Ona 4,, C A,
pour tout n € N et UpenA, = R. Par continuité croissante de p (Proposition 2.3), on a donc F'(a,,) = p(4,) —
p(R) = 1 quand n — oo. Ce qui prouve que lim,_, 4o F'(a) = 1.

Pour montrer que lim,_, _, F'(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de p. Soit (a,,)neny C R t.q. an, | —00

(c’est-a-dire a1 < a, pour tout n € N et lim,, o, a,, = —00). On pose B, =] — c0,a,]. On a B, 1 C B,
pour tout n € N, p(B,,) < oo pour tout n € N et N,enB,, = (). Par continuité décroissante de p (Proposition 2.3),
on a donc F(a,) = p(B,) — p(#) = 0 quand n — oo. Ce qui prouve que lim,_, o, F(a) = 0. "

La proposition 2.12 a une réciproque que nous énongons dans le théoreme 2.4.

Théoréme 2.4 Soit F' une fonction de R dans R, croissante, continue a droite et t.q. limy_, o, F(t) = 0 et
lim;_, 1 o, F'(t) = 1. Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de répartition
de p.
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La démonstration du téoreme 2.4 n’est pas faite ici car ce théoreme est essentiellement contenu dans le théoreme 2.5
que nous donnons maintenant.

Théoreme 2.5 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Soit m une mesure sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie"). Soit a € R, on définit la fonction
F de R dans R par : F(t) = m(Ja,t]) sit > a et F(t) = —m(]t,a]) sit < a. Alors, la fonction F est continue
a droite et croissante.

2. Réciproquement, soit F' une fonction de R dans R, croissante et continue a droite. Alors,il existe une unique
mesure m sur B(R) t.q. pour tout a,b € R avec a < b, on ait m(Ja, b)) = F(b) — F(a). Cette mesure s’appelle
la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F.

DEMONSTRATION La démonstration du premier item est essentiellement la méme que celle de la proposition 2.12.
Elle n’est pas détaillée ici.

Pour démontrer le deuxieme item, on introduit /, application définie de I’ensemble des intervalles de R de la forme
|a, b] dans R (a < b) par : [(]a,b]) = F(b) — F(a). La démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique
de cette application en une mesure sur 5(IR) est tres voisine a celle du théoreme de Carathéodory (théoreme 2.2).
Elle n’est pas détaillée ici. L

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités et leurs fonctions de répartition asso-
ciées.

Définition 2.27 (Loi discrete) Soir p une probabilité sur les boréliens de R . On dit que p est discréte si elle
est purement atomique. L’ensemble de ses atomes A est nécessairement dénombrable (voir I'exercice 2.12). La
probabilité p s’écrit alors p = 3 . 4 p({a})da, 0it 6o désigne la mesure de Dirac en a. La fonction de répartition
de la probabilité p est définie par : F(t) =, 4 ,<;P({a})

Exemple 2.4 (Exemples de lois discrétes) Donnons quelques exemples de probabilités discrétes, p, sur B(R) et
de A I’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.

— Laloi uniforme : N € N*, A = {a1,...,an}, p({a;}) = &

— Laloi binémiale : N € N*, A = {1,..., N}, P €]0,1[, p({k}) = CK P*(1 — P)N—*

— Laloi de Pascal : A =N, P €]0,1[, p({k}) = P(1 — P)k~!

— Laloi de Poisson a parametre A : A =N, A > 0, p({k}) = e_>‘)‘,€—’;

Définition 2.28 (Loi continue) Soit p une probabilité sur les boréliens de R . On dit que p est continue si sa
fonction de répartition est continue.

Exemple 2.5 (Exemple de loi continue)

La plupart des exemples de probabilités continues provient de ce qu’on appelle “les mesures de densité" par rapport
a la mesure de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on n’a pas encore
introduite. On peut toutefois déja citer I’exemple de la loi uniforme sur un intervalle [a, b] de R : Soient —o0 < a
< b < 400; pour A € B(R), on pose p(A) = AAn[e.b])

v—a - On vérifie facilement que p est une probabilité appelée
probabilité uniforme sur [a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Corrigé 9 page 274
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Soit £ un ensemble.

1. Soit T" une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et t.q. ) € T'.
Montrer que 1" est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi £ € T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

2. L’ensemble des parties finies de F est-il une tribu ?

Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Corrigé 10 page 274
Soit £ un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E' est une tribu sur E.

2. Soit A C P(E). On note T 4 I'intersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie de F appartient
donc a T4 si et seulement si elle appartient a toutes les tribus contenant A, on remarquera qu’il y a toujours
au moins une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T 4 est la plus petite des tribus contenant A
(c’est la tribu engendrée par A).

3. Soient A et B C P(E) et T4, T les tribus engendrées par A et B. Montrer que si A C B alors T4 C Tp.

Exercice 2.3 (Exemples de tribus) Corrigé 11 page 275
1. Tribu trace

(a) Soit T une tribu sur un ensemble E et ' C E. Montrer que 7 = {ANF; A € T} est une tribu sur F (tribu
trace de 7 sur F).

(b) Si E est un espace topologique et T = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E), montrer que la tribu trace
sur F, notée T, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F (tribu borélienne de F', notée B(F)).
[Montrer que B(F') C Tr. Pour montrer que Tr C B(F), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et
montrer que C est une tribu (sur ) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de F, montrer que T
est égale a I’ensemble des boréliens de ' contenus dans F'.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z},2 € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les cas E
dénombrable et non dénombrable).

3. Soit F un ensemble et f une application de F dans lui-m&me. Montrer que 1’ensemble des parties A de F t.q.
FY(f(A)) = A est une tribu sur E.

4. Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. Trouver la tribu engendrée parC = {B C E | A C B}. A
quelle condition obtient-on P(E) ou la tribu grossiere ?

5. Soit E un ensemble et f une bijection de E. Montrer que I’ensemble des parties A de E t.q. (x € A <
f(z) € Aet f~1(x) € A) est une tribu sur E.

6. Dans R2, soit C ’ensemble des parties de R? contenues dans une réunion dénombrable de droites. Décrire la
tribu engendrée par C. Est-ce une sous-tribu de B(IR?) ?

Exercice 2.4 (Tribus images) Corrigé 12 page 276
Soient E et F' des ensembles. Pour A C P(E) (resp. P(F')) on note T'(A) la tribu de E (resp. F') engendrée par

A.
Soit f : E — F une application.

1. Montrer que si 7 est une tribu sur F, alors f~(7") = {f~(B); B € T’} est une tribu sur E (tribu image
réciproque).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7/ = {B C F; f~1(B) € T} est une tribu sur F (tribu image
directe).
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f=Y(T(C)). [On pourra montrer d’abord
T(f~*(C)), montrer que T = {G C F;

3. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F ona: T(f~1(C))
que T(f~%(C)) c f~X(T(C)). Puis, pour montrer que f~1(T(C))
Ff~YG) e T(f~1(C))} est une tribu contenant C.]

Nl

Exercice 2.5 (r-systeme, \-systéme) Corrigé 13 page 277
Soit  un ensemble et F C P(1).
1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un 7-systéme (c’est-a-dire stable par intersection finie) et un

A-systéme (c’est-a-dire que F est stable par union dénombrable croissante, 2 € Fet A\ B € Fsi A,B € F
avec B C A).

2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C' € F.Onpose G = {B C Qtq. C N B € F}. Montrer que G est
un A-systéme.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne de R2) Corrigé 14 page 277
On note T la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que 7' = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de R. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pour R au lieu de R2.] En déduire que B(R?) C T.

2. Soit A un ouvertde Ret T7 = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T est une tribu (sur R) contenant
les ouverts (de R). En déduire que 77 = B(R).

3. Soit B € B(R)etTy = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T = B(R).
4. Montrer que T C B(R?) (et donc que T = B(R?)).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne sur R™) Corrigé 15 page 279
1. Montrer que la tribu borélienne de R™ est égale a celle engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes
de R™ . [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de RY est réunion dénombrable de boules ouvertes de RV .]

2. Montrer que la tribu borélienne de R™ est égale a celle engendrée par ’ensemble des produits d’intervalles
ouverts a extrémités rationnelles.

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles |a, b ot a,b € R, a < b.

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(R”) est engendrée par la classe des boules ouvertes (ou
bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent .S.

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable) (%*)

Montrer que toute tribu infinie 7" sur un ensemble (infini) £ est non dénombrable. [Si T’ est dénombrable, on pourra
introduire, pour tout élément = € E, I’ensemble A(z) intersection de tous les éléments de 7" contenant x. Puis,
montrer a I’aide de ces ensembles qu’il existe une injection de P(N) dans 7'.]

Exercice 2.9 (Algebre) Corrigé 16 page 280
Soit F un ensemble et A C P(E).

1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés suivantes :
(a) £ € A,
by A, Be A= A\ Be A
2. Soit (\A;);er une famille d’algebres (sur E). Montrer que N;cr.A; = {A € P(E); A € A; pour tout s € I} est

.encore une algebre. | . P N ) . .
Si (P C P(IE), iga deuxiéme question permet donc de définir 1’algebre engendrée par C comme ’intersection de
toutes les algebres sur E contenant C.
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Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus)

Soit E un ensemble. Soit (A, ),en une suite croissante de tribus de E. Montrer que A = U, cn.A,, est une algébre
(cf. définition 2.4), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algebres finies de parties de [0, 1] dont
la réunion engendre B(]0, 1]).

Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)
Soit F un ensemble.

1. Soit (A;);cr une partition dénombrable de E. Décrire la tribu engendrée par cette partition, c’est a dire par le
sous ensemble de P(E) dont les éléments sont les A;. Cette tribu est-elle dénombrable ?

2. Montrer que toute tribu finie de parties de E est la tribu engendrée par une partition finie de E. Quel est le
cardinal d’une telle tribu ?

3. (x) Montrer que si F est dénombrable, toute tribu sur E est engendrée par une partition.

Exercice 2.12 Corrigé 17 page 280

Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que @), E € C, que C est stable par intersection
finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, c’est-a-dire :

CeC=3neNet(C,...,0,cCtq.C°=Uy_CpetC,NCy=0sip#q.
On note B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E est donc un élément de B si
et seulement si il existe n € N* et (4,)p=1,..n CCtq. A, NA; =Dsip#qget A=Up_1 A,

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.

2. Montrer que I’algebre (cf. définition 2.4) engendrée par C est égale a B.

Exercice 2.13 (Classes monotones) Corrigé 18 page 281

Soit E un ensemble. Pour 3 C P(FE), on dit que ¥ est une classe monotone (sur F) si 3 vérifie les deux propriétés
suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :

- (Ap)nen C X, A, C Apyqpourtoutn € N = Upend, € %,

- (Ap)nen C X, Ay D Apyg pourtoutn € N = NyenA4, € 2.

1. Soit ¥ C P(E). Montrer que ¥ est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une algébre (cf.
exercice 2.9).

2. Donner un exemple, avec ¥ = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

3. Soit (X;);er une famille de classes monotones (sur E). Montrer que N;er%; = {A € P(E); A € ¥; pour tout

i € I} est encore une classe monotone.

SiC C P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme I’intersection
de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit A une algebre sur E. On note X la classe monotone engendrée par A et
on note 7" la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que > C T'.
(b) Soit AC E.Onpose Xy ={BCFE;A\B¢cXetB\ Ac X} Montrer que X 4 est une classe monotone.

(c) (Question plus difficile.) Montrer que X est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiere question de
I’exercice 2.9.] En déduire que 7' = X..

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée) Corrigé 19 page 283
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Soit E un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finie si A, B € A = AN B € A. On
dit que A est stable par différence si :

A BeA BCA=A\B=ANB‘e A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(An)nen C A, Ay N Ay =0 pour n # m = UpenA, € A
Soit C C P(E).

1. On note Z I’ensemble des parties de P(E) stables par différence et stables par union dénombrable disjointe.
Montrer qu’il existe D € Zt.q.C C Det:

AeZ, Cc A=DcC A

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(FE). On suppose maintenant que C est stable par intersection
finieet que £ € C.

2.Pour A € P(E),onnote Dy = {D € Dtq. AN D € D}.
(a) Soit A € P(FE). Montrer que D 4 est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.
(b) Soit A € C. Montrer que C C D 4. En déduire que Dy = D.
(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

2.7.2 Mesures

Exercice 2.15 (Exemple de mesures) Corrigé 20 page 285
Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de F, on pose m(A) = 0 si A est au plus
dénombrable, et m(A) = +oo sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Exercice 2.16 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Corrigé 21 page 285
Soit (E, T, m) un espace mesuré
1. Soit F' € T'. Montrer que la tribu trace de 7" sur F', notée 1w, est incluse dans I" (cette tribu est une tribu sur F').

Montrer que la restriction de m a T est une mesure sur 7. On I’appellera la trace de m sur F'. Si m(F') < oo,
cette mesure est finie.

2. Soit A une tribu incluse dans 7. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp. o-finie) si m est
finie (resp. o-finie) ?

Exercice 2.17 Corrigé 22 page 286

Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (“fini" signifie que m(FE) < 0o) et (A, )nen, (Bn)nen des suites d’ensembles
mesurables tels que B,, C A,, pour toutn € N.

1. Montrer que (UpnenAn) \ UnenBn C Unen(An \ By).

2. Montrer que m(UnenAn) — m(UnenBn) < 3 cn(m(An) — m(By)).

Exercice 2.18 Corrigé 23 page 286
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (A,)neny C T t.q., pour tout n € N, m(A4,) = m(E). Montrer que
m(mneNAn) = m(E)
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Exercice 2.19 (Sur la mesure d’une union...) Corrigé 24 page 286

Soit (€2, A, m) un espace mesuré et n € N*. Soit Ay,..., A, € Aet B € A. On suppose que m(A,) < co pour
tout p. Montrer que

n

m(Up_1 (BN 4,)) =Y (-1 Yo mBN(MLA)

k=1 1<i;<...<ip<n

Exercice 2.20 (Contre exemples...) Corrigé 25 page 287
1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(4) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

2. Soit (E,T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre 7. On considere m; et my des mesures sur 7.
Montrer que m;(A) = ma(A) pour tout A € C n’implique pas que my = mo sur 1. [On pourra trouver un
exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et m1, ma non finies. Un exemple avec (E,T) = (R, B(R)) et my,
meq finies est aussi possible mais plus difficile a trouver. . . ]

Exercice 2.21 (Résultat d’unicité) Corrigé 26 page 287
Soit (E,T') un espace mesurable et m, ;1 deux mesures sur 7". Soit C C P(E). On suppose que C engendre 7" et
que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = pu(A) pour tout A € C.

1. On suppose que E € C et que m(E) < co. Montrer que m(A) = u(A) pour tout A € T'. [On pourra introduire
D={AeT,m(A) = u(A)} et utiliser Iexercice 2.14.]

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (E,)pen C C t.q. B, N E,y, =0 sin #m, m(E,) < ocopourtoutn € Net £
= UnenFEr. Montrer que m(A) = u(A) pour tout A € T'.

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m # p.

Exercice 2.22 (Existence d’une mesure, De I’algebre a la o-algebre)
Soit {2 un ensemble, Fy une algebre sur {2 et m une mesure sur Fo (c’est-a-dire que m est une application de Fo
dans Ry, m(0) = 0 et m(UpenAn) = 3, cny m(An) pour toute suite (Ay,),en d’éléments de Fo disjoints 2 a 2 et
t.q. UnenAy, € Fo). On note F = o(Fy). Cette exercice montre qu’il est possible de prolonger m en une mesure
sur F.
Pour A C ) on pose
m*(A) = inf{) " m(An), (An)nen C Fo, A C UpenAn}.
neN

1. Montrer que m* vérifie les 3 propriétés suivantes :

-m*(0) =0,

— (monotonie de m*) pour tout A, B € P(Q2), A C B = m*(A) < m*(B),

— (o-sous-additivité de m*) pour toute suite (A, )nen C P(2), m* (Unendn) < 32, cnm*(An).

N.B. : On dit que m™* est une mesure extérieure.

Soit A € P(2).
On dit que A est m*-mesurable si on a, pour tout £ € P(2), m*(E) = m*(EN A) +m*(E N A°).
On note M I’ensemble des parties de F m*-mesurables.

2. Soit A € P(Q). Montrer que A est m*-mesurable si et seulement si on a, pour tout E € P(Q) t.q. m*(E) < oo,
m*(E) > m*(ENA)+m*(EnNA°).
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3. Montrer que M est une algebre. [On montrera que 2 € M, puis que A N B¢ € M pour tout A, B € M.]
4. Montrer que M est une g-algebre. [On pourra montrer, par exemple, que M est stable par union dénombrable.]
5. Montrer que la restriction de m* a M est une mesure.

6. Montrer que Fo C M et que m* = m sur Fy. En déduire que F C M et que la restriction de m* a F est une
mesure sur J prolongeant m.

Exercice 2.23 (Un pas vers I’unicité d’une mesure)

Soit © un ensemble, F une tribu sur 2 et u1, po deux mesures sur F. Soit A € F t.q. u1(A) = p2(A) < 00. On
pose L = {B € F tq. p1 (AN B) = ua(A N B)}. Montrer que L est un A-systeme (c’est-a-dire que L est stable
par union dénombrable croissante, 2 € Fet B\ C € Fsi B,C € F avec C C B).

Exercice 2.24 (Mesure atomique, mesure diffuse) Corrigé 27 page 288

Soit (E, T') un espace mesurable t.q. {x} € T pour tout € E. Une mesure m sur 7 est diffuse si m({z}) =0
pour tout € E. Une mesure m sur ' est purement atomique si il existe S € T t.q. m(S¢) = 0 et m({z}) > Osi
res.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T) = (R, B(R)) un exemple
de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R)
est diffuse.]

2. Soit m une mesure diffuse sur 7. Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.
3. Soit mn une mesure sur 7". On suppose que m est o-finie, c’est a dire qu’il existe (E,, )neny C T't.q. F = UpenEn
et m(FE,) < +oo pour tout n € N.
(a) Montrer que I’ensemble des = € E t.q. m({z}) > 0 (de tels = sont appelés “atomes" de m) est au plus
dénombrable. [On pourra introduire I'ensemble A, , = {z € E,; m({z}) > +}.]

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse mg4 et une mesure purement atomique m, sur 7' telles que m =
mgq + mg. Montrer que my et m, sont étrangeres, c’est a dire qu’il existe A € T t.q. mg(A) = 0 et
mg(A°) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-&tre inexact si m n’est que o-finie.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble des atomes
est infini.

Exercice 2.25 (limites sup et inf d’ensembles) Corrigé 28 page 291

Soit (E,T,m) un espace mesuré et (A,)neny C 7. On rappelle que limsup,,_, o A, = Npen Up>n A4, et
liminf,, oo Ap = Upen MNp>n Ap.

1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>n,Ap) < co. Montrer que

m(liminf A,) < liminf m(A,) < limsupm(A,) < m(limsup A4,,).

n—00 n—00 n—00 n—00
2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T, m) et (A, )nen C T) pour lequel :

limsup m(A,) > m(limsup 4,,).

n—oo n—oo
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3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < oo) pour lequel

m(liminf A,) < liminf m(A,) < limsupm(A,) < m(limsup A4,,).
n—o0o n— 00 n—so00 n—oo
4. (%) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que >, .y m(Ay) < oo.
Montrer que m(lim sup,,_, ., 4,) = 0.

Exercice 2.26 (Petit ouvert dense...) Corrigé 29 page 292

On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), \). Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure
inférieure 2 ¢ ? [On rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour tout = € R et pour
toute > 0, ilexiste a € At.q. |z —a| <e.]

Exercice 2.27 (Non existence de la mesure de Lebesgue sur P(R)) Corrigé 30

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1] : 2Ry si z — y € Q. En utilisant I’axiome du choix, on construit un
ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour ¢ € QN [0, 1],
ondéfinit A, = {y € [0,1[;y =z +qouy=x+¢g— 1,2 € A}, c’est-a-dire A; = {y € [0,1[; y —g € Aou
y—q+1e A}

1. Montrer que U, eqno,1; Aq = [0, 1[.

2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, , invariante par translation et vérifiant m([0, 1[) = 1, m
ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation
ett.q. m([a,b]) = b— a pour tout a,b € R, a < b. En particulier, montrer que I’application A\*, définie en cours,
ne peut pas &tre une mesure sur P(R).

Exercice 2.28 (Non existence d’une mesure sur P(R) donnant la longueur)
Cet exercice est plus général que le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de mesure sur P(R) t.q.
m([a,b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b, sans I’hypothese d’invariance par translation de 1’exercice précédent.
Soit £ un ensemble non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un ordre total, noté <, tel que pour tout
x € E,I'ensemble {y € E;y < x} est dénombrable, c’est-2-dire qu’il existe une application f, injective de cet
ensemble dans N. Si £ = R ou £ = [0, 1], on peut démontrer 1’existence d’un tel ordre (ceci est une conséquence
de I’axiome du continu). Soit m une mesure sur P (E) ; on suppose que m est finie, i.e. m(E) < 400, et diffuse.
On se propose de montrer que m est nulle, i.e. m(A) = 0, pour tout A € P(E). On pose, pour z € Eetn € N,
Arn={y € E;y>zet fy(x) =n}.
1. Montrer que pour tout 2,y € Eetn € N, A, ,, N A4, , = 0.
En déduire que, pour tout n € N, {z € E;m(A;,) # 0} est au plus dénombrable (utiliser le fait que m est
finie).
2. Montrer qu’il existe z € F t.q., pour tout n € N, m(A; ,,) = 0.
3. En déduire que m est nulle (montrer pour cela que m(FE) = 0 en utilisant la question précédente et le fait que
m est diffuse).

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesure m sur P(R) t.q. m(]a,b[) = b — a pour tout a, b € R, a < b.

Exercice 2.29 Corrigé 31 page 293

Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle I et tout € R on ait m(I) = m(I+x) (avec [ +z = {a+z,
a € I})etm([0,1]) = 1. Montrer que pour tout € R, m({z}) = 0 (i.e. m est diffuse). En déduire que m est la
mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0, 1] en ¢ intervalles de longueur 1/q.]
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Exercice 2.30 (Support d’une mesure sur les boréliens) Corrigé 32 page 294

Soit m une mesure sur B(R?). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L’ensemble
fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple, considérer les pavés a
extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.]

Exercice 2.31 (Ensemble de Cantor) Corrigé 33 page 295
On considere I’espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), A).
Onpose Cp = [0,1],ad = 0,09 = 1, et ag = 1. Pour n > 0, on construit Cp, 1 C [0, 1] de la maniére suivante : on

2" n Ln L _ 2ntl n+1 zn+17 AN _ n .n+l _ n
suppose Cy, = (J,_, [ay, bj,] connu, et on définit Cpp i1 = (J,—; [ay ™", by T ol pourp =1,...,2" a5y = ay,
b;‘;_ll =al'+any1, a;;;“ = bl — gy et bg;l = b7, avec apq1 = 225 et 0 < p, < 1.Onpose C' = Ny>0Ch

(C s’appelle “ensemble de Cantor", I’exemple le plus classique est obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que Cp, 11 C C,,.

2. Montrer que C' est compact et C=0.

3. (Question plus difficile.) Montrer que C' est non dénombrable.

4. Montrer que si p,, ne dépend pas de n, alors A(C') = 0. En déduire que si A € B([0,1]), A(A) = 0 n’entraine
pas que A est dénombrable.

5. Soit 0 < € < 1. Montrer qu’il existe une suite (pn,)n>0 CJ0,1[t.q. A(C) = e.

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) = 0, alors f(A) est un
compact de R t.q. A\(f(A)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) = 0, on n’a pas
forcément A\(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesure ¢ > 0 (cf question 5).]

Exercice 2.32 (Mesure complete) Corrigé 34 page 298
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Une partie B de E est dite “négligeable" si elle est incluse dans un élément de
T de mesure nulle. On note N, I’ensemble des parties négligeables. On pose T = {AUN; A€ T, N € N,,,}.

1. Montrer que T est une tribu et que T UN,,, C T.

2. Soit A1, A € T et N1, Ny € N, t.q. A1 U N1 = Ay U No. Montrer que m(A;) = m(As).
Pour B € T, soit A € T et N € N, t.q. B = AU N, on pose m(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)

3. Montrer que 7 est une mesure sur 1’ et m), = m. Montrer que T est la seule mesure sur T égale a m sur T

4. Montrer que Nsz = N,,, C T.

L’exercice 4.18 page 101 montre la différence “dérisoire", du point de vue de I'intégration, entre (£, T, m) et son
complété (E,T,m).

Exercice 2.33 (Série commutativement convergente dans R) Corrigé 35 page 300
Soit (ap)neny C R. Le but de I’exercice est de montrer que si la série EneN @, (n) €St convergente pour toute

bijection ¢ : N — N, alors la série ZneN a,, est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que >
bijective, t.q. Z;L:o ap(p) — 00 quand n — oo. Conclure.

neN a = oco. Montrer qu’il existe ¢ : N — N,

Exercice 2.34 (Régularité d’une mesure sur 5(R), finie sur les bornés)
Cet exercice redémontre le théoreme de régularité (théoreme 2.3).
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I. Soit m une mesure finie sur B(R), tribu borélienne sur R. On pose : T' = {A € B(R) tel que Ve > 0,30
ouvert de R, et F' fermé de R, telsque F C A C Oetm(O\ F') < ¢e}.

1. Soientaetb € R, a < b. Montrer que Ja, b[ € T

2. Montrer que 7" est une tribu. En déduire que m est réguliere.

3. En déduire que, VA € B(R), m(A) = inf{m(0),0 D A, O ouvert de R}.

II. Soit m une mesure sur B(R), tribu borélienne sur R. On suppose que pour toute partie B bornée de R t.q.
B € B(R),ona:m(B) < +o0.

Pour B € B(R), on pose : vg(A) = m(AN B),VA € B(R).

1. Soit B € B(RR) une partie bornée de R ; montrer que v est une mesure finie.

2. Soient e > 0 et A € B(R), montrer que, pour tout n € Z, il existe un ouvert O,, de R tel que O,, D
ANjn,n + 1] et m(O0,,) < m(ANn,n + 1]) + % [Appliquer 1.3 avec vp,, B, ouvert borné contenant
In,n+ 1], er ANn,n + 1].]

3. a) Soiente > 0 et A € B(R). Montrer que pour tout n € Z, il existe O,, ouvert de R et F,, fermé de R t.q.

F, Cc ANjn,n+1] C O, et m(O,, \ F,,) < ST

b) Montrer que m est réguliere. [On pourra remarquer, en le démontrant, que si F,, est fermé et F,, C
In,n+1]Vn € Z, alors | J,,c5, I est fermé.]

¢) Montrer que m(A) = inf{m(0), A C O, O ouvertde R}, VA € B(R).

II. On note A la mesure de Lebesgue sur (R, R). Soit &« € R* et 8 € R. Soit A € R. On pose a4 + 3 =
{az+ B, x € A}. Montrer que A+ 8 € Retque A(aA+ ) = |a|\(A). [On pourra commencer par étudier
le cas ou A est un ouvert de R.] (Nous appellerons cette propriété : “invariance par translation généralisée pour
la mesure de Lebesgue".)

Exercice 2.35 (Mesure sur S') Corrigé 36 page 301

On considere S* = {(z,y)! € R, |z|> + |y|? = 1} (S! est donc le cercle unité de R?). Pour z = (z,y)! € S*,
il existe un unique 6§, € [0,27[ t.q. = cos(f,) ety = sin(d,). Pour o € [0,27[ et z € S! on pose Ry (2) =
(cos(f, + a),sin(f, + a))*. Noter que R,, est une bijection de S* sur S! (c’est la rotation d’angle «).

Définir une tribu 7" sur S, t.q. T' contienne les parties de la forme {(cos(#),sin(9))!, § €la, B[} avec —o0 <
a < 8 < oo, et une mesure j sur T’ de sorte que (S*, T, 1) soit un espace mesuré avec p(S!) = 1 et t.q. p soit
invariante par rotation (c’est a dire que, pour tout A € T et « € [0, 27, on ait R, (A) = {Ra(2), 2 € A} € T et
(R4 (A)) = p(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(IR), et la mesure de Lebesgue sur B(R).]

2.7.3 Probabilités

Exercice 2.36 (Exemple de probabilité)

Soit E = {1, k € N} un ensemble infini dénombrable et (py.)ren C [0, 1N t.q. pr, > 0Vk € Net ZkeNpk =1.
1. Montrer que, pour tout A € P(E), A # (), on peut définir p(A) = > ;.. 4 pr- On pose p(P) = 0.

2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.37 (Lemme de Borel-Cantelli) Corrigé 37 page 302
Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (A, )peny C T On pose B, = Up>n Ay et A = NpenB, (on rappelle
que A = limsup,, , . 4,).

1. Montrer que si ), .y P(A,) < +oo alors p(A) = 0.

2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements Ay, ..., A, sont indépendants. On suppose aussi que
ZnEN p(An) = 00. Montrer que p(A) =1.

50



Exercice 2.38 Soient F une “population”, ¢’est-a-dire un ensemble fini,et (C, )nen une famille de "sous-popula-
tions", ¢’est-a-dire un systeme de constituants de 1’espace probabilisable (E, P(E)). Soit P, la probabilité qu’un
individu de la population appartienne a la sous-population C,,, c’est-a-dire p(C,,), ol p est une probabilité sur
(E,P(E)). Sachant que dans chaque sous-population la probabilité d’étre gaucher est @Q,,, trouver la probabilité
qu’un gaucher appartienne a C,,.

Exercice 2.39 Soient S; (resp. S2) un seau contenant nq cailloux noirs et by cailloux blancs (resp. ns cailloux
noirs et by cailloux blancs). On tire au hasard, de maniére équiprobable, un des deux seaux, et on tire ensuite
au hasard, de maniere équiprobable, un caillou dans ce seau. Sachant qu’on a tiré un caillou noir, quelle est la
probabilité de 1’avoir tiré du seau S ?

Exercice 2.40 Soient p une probabilité sur (R, B(R)) et F' la fonction de répartition de p. Montrer que F' est
continue ssi p({a}) = 0. En déduire que F est continue si I’ ne charge pas les points.
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Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires a la définition de I’intégrale de Lebesgue.
De la méme maniere que les fonctions en escalier ont été introduites lors de la définition de 1’intégrale des fonc-
tions réglées, nous introduisons maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable (E,T"). Nous
introduirons ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable aléatoire, ainsi que les premieres notions de
convergence de ces fonctions. La notion de variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est
en général par la connaissance de la variable aléatoire (et par sa “loi de probabilité") que se construit le modele
probabiliste, I’espace probabilisé (E, T, p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1

1. L’objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F' (espace d’arrivée). Pour construire ainsi
une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au départ et un espace topologique a 1’arrivée, car nous aurons
besoin dans 1’espace d’arrivée d’une notion de convergence (pour les procédés de passage a la limite dans la
définition de 1’intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie de 1’intégration) R, C, RY ou un
espace de Banach. Le procédé de construction dii a Lebesgue donne un role fondamental aux fonctions a valeurs
dans R (et  la notion de convergence “croissante") et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de R (voir
la définition 3.1).

2. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensemble F' muni d’une famille de parties de F’,
appelées “ouverts de F", contenant () et F, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. On
rappelle aussi que, dans un espace topologique, =, — x, quand n — oo, signifie que, pour tout O ouvert
contenant z, il existe ng t.q. , € O pour tout n > ny.

3. Soit F' un espace topologique et G C F. On appelle topologie trace sur GG, ou topologie induite sur G, la
topologie définie par I’ensemble des restrictions a G des ouverts de F'. Si O C G, O est un ouvert de G si et
seulement si il existe U ouvert de F' t.q. O = U N G. Noter donc que O peut ne pas étre un ouvert de F' si G
n’est pas un ouvert de F'. Par contre, il est important de remarquer que si G est un borélien de I (c’est-a-dire
G € B(F), B(F') étant la tribu engendrée par les ouverts de F'), I’ensemble des boréliens de G est exactement
I’ensemble des boréliens de F' inclus dans G, c’est-a-dire B(G) = {B C G; B € B(F)}, ceci est démontré
dans I’exercice 2.3 page 42.

4. Un exemple fondamental de topologie sur I’ensemble F’ est celui de la topologie donnée par une distance sur F'.
Dans le cas de F' = R, nous considérerons toujours R muni de la topologie donnée par la structure métrique de
R, c’est-a-dire par I’application “distance" définie par d(a, b) = |b — a.
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Définition 3.1 (Topologie et tribu de Borel sur R;) R, = R, U {oo}
1. Soit O C R. O est un ouvert si pour tout a € O on a :

(a) Si0 < a < oo, alors il existe e € R% t.q.]a —e,a+€[C O,
(b) si a =0, alors il existe « € R% 1.q. [0, a[C O,
(c) si a = oo, alors il existe « € Ry t.q. Ja, 0] C O.

2. B(R,) est la tribu (sur @i) engendrée par les ouverts de R .. Soit B C R, on peut montrer (voir la remarque
3.2 ci apreés) que B € B(Ry.) si et seulement si BNR € B(R) (B(R) est la tribu de Borel sur R).

Remarque 3.2

1. La topologie sur R est la topologie induite par celle de R, c’est aussi la topologie induite par celle de R.
D’ensemble des boréliens de R est donc égal a I’ensemble des boréliens de R inclus dans R et ¢’est aussi
I’ensemble des boréliens de R inclus dans R (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que {0} € B(R})
(car {ooi est, par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts de R ). On en déduit que, si B C Ry, ona
B € B(R) sietseulementsi BNR € B(R) (noter que BNR = BNR,).

2. Soit A C R, A est donc un borélien de R si et seulement si A € B(R) ousi A= B U {oo}, avec B € B(R).

3. La définition de la topologie sur R donne bien que, pour (2, )nen C R4, on a z,, — oo (dans R, quand
n — 00) si et seulement si, pour tout o > 0, il existe ng t.q. z,, €]a, oo} pour tout n > ng (ce qui est la
définition usuelle de convergence vers co).

4. On peut aussi montrer (exercice. ..) que B(R ) est la tribu engendrée par C; = {]a,o0]; a € R, }. C’est aussi

la tribu engendrée par C2 = {]a, o[ Ry; a EiR}. Par contre, ce n’est pas la tribu engendrée (sur R,) par
C; = {Ja,0[;a € Ry} (onadonc T(C3) C B(Ry) et T(C3) # B(R4)).

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.2 (Fonction caractéristique) Soient (E,T') un espace mesurable et soit A € T. On appelle fonction
caractéristique mesurable de I'ensemble A, et on note 14 (ou x a) la fonction définie par : 14(x) = 1sixz € A et
la(z) =0siz € A

Définition 3.3 (Fonction étagée) Soient (E,T) un espace mesurable et f ; E — R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si [ est une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques

n
mesurables, c’est-a-dire s’il existe une famille finie (A;)i=1,..n C T etnréelsay, ..., a, tels que f = Z a;la,.
i=1
2. On dit que f est étagée positive si f est étagée et prend ses valeurs dans R ;.

On note &€ ’ensemble des fonctions étagées et £ I’ensemble des fonctions étagées positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir 1’intégrale a partir de la notion de mesure. On
se limite pour I’instant aux fonctions positives afin de donner un sens a I’addition de mesures infinies. Notons que,
dans la définition d’une fonction étagée, les ensembles A; peuvent &tre d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de considérer une décomposition
de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection vide. C’est I’objet du lemme suivant :

Lemme 3.1 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive)

Soit (E,T) un espace mesurable, et soit f € £, une fonction étagée positive, non identiquement nulle. Alors il
existe une unique famille finie (a;, A;)i=1,.n CRExT1.9.0 < a1 < ... < an, A; # 0, pourtouti, A;NA; = 0,
siiF# g, et f=30" aila,.
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DEMONSTRATION : Soient (B;)i=1,..p C T, (b;)i=1,..p C Ret f = Zle bi1p, une fonction étagée positive
non nulle. U'ensemble Im f des valeurs prises par f est donc fini. Comme Imf C R;, on a donc Imf \ {0} =
{a1,...,a,} avec 0 < aq,... < ap. En posant A, = {:13 € E;f(x ) = az} onadonc f = Y a;la, avec
A; # Q)etA N A; = 0. (Noter aussi que {z € E; f(z) = 0} = (U, A;)°.) Il reste & montrer que A; € T.
Pouri € {1,. n} onpose I; = {K C {1,. ..,p} aL Zkekbk}- On a alors, pour tout ¢ € {1,...,n},
A = UKeliCK, avec O = ﬂ?lej, Dj=Bjsijec KetD; = B]c- si j & K. Les propriétés de stabilité d’une
tribu nous donnent alors que A; € T pour touti € {1,...,n}. On a donc trouvé la décomposition voulue de f.
Le fait que cette décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement {a1,...,a,} = Imf \ {0} et
Ai={z € E; f(x) = a;}.

On aurait envie a partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la forme précédente, de définir
I'intégrale de f comme [ fdm = > a;m(4;).

En fait, on pourra méme (cf définition 4.1) définir I’intégrale d’une fonction étagée avec une décomposition plus
générale (non unique) grace au lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit (F, T m) un espace mesuré et soit f € £, une fonction étagée positive non nulle, t.q. f =

ZazlA et [ = Zb 1p, ot ai,...,ap, by,...,b, sont des réels strictement positifs, (A;)i=1,.n C T et

(Bl)l_l pCT sont desfamzlles de parties disjointes deux & deux, i.e. telles que A, A; =0 et B;NBj = 0 si
1 # j. Alors :
n P
i=1 j=1

DEMONSTRATION : On pose, pouri = 1,...,netj=1,...,p, C;; = A; N B;. En remarquant que {z; f(z) >
0} = Ul A; = US_; By, on écrit A; = U%_, Cyj et By = U Cy;. On peut donc écrire

n n P
i=1 i=1 j=1
et
P n
Zb m(Bj) = bim(Cy) (3.3)
J=11i=1
On remarque alors que a; = b; dés que Cij # (), d’ol I'égalité 3.1. (]

Lemme 3.3 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition)

Soit (E,T) un espace mesurable, et soit f € E une fonction étagée. Alors il existe une unique famille finie
(@i, Ai)i=o,.n CRXT tq a; # ajsit # j, Ay # 0, pourtouti, Ay NA; =0, sii# j, E=U"yA et
f = Z?:o a,;lAl.

DEMONSTRATION :
La démonstration est treés voisine de celle donnée pour la décomposition d’une fonction étagée positive (lemme
3.1). Lensemble {a;, ¢ € {0,...,n}} est’ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas seulement les valeurs

nonnulles) et A; = {z € E; f(x) = a;}.
n

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que £ est un espace vectoriel sur R.
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Proposition 3.1 (Structure vectorielle de £) Soit (E,T) un espace mesurable, I’ensemble des fonctions étagées,
E, est un espace vectoriel sur R. De plus, si f,g € €, on a aussi fg € E.

DEMONSTRATION :

Soit f,g € & et soit o, § € R. On utilise la décomposition de f et g donnée dans le lemme 3.3. Elle donne
[ =3 aila etg = Z;’;O bjlp,. Comme les familles (A;)ficqo,...,n}3 et (Bj){jefo,....,m}y forment des
partitions de £/, on a :

f=300 X 0ailans, etg= 31" 3 o bjla,ns,,

de sorte que af + Bg = >.1, E;nzo(aai + Bb;)14,nB,, ce qui montre que of 4 Bg € &, et donc que & est un
espace vectoriel.

D’autre part, on remarque aussi que fg = > Z;n:o a;b;14,nB;, ce qui montre que fg € £.
m

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de 1’intégrale des fonctions étagées (voir proposition
4.1).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale a une classe de fonctions plus générale que celle des fonctions étagées (posi-
tives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On pourra ensuite utiliser une technique de “passage a la
limite" pour définir I’intégrale de telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de E dans F'. L’espace de départ, E, est
muni d’une tribu et I’espace d’arrivée, F', est, en général, muni d’une topologie (et donc de sa tribu de Borel, les
exemples fondamentaux sont F' = R ou F' = R;). On peut aussi considérer le cas ol I est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie sur F').

Définition 3.4 (Fonction mesurable) Soient (E,T) un espace mesurable et F' un ensemble muni d’une topologie
(par exemple : F = R ou R ). Une fonction f, définie de E dans F, est une fonction T-mesurable si f~1(A) €
T, pour tout A € B(F). (Ce qui est équivalent a dire que la tribu f~Y(B(F)) = {f~Y(B), B € B(F)} est
incluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~1(B) € T} contient B(F), voir I’exercice 2.4 sur
les tribus image directe et image réciproque.) En I’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable"” au lieu de
“T'-mesurable.

Plus généralement, si F' n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F')) mais est muni directement
d’une tribu T (on a alors deux espaces mesurables : (E,T) et (F,T)), une fonction f, définie de E dans F,
est une fonction (T, T )-mesurable si f~1(A) € T, pour tout A € T. (Ce qui est équivalent a dire que la tribu
f~YT) = {f~Y(B), B € T} est incluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~Y(B) € T}
contient T.) En I’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable" au lieu de “(T, T )-mesurable".

Remarque 3.3 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (£, T") un espace mesurable. Soit f € £
(donc f est une application de F dans R). D’aprés la proposition 3.3, il existe (Ao, ..., A,), partition de F,
et ag,...,ap, € Rtq. f = > ja;1a, et A; € T pour tout i € {0,...,n}. Pour tout B C R, on a donc
S (B) = Uy a,ep1Ai € T. Ce qui prouve que f est mesurable de F dans R.

Noter que si f € £, on a donc aussi f mesurable de I dans R (voir I’exercice 3.4).

La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou * élément aléatoire" (au lieu de “fonction
mesurable" ou “application mesurable").
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Définition 3.5 (Variable aléatoire, élément aléatoire)

1. Soit (E,T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire une fonction X définie de E dans R et
T-mesurable, i.e. t.q. X1 (A) € T, pour tout A € B(R).

2. Soit (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonction X, définie de E dans F, est un élément
aléatoire si ¢’est une fonction (T, T )-mesurable (c’est-a-dire si X ~1(A) € T, pour tout A € T). Lorsque F est
un espace vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoire”.

Remarque 3.4 Comme cela a été dit dans la proposition 3.4, on dit, en I’absence d’ambiguité, “mesurable” au
lieu de “I-mesurable". On remarque d’ailleurs que le terme probabiliste “variable aléatoire” ne mentionne pas la
dépendance par rapport a la tribu. Dans la définition 3.5, on a noté X la variable aléatoire plutot que f car c’est
I’usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.6 (Tribu engendrée par une fonction mesurable)

Soient (E,T) un espace mesurable (resp. probabilisable) et f (resp. X ) une fonction mesurable de E dans R
(resp. une variable aléatoire) alors ’ensemble {f~1(A), A € B(R)} (resp. {X~1(A), A € B(R)}) est une tribu
sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction mesurable f (resp. la variable aléatoire X ). Cette tribu est
aussi la tribu image réciproque de B(R) par f (resp. X).

Définition 3.7 (espaces M et M) Soit (E,T) un espace mesurable, on note :
- M(E,T)={f: E — R, mesurable },

- M (E,T)={f: E — Ry, mesurable }.

En I’absence d’ambiguité, on notera M = M(E,T) et My = M (E,T).

Proposition 3.2 (Premiére caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T') un espace mesurable et f : E — F, avec F' = R ou R.. Soit C une partie de P(F) engendrant la
tribu borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et seulement f~1(C) € T pour tout C' € C. En particulier,
f est mesurable si et seulement si f vérifie I’'une des deux propriétés suivantes :

1. f~Y(o, B]) € T, pour tout o, B € R, o < 3,

2. 7Y, o0|) € T, pour tout o € R.

Dans cette caractérisation, I’ensemble |, 5] (ou |o, 00|) désigne, bien siir, I’ensemble des éléments de F appar-
tenant a |, B[ (ou |, 00]).

La démonstration de cette proposition fait 1’objet de I’exercice 3.1. Le lecteur pourra trouver lui-méme d’autres
caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la proposition ci-dessus. Par exemple, soit f de E (muni de la
tribu 7)) dans R |, la fonction f est mesurable si et seulement si f~!(]o, 00]) € T pour tout o > 0 (par contre,
f~1(Ja, 00[) € T pour tout o > 0 n’implique pas que f est mesurable).

La proposition suivante nous permettra de définir ’intégrale des fonctions appartenant a M, (comme limite
d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par contre, on ne pourra pas donner un sens, dans
le cas général, a I’intégrale des fonctions appartenant a M.

Proposition 3.3 (Mesurabilité positive) Soient (E,T) un espace mesurable et f : E — R Alors f € M si et
seulement si il existe une suite (fr)nen C €4, 1.q. :

1. Pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — oo,
2. fo+1(z) > fu(z), pour tout x € E, et toutn € N.

les 2 conditions précédentes seront dénotées dans la suite sous la forme f,, T f quand n — oo.
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DEMONSTRATION : Soit (fy,)nen € E+ t.q. fr, T f quand n — co. On remarque que, pour tout o € R,

o, +00]) = [ £ (o, +00]). (3.4)

neN

Comme f,, est mesurable, pour tout n € N (voir la remarque 3.3), on a f;; *(Ja, +00[) € T pour tout n € N et
donc, par stabilité de 7" par union dénombrable, f~*(Ja;, +-00]) € T'. Ceci étant vrai pour tout « € R, on en déduit,
comme {]a, +00], & > 0} engendre B(R. ), que f est mesurable de F dans R, c’est-a-dire f € M.

Réciproquement, on suppose que f € M. On va construire (fp,)pens C 4 t.q. fr T f quand n — oo.
Pour n € N*, on définit la fonction f,, par :

fn(l’)—{ —s1f( )e[;,p;lL avecp € {0,...,n2" — 1}, 3.5)
nsi f(z) > m,

de sorte que
n2"—1

p
fn=1lieer: f@yzny T ) o LzeB: F@)el g BR )
p=0

Comme f € My,ona{z € E; f(z) >n} € Tet{x € E; f(z) € [Z, %[} € T pour tout n et tout p, on a
donc (fn)nen+ C E4.

On montre maintenant que, pour tout x € F, on a f,,(z) — f(x), quand n — co. Soit € E. On distingue deux
cas :

Premier cas. On suppose f(z) < oo. On aalors, pour n > f(x), | f(z) — fu(z)| < 5=. Onadonc f,(z) = f(z)
quand n — oo.

Deuxiéme cas. On suppose f(x) = oco. On a alors f,,(z) = n pour tout n € N* et donc f,,(z) — f(z) quand
n — oo.

On montre enfin que, pour tout z € E et pour tout n € N*, on a f,1(x) > fn(z). Soitx € E etn € N*. On
distingue trois cas :

Premier cas. On suppose f(z) > n+ 1.Onaalors f,11(x) =n+1>n= f,(x).

Deyxiéme cas. On suppose n < f(x) < n + 1. Nl existe alors 4 € {n2"*1 ... (n+ 1)2" — 1} tq. f(z) €
[Qﬂarlv 2n+1] On aalors fy(z) =n < ST = = fat1(2).

Troisieme cas. On suppose f(x) < n. Il existe alors p € {0,...,n2" — 1} t.q. f(z) € [&, Bt [= [52, 252111) [.
Si f(x) € [gibr, L ona fule) = 5 = g = faa(2). Si f() € [FH, S L ona fule) = & <
g{’i} = fnt+1(z). On a toujours f,, () < fni1(z).

On a bien ainsi construit ( f,,)nens C €4 t.q. fr T f quand n — oo.

Proposition 3.4 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T) un espace mesurable, et f : E — R. On suppose que f
est mesurable. 1l existe alors une suite (fy,)nen C € t.q., pour tout x € E, f,(x) — f(z), quand n — oo.

DEMONSTRATION :
On définit la fonction f+ : E — Ry par f(z) = max(f(z),0) pour tout z € E. On remarque que f* € M,
(et f+ € M, voir ’exercice 3.4). En effet, f prend ses valeurs dans Ry et (f¥)"!(Ja, 0]) = f~(Ja,00[) € T
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si @ > 0. On conclut en remarquant que {]o, 0], & > 0} engendre B(R, ). On définit également f~ = (—f)7,
de sorte que f = f* — f~. On adonc aussi f~ € M. La proposition 3.3 donne I’existence de (fp,)nen C €+
et (gn)nen C €+ t.q. fn T fTetgn 1 f~ quand n — oo. On pose hy, = f, — gn, de sorte que hy,(z) — f(x),
quand n — oo, pour tout € E. D’autre part, comme £ est un espace vectoriel (voir la proposition 3.1 page 55),
ona (hy)nen € E.

m

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité de M et M (voir la proposition 3.5) une
deuxiéme caractérisation de la mesurabilité, voir la proposition 3.6.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble trés “stable”, c’est-a-dire que des opérations “usuelles”
(comme “addition”, “multiplication”, “limite". ..) sur des fonctions mesurables donnent encore des fonctions me-
surables, ceci est précisé dans la proposition suivante. Dans le cas (fondamental) de (E,T) = (R, B(R)), il est
“difficile" de trouver des fonctions non mesurables (comme il est “difficile" de trouver des parties non boréliennes,
bien que le cardinal de B(R) soit égal au cardinal de R et donc strictement inférieur au cardinal de P(R)). En
pratique, on peut en gros supposer que les fonctions de R dans R sont toutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait
“beaucoup" de fonctions non mesurables.. . ).

Proposition 3.5 (Stabilité de M et M) Soit (E,T') un espace mesurable.

1. Soit I C N.
Soit (fr)ner C My, alors sup,,c; frn € My etinf,cr fr, € M.
Soit (fn)ner C M. Si sup,c; fn prend ses valeurs dans R, alors sup,c; fr, € M. De méme, si inf ¢y fp
prend ses valeurs dans R, alors inf, ¢y f, € M.

2. Soit (fn)nen C My, alors limsup,,_, fn € M4 et liminf, o f, € M.
Soit (fn)nen C M. Si limsup,,cy frn prend ses valeurs dans R, alors limsup,,cy fr. € M. De méme, si
liminf,cn fn prend ses valeurs dans R, alors liminf,,cy f, € M.

3. Soit (fn)new C M. On suppose que f,(z) — f(z) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.

Soit (fn)nen C M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors f € M.
4. M est un espace vectoriel sur R et si f,g € M, alors fg € M.

DEMONSTRATION :

L. Soit (fn)nen C M. Il est clair que f = sup,,c; fr est bien définie et prend ses valeurs dans R,. Puis, Pour
tout @ € R, ona f~'(Ja, 00]) = Unerfy, ' (Jo, 0]) € T. Comme {]a, 00] N Ry, a € R} engendre B(R ), on
en déduit que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire f € M.

De méme la fonction f = inf,c; f,, est aussi bien définie et prend ses valeurs dans R (elle prend méme ses
valeurs dans R, si les f,, prennent leurs valeurs dans R, ceci n’est pas vrai avec la fonction sup,,c; f»). On
remarque ensuite que f~1(] — 00, ) = Unerfr'(] — o0, ), pour tout € R. Comme {] — oo, a[ R,
a € R} engendre B(R. ), on en déduit que f est mesurable de F dans B(R, ), ¢’est-a-dire f € M.

Soit maintenant (f,,),en C M. La fonction f = sup,,c; fn est bien définie si on la considere comme étant a
valeurs dans R car elle peut prendre la valeur 4+oo en certains points. On la suppose maintenant i valeurs dans
R. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f~!(Ja, 0o[) = Uper £, t(Ja, oof) et que
{Ja, 00], @ € R} engendre B(R). De méme, La fonction f = inf,,c; f,, est bien définie si on la considere comme
étant a valeurs dans R car elle peut prendre la valeur —oo en certains points. On la suppose maintenant 4 valeurs
dans R. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f 1 (]—o0, af) = Uper i 1(]—00, af)
et que {] — 00, a, @ € R} engendre B(R).

58



2. Soit (fn)nen € M4. On pose f = limsup,, ., fn,lafonction f est bien définie 4 valeurs dans R, . Pour tout
x € F,ona
f(z) =Tlimsup f,,(z) = lim (sup fy(x)) = inf (sup fp(z)),
n—00 N0 p>n n€N p>n
c’est-a-dire f = inf,en(sup,>,, fp). En utilisant les résultats précédents (avec sup puis inf), on a donc f €
M. Un raisonnement similaire donne lim inf,,_, o f,, = sup, cy(infp>y fp) € M.
Soit maintenant (f,,),en C M. On suppose que

f =limsup f, = inf (sup fp)
n—00 neN p>p
(qui est bien définie dans R U {oo}) prend ses valeurs dans R. Comme les f,, prennent leurs valeurs dans R, on
peut alors remarquer que la fonction sup,,», f,, prend aussi ses valeurs dans R, pour tout n € N. On a donc, avec
la propriété démontrée en 1, sup,,»,, fp € M pour tout n € N. Puis, utilisant encore la propriét€ démontrée en 1,
f= inanN(suppzn fp) € M. Un raisonnement analogue donne liminf,,_, f,, = sup,en(infp>n fp) € M
des que I’on suppose que lim inf,,_, o, f,, prend ses valeurs dans R.

3. Cette question est immédiate grace a la précédente. Il suffit de remarquer que deés que la limite de la suite
(fn(2))nen existe, elle est nécessairement égale a la limite supérieure (ou la limite inférieure) de cette méme
suite (fn(2))nen, ¢’est-a-dire que lim,,_,o frn(x) = limsup,,_, . fn(z) (pour tout z € E). Ici on remarque
donc simplement que f = lim sup,,_, ., f» et on applique la propriété 2.

4. Soit f,g € M etsoit a, 3 € R On pose h = af + Bg. D’apres la proposition 3.4, il existe (f,,)neny C € et
(gn)nen C € tq. frn(z) — f(x) et go(x) — g(x), quand n — oo, pour tout z € E. On pose h,, = afy, + Lgn,
de sorte que A, (z) — h(x), quand n — oo, pour tout z € E. La proposition 3.1 donne que £ est un espace
vectoriel sur R, on a donc (A, )nen C €. Comme € C M (voir la remarque 3.3), la propriété 3 ci dessus donne
alors que h € M. L’ensemble M est donc un espace vectoriel (sur R).

Soit f,g € M. On pose h = fg. On raisonne comme ci dessus, il existe (fn)nen C € et (gn)neny C €
t.q. fu(z) — f(z) et go(z) = g(x), quand n — oo, pour tout x € E. On pose h,, = f,gn, de sorte que
hn(z) — h(z), quand n — oo, pour tout € E. La proposition 3.1 donne aussi (h,)nen € € C M. La
propriété 3 ci dessus donne alors que h € M.

Proposition 3.6 (Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité) Soir (E, T') un espace mesurable et f : E — R.
Alors, f est mesurable si et seulement si il existe une suite (f,)neny C & t.q., pour tout x € E, f,(z) — f(z),
quand n — oo.

DEMONSTRATION :
Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.4 pour le sens “seulement si" et par la propriété 3 de la

proposition 3.5 pour le sens “si".
]

On rappelle aussi qu’une fonction f de E (muni de la tribu 7)) dans R, est mesurable (c’est-a-dire appartient &
M) si et seulement si il existe (f)neny C €+ t.q. fr, T f (voir la proposition 3.3).

Remarque 3.5 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.6 peut étre fausse si on prend pour F' un espace
topologique quelconque (elle reste vraie, par exemple, si F' est un espace vectoriel normé de dimension finie) avec
une définition immédiate de £ généralisant celle donnée pour les fonctions a valeurs dans R ou R ..
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Définition 3.8 Soient E un ensemble et f : E — R. Pour tout x € E, on pose :
- f+(x) = max(f(2), 0),

- f~(z) = —min(f(2),0) = (- f)" (2),

= [f(@) = [f (@)l

Proposition 3.7 Soient (E,T) un espace mesurable et f € M. Onaalors f = f* — f~, |fl=fT+ f et fT,
[ fle Mynm.

DEMONSTRATION :
Le faitque f = fT — f~et|f| = f* + f~ est immédiat. On a déja vu, dans la démonstration de la proposition
3.4, que fT,f~ € My etdonc que f*, f~ € M (voir I’exercice 3.4). La proposition 3.5 donne que M est un
espace vectoriel sur R. On a donc |f| € M et donc aussi |f| € M car |f| > 0.

]

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E,T) et (F,T) deux espaces mesurables (I’exemple fondamental est (F, 7) = (R, B(R))) et f une fonction
mesurable de E vers F'. Si m est une mesure sur 7', alors on peut définir, a partir de f et m, une mesure sur 7 de
la maniere suivante :

Proposition 3.8 (Mesure image) Soient (FE, T, m) un espace mesuré, (F,T) un espace mesurable et f une fonc-
tion mesurable de E vers F (c’est-a-dire (T, T )-mesurable). Alors, I’application my définie de T dans Ry par :
mg(A) = m(f~1(A)), pour tout A € T, est une mesure sur T, appelée mesure image par f.

DEMONSTRATION : 11 suffit de remarquer que s est bien définie, que m¢(f)) = 0 et que m est c—additive, ce
qui découle naturellement des propriétés de m. [ |

Définition 3.9 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)
Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-a-dire une fonction mesurable de F,
muni de la tribu T, dans R, muni de la tribu borélienne). On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la
probabilité px image de p par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité px.

Dans de nombreux cas, les modeles probabilistes seront déterminés par une loi de probabilité d’une variable aléa-
toire. Une conséquence immédiate du théoréme 2.4 est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est
entierement déterminée par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.9 (Egalité de deux lois) Soient (E, T, p) et (E',T',p") des espaces probabilisés, X une variable
aléatoire réelle sur E (c’est-a-dire une fonction mesurable de E, muni de T', dans R muni de B(R)) et X’ une
variable aléatoire réelle sur E'. On a alors px = py si et seulement si p({X < t}) = p'({Y < t}) pour tout
t € R Onaaussi px = py si et seulement sip({s < X <t}) =p'({s <Y < t}) pour tout s,t € R, s < t. (Les
inégalités strictes peuvent remplacées par des inégalités larges.)

DEMONSTRATION : Cette proposition est une conséquence des théoremes 2.4 et 2.5. Il suffit de remarquer que
p({X <t}) =px(] — 0o,t]) et p({s < X < t}) =px([s,t]) (et les mémes égalités avec Y au lieu de X).
L]

On rappelle que la notation p({X < ¢}) (si X est une v. a. réelle sur 1’espace probabilisé (F, T, p)) signifie
p({w € E; X(w) < t}). Cette notation sera abrégée sous la forme p(X < t).
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Définition 3.10 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E, T, p) et (E',T’,p") des espaces probabilisés, X (resp. X') une variable aléatoire de (E, T, p) (resp.
(E',T',p")) dans (R, B(R)), on dit que les variables aléatoires X et X' sont équidistribuées si elles ont méme loi
de probabilité.

Définition 3.11 (Variable aléatoire discréete, entiére, continue) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire réelle sur (E, T, p), px la loi de la variable aléatoire X et Fx sa fonction de répartition ;

1. Si X (FE) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discrete.
2. Si X(E) C N, on dit que la variable aléatoire X est entiére.

3. Si la fonction de répartition Fx définie de R dans [0, 1] est continue, on dit que la variable aléatoire est continue.

Définition 3.12 (Variables aléatoires indépendantes)

Soit (E,T,p)) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et Xq,..., XN une famille de variables aléatoires réelles. On dit que X1, ..., XN sont indépen-
dantes (ou que la famille ( X1, ..., X ) est indépendante) si les tribus engendrées par X1, ..., X (on notera
souvent T7(X) ou 0(X) la tribu engendrée par la variable aléatoire X ) sont indépendantes.

2. Soit (X, ) nen+ une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indépendante (ou que les v.a. X1,
..y Xp, ... sont indépendantes) si, pour tout N > 1, les v.a. X1, ..., Xy sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. " une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées
(ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la suite ont méme loi).

Soit (E, T, p)) un espace probabilisé et X1, X5, X3 trois v.a.r. (c’est-a-dire variables aléatoires réelles). Le fait que
X soit indépendante de X5 et X3 n’implique pas que X; soit indépendante de (par exemple) Xo + X3, méme
si Xy et X3 sont indépendantes. Mais, on a bien X; indépendante de Xs + X3 si la famille (X1, X2, X3) est
indépendante. Ceci est une conséquence da la proposition suivante.

Proposition 3.10 (Indépendance et composition)

Soit (E,T,p)) un espace probabilisé, n > 1, m > 1l et X1,...,X,,,Y1,...,Y,, des v.a.r. indépendantes. Soit ¢
une fonction borélienne de R™ dans R et 1 une fonction borélienne de R™ dans R. Alors, les v.aa.r. (X1, ..., Xy)
et Y(Y1,...,Yy,,) sont indépendantes. Nous avons ici décomposé la famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2
groupes. la proposition peut se généraliser a une décomposition en un nombre quelconque de groupes.

DEMONSTRATION : La notation ¢(X1,...,X,,) est un peu incorrecte (mais est toujours utilisée). Elle désigne
(comme on le devine facilement) la composition de ¢ (qui va de R™ dans R) avec I’application de E dans R"
donnée parles X;, ¢t =1,...,n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation a un nombre quelconque de groupes) est une consé-

quence simple de la proposition 2.11 dés que 1’on remarque que la tribu engendrée par (X1, ..., X, ) estincluse
dans la tribu engendrée par X1, ..., X,,, ce que nous démontrons maintenant.
On note 7 la tribu engendrée par X1, ..., X,, et X I’application de F dans R" qui aw € F associe (X1 (w), ...,

X, (w))". 1l est facile de voir que {A € B(R") t.q. X *(A) € 7} est une tribu (sur R"). Si A =[], A; avec
A; € B(R) pourtouti = 1,...,m,ona X '(A) = N, X; ' (A;) € 7 (car X; ' (A;) appartient a 7(X;) et donc
a 7). Comme B(R"™) est engendrée par 1’ensemble des produits de boréliens de R (et méme par 1’ensemble des
produits d’intervalles ouverts de R, voir I’exercice 2.7), on en déduit que {A € B(R™) t.q. X ~!(A) € 7} contient
B(R™). Pour tout B € B(R), on a donc (¢(X))"1(B) = X (¢~ 1(B)) € 7 car o~ 1(B) € B(R") (puisque ¢
est borélienne). ce qui prouve bien que la tribu engendrée par (X7, ..., X,,) est incluse dans la tribu engendrée
par Xq,..., X,. [
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Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de 1’indépendance. Cette conséquence est que, si X, Y sont
des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X, Y") est le produit des lois Px et Py (c’est-a-dire , avec les notations
du Chapitre 7, Px,yy = Px ® Py). Une propriété analogue est vraie pour une famille (Xi, ..., X,) de v.ar.
indépendantes.

Nous terminons ce paragraphe par un théoréme trés utile en probabilités sur la représentation d’une v.a. mesurable
par rapport a une autre v.a..

Théoréme 3.1 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)

Soient X etY deux v.a. réelles définies sur un espace de probabilités (Q, A, P). Alors, lav.a. Y est mesurable par
rapport a la tribu engendrée par X (notée 7(X)) si et seulement si il existe une fonction borélienne | de R dans
R telle que Y = f(X).

DEMONSTRATION : La démonstration de ce résultat fait 1’objet de I’exercice 3.15 (corrigé 48). I est intéressant de
remarquer que le démonstration de ce théoreme faite dans le corrigé 48 donne les informations complémentaires
suivantes :

— Y est 7(X)-mesurable bornée si et seulement si il existe f borélienne bornée t.q. Y = f(X),

— Y est 7(X)-mesurable positive si et seulement si il existe f borélienne positive t.q. Y = f(X).

La partie “si" de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si", il suffit de remarquer que la
démonstration faite dans le corrigé 48 donne f t.q.

Im(f) ={f(¢), t €e R} C Im(Y) U {0}, avec Im(Y) = {Y (w), w € Q}.

3.5 Convergence p.p., p.S., en mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace mesuré a valeurs dans R
(ou R ) et on donne des liens entre ces différentes convergences. On introduit les notions équivalentes pour les
variables aléatoires en langage probabiliste.

Définition 3.13 (Egalité presque partout) Soient (E, T, m) un espace mesuré, F' un ensemble et f et g des fonc-
tions définies de E dans F (F = R ou F = R, par exemple); on dit que f = g m-presque partout (et on note
f=gm-p.p.)sil’ensemble {x € E; f(x) # g(x)} est négligeable, c’est a dire qu’il existe A € T t.q. m(A) =0
et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

On peut remarquer que si f et g sont des fonctions mesurables de £ (muni de la tribu T et de la mesure m) dans
R (ou R,), ’ensemble {x € E; f(x) # g(x)} (noté aussi {f # g}) appartient 2 T. Le fait que f = gm p.p.
revient donc a dire que m({f # g}) = 0. Dans la cas oul f ou g n’est pas mesurable, I’ensemble {f # g} peut
étre négligeable sans appartenir a 1" (il appartient nécessairement a 7' si la mesure est complete, voir la définition
2.15).

En I’absence de confusion possible, on remplace m-p.p. par p.p.. Cette définition se traduit en langage probabiliste
par:

Définition 3.14 (Egalité presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X etY des variables aléatoires
réelles. On dit que X =Y presque siirement (et on note X =Y p.s.), si 'ensemble {x € E; X () # Y (z)} est
négligeable.
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Définition 3.15 (Convergence presque partout) Soient (E,T,m) un espace mesuré, F un ensemble, (fpn)nen
une suite de fonctions de E dans F et [ une fonction de E dans F (F = R ou F' = Ry, par exemple); on dit
que fy, converge presque partout vers f (fn, — f p.p. ) si il existe une partie A de F, négligeable, t.q., pour tout
élément x de A€, la suite (f,(2))nen converge vers f(x).

Noter que la convergence simple entraine la convergence presque partout.

La définition 3.15 se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.16 (Convergence presque sure) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (X, )ncn une suite de va-
riables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On dit que X,, converge presque siirement vers X
(X, — X p.s. ) si il existe une partie A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de A€, la suite (X,,(z))nen
converge vers X ().

Définition 3.17 (Convergence presque uniforme) Soient (E,T,m) un espace mesuré, (f,)nen C Met f € M.
On dit que f, converge presque uniformément vers f (f, — f p.unif. ) si, pour tout € > 0, il existe A € T t.q.
m(A) < e et f, converge uniformément vers f sur A°.

La convergence presque uniforme entraine la convergence presque partout (voir exercice 3.24).

Attention, la convergence “presque uniforme" ne donne pas la convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de
mesure nulle". La convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle" est reliée a la convergence
“essentiellement uniforme", c’est-a-dire la convergence pour le “sup essentiel", défini ci-apres, ou pour la norme
Il - lloo que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.18 (sup essentiel) Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € M. On dit que f est essentiellement
bornée si il existe C € Ry tel que |f| < C p.p.. On appelle alors “sup essentiel de |f|", et on le note || f|| o,
Uinfimum des valeurs C telles que |f| < C p.p.. Si f n’est pas essentiellement bornée, on pose || f||cc = cc.

Remarquons que dans le cas ot (E,T,m) = (R, B(R), A), le sup essentiel d’une fonction continue est la borne
supérieure de sa valeur absolue (ceci fait 1’objet de la proposition 6.4).

Définition 3.19 (Convergence essentiellement uniforme) Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen une suite
de M et f € M. Ondit que f,, converge essentiellement uniformément vers f (f, — f ess. unif. ) si || fn.— flloc —
0 lorsque n — +o0.

11 est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraine la convergence presque uniforme, mais
la réciproque est fausse (voir 1’exercice 3.25). Le théoreme suivant donne, dans le cas ou la mesure est finie, un
résultat tres important qui fait le lien entre la convergence presque partout et la convergence presque uniforme.

Théoreéme 3.2 (Egorov) Soient (E, T, m) un espace mesuré, tel que m(E) < 400, (fn)nen C Met f € M. On
suppose que f, — f p.p.. Alors, pour tout € > 0, il existe A € T tel que m(A) < € et f,, converge uniformément
vers f sur A°. (Autrement dit, la suite ( f,,)nen converge presque uniformément vers f.)

La démonstration de ce théoréme fait I’objet de 1’exercice 3.25. Attention, lorsque m(F) = o0, on peut trouver
des suites de fonctions qui convergent presque partout et non presque uniformément.

Définition 3.20 (Convergence en mesure)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C M et f € M. On dit que f,, converge en mesure vers f si :

Ve > O’nHI}rloo m{z € E ;|f(x) — fu(x)| > €}) =0. (3.6)
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Cette définition se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.21 (Convergence stochastique ou en probabilité) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, (X,,)nen
une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire . On dit que X,, converge stochastiquement,
ou en probabilité, vers X si :

Ve>0, lim p({z € X, ;[X(x) - Xu(z)] = ¢}) = 0. (3.7)

On peut montrer (cf exercice 3.23) que si (f,)nen C M converge en mesure vers f € M et (f,,)nen converge en
mesure vers g € M, alors f = g p.p.. On montre aussi que si (f,,)nen C M converge en mesure vers f € M et
(gn)nen converge en mesure vers g € M, alors (f,, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M, et, si
m est une mesure finie, (fy, gn)nen C M converge en mesure vers f g € M.

On montre a I’aide du théoréme d’Egorov que si f,, converge vers f presque partout, et si m(FE) < o0, alors
fn converge vers f en mesure. Réciproquement, si f,, converge vers f en mesure, alors il existe une sous-suite de
(fn)nen qui converge vers f presque uniformément (et donc presque partout). Ce second résultat est vrai méme si
m(E) = +oo (voir exercice 3.26).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’a présent avec les relations
existantes entre eux. Les relations entre convergence presque partout et convergence en mesure (resp. convergence
presque sure et convergence stochastique) sont étudiées dans I’exercice 3.26. (On en introduira bientot encore
quelques-unes. . . )

Terminologie ‘“analyste' Terminologie “probabiliste'
convergence simple (cs)
convergence uniforme (cu)

convergence presque partout (cpp) convergence presque sure (cps)
convergence presque uniforme (cpu)
convergence en mesure (cm) convergence stochastique (cst)

On a les implications suivantes :

Terminologie “analyste"’ Terminologie “probabiliste'
(cu) = (cs) = (cpp)

(cu) = (cpu) = (cpp)

(cpp) = (cpu) si la mesure est finie

(cm) = (cpu) pour une sous-suite (cst) = (cps) pour une sous-suite
(cpp) = (cm) si la mesure est finie  (cps) = (cst) si la mesure est finie
(cpu) = (cm)

3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) (x)Corrigé 38 page 303
Soient (E,T') un espace mesurable et f une application de F dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~1(B) € T} est une tribu.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(ii) f~(C) € T, pour tout C € C.
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Exercice 3.2 (Mesurabilité pour f a valeurs dans R)
Soit € un ensemble et F une o-algebre sur 2. Soit f une application de 2 dans R. On munit R de la tribu
borélienne.

1. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € Q, f(w) < z} € F.
2. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € Q, f(w) < z} € F.

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables) Corrigé 39 page 303
Soit (E,T) et (F,.S) deux espaces mesurables. Soit f : E — Fety : F — R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que ¢ o f est mesurable (de F dans R).

Exercice 3.4 (R ou R, ...) Corrigé 40 page 303

Soity : R = R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est mesurable
(on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considére comme une application de R
dans R, (R, étant aussi muni de la tribu borélienne).

Exercice 3.5 (Stabilité de M) Corrigé 41 page 304

1. Soient (E,T'), (E',T"), (E",T") des espaces mesurables, f (resp. ¢) une application de F dans E’ (resp. de E’
dans E"). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une application mesurable de F dans
E".

2. Soit (E, T') un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(RR) ; soient f et g des fonctions mesu-
rables de I dans R.

(a) Montrer que f+ (= sup(f,0)), f~ (= —inf(f,0)) sont des fonctions mesurables de E dans R.
(b) Montrer que f + g, fg et |f]| sont des fonctions mesurables de F dans R.

3. Soient (F,T') un espace mesurable, (f,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R. On suppose que
la suite (f,,(x))nen converge (dans R) pour tout z € E. On pose f(x) = lim,— 100 fn(2) (pour tout z € F).
Montrer que f est une fonction mesurable de E dans R.

4. Soit (E,T') un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-ensembles ne soient pas tous
mesurables. Il existe donc B C At.q. B¢ T.Montrerque h = 15 — 1 A\B Nest pas mesurable (de F dans R),
alors que |h| I’est.

Exercice 3.6 (Mesurabilité des fonctions continues) Corrigé 42 page 305

Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a 1’arrivée) de la tribu borélienne
1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

Exercice 3.7 (Mesurabilité de 1p)
On munit R de sa tribu borélienne. La fonction 1¢ est-elle mesurable ?

Exercice 3.8
Soit (E, T', p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur (£, 1) ;

1. On prend pour X la variable aléatoire nulle, c’est-a-dire X : E — R, X(x) = 0, pour tout z € E. Calculer
la loi de probabilité px de X. En déduire que la connaissance de px ne permet pas en général de déterminer la
probabilité p sur E.
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2. Montrer que px détermine p de maniere unique si la tribu engendrée par X (voir la définition 3.6), notée T'x,
est égale a T'. Cette condition est-elle nécessaire ?

Exercice 3.9

Soit A une tribu sur un ensemble F et A € Atel que: B € Aet B C A implique B = () ou B = A. Montrer que
toute fonction mesurable (de E dans R) est constante sur A. En particulier si A est engendrée par une partition,
une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition. Donner une fonction constante sur tout
élément d’une partition mais qui ne soit pas mesurable. [Prendre comme partition de R tous les singletons. . . ]

Exercice 3.10 (Egalité presque partout) Corrigé 43 page 305

1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et
seulement si f = g.
2. Soient f et g des fonctions de R dans R et g la mesure de Dirac en 0 ; montrer que f = g &g p.p. si et seulement

si £(0) = g(0).

Exercice 3.11 Corrigé 44 page 306
Soit f : RY x R dans R. On munit R? de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). On suppose que f est mesurable
par rapport & z € RY, pour tout yy € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R, pour tout z € RV,

Pourn > letp € Z, on pose : ay = £, p € Z; on définit la fonction f,,, n > 1, de RY x R dans R par :

fn(wvy) = f(wvaZ)v siy € [agaazl-&-l[
1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +o00.

2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que A x B € B(RV*+1)si A ¢
B(RYN) et B € B(R). Ceci est démontré dans 1’exercice 2.6 page 43 pour N = 1 et dans ’exercice 7.1 pour
N >1]

3. Montrer que f est mesurable.

[On pourra se contenter ducas N = 1...]

Exercice 3.12 (Tribu de Borel sur R.) Corrigé 45 page 307

1. Montrer que {[0, B[, 3 € R* } engendre B(R.).
2. Montrer que {[0, 8], 3 € Q N R% } engendre B(R).
3. (Question plus difficile.) Montrer que {]0, 3], 3 € R% } n’engendre pas B (Ry).

Exercice 3.13 Corrigé 46 page 308
Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée 5(IR)). On se propose de
montrer que le graphe de f est un borélien de R%. On admettra le résultat suivant, vu dans 1’exercice 2.6 :

A, B € B(R) = A x B € B(R?).

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour z,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(x,y) = y.
1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.
2. Onpose G(f) = {(z,y)t € R?;y = f(x)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) € B(R?).

Exercice 3.14 (mesurabilité au sens de Lusin) Corrigé 47 page 308
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Soit m une mesure sur B(R™), finie sur les compacts de R™. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement

réguliere (c’est-a-dire que pour tout A € B(RY) et pour tout ¢ > 0, il existe F fermé et O ouvertt.q. F C A C O

etm(O\ F) <e).

Soit f € RY — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin" si pour tout compact K et pour tout ¢ > 0, il

existe Ky compact, K1 C K, tq. m(K \ K1) <cet f|,, € C(Ky,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(R™). Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.
[Construire K7 avec K, F et O, ou F' et O sont donnés par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € E(RY, B(R™)). Montrer que f est mesurable
au sens de Lusin.

3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RYN, B(R™)). Montrer que f est mesurable au sens de
Lusin. [On rappelle qu’une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le
théoreme d’Egorov, Théoréme 3.2, et la question précédente.]

Exercice 3.15 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.) Corrigé 48 page 309

Dans cet exercice, on démontre le théoreme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilités (2, A, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par rapport 2 la tribu engendrée par X (notée
7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire , plus
précisément, que Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ol f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y est 7(X)-
mesurable.
On suppose maintenant que Y™ est 7(X )-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # aj pour j # k et une suite
d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y = Zalej.
J

On suppose aussi que U; A; = 2. Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu’il existe une fonction borélienne
fR—>Rtelleque Y = f(X).

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢, : R — R par : ¢, (z) = L[nz] ot [-] désigne la partie entiere. ([z] est
le plus grand entier inférieur ou égal a z.)

(a) Montrer que, pour tout « € R, ¢,,(z) converge vers z, quand n — o0o.
(b) On pose Y,, = ¢,,(Y'). Montrer que Y,, est 7(X) mesurable.

4. Terminer la preuve du théoréme.
Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px laloi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = ¢g(X). Montrer que
Px(f=g) =1

Exercice 3.16 (Composition de v.a.) Corrigé 49 page 311
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit NV une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y,,)nen une suite de
variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire a valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit Z par

Yw € Q, Z(w) = YN(W)(UJ).

Montrer que Z est une variable aléatoire.
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Exercice 3.17 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes) Corrigé 50 page 312

Soit (E, A, P) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 évenements) Soit Ay, As € A. Montrer que A; et A sont indépendants (c’est-a-dire
P(A;1NAy) = P(A;1)P(A5)) si et seulement si les tribus 7({A; }) et 7({A2}) sont indépendantes (c’est-a-dire
P(B1 N By) = P(B;)P(By) pour tout By € 7({A1}) et By € T({Az})).

2. (Indépendance de n événements, n > 2) Soitn > 2, Ay,..., A, € A. Montrer que les événements Aq,..., A,
vérifient “P(M;erA;) = [l;e; P(A;) pour tout I C {1,...,n}" si et seulement si les tribus 7({A1}),...,
7({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(N}"_, B;) = [[, P(B;) pour tout B; € 7({4;}),i € {1,...,n}).

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que I’on peut avoir n évévements, notés Ay, ..., A,, indépen-
dants deux a deux, sans que les événements Ay, ..., A, soient indépendants.
4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € Ay et que A; et A sont deux tribus indépendantes (et contenues dans A).
Montrer que P(A) € {0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les éléments de A.

5.Soitn > let Ay,..., A, € A. Montrer que les événements Ay, ..., A, sont indépendants si et seulement si
lesva. ly,,...,14, sontindépendantes.

Exercice 3.18 (Indépendance 3 par 3 et dépendance globale)

Trouver un espace de probabilités et 4 v.a.r. prenant leurs valeurs dans {—1, 1} t.q. les 4 v.a. soient 3 par 3 indé-
pendantes mais ne soient pas indépendantes. [On pourra considérer des produits de v.a. indépendantes.]

Exercice 3.19 (De loi uniforme a loi donnée) Corrigé 51 page 314

Soit (E, A, P) un espace de probabilités, X une v.a.r. et U une v.a.r. de loi ([0, 1]). Soit F’ la fonction de réparti-
tion de X (i.e. F(z) = P(X < z) pour z € R). Pour u € R, on définit G(u) de la maniére suivante :

G(u) = inf{z € R; F(z) > u}, siu€]0,1],
G(u) =0, siu ¢]0,1[.
Onpose Y = G(U) (c’est-a-dire Y (w) = G(U(w)) pour tout w € E).

1. Soit u €]0, 1[, montrer que
{z eR; F(z) >u} #0, inf{z e R; F(z) >u} e Ret{z € R; F(z) > u} = [G(u), +o0].

2. Montrer que Y est une v.a.r..

3. Montrer que Y a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < z) = P(U < F(z)), pour tout
reR]

Exercice 3.20 (Limite croissante d’une suite de v.a.r.)

Soit (E, A, P) un espace de probabilités, Y une v.a.r., (X, )nen une suite de v.a.r. et X une application de E dans
R. On suppose que X,, T X, quand n — oo, et que X,, et Y sont indépendantes, pour tout n € N. Montrer que X
est une v.a.r. et que X et Y sont indépendantes. (N.B. La conclusion est encore vraie sans la croissance de la suite
XTL')

Exercice 3.21 (Construction de v.a. i. de lois uniformes)
Soit (E, A, P) un espace de probabilités.
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1. Soit (U, )nen+, une suite de v.a.riid. avec P(U, = 0) = P(U, = 1) = 1/2. Montrer que V, définie par

V=351 Un27" estune v.a. de loi ([0, 1]).
2. Soit Uy, i, n, k > 1, des vaariid. avec P(U,, = 0) = P(Upr = 1) = 1/2. Montrer les v. a. V,,, n > 1

définies par V,, = =, -, Uy, 27 ¥ sont des v.a.ri.id. de loi ([0, 1]).

Exercice 3.22 (Loi du “produit de la loi exponentielle par +1'")

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X suit une loi expo-
nentielle de parametre A (avec A > 0), c’est-a-dire que Px est une mesure de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue et cette densité est la fonction f définie par f(z) = Aexp(—Az)ljp,1o0f(®) pour 2 € R. On suppose
que Yestt.q. P(Y =1) = P(Y = —1) = 1/2. Donner la loi de XY

Exercice 3.23 (Convergence en mesure) (xx)Corrigé 52 page 314
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)ncn une suite de fonctions mesurables de E dans R.

1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,,),ecn converge en mesure vers f
et g, alors f = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 > 0, m({x € E; |f(x) — g(x)| > §}) = 0].

2. Montrer que si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M et (gn)nen C M converge en mesure vers
g € M, alors (fn, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (f,)nen C M converge en mesure vers
f € Met(gn)nen C M converge en mesure vers g, alors (f,, gn )nen C M converge en mesure vers f g € M.

[On pourra commencer par montrer que, si (frn)nen C M converge en mesure vers f € M, alors, pour tout
€ > 0, il existe ng et ko € N tels que, sin > ng et k > ko, onam({z € E; |fn(x)| > k}) < €]. Donner un
contre-exemple au résultat précédent lorsque m(E) = occ.

Exercice 3.24 (Convergence p.u. et convergence p.p.) Corrigé 53 page 316

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de E dans R)
et f € M. On suppose que f,, — f presque uniformément (c’est a dire que pour tout ¢ > 0 il existe A € T t.q.
m(A) <eet f, — f uniformément sur A°). Montrer que f,, — f p.p., quand n — oo.

Exercice 3.25 (Théoréme d’Egorov) (xx) Corrigé 54 page 316

Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de E dans R. On suppose que f, — f p.p., lorsque n — +o0.

Pour j € N* etn € N, on définit :

Ay = {23 (@) — fulz)] > }}, et By = | Apy (38)

p2n
1. Montrer que & j fixé, lim m(B, ;) =0.
n—r—+00
2. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe A tel que m(A) < e et f,, — f uniformément sur A€ lorsque n — +o0.

En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2).

[On cherchera A sous la forme : U an j» avec un choix judicieux de n;.]
jEN*
3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente.

4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoréme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +o0.
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Exercice 3.26 (Convergence en mesure et convergence p.p.) Corrigé 55 page 318
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)ncn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite ( f,,)nen converge en mesure vers f si :

Ve >0, ll}lf m({x € E;|fu(x) — f(x)| >e}) =0. 3.9
1. On suppose ici que m(F) < +oo.
(a) Montrer que si (f,,)nen tend vers f presque partout, alors ( f,, ) nen tend vers f en mesure [Utiliser le théoréme

d’Egorov.]

(b) (Question plus difficile.) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

2. Soit (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de F dans R. On dit que (f,,)nen est de Cauchy en mesure si :
Ve>0,¥6>0,3n € N;p, ¢ >n=m{z € E;|fp(x) — fo(x)] >e}) <4. (3.10)

Montrer que si la suite (f,,)nen converge en mesure vers f, alors ( f,,)nen est de Cauchy en mesure.

3. Soit ( f,)nen une suite de Cauchy en mesure ; montrer qu’il existe une fonction mesurable g et une sous-suite
(fns )ken, telles que pour tout € > 0, il existe A € T vérifiant m(A) < ¢ et tel que (fn,)ken converge
uniformément vers g sur A°. [On pourra construire la sous-suite (fn, )ren de telle sorte que m(Ay) < 27F,
avec Ay, = {x € E;| fry,, (@) = fn, ()| > 27}, et chercher A sous la forme U Ay, oit p est convenablement

k2p
choisi.]

4. Montrer que si (f,,)nen converge en mesure vers f, il existe une sous-suite qui converge vers f presque partout.
[On pourra commencer par montrer que la suite ( fy, )ken construite a la question précédente converge presque
partout et en mesure.]

Exercice 3.27 (Conv. en mesure et fonctions continues) Corrigé 56 page 319
Soit (£2,.4, m) un espace mesuré, (X, )nen une suite de fonctions mesurables de €2 dans R et X une fonction
mesurable de €2 dans R. On suppose que X,, — X en mesure, quand n — co.

1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que ¢(X,,) — (X) en mesure, quand
n — oo.

2. On suppose, dans cette question, que m est une probabilité (on a donc m(2) = 1, les fonctions mesurables
sont des v.a.r. et la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soit ¢ une fonction continue de R
dans R. Montrer que ¢(X,,) — ©(X) en probabilité, quand n — oo. [On pourra commencer par remarquer que
limg—s oo m({|X| > a}) =0.]

3. On prend ici (2, 4, m) = (R, B(R), \). Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convena-
blement X, et X), qu’on peut avoir X,, — X en mesure (quand n — o0) et ¢(X,,) 4 ©(X) en mesure pour
certaines fonctions ¢ continues de R dans R.

Exercice 3.28
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini. On pose, pour f et g fonctions mesurables de E dans R (c’est-a-dire

hoc f — gl
B —g
d(f.g) —/mdm-

70



1. Montrer que d est bien définie et prend ses valeurs dans R (c’est-a-dire que _k_fl_f ‘g‘ € [,]}Q(E , T, m) pour tout

ey
f»g € M) et que d est une semi-distance sur M (c’est-a-dire que d(f, g) = d(g, f), pour tout f, g € M, et que
d(f,h) < d(f,g) + d(g, ), pour tout f, g, h € M).

2. Soient (f)neny C Met f C M. Montrer que f,, converge en mesure vers f lorsque n — 400 si et seulement
si liar_l d(fn, f) = 0. [1l est probablement utile de considérer, pour ¢ > 0, les ensembles A, = {z €
n—-+oo

E;|fulz) = f(z)] > €}]

Exercice 3.29 (Mesurabilité d’une limite p.p.)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)neny C M(E,T)et f : E — R. On suppose que f,, — f p.p.. Montrer
que f € M(E,T), ou (E,T,m) est le compété de (E, T, m) (voir le théoréme 2.1). En donnant un exemple
(c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (fn)nen et f), montrer qu’on peut avoir f ¢ M(E,T).

Exercice 3.30 (Ess. uniforme versus p.u.) Corrigé 57 page 319

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour f € M, onpose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # (), on pose
|flloc =inf Af. Si Ay =0, on pose || f|loo = 0.

1. Soit f € M t.q. Ay # (). Montrer que || f||oo € Ay.

2. Soient (fn)neny C Met f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que || f,, — f|lcc — 0 quand n — oo (on dit que f,, — f essentiellement
uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m), (f)nen €t f), montrer qu’on
peut avoir f,, — f presque uniformément, quand n — oo, et || fr, — flloo 7 0.

Exercice 3.31
Soit A la classe des sous-ensembles de Z tels que

pourn >0, 2n€ A<=2n+1¢€ A.

1. Montrer que .4 est une tribu.

2. Montrer que I’application ¢ : n — n + 2 est une bijection de Z dans Z, mesurable quand Z est muni (au départ
et a larrivée) de la tribu A (c’est a dire t.q. que ¢~ 1(A) € A pour tout A € A). Montrer que 1’inverse de ¢
n’est pas mesurable.

Exercice 3.32
On considere des applications f de E dans R. On note o(f) = {f1(A), A € B(R)} (¢(f) est la tribu image
réciproque de B(R) par f).

1. Décrire o(f) dans chacun des cas suivants :
(@ E=Ret f(z) =z ou f(z) = 22 ou f(z) = |z|.
b) E=R2%et f(z,y) =z + .
2. Montrer que les singletons sont tous dans o(f) si et seulement si f est injective.

3. Dans le cas général, montrer qu’une fonction g de E dans R est o(f)-mesurable si et seulement si il existe une
fonction borélienne ¢ de R dans R t.q. g = @ o f. [On pourra commencer par le cas o g est étagée, puis utiliser
un argument de limite].

4. Montrer que 1’on a toujours une fonction bornée g t.q. o(g) = o (f).
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Exercice 3.33 (Mesurabilité des troncatures) Corrigé 58 page 320

Soit (X, 7)) un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours quand
on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour @ > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(z)>a
falx) =< f(@) si |[f(z)]<a

—a s f(z) < —a

Montrer que f, est mesurable.

Exercice 3.34

Soit (E, T') un espace mesurable (on munit R de la tribu des boréliens 5(R), comme toujours). Soient ( f,)nen
une suite de fonctions mesurables de E dans R, et A 1’ensemble des points z € E tels que ( f,,(z))nen ne soit pas
de Cauchy. Montrer que A est mesurable (i.e. A € T)).

Exercice 3.35
Soit ¢ : R? — R B(IR?)-mesurable. Pour z € R, on pose : f,(z) = ¢(z, x).
1. Montrer que f, est B(R)-mesurable.

2. Soient ¢ et ¢ : R? — R B(R?)-mesurables. Montrer que ¢ = ¢ Ao-p.p. % f, = fy A-p.p.. (A2 est la mesure
de Lebesgue sur B(RR?) dont on suppose 1’existence).

3. Soient @ et 1 : R? — R B(R?)-mesurables t.q. :

(a) o(x,.) et(x,.) sont continues p.p. en x € R
(b) ¢(,.y) et (., y) sont mesurables pour tout y € R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory".)
(a) Montrer que ¢ et 1 sont B(R?)-mesurables.
(b) Montrer que ¢ = 1 Aa-p.p. = ¢(x,.) = ¥(x,.) partout, p.p. en z € R. En déduire que si ¢ = 1) Aa-p.p,
alors f, = fy A-p.p..

Exercice 3.36 (Exemple de tribu engendrée) Corrigé 59 page 321

Dans cet exercice, on s’intéresse a la tribu 7(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur €2, muni de la
tribu A, a valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, = {1,2,3,4,5,6}, A = P(Q)) et X est la variable aléatoire
définie par X (w) = 1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon. Montrer que 7(X) est formé de 4 éléments.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soitn € N*, Q = {0,1}", A =P(Q)) etk € {1,--- ,n}. La variable aléatoire
X représente le k-ieme tirage, X est donc I'application w = (w1, -+ ,wy) — wk. Montrer que 7(X) est ici
aussi formé de 4 éléments.

3. Dans cette question, on prend 2 = R, A = B(R) et, pour tout w € Q, X(w) = w — [w], ob [w] désigne la
partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n < w}. Si C est un borélien inclus dans [0, 1] (ce
qui est équivalent a dire C' € B([0, 1])), on pose ¢(C) = UkezCy, avec C, = {x + k, z € C'}. Montrer que
7(X) ={e(C). C € B([0,1])}.

Exercice 3.37 (Tribu et partition)

Soit {2 un ensemble. On appelle partition de €2 une famille finie ou dénombrable de parties non vides de € et
disjointes deux a deux et dont 1’union est égale a 2. Les éléments d’une partition sont appelés atomes.
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1. Soita = {4, ; i € I'} une partition de € et soit 7(a) la tribu engendrée par a. Montrer que

(a) ={|J AjouJ CI}.
JjeJ
En déduire qu’une v.a. réelle est 7(a)-mesurable si et seulement si elle est constante sur tous les atomes de a.

Une partition a est dite plus fine qu’une partition b si tous les atomes de b s’écrivent comme union d’atomes de
a.

2. Montrer que si a est plus fine que b et si b est plus fine que a alors a et b sont égales.

3. Montrer que si a et b sont deux partitions telles que 7(a) = 7(b) alors a et b sont égales.

Exercice 3.38 (Fonctions constantes) Corrigé 60 page 322

Soit (€2,.A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire (réelle). Pour a € R, on pose ¢(a) =
P(X71(] — 00,a])) (on note souvent X (] — 00,a]) = {X < a}). La fonction ¢ est donc la fonction de
répartition de la probabilité Px.

1. Montrer que ¢ est une fonction croissante de R dans R et que lim,—, 100 (a) = 1, limg— o0 (a) = 0.

On suppose maintenant que, pour tout B € B(R), ona P(X~!(B)) =0 ou 1.
2. Montrer qu’il existe @ € Rt.q. X = a p.s..
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Chapitre 13

Tribus et mesures

13.1 Tribus

Corrigé 9 (Caractérisation d’une tribu)
Soit E' un ensemble.

1. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et t.q. § € 7.
Montrer que 7' est une tribu, c’est-a-dire qu’elle vérifie aussi £ € T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

corrigé
— E €T car E = ()° et que T est stable par passage au complémentaire.
— T est stable par intersection dénombrable car, si (4,,) C T, on a (NpenAn)® = UnenAS € T (car T est
stable par passage au complémentaire et par union dénombrable) et donc N, cnA,, € T (car T est stable par
passage au complémentaire).

2. L’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

corrigé

— Si F est fini, ’ensemble des parties finies de F est une tribu, c’est la tribu P(E).
— Si E est infini, I’ensemble des parties finies de I n’est pas une tribu, car il n’est pas stable par passage au
complémentaire (le complémentaire d’une partie finie est infinie. .. ).

Corrigé 10 (Tribu engendrée)
Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

corrigé
Soit (7T;);cr une famille de tribus sur I (I est un ensemble quelconque). On pose T'= {A C E; A € T; pour
tout ¢ € I} (T est bien Iintersection des tribus 7T}, i € I). On montre que T est une tribu :
~ 0 eTcar() € T; pourtouti € 1.
— T est stable par complémentaire car, si A C T, ona A € T; pour tout ¢ € I, donc A® € T; pour tout i € 1
(car T; est stable par passage au complémentaire), donc A € T'.
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— T est stable par union dénombrable car, si (A, ),eny € T, 0ona A, € T; pour tout ¢ € [ et tout n € N donc
Unen4y € T; pour tout ¢ € I et tout n € N (car T; est stable par union dénombrable), donc U,,enA4,, € T,

d’apres I’exercice précédent, on en déduit que T’ est une tribu.

2. Soit A C P(E). On note T 4 I'intersection de toutes les tribus sur E contenant A (une partie de F appartient
donc a T4 si et seulement si elle appartient a toutes les tribus contenant A, on remarquera qu’il y a toujours
au moins une tribu contenant A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T 4 est la plus petite des tribus contenant A
(c’est la tribu engendrée par A).

corrigé
D’apres la question précédente, 74 est bien une tribu. La définition de 7’4 donne que toute tribu contenant A
doit contenir T'4. T 4 est donc la plus petite tribu contenant .A.

3. Soient A et B C P(E) et T 4, T les tribus engendrées par A et 5. Montrer que si A C B alors Ty C Tg.

corrigé

Ty est une tribu contenant /3, donc contenant A. Donc T4 C T.

Corrigé 11 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) Soit 7 une tribu sur un ensemble F et F' C E. Montrer que Tp = {ANF, A € T} est une tribu sur F (tribu
trace de 7 sur F).

corrigé
—-peTrpcarD=0NFetheT.
—Soit A€ Tp. llexiste BeE T tq. A=BNF.Onadonc F\A=(E\B)NFeTpcar E\BeT.Tr
est donc stable par passage au complémentaire.
—Soit (Ap)nen C Tp. Pour tout n € N, il existe B, € T tq. A, = B, N F. On a donc U,enA,, =
(UnenBn) N F € Tr car UpenBy, € T. T est donc stable par union dénombrable.
Ceci est suffisant pour dire que 7 est une tribu sur F.

(b) Si E est un espace topologique et 7 = B(E) (B(FE) est la tribu borélienne de E), montrer que la tribu trace
sur F, notée T, est la tribu engendrée par la topologie trace sur F' (tribu borélienne de F, notée B(F)).
[Montrer que B(F') C Tr. Pour montrer que Tp C B(F'), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)}et
montrer que C est une tribu (sur F) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de E, montrer que T
est égale a ’ensemble des boréliens de E contenus dans F'.

corrigé
On note O ’ensemble des ouverts de F, et O ’ensemble des ouverts de F. Par définition de la topologie
trace, Op = {ONF, O € Og}.

Comme O C B(E),onaOp C Tr = {BNF, B € B(E)} (Noter que T» = B(E), avec les notations de
la question précédente). On en déduit que B(F') C T car T est une tribu sur £ contenant O qui engendre

B(F).

On montre maintenant que 7p C B(F).Onpose C ={A € P(E); ANF e B(F)}.0eCcarONF =0 €
B(F).C est stable par passage au complémentaire car,si A € C,ona (E\A)NF =F\A=F\(ANF)¢€
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B(F), donc (E \ A) € C. Enfin, pour montrer que C est stable par union dénombrable, soit (A, ),en C C,
on a (UnenAn) N F = Unen(An, N F) € B(F), ce qui donne UpenA,, € C et la stabilité de C par union
dénombrable. C est donc une tribu. 1l est clair que O C CcarsiO € Og,onaONF € Op C B(F). La
tribu C contient O, ce qui prouve que C contient B(E) et donc que ANF € B(F) pour tout A € B(E). Ceci
donne exactement T C B(F). On a bien montré finalement que T = B(F') (on rappelle que Tr = B(E)F,
avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F est un borélien de F, c’est-a-dire que F' € B(E). On a alors T C B(E) (car
ANF € B(E)si A€ B(E)). Puis, soit A C F t.q. A € B(E), on peut écrire A = AN F,donc A € Tr. On
abienmontré que Tr = {A C F; A€ B(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{z},2 € E}. Déterminer la tribu engendrée par S (distinguer les cas F
dénombrable et non dénombrable).

corrigé

On note 7'(.S) la tribu engendrée par S.

— On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable). D’apres la stabilité de
T(S) par union dénombrable, la tribu 7'(.S) doit contenir toutes les parties au plus dénombrables. Comme
toutes les parties de E sont au plus dénombrables, on en déduit T'(S) = P(E).

— On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A I’ensemble des parties de E au plus
dénombrables et B = {A¢, A € A}. D’apres la stabilité de T'(.5) par union dénombrable, la tribu T'(.S) doit
contenir A. Par stabilité de T'(.S) par passage au complémentaire, 7°(S) doit aussi contenir 5.

on va montrer maintenant que A U B3 est une tribu (on en déduit que 7'(S) = AUB).Ona € A C AUB
et il est clair que A U B est stable par passage au complémentaire (car A € A implique A° € Bet A € B
implique A€ € A). Enfin, si (A,,)nen C AU B, on distingue 2 cas :

ler cas. Si A,, € A pour toutn € N, on a alors UpenA, € A C AUB.

2eme cas. Siilexiste n € Nt.q. A,, € Bonaalors A?, € A, donc AS est au plus dénombrable et (UpenA,)¢ =
NpenAj, C Aj, est aussi au plus dénombrable,ce qui donne (Upen4,)© € AetUpend, € B C AUB.

On a bien montré que UpenA,, € A U B. Ce qui prouve la stabilité par union dénombrable de A U B.
Finalement, A U B est donc une tribu contenant S et contenu dans 7°(.5), ceci donne 7'(S) = AU B.

Corrigé 12 (Tribu image)

Soient E et F' des ensembles. Pour A C P(FE) (resp. P(F')) on note T(A) la tribu de E (resp. F') engendrée par

A.

Soit f : E — F une application.

1. Montrer que si 7 est une tribu sur F, alors f~(7") = {f~(B); B € T’} est une tribu sur E (tribu image
réciproque).

corrigé
On démontre que f~1(7”) est une tribu sur E en remarquant que f~1() = 0, E\ f~1(A) = f~1(F\ A) (pour
tout A C F)et f~H(UpenAn) = UnenSf " (A,) (pour toute suite (A, )nen C P(F)).

2. Montrer que si 7 est une tribu sur E, alors 7/ = {B C F; f~1(B) € T} est une tribu sur F (tribu image
directe).
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corrigé

Ici aussi, on montre que 7 est une tribu sur F' en remarquant que f~1(0) =
(pour tout A C F) et f~H(Unen4n) = Unenf1(A,) (pour toute suite (4,,),

0, f7H(F\A) =E\ f1(4)
en C P(F)).

Noter que, en général, { f(B), B € T} n’est pas une tribu sur F' (par exemple, si f est non surjective, F' ¢

{f(B), B€T}).

. Montrer que pour tout ensemble C de parties de F ona: T(f~1(C))

que T(f~1(C)) c f~X(T(C)). Puis, pour montrer que f~(T(C))
F~YG) € T(f~1(C))} est une tribu contenant C.]

f~YT(C)). [On pourra montrer d’abord
T(f~1(C)), montrer que T = {G C F;

ﬂ\l

corrigé
F~YT(C)) est une tribu sur E (d’apres la premiére question) contenant f~1(C) (car T(C) D C), elle contient
donc T(f~1(C)), ce qui donne f~1(T(C)) D T(f~1(C)).
Pour montrer I'inclusion inverse, ¢’est-a-dire f~1(T'(C)) € T(f~*(C)). Onpose T = {G C F; f~YG) €
T(f~1(C))}. On montre d’abord que 7T est une tribu :
~0eTcar f1 ) =0eT(f1(C)
— T est stable par passage au complémentaire car, si A € T, ona f~1(A4) € T(f~1(C)) et fL(F\ A) =
E\ f~1(4) e T(f~1(C)),donc (F\ A) € T.
— T est stable par union dénombrable car, si (A,),eny C T,ona f71(A4,) € T(f~1(C)) pour tout n € N et
F Y (UnenAn) = Unenf~1(A4,) € T(f~1(C)), donc Upen A, € T.
On a bien montré que 7T est une tribu. Il est immédiat que 7' D C (car f~1(B) € T(f~1(C)) pour tout B € C).
On en déduit que T contient T'(C), c’est-a-dire que f~1(B) € T(f~1(C)) pour tout B € T(C). Ceci signifie
exactement que f~1(T(C)) C T(f~1(C)).

Les 2 inclusions nous donnent bien f~1(T(C)) = T(f~1(C)).

Corrigé 13 (7-systeme, \-systeme)
Soit 2 un ensemble et F C P(Q).
1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un w-systéme (c’est-a-dire stable par intersection finie) et un

A-systeme (c’est-2-dire que F est stable par union dénombrable croissante, ) € Fet A\ B € Fsi A,B € F
avec B C A).

2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C' € F.Onpose G = {B C Qtq. C N B € F}. Montrer que G est
un A-systeme.

corrigé

En attente

Corrigé 14 (Tribu borélienne de R?)
On note 7" la tribu (sur R?) engendrée par {A x B; A, B € B(R)}. On va montrer ici que T' = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts de R. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pour R au lieu de R2.] En déduire que B(R?) C T.

corrigé
On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.1 (on peut reprendre aussi la démonstration de I’exercice 15).

277



Soit O un ouvert de R2. Pour tout & = (z1,z2)* € O, ilexiste r > 0t.q. |x1 — 7, 21 + 7[X]T2 — 7, 22 +7[C O.
Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver y; € QN]zy — r,z1[, 21 € QN]a1, 21 + 7, y2 €
QNjzg — 1, xa] et 22 € QN]ze, 2 + 7. Onadonc x €]y1, z1[X]y2, 22[C O.

On note alors I = {(y1, 21, ¥2, 22) € Q*; Jy1, 21[x]y2, 22[) C O}. Pour tout 2 € O, il existe donc (y1, 21, Yo,
z9) € I t.q. z €]y1, z1[X]ya2, z2[. On en déduit que
0= U(yl,zl,yg,zz)el}ylvZl[x}y% 22[~

Comme [ est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que O € T'. On a ainsi montré que
T est une tribu contenant tous les ouverts de R?, et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R?
(c’est-a-dire B(R?)). Donc, B(R?) C T.

. Soit A un ouvertde Ret Ty = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T est une tribu (sur R) contenant
les ouverts (de R). En déduire que 77 = B(R).

corrigé
—peTycar Ax ) =0 € BR?).
— On montre ici que 7] est stable par passage au complémentaire.
Soit B € Ty, onadonc B¢ € B(R)et Ax B¢ =Ax (R\B) =(AxR)\ (4x B).Or, (AxR) estun
ouvert de R? (car A et R sont des ouverts de R), on a donc (A x R) € B(R?). D’autre part, (A x B) € B(R?)
(car B € T1). Donc, A x B¢ = (A x R) \ (A x B) € B(R?). Ce qui prouve que B¢ € T} et donc que T} est
stable par passage au complémentaire.
— Enfin, T} est stable par union dénombrable. En effet, si (B, )neny C Th,0na A X (UpenBp) = UnenAX B, €
B(R?) (car A x B,, € B(R?) pour tout n € N). Donc, UpenB,, € T1.
On a donc montré que 7} est une tribu, il reste a montrer que 77 contient les ouverts de R.
Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R%, ona A x B € B(R?). On
adonc B € T3.

T} est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, 77 = B(R).

La conséquence de cette question est donc :

Aouvertde Ret B € B(R) = A x B € B(R?). (13.1)

. Soit B € B(R) et Ty = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T = B(R).

corrigé
On commence par remarquer que la question précédente donne que 75 contient les ouverts de R. En effet, soit
A un ouvert de R, la propriété (13.1) donne A x B € B(]Rz), etdonc A € T5.

On montre maintenant que 75 est une tribu (on en déduira que 75 = B(R)).

—PeTycar) x B =0 € B(R?).

— On montre ici que 75 est stable par passage au complémentaire.
Soit A € Ty, ona A° € B(R) et A° x B = (R x B) \ (4 x B). La propriété (13.1) donne (R x B) € B(R?)
car R est un ouvert de R. D’autre part, (A x B) € B(R?) (car A € Ty). Donc, A¢ x B € B(R?). Ce qui
prouve que A° € T; et donc que T5 est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, T3 est stable par union dénombrable. En effet, si (A, )nen C To, 0n a (UpenAy) X B = Upen(4, X
B) € B(R?) (car A,, x B € B(R?) pour tout n € N). Donc, UpenA, € Tb.
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T5 est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que 75 O B(R) et donc, finalement,
Ty = B(R).

4. Montrer que T C B(R?) (et donc que T = B(R?)).

corrigé
La question précédente donne :
A,B € B(R) = A x B € B(R?).
On adonc {4 x B; A, B € B(R)} C B(R?). On en déduit ' C B(R?). Avec la question 1, on a finalement
T = B(R?).

Corrigé 15 (Tribu borélienne sur R”Y)

1. Montrer que la tribu borélienne de R™ est égale i celle engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes
de R™. [On pourra montrer d’abord que tout ouvert de R est réunion dénombrable de boules ouvertes de R™V ]

corrigé
Soit T la tribu engendrée par 1’ensemble de toutes les boules ouvertes de R”. Comme les boules ouvertes sont
des ouverts, ona T' C B(RY).

On montre maintenant 1’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B (RN ) C T Soit O un ouvert de RY. Pour tout z € O,
il existe > 0 t.q. B(z,r) C O (ou B(z,r) déisgne la boule ouverte de centre = et rayon ). Comme les
rationnels sont denses R, on peut donc trouver y € QY et s € Q% = {t € Q; ¢t > 0}, t.q. z € B(y,s) C O.
On note alors I = {(y,s) € QN x Q% ; B(y,s) C O}. Onaalors O = Uy 5)e1B(y, s). Comme I est au plus
dénombrable (car QN1 est dénombrable), on en déduit que O € T et donc que B(RY) C T (car T est une
tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que B(R™Y) est aussi la tribu engendrée par I’ensemble des boules
ouvertes a rayons rationnels et centre a coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de R™ est égale a celle engendrée par ’ensemble des produits d’intervalles
ouverts a extrémités rationnelles.

corrigé
On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en remplagant B(x,r) par P(z,r) =
N
Lo )wi — 7@+l avec & = (z1,...,2n8)"

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a, b ot a,b € R, a < b.

corrigé
Soit C = {]a,b], a,b € R, a < b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme ]a, b] = Ny>0)a, b+ [, on voit que
Ja,b] € B(R) pour tout a,b € R, a < b. Donc, on aC C B(R) et donc T'(C) C B(R).

On montre maintenant I’inclusion inverse, c’est-a-dire B(R) C 7'(C). Soit I =]a,b[ avec a,b € R, a < b. On
peut écrire I = Up,>p,]a,b— L], avec ng t.q. % < b—a.On en déduit que I € T'(C). Puis, comme tout ouvert
non vide peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts a extrémités finies (voir le lemme 2.1
page 21), on obtient que tout ouvert appartient 2 7'(C). Ceci permet de conclure que B(R) C 7'(C) et finalement

que B(R) =T(C).
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4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(R™V) est engendrée par la classe des boules ouvertes (ou
bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent S.

corrigé

On reprend le méme raisonnement que dans la premiére question en remplacant Q% par SV (qui est dense dans
RM)et Q% par Sy = {s € S; s> 0} (qui est dense dans RY).

Corrigé 16
Soit £ un ensemble et 4 C P(F).

1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.4) si et seulement si A vérifie les deux propriétés suivantes :

BEBEA= A\ Bea

corrigé

— On suppose que A est une algebre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour montrer (b) il suffit d’utiliser la
stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire, cela donne bien que A\ B = AN B¢ € Asi
A, Be A

— On suppose maintenant que A vérifie (a) et (b).

Onaalors() = E\ E € A,etdonc ), E € A.

On remarque ensuite que, grice a (b), A°= E\ A € Esi A € A. On a donc la stabilité de A par passage au
complémentaire.

Soit maintenant A1, Ay € A. Ona A; N Ay = Ay \ AS, on en déduit que A; N Az € A par (b) et la stabilité
de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n donne alors que A est stable par intersection finie.
Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection finie et par passage au
complémentaire car (Up_yA,)¢ = Nj_g A5,

On a bien montré que A est une algebre.

2. Soit (\A;);er une famille d’algebres (sur E). Montrer que N;ey A; = {A € P(E); A € A; pour tout i € I} est

encore une algebre.
corrigé
On peut montrer que N;c1.A; est une algebre en utilisant diretement la définition d’une algébre. Onb peut aussi
le montrer en utilisant la premiere question, ce que nous faisons ici. On montre donc que N;er.A; vérifie (a) et
(b):
- FEenrA;car E € A; pourtout i € 1.
—Soit A, B € NycrA;. Pourtouti € I,ona A, B € A;. On en déduit A\ B € A; (car A; est une algebre) et
donc A\ B € N A;.

On a bien montré que N;c1.A; est une algebre.

Si C C P(FE), la deuxieéme question permet donc de définir I’algebre engendrée par C comme 1’intersection de
toutes les algebres sur E contenant C.

Corrigé 17
Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose que @, E € C, que C est stable par intersection
finie et que le complémentaire de tout élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, c’est-a-dire :

CeC=IeNet(C,...,C,eCtqC=U;_1CretC,NCy=0sip#q.
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On note B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E est donc un élément de B si
et seulement si il existe n € N* et (4,)p=1,.n CCtq. A, NA; =0Dsip#qget A=Up_ A,

1. Montrer que /3 est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
corrigé

On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit A, B € B. 1l existe A,..., A, € C et
Bi,...,Bpn €Ctq AiNAj =0sii#j,BiNB; =0,sii#j, A=Ul A et B= U’ B;. Onaalors

ANB = (UL A) N (UL By) = Ul UTL ) (AN Bj). Comme A; N B € C (car C est stable par intersection
finie) pour tout ¢, j et que (A; N B;) N (A N B;) =B si (4,5) # (k,1), on en déduit que AN B € B.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de 3 par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de 3 par passage au complémentaire. Soit A € B. Il existe Ay,..., 4, € C
tq A, NA; =0sii#jetA=U]_;A; Onaalors A° = N_; A¢. Comme A est une réunion finie disjointe
d’éléments de C, on a bien A§ € B. La stabilité de B par intersection finie donne alors que A° € . On a donc
bien montré la stabilité de 3 par passage au complémentaire.

2. Montrer que I’algebre engendrée par C est égale a 5.
corrigé

On note A I’agebre engendrée par C. Comme A est stable par union finie et contient C, il est clair que A D 5.
Comme B contient C, pour montrer 1’inclusion inverse, il suffit de montrer que 5 est une algebre (car A est
I’intersection de toutes les algebres contenant C). On montre donc maintenant que 3 est une algebre.

Pour montrer que 3 est une algeébre, on montre que B vérifie les quatre propriétés d’une algebre.

—E)eBcarCCBetE,peC.

— La question précédente montre que B est stable par par intersection finie et par passage au complémentaire.

— La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par intersection finie et par passage au
complémentaire, car UY_; A; = (N7, A9)°.

On a bien montré que 5 est une algébre. Comme B O C, on a donc B D A et finalement B = A.

Corrigé 18

Soit £ un ensemble. Pour 3 C P(FE), on dit que ¥ est une classe monotone (sur F) si 3 vérifie les deux propriétés
suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :

- (Ap)nen C X, A4, C Apyqpourtoutn € N = Upend, € %,

- (Ap)nen C X, A, D Apyg pourtoutn € N = NyenA4, € 2.

1. Soit ¥ C P(FE). Montrer que X est une tribu si et seulement si ¥ est une classe monotone et une algebre (cf.
exercice 2.9).

corrigé

— Si X est une tribu, X est stable par union dénombrable et intersection dénombrable. On en déduit immédiate-
ment que X est une algebre et une classe monotone.

— On suppose maintenant que X est une algebre et une classe monotone. Comme 3 est une algebre, pour montrer
que X est une tribu, il suffit de montrer que ¥ est stable par union dénombrable.
Soit donc (A, )neny C X et A = UpenAyp. On veut montrer que A € ¥. On remarque que A = U,,en By, avec
B, = Up_gA,. Comme ¥ est une algebre, on a B,, € ¥ pour tout n € N. Puis, comme . est de stable par
union croissante (noter que B,, C B,,1) dénombrable, on en déduit que A € . On a bien montré que X est
stable par union dénombrable et donc que X est une tribu.
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Noter que I’hypothese de stabilité de ¥ par intersection décroissante dénombrable n’a pas été utilisé. Elle sera
utile a la question 4.

2. Donner un exemple, avec £ = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

corrigé

I y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des tribus. En voici un : ¥ = {R}.

3. Soit (X;);er une famille de classes monotones (sur E). Montrer que N;erY; = {A € P(E); A € ¥; pour tout
i € I} est encore une classe monotone.

corrigé
- Soit (A )nen C NierXi t.q. A, C A,y pour tout n € N. On a donc, pour tout i € I, (A, )neny C X; et
— 4 Auisque X est une. classeymogotpne, Wi fhu G e 1PN AXBHE A6t stith & A ey C 3 et
donc, puisque ¥; est une classe monotone, Ny, ecnA, € 2;. On en déduit que NpenA, C Nicr ;.
Ceci montre bien que M;e; est une classe monotone.

SiC C P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée par C comme I’intersection
de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit A une algebre sur £. On note ¥ la classe monotone engendrée par A et
on note 7" la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que > C T'.

corrigé

Y est ’intersection de toutes les classes monotones sur .A. Une tribu étant aussi une classe monotone, la tribu
T (engendrée par A) est donc une classe monotone contenant .4. On en déduit que ¥ C 7.

(b) Soit AC E.Onpose X4 ={BC E; A\ B € XetB\Aec X} Montrer que 3 4 est une classe monotone.
corrigé
- Soit (Bp)nen C X4, By, C Bp41 pour tout n € N. On pose B = U,,enBy,. On va montrer que B € 3 4.
Ona A\ B = A\UpenBrn = Nnen(A\ By,). Lasuite (A\ By, )nen est une suite décroissante de 3. Comme
Y est une classe monotone, on en déduit A \ B = N,en(A\ By) € 2.

On montre aussi que B \ A € ¥. Eneffet, B\ A = U,enB,, \ A = Upen(By \ A) € X par la stabilité de
3. par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de > par union croissante dénombrable.
— De maniere analogue, on va montrer la stabilité de ¥ par intersection décroissante dénombrable. Soit
(Bn)nen C X4, By, D Byq1 pour tout n € N. On pose B = Ny, enBi.

Comme A\ B = Upen(A \ By), on obtient A \ B € ¥ en utilisant la stabilité de ¥ par union croissante
dénombrable.
Comme B\ A = Npen(By \ A), on obtient B\ A € X en utilisant la stabilité de X par intersection
décroissante dénombrable.
On adonc B € ¥ 4. Ce qui donne la stabilité de 3 par intersection décroissante dénombrable.

On a bien montré que X 4 est une classe monotone.
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(c) (Question plus difficile.) Montrer que > est une algebre. [Utiliser la question (b) et la premiere question de
I’exercice 2.9.] En déduire que T' = X.

corrigé
Pour montrer que X est une algebre, il suffit de montrer que ¥ vérifie les propriétés (a) et (b) de la premiére
question de I’exercice 2.9. Il est immédiat que la propriété (a) est vérifiée car E € A € 3. Pour montrer (b),
on utilise la classe monotone X 4 définie a la question 4 pour A C E.

Soit A € A. Comme A est une algebre, on a donc A C X 4. La classe monotone 3 4 contient A, elle contient
donc ¥ qui est I'intersection de toutes les classes monotones contenant .4. On a donc :

Ac A BeY= Bey,. (13.2)
On remarque maintenant que, pour tout A, B € P(F),ona:
AcY¥p&s BeXy.

On déduit donc de (13.2) :

Ac A, BeYX = Aec¥p.
Si B € %, 1a classe monotone 3 contient donc .A. Elle contient alors aussi 3 (qui est I’intersection de toutes
les classes monotones sur E' contenant A). On a donc montré :

BeX, AeYX = AecXp.

Onendéduitque A\ B e Xsi A, B € X.

On a bien montré que ¥ vérifie la propriété (b) de la premiere question de ’exercice 2.9 et donc que X est
une algebre.

Pour conclure, on remarque ¥ est une classe monotone et une algébre. C’est donc une tribu (par la ques-
tion 1) contenant .A. Elle contient donc 7" (qui est I’intersection de toutes les tribus contenant .A) et on a bien,
finalement, > = T'.

Corrigé 19 (Caractérisation de la tribu engendrée)
Soit E un ensemble et A C P(E). On dit que A est stable par intersection finiesi A,B € A= AN B € A.On
dit que A est stable par différence si :

A Be A BCA=A\B=ANB°ec A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(Ap)nen C A, A, N A, =0 pour n #m = Upen4, € A

Soit C C P(E).

1. On note Z I’ensemble des parties de P(E) stables par différence et stables par union dénombrable disjointe.
Montrer qu’il existe D € Zt.q.C C Det:

AeZ, CcA=DcCA.

corrigé
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On note Z, I’ensemble des éléments de Z contenant C. On remarque tout d’abord que Z,. # () car P(E) € Z,..
Puis, on note D I’ensemble des parties de F appartenant a tous les éléments de Z, (c’est-a-dire que, pour
A€ P(E),onaA e Dsi,pourtout B € Z,., A € B).

11 est facile de voir que D est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que D contient C
(car tous les éléments de Z,. vérifient ces trois propriétés). Enfin, A € Z,. = D C A, ce qui est bien la propriété
demandée.

Dans la suite, on note toujours D cette partie de P(FE). On suppose maintenant que C est stable par intersection
finie et que E € C.
2.Pour A € P(E),onnote Dy ={D € Dtq. AND € D}.
(a) Soit A € P(FE). Montrer que D 4 est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.
corrigé

Soit (Dy,)nen C D4 avec D, N D, = () si n # m. On va montrer que U,enD,, € D4. On remarque tout
d’abord que U,enD,, € D car D,, € D, pour tout n € N, et D est stable par union dénombrable disjointe.
Puis, AN (UpenDyp) = Upen(DpNA) € Dcar D,NA € D,pourtoutn € N, (D, NA)N (D, N A) =0,
si n # m, et D est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montré que UpenD,, € Da. Ce qui
prouve que D4 est stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenant Dy, Dy € D 4, avec D1 C Do. On va montrer que D2\ Dy € D 4. Pour cela, on remarque que
Dy\D; € Dcar Dy, Dy € Detque D est stable par différence. Puis, AN(D2\D1) = (AND2)\(AND;) € D
car AN Dy, ANDy € D, (AN Dy) C (AN Dy) et D est stable par différence. On a donc montré que
Dy \ Dy € D 4. Ce qui prouve que D4 est stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C D 4. En déduire que D4 = D.

corrigé

Soit BeC.OnaB € D(carD D C)et AN B € C (car C est stable par intersection finie), donc AN B € D.
Ceci montre que B € D4 etdonc C C D 4.

Comme D4 est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et que D4 contient C, la ques-
tion 1 donne D4 D D et, finalement, D4 = D.

(c) Soit A € D. Montrer que D4 = D. En déduire que D est stable par intersection finie.
corrigé
Soit B€ C.OnaB € D (car D O C). Comme B € C, la question précédente donne D = Dp et donc

A € Dpg.Onadonc AN B € D. Ceci montre que B € D4 etdonc C C Dy.

On en déduit, comme a la question précédente, que D4 = D.

Soit maintenant B € D. Comme D = Dy,ona B € D4 etdonc AN B € D. Lintersection de deux éléments
de D est donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection finie (une récurrence facile
donne que I’intersection d’un nombre fini d’éléments de D est aussi dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

corrigé

Onremarque que E € D (car E € C C D) et que D est stable par complémentaire car, si A € D,ona E\ A € D

car D est stable par différence (et £, A € D avec A C E). Pour montrer que D est une tribu, il suffit de montrer
que D est stable par union dénombrable (non nécessairement disjointe).
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Soit (A,)nen C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi AS € D, pour tout n € N. Pour tout
n € N, on pose :
B, = A, N (ﬂ?;olAf)~

On a B,, € D car D est stable par inteserction finie et B, N B,, = () si n # m (en notant que B,, C A, et
B,,, C AS sim > n). Comme D est stable par union dénombrable disjointe, on en déduit U,,enB,, € D et donc
UnenAn € D (car UpenA, = UpenBnp). Ceci prouve que D est stable par union dénombrable et donc que D
est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engendrée par C, notée 7(C).
D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C appartient 2 Z,. (défini a la question 1) et donc que
7(C) contient D. On a bien montré finalement que D = 7(C).

Remarque : I’hypothese “E € C" n’a été utilisée qu’une seule fois. Elle n’a été utilisée que pour montrer que
E € D (dans la question 3). On peut remplacer cette hypothése par “il existe une suite (E,)neny C C t.q.
E,NE,, =0,sin#m,et E = U,enE,". En effet, de cette hypothese, on déduit aussi E € D car D est stable
par union dénombrable disjointe et C C D. La suite du raisonnement de la question 3 donne alors aussi que D
est la tribu engendrée par C.

13.2 Mesures

Corrigé 20 (Exemples de mesures)
Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au plus
dénombrable, et m(A) = +oo sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

corrigé
Oui, I’application m est une mesure sur P(E). En effe;s', on a bien m(@) = 0 et si (An)nen € P(F) on a
m(UnenAn) = 352 m(A,) = 0si A, est au plus dénombrable pour tout n € N (car une réunion d’ensembles
au plus dénombrables est au plus dénombrable) et m(U,enAy) = Zn Zom(Ay) = cosiilexisten € Ntg. 4,
est infini non dénombrable. On a donc toujours m(U,enAy) = Zn o M(Ay) (noter d’ailleurs qu’il est inutile de
supposer les A,, disjoints 2 a 2).

Corrigé 21 (Mesure trace et restriction d’une mesure)
Soit (E, T, m) un espace mesuré

1. Soit F' € T'. Montrer que la tribu trace de T sur F', notée 1w, est incluse dans I" (cette tribu est une tribu sur F’).
Montrer que la restriction de m a T est une mesure sur 7. On ’appellera la trace de m sur F. Sim(F') < oo,
cette mesure est finie.

corrigé
Soit B € Tp, il existedonc A € Tt.q. B=ANF.Comme F € T,onadoncaussi B €T.

On note mp la restriction de m a T, on a donc mp(B) = m(B) pour tout B € T. Il est alors immédiat de
voir que mp(0) = 0 et que mp est o-additive sur T, mp est donc une mesure sur Tr. Si m(F) < oo, on a
mp(F) = m(F) < oo, la mesure mp est donc finie (mais la mesure m peut ne pas étre finie, c’est-a-dire que
I’on peut avoir m(E) = 0o).
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2. Soit A une tribu incluse dans 7. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle finie (resp. o-finie) si m est
finie (resp. o-finie) ?

corrigé
On note m,, la restriction de m a A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout B € A. Il est clair que m,, est une
mesure sur A.

— Sim est finie, on a mq(E) = m(E) < oo, m, est donc aussi une mesure finie.

— Si m est o-finie, il existe une suite (A, )nen C T t.q. Upen4,, = E et m(4,,) < oo pour tout n € N. Mais,
comme les A,, ne sont pas nécessairement dans .4, la mesure m,, peut ne pas étre o-finie. On peut construire
un exemple facilement de la maniere suivante :

On suppose que m est o-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple (E, T, m) = (R, B(R), \))
eton prend A = {(), E'}. La mesure m,, n’est pas o-finie. ..

Corrigé 22
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini (“fini" signifie que m(FE) < oo) et (A, )nen, (Bn)nen des suites d’ensembles
mesurables tels que B,, C A, pour toutn € N.

1. Montrer que (UnENAn) \ UnENBn - UneN(An \ Bn)'

corrigé
Soit € (UpenAn) \ UnenBn, onadonc x € UpenA, et & ¢ UyenB,, c’est-a-dire qu’il existe p € N t.q.
x € Apetque, pourtoutn € N,z ¢ B,,. Onadonc z € A, \ By, ce qui prouve que = € Upen(Ay \ By) et
donc que (UpenAn) \ UnenBrn C Unen(4n \ Br).

2. Montrer que m(UpenAn) — m(UnenBn) < 3 cn(m(An) — m(By)).

corrigé
Puisque m(E) < oo, on a, pour tout A, B € T t.q. B C A, m(A\ B) = m(A) — m(B). La monotonie de m,
la o-sous additivité de m (et la question précédente) nous donne alors :

nL(UnENAn) - WL(UHENBn) = m((UnENAn) \ (U7LENBn))
< m(Unen(An \ Bn)) < 32,20 m(An \ Bn) = 32375 (m(4n) — m(Bn)).

Corrigé 23
Soit (E,T,m) un espace mesuré fini et (A,)nen C T t.q., pour tout n € N, m(A4,) = m(E). Montrer que
m(mnENAn) = m(E)

corrigé
Comme m(FE) < oo, on a m(A¢) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De m(A,,) = m(E), on déduit alors
m(AS) = 0 pour tout n € N. Par o-sous additivité de m, on a alors m(U,enAS) = 0. Comme U,cnAS =
(Nnen4p )¢, on adonc m((NpenAn)©) = 0 et donc m(Npen4yn) = m(E).

Corrigé 24 (Sur la mesure d’une union...)
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Soit (£2,.A, m) un espace mesuré et n € N*. Soit A;,..., A4, € Aet B € A. On suppose que m(A,) < oo pour
tout p. Montrer que

m(Up_1 (BN 4,)) =Y (-1 Y. mBN(OLA;L))

k=1 1<i1<...<ip<n

corrigé

En attente

Corrigé 25 (Contre exemples...)
1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(R) t.q. A(4) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

corrigé

Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple A = {%, n>1}.0OnaAA)=0etA
n’est pas fermé (car O appartient a 1’adhérence de A sans étre dans A).

2. Soit (E,T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre 7. On considére m; et my des mesures sur 7.
Montrer que m;(A) = ma(A) pour tout A € C n’implique pas que my = mo sur 1. [On pourra trouver un
exemple (facile) avec (E,T) = (R, B(R)) et m1, ma non finies. Un exemple avec (E,T) = (R, B(R)) et my,
meq finies est aussi possible mais plus difficile a trouver. .. ]

corrigé

onprend (E,T) = (R, B(R)).

— Exemple “facile" (avec m1, ms non finies).
On prend C; = {Ja,o0[, a € R}. On a bien T'(C;) = B(R), c’est-a-dire que C; engendre B(R) (voir la
proposition 2.2). On prend alors my = A et mg = 2 (c’est-a-dire ma(B) = 2A(B) pour tout B € B(R)). On
a bien mq(B) = mq(B) pour tout B € C; (car on a alors mq(B) = ma(B) = 00). Mais my # mg puisque,
par exemple, m1(]0, 1[) = 1 et mo(]0, 1) = 2.

— Exemple “difficile" (avec m1, mq finies).
On prend maintenant C; = {B € B(R); {-1,0,1} N B = 0} U {{-1,0}} U {{0,1}} (un élément de C,
est donc un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie {—1,0}, ou bien la partie {0,1}). On
montre d’abord que T'(C2) = B(R). I est clair que T'(C2) C B(R) car Co C B(R). Pour montrer I’inclusion
inverse, c’est-a-dire B(R) C T'(Cs), on remarque que {0} = {—1,0} N {0,1} € T(Cs) et donc que {—1} =
{=1,0}\ {0} € T(C2), {1} = {0,1} \ {0} € T(C2). Finalement on voit alors que B(R) C T'(C3) car tout
borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1 (qui appartient donc a T'(C)), auquel on
ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s) élément(s) de T'(C3) (qui sont les parties {0}, {—1} et {1}, on conclut
alors avec la stabilité par union finie de la tribu 7'(C2)).

On rappelle que, pour a € R, on note d, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R), §,(B) =1
sia € Betd,(B) = 0sia ¢ B.On prend alors m; = d_1 + dp + 1 et mg = 20_1 + 26;. On a
clairement m; = mg sur Co car my(B) = mg(B) = 0si B € B(R) est t.q. {—1,0,1} N B = ( et
m1({—1,0}) = ma({—1,0}) = m1({0,1}) = m2({0,1}) = 2. Enfin, on a m; # my puisque, par exemple,
m1({0}) = Letma({0}) = 0.

Corrigé 26 (Résultat d’unicité)
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Soit (E,T') un espace mesurable et m, ;1 deux mesures sur 7'. Soit C C P(E). On suppose que C engendre 7" et
que C est stable par intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.
1. On suppose que F € C et que m(FE) < oo. Montrer que m(A) = u(A) pour tout A € T'. [On pourra introduire

D={AecT,m(A) = u(A)} et utiliser Iexercice 2.14.]
corrigé

Onpose D = {A € T, m(A) = p(A)}. La o—additivité de m et u montre que D est stable par union
dénombrable disjointe. Comme m(FE) < oo, on peut aussi montrer que D est stable par différence (au sens de
I’exercice 2.14). En effet, si A, B € D, avec B C A, on a (par additivité de m et u) m(B) +m(A\ B) = m(A)
et 4(B) + u(A\ B) = u(A). Comme m(A) < oo et u(A) < oo, onadonc m(A\ B) = m(A) — m(B) et
w(A\ B) = u(A) — pu(B), ce qui prouve que m(A \ B) = u(A\ B) et donc que A\ B € D.

On utilise maintenant 1’exercice 2.14. Comme D D C, C est stable par intersection finie et F € C, la question 3
de I’exercice 2.14 permet de montrer D = 7(C) = T. (Plus précisément, comme D D C,ona D € Z,, ol Z,
est défini dans le corrigé 19. Puis, en utilisant que C est stable par intersection finie et que E € C, la derniere
question de I’exercice 2.14 donne que D D 7(C).)

On a donc bien montré que m(A) = u(A) pour tout A € T.

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (E,)neny C C t.q. Ep N By, = 0 sin # m, m(E,) < oo pour toutn € Net E
= UpenEy,. Montrer que m(A) = u(A) pour tout A € T
corrigé
Soit n € N. Pour A € T, on pose m,,(A4) = m(ANE,) et u,(A) = p(AN E,) (noter que ANE, €T,
car A, E, € T). On obtient ainsi deux mesures sur 7', m,, et u,. Ces deux mesures sont égales sur C (car
AN E, € C puisque C est stable par intersection finie).

On raisonne alors comme 2 la question précédente. On pose D = {A € T, m,,(A) = u,(A)} et le raisonnement
de la question récédente donne que D est stable par union dénombrable disjointe et (grice a m,, (F) < oo) que D
est stable par différence (au sens de I’exercice 2.14). On utilise maintenant la remarque de la fin de la question 3
de I’exercice 2.14. Comme D D C, C est stable par intersection finie et £ est une union dénombrable disjointe
d’éléments de C, cette remarque donne D = 7(C) = T'. On a donc, pour tout A € T et toutn € N :

m(AN Ey) = mn(A) = pn(A) = p(AN Ey).

On en déduit que m(A) = p(A), pour tout A € T, car, par o—additivité de m et pu, m(A) = > ym(AN
En) = ZneN ,u(A N En) = N(A)

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m # p.
corrigé

Un exemple simple est obtenu en prenant pour C lensemble des ouverts de R, ;1 = 2m et m définie sur 7" par
m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments et m(A) = +oo sinon.

Corrigé 27 (Mesure atomique, mesure diffuse)

Soit (E,T') un espace mesurable t.q. {} € T pour tout x € E. Une mesure m sur T est diffuse si m({z}) = 0
pour tout € E. Une mesure m sur T" est purement atomique si il existe S € T t.q. m(S¢) = 0 et m({z}) > 0si
rxes.
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1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E,T) = (R, B(R)) un exemple
de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R)
est diffuse.]

corrigé
Soit m une mesure purement atomique et soit S € 7' t.q. m(S¢) = 0 et m({x}) > 0siz € S. Si m est diffuse,
onam({z}) = 0 pourtoutz € E,donc S = Petm =0.

On rappelle que, pour a € R, on note J, la mesure de dirac sur B(R). On a donc, pour B € B(R), §,(B) =1
sia € Betd,(B) =0sia ¢ B.Lamesure §, est (pour tout a € R) purement atomique, il suffit de prendre
S = {a},onabien 6,(5) =0etd,({a}) =1>0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur B(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur 7". Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.

corrigé
Soit A une partie dénombrable de E. Il existe donc une suite (z,,)neny C Et.q. A = {z,,n € N} =Upen{zn}-
On adonc A € T (car {z,} € T pour tout n € N et que T est stable par union dénombrable) et m(A) <
S m({zn}) = 0 car m est diffuse.

3. Soit m une mesure sur 7. On suppose que m est o-finie, ¢’est a dire qu’il existe (Ep, )nen C Tt.q. E = UpenEy
et m(FE,) < +oo pour tout n € N.

Lo <6

(a) Montrer que ’ensemble des z € E t.q. m({z}) > 0 (de tels = sont appelés “atomes" de m) est au plus
dénombrable. [On pourra introduire I’ensemble A,, ;, = {z € E,; m(z) > %}]

corrigé
Onpose A = {z € E;m({z}) > 0}.Siz € A, ilexisten € Nt.q. z € E, etilexiste k € N* t.q. m({z}) >
%. On a donc x € A, . Ceci montre que A = Uy, pyenxn+ An k. Pour montrer que A est au plus dénom-
brable, il suffit de montrer que A,, j est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit donc n € Net k € N*. Soit 1, ..., z, p éléments distincts
de A, ;.. Par monotonie et additvité de m, ona ¥ < >\ m({z,}) = m({z1,...,7,}) < m(E,) < .
On en déduit que p < km(E,) < oo et donc que A,, 5 a un nombre fini d’éléments (ce nombre est inférieur
ou égal a km(E,,)). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse m, et une mesure purement atomique m, sur 7 telles que m =
mg + mg. Montrer que my et m, sont étrangeres, c’est a dire qu’il existe A € T t.q. mg(A) = 0 et
me(A°) = 0.

corrigé
On considere toujours A = {z € E; m({z}) > 0}. On remarque tout d’abord que A € T (car A est au plus
dénombrable, d’apres la question précédente, et que les singletons, c’est-a-dire les parties réduites a un seul
élément, sont dans 7"). On pose alors, pour tout B € T":

me(B) =m(BNA), ma(B) =m(BnN A).

11 est facile de voir que mq4 et m, sont des mesures sur 71" et que, par additivité de m, on a bien m = m, +my.
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La mesure my est diffuse car, si z € E, on amg({z}) = m({z}) = 0si z € A° (car A contient tous les
points t.q. m({z}) > 0) et mq({x}) = m(0) = 0sixz € A (car {x} N A° = ).

La mesure m,, est purement atomique. Il suffit de prendre S = A, on a bien m,(S¢) = m(A°N A) = 0 et
me({z}) =m({z}) >0siz e S =A.

Enfin, m, et my sont étrangeres car mq(A) = 0 et m,(A€) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou égale a la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-&tre inexact si m n’est que o-finie.

corrigé

On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({z}), z € E}. On veut montrer qu’il existe x € E't.q. M =
m({x}). On suppose M > 0 (sinon, il suffit de prendre n’importe quel € E pour avoir m({z}) = M).
On va raisonner par 1’absurde, on suppose donc que m({z}) < M pour tout z € E. Par définition de M, Il
existe une suite (2, )neny C F t.q. m({z,}) = M quand n — co. Comme m({z,}) < M pour tout n € N,
on peut méme supposer (quitte a extraire une sous suite) que m({z,}) < m({zp+1}) < M pour tout n € N.
Quitte & supprimer les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({zo}) > % Les points z,,
sont alors tous distincts, ce qui donne Z;:% m({zn}) = m({xn, n € N}) < m(E). Ceci est impossible car
m(E) < oo et m({z,}) > &L pour tout n € N (donc 3720 m({x,}) = o0).

Exemple de mesure o-finie pour laquelle M n’est pas atteint.
Sur B(R) on définit m par m(B) = Yo" ,(1 — 1)6,(B) (ol §,, est le mesure de Dirac au point n € N).

n=2
Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant Ny = {n € N; n > 2}, que m(B) =
> nengmen(l — 1).Si B =U,enBy avec B, N B, =0sip#q,ona

SwE)=Y Y a-H= ¥ -

pEN peENnEN;nEB), (n,p)eN2 xN;ne B,

(on utilise ici le lemme 2.3 page 31). Comme les B, sont disjoints 2 a 2, n appartient a 3, pour au plus 1 p,
et comme B = Up,enB,,, on obtient

> (1—%>= > (1—%)=m(3).

(n,p)eNg xN;neB, n€Ngy xN;neB

Ceci prouve la g-additivité de m. Le fait que m (@) = 0 est immédiat. On a donc bien montré que m est une
mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n,n]) < oo pour tout n € N et que R =
Unen|[—n, n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({z}), v € E} = 1 etil n’existe pas de x € R
t.q. m({z}) = 1. En fait, m est purement atomique car m((N3)¢) = Oetona 0 < m({z}), pour tout z € Nj.

4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont I’ensemble des atomes
est infini.

corrigé

Un tel exemple est obtenu en modifiant 1égérement la mesure construite a la question précédente. Sur (R, B(R)
on définit m par m(B) = >.°°, %6, (B). Une démonstration analogue 2 celle faite & la question précédente

n=1 n?2
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. . 2 .
montre que m est bien une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = %= < 00), m est atomique car

m((N*)¢) =0et0 < m({z}) < 1, pour tout z € N*. L’ensemble des atomes de m est infini, c’est N*.

Corrigé 28 (limites sup et inf d’ensembles)
Soit (E,T,m) un espace mesuré et (A,)neny C T. On rappelle que limsup,_,.o A, = Npen Upsn Ap et
liminf,, o0 Ay = Unen Np>n Ap.

1. On suppose qu’il existe ng € N t.q. m(Up>n,Ap) < co. Montrer que

m(liminf A,) < liminf m(A4,) < limsupm(A,) < m(limsup A4,,).
oo n—o00

n— n—oo n— o0

corrigé
— La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne :

m(linn_ligf A = nh_)nolo m(Np>ndp).

La monotonie de m donne m(Np>n,A,) < m(A,) pour tout g > n. On a donc

m(Npzndp) < iI>1f m(Ap)
p=n

et donc limy, 00 m(Np>nAp) < limy, o0 (infp>y, m(4,)), ¢’ est-a-dire :

m(liminf A,) < liminf m(A4,).

n—o0 n— oo
- De inf},>, m(A,) < sup,>,, m(A,), on déduit

liminf m(A,) < limsupm(A,).

n—00 n—oo

— Comme il existe ng € N t.q. m(Up>n,A4p) < 00, la propriété de continuité décroissante d’une mesure
(voir la proposition 2.3) donne m(limsup,,_, . A,) = lim,_ . m(Up>,Ap). La monotonie de m donne
m(Up>nAy,) > m(A,) pour tout ¢ > n. On a donc

m(Up>nAp) > supm(Ap)
p>n

et donc limy, ;0o M(Up>nAp) > limy, o0 (SUp,,, m(Ap)), ¢’est-a-dire :

m(limsup A,) > limsupm(4,).

n—00 n—00

2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T, m) et (A, )nen C T) pour lequel :

limsupm(A,) > m(limsup 4,,).

n—oo n—oo

corrigé
Onprend (E,T,m) = (R, B(R), A) et A,, = [n,n + 1], pour tout n € N. On obtient alors :

limsupm(A4,) =1>0=m(0) = m(limsup 4,,).

n—oo n—o0
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3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < oo) pour lequel

m(liminf A,) < liminf m(A,) < limsupm(A,) < m(limsup A4,,).
n—00 n— 00 n—00 n— 00
corrigé
On prend (E, T, m)=([0, 4], B([0,4]), A) (plus précisément, A est ici la restriction a B([0,4]) de A qui est une
mesure sur B(R)) et A, = [0,2], Aap1 = [1,4] pour tout n € N. On obtient limsup,,_, . A, = [0,4] et
lim inf,, 00 4, = [1,2]. On a ainsi :

m(liminf, o Ay) = 1, iminf, o m(A,) = 2, limsup,,_, o m(A4,) = 3 et m(limsup,,_,, An) = 4.

4. (%) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que >, .y m(Ay) < oo.
Montrer que m(lim sup,,_, ., 4,) = 0.

corrigé
De ),y m(An) < oo on déduit que Z;in m(Ap) — 0 quand n — oo et donc que m(Up>,Ap) — 0 quand
n — oo (car, par o-sous additivté de m, on a m(Up>nA4,) < Z;in m(Ap)). Par continuité décroissante de m,
on en déduit alors m(limsup,,_,., A,) = 0.

Corrigé 29 (Petit ouvert dense...) (xx)

On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), ). Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure
inférieure & £ ? [On rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A = R ou encore si, pour tout z € R et pour
toute > 0, il existe a € At.q. |z —a| < e.]

corrigé
La réponse est “oui".... Soit ¢ > 0. Comme Q est dénombrable, il existe ¢ : N — @, bijective. On considere
alors O = Upen|@(n) — garz, ©(n) + gagz[. O est bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dans R (car
O D Q et Q est dense dans R) et, par o-sous additivité d’une mesure, on a A(O) < ¢ ZI:CO 2"% =e.

Corrigé 30 (Non existence d’une mesure sur P (R) exprimant la longueur) (xx)

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1 : xRy si x — y € Q. En utilisant I’axiome du choix, on construit un
ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour g € QNJ[0, 1],
ondéfinit A, ={y € 0,1jy=z+gouy =x+¢— 1,z € A}, c’est-a-dire A, = {y € [0,1[;y —g € Aou
y—q+1e A}

1. Montrer que U, cqno,1; Aq = [0, 1[.

corrigé

Soit y € [0, 1], il existe z € A t.q. yRx (car A contient un élément dans chaque classe d’équivalence), c’est-
a-direy —z € Q. Comme y — x €] — 1,1 (car z,y € [0,1]), onadoncy —z = g € QN [0,1] ou
y—x+1=q€ Qn]0,1[. Ceci donne y € A,. On a donc [0, 1[C Ugegnio,1(4q- Comme A, C [0, 1] pour tout
q € QN[0,1[, on a finalement [0, 1[= Ugzeqno,1[Aq-

Il est important aussi de remarquer que les A, sont disjoints 2 2 2. En effet, siy € A; N Ay, ilexiste z,2’ € A
t.qg.y—x =gqgou(¢g—1)ety—z’ = ¢ ou(¢’—1). Onen déduit z—z’ € Q et donc z = x’ (car A contient un seul
élément de chaque classe d’équivalence). Cecidonne g =¢' =y —2 iy —z € [0,1Doug=¢ =y—z+1
(siy—z €] —1,0].
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2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, , invariante par translation et vérifiant m([0, 1]) = 1, m
ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation
ett.q. m([a,b]) = b— a pourtout a,b € R, a < b. En particulier, montrer que I’application \*, définie en cours,
ne peut pas étre une mesure sur P (R).

corrigé

On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0, 1[) = 1. La o- additivité de m donne alors, avec la
premiere question,

1= Y m(4,). (133)

q€QN[0,1]

Pour z € Ret B € P(R), onnote B+ 2 = {y + =, y € B}. On suppose que m est invariante par translation,
on a donc m(B + x) = m(B) pour tout B € P(R) et tout x € R.

On remarque maintenant que A, = ((A +¢) N[0,1)) U ((A+ ¢ — 1) N[0, 1]) pour tout g € Q N [0, 1. De
plus,siy € (A+¢)N[0,1)N((A+¢g—1)N[0,1[), il existe z,2' € Atqy=2+¢g=2"+qg—1,
donc 2/ — x = 1, ce qui est impossible. Ceci montre que (A +¢)N[0,1) N ((A+¢—1)N[0,1]) = 0. On
a donc, en utilisant 1’additivité de m, I’invariance par translation de m et le fait que A + ¢ C [0,2[, m(A4,) =
m((A+q) N[0, 1) +m((A+g—1)N[0, 1]) = m((A+) N[0, 1)) +m((A+q) N [1,2]) = m(A +q) = m(A),
pour tout ¢ € QM [0, 1. On en déduit 3 01 M (Ag) = 0si m(A) = 0et 3 cqnp1;m(Ag) = oo si
m(A) > 0, etdonc 3 cqno,1;m(Aq) # 1, en contradiction avec (13.3). Il n’existe donc pas de mesure sur
P(R), invariante par translation et t.q. m([0, 1[) = 1.

Si m est une mesure sur P(IR), invariante par translation et t.q. m([a, b]) = b — a pour tout a,b € R, a < b. On
montre que 1[0, 1[= 1 en utilisant la continuité croissante de m et le fait que [0, 1[= U,,>1[0, 1 — 2]. Il est donc
impossible de trouver une telle mesure.

L’application A* définie en cours sur P(R) (a valeurs dans R | ) est invariante par translation et vérifie A\*([a, b])
=b— a pourtout a,b € R, a < b. Elle n’est donc pas o-additive sur P(R).

Corrigé 31
Soit m une mesure sur B(R) t.q. pour tout intervalle I et tout x € R on ait m(I) = m(I+x) (avec [ +z = {a+=z,
a € I}) et m([0,1]) = 1. Montrer que pour tout z € R, m({z}) = 0 (i.e. m est diffuse). En déduire que m est la
mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra découper [0, 1] en ¢ intervalles de longueur 1/¢.]

corrigé
On pose m({0}) = a. Soitz € R. On prend I = {0} (I est bien un intervalle) de sorte que / + x = {z}. On a
alors « = m({0}) = m(I) = m(I + =) = m({z}). On a donc montré que m({x}) = « pour tout z € R. Pour
montrer que o = 0, il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant la o-additivité de m :

T=m(0.1) > Ym0 ) =Y
n=1 n=1

On en déduit o = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal a +-oc et I’inégalité est alors
fausse).

On a donc bien montré que m({z}) = 0 pour tout z € R. Ceci donne, en particulier que 1 = m([0,1]) =
m([0,1]) + m({1}) = m([0, 1]).
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Soit maintenant ¢ € N*. Onam([%, “t2[) = m([0, ;[) pour tout i € {0,...,q — 1}, car [, ®EL[= [0, L[+Z. On

. q
en déduit :
q—1

z i+ 1 1
m( [) = am([0, =),
1=0 q
et donc m(|0, %[) = %. Ceci donne aussi, pour tout z € R, m([z,z + %[) = %, car [z, z + é[: [0, %[—i—x.
En utilisant ’additivité de m, on a donc, pour tout p € N* :
P B i+l p
m([0,=]) = m([—, ==, (13.4)
([qD Z%(% qD .

De (13.4), on va déduire m([«, B]) = 8 — a pour tout o, 5 € R t.q. @« < . En effet, soit a, § € Rt.q. a < .
Comme [o, B[= [0, v[+«a, avec v = B — «, on a m([a, B]) = m([0, v]). Il existe alors deux suites (7, )nen C Q%
et (sp)nen C Qf t.q. 7 T yets, | v quand n — co. Comme [0,7,[C [0,7[C [0,s,[, on a, grice a (13.4),
rn = m([0,7.]) < m([0,7]) < m([0,s,]) = s,. Eh faisant n — oo, on en déduit que m([0,~[) = ~ et donc

m(le, B]) = B -

Enfin, comme m({a}) = 0, on a aussi

m(Ja, B]) = 8 — a, pourtout o, S € R, o < .

4N

La partie “unicité" du théoreme de Carathéodory donne alors m = .

Corrigé 32 (Support d’une mesure sur les boréliens de R?)

Soit m une mesure sur B(R?). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L’ensemble

fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par exemple, considérer les pavés a

extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour m.]
corrigé

On note A I’ensemble des ouverts de R¢ de mesure nulle pour m. L’ensemble A est non vide (car I’ensemble vide

est un ouvert de R? de mesure nulle). On pose :

0= UweAw.

L’ensemble O est donc la réunion de tous les ouverts de R? de mesure nulle. Il est clair que O est ouvert (car c’est
une réunion d’ouverts) et qu’il contient tous les ouverts de R¢ de mesure nulle. Pour montrer que O est le plus
grand ouvert de mesure nulle, il suffit donc de montrer que O est de mesure nulle. Pour cela, on va montrer que O
est une réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soit x = (x4, ..., md)t € O. Tl existe w € A t.q. ¢ € w. Comme w est ouvert, il existe ¢ > 0 t.q. :

d
H}:m —e,x; +e[Cw.
i=1

Pour tout i € {1,...,d} il existe v, , €|z; — e, 2;[NQ et §; , €]a;, z; + e[NQ. On a donc :

d
xr e H]'yi,x,dm[c w C 0.
i=1
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Par monotonie d’une mesure, on a m(Hle]%,z, 0i,z]) < m(w) =0, et donc

d
m(] [ 0i.2) = 0.
i=1
Comme O = Uzeo{x}, on a aussi:
d
O = Useo [ [1i2: 0i[= Uneo Py, s, (13.5)

i=1

en posant v, = (Vl,za cee 77d,w)t’ 6‘L = (51,1'7 cey 5d,2L‘)t et P’Y,5 = H?:l}yz} 61[ (Sl Y= (FYla s 7ﬂyd)t eto =
(61,...,04)").

On remarque maintenant que, pour tout 2 € O, ., d,, € Q7. L’égalité (13.5) donne donc :
O =Upnenbrs,

ol B est une partie de Q2 et m(P, 5) = 0 pour tout (y,5) € B. Comme Q*¢ est dénombrable, la partie B est au
plus dénombrable et la o —sous additivité d’une mesure donne alors que m(O) = 0.

Corrigé 33 (Ensemble de Cantor)
On considere I"espace mesuré ([0, 1], B([0, 1]), A).
Onpose Cp = [0,1],ad = 0,59 = 1,et ag = 1. Pour n. > 0, on construit Cy, 1 ; C [0, 1] de la maniére suivante : on

gn . gntl N
suppose Cy, = U, _, [ay, by] connu, et on définit Cy 1 = U, [ap ™", byt o, pourp = 1,..., 2", ayth = ar,
byt = al +angr,allt = b2 — appq et by = b avec o gy = 225 et 0 < pp, < 1.0npose C = My>0Cy

(C s’appelle “ensemble de Cantor", I’exemple le plus classique est obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

1. Montrer que Cj, 1 C C),.

corrigé
Pour tout n € Net p € {1,...,2"}, la longueur de I'intervalle [a;, by] est a,. Comme a1 < %* et que
ag;jl = ay et b;;rl = by, ona [ag‘ptll, bg;jl] U [ag;l, bg;rl] C [ay,by], pour toutn € Netp € {1,...,2"}.
En prenant 'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit Cp,11 C C,,.
o
2. Montrer que C est compact et C'= ().
corrigé

L’ensemble C est fermé (dans R) car c’est une intersection de fermés (chaque C,, est fermé). D’autre part
C C [0,1], C est donc compact (car fermé et borné dans R).

Qn

Comme ani1 < S, on a toujours by < ay,, (pour toutn € Netp € {1,...,2™ — 1}). Les intervalles
composant C,, sont donc disjoints 2 a 2 et de longueur «,,. Ceci montre que =,y € [0, 1], (y —x) > «a, implique
|z, y[¢ Ch. Comme o, — 0 quand n — oo (noter que v, < %), on en déduit que C' = N,,enC), ne contient

[e]
aucun intervalle ouvert (non vide) et donc que C'= .
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3. Montrer que C' est non dénombrable.

corrigé
On commence par définir, par récurrence sur n. € N*, des points z.. pour ¢ € {1,2}".

Pourn = 1, z(1) = af et z(9) = bY.

Soit n > 1. Supposons que . est construit pour tout ¢ € {1,2}" et que pour chaque ¢ € {1,2}", . € {bp ",
p=1...,2"YUu{ar"!, p = 1,...,2"" '} On construit maintenant z. pour ¢ € {1,2}"*!. Soit donc
c € {1,2}""! onpose c = {¢,b} avec ¢ € {1,2}" et d € {1, 2} et on distingue 4 cas :

(@) zz = b;‘_l, avecp € {1,...,2"" 1}, d = 1. On pose alors x, = a5,
(b) zz = b;‘_l, avecp € {1,...,2""1}, d = 2. On pose alors x, = by,
(©) zz =al ', avecp € {1,...,2" '}, d = 1. On pose alors z, = a3, ;,
(d) zz = ap~*,avecp € {1,...,2" "}, d = 2. On pose alors z. = b, ;.

11 est intéressant de noter, avec ces formules, que |z, — 22| < ay, < 2% etquez. € C.

On note S I’ensemble des suites indéxées par N*, prenant leurs valeurs dans {1,2}. Si ¢ € S, on note ¢,
I'élément de {1,2}" formé par les n premiers termes de la suite et on note z,, = x.,. La suite (z,)nen
est de Cauchy (car |z, 11 — 2| < QL) et incluse dans C, elle converge donc vers un point . € C. On
remarque que si ¢ et ¢’ sont deux suites différentes, alors z. # z.. En effet soit n € N t.q. ¢, = ¢, et
Cny1 # Cpyqsonalors |z, — 2 | > (1 — pp)a, pour tout m > n et donc, en passant a la limite quand
m — 00, | — x| > (1 — pp)an, ce qui donne x. # x.s. Lapplication ¢ — z. est donc une injection de S
dans C. Ceci montre que C' est infini non dénombrable (car S est infini non dénombrable).

4. Montrer que si p,, ne dépend pas de n, alors A(C') = 0. En déduire que si A € B([0,1]), A(A) = 0 n’entraine
pas que A est dénombrable.

corrigé
La construction des points a,, et bj; donne
1 1 1 1 n in
)\([03;171)3;1] U [ag; 7bg; 1) =2an41 = pron = pn)\([ap7bp})'
En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit A(Cy,41) = pnA(Ch).
Si p,, ne dépend pas de n, c’est-a-dire p,, = ppourtoutn € Net 0 < p < 1, on adonc \(Cp41) = pA(Cy).

Ceci donne, comme A(Cp) = 1, A(C,,) = p™ pour tout n € N. Par continuité décroissante de A, on en déduit
A(C) = limy, 00 A(C) = 0.

5. Soit 0 < € < 1. Montrer qu’il existe une suite (o, )n>0 CJ0,1[t.q. A(C) = €.

corrigé
Soit (ep)nen Cle, 1] t.q. 0 = 1, €41 < &, pour tout n € Nete,, — e quand n — oo (on peut prendre, par

exemple, &, = & — 275).

On prend p, = =2*L pour tout n € N. On a bien 0 < p, < 1 et, comme A(Cp11) = ppA(Cr) (ceci a été

en
démontré a la question précédente), on a donc A\(C,,) = &, pour tout n € N. Par continuité décroissante de A,
on en déduit A(C) = lim,,—,00 A(Cp) = €.
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6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] t.q. A(A) = 0, alors f(A) est un
compact de R t.q. A(f(A)) = 0.

corrigé
Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc, f(A) est bien un compact de R (et donc
appartient a B(R)).

On montre maintenant que A(f(A4)) = 0.

Soit . € R t.q. |f(y) — f(z)| < L|y — x| pour tout z,y € R. On commence par montrer un petit résultat
préliminaire. Soit I = [a, b] un intervalle fermé de [0, 1] (I est donc compact). Comme f est continue sur [a, b],
ilexiste z,y € [a,b] t.q. f(x) =m = min{f(z), z € [a,b]} et f(y) = M = max{f(z), z € [a,b]}. On a donc
f(I) C [m, M] (en fait, f(I) = [m, M]), d’ou:

A(f(I) <M —m = f(y) — f(z) < Lly — = = LA(I). (13.6)

Soit 7 > 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de A (voir le théoreme 2.3), il existe O, ouvert de R,
t.q. A C O et \(0) < 5. D’apres le lemme 2.4 page 35, O est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 a 2. En prenant éventuellement la restriction a [0, 1] de ces intervalles, on obtient donc une famille
dénombrable, notée (I,),en, d’intervalles inclus dans [0, 1], disjoints 222 t.q. A C Upenl,, C O. On en déduit

j;ic()) )\(In) = )\(UnENIn) < net f(A) C UnENf(In) - UneNf(In)' On a donc /\(f(A)) < Z:ioo A(f(IW))
En utilisant (13.6), on a donc A\(f(A)) < L ::8 MI,)=1L ::6 A(I,) < Ln. Comme 7 est arbitrairement
petit, on a donc A(f(A)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R t.q. si A est un compact de [0,1] t.q. A(A) = 0, on n’a pas
forcément A\(f(A)) = 0 (mais f(A) est un compact de R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesure ¢ > 0 (cf question 5).]

corrigé

On note C' I’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-a-dire avec p, = ppourtoutn €« Net0 < p < 1
(par exemple, p = %). On note a?, b2, C), les points et ensembles utilisés pour construire C' et on note aussi

D={a2,neN,pe{l,....2"} }u{te,neN,pe{l,...,2"}}. Woterque D C C.)

n’

Soit £ > 0. On note C I’ensemble C obtenu a la question 5. On a donc A(C) = . On note a, v, C,, les points

n> Yn> “Yn
et ensembles utilisés pour construire C' et on note aussi D = {ah, n € N,p € {1,...,2"}} U {bh, n €N,
pe{l,...,2"}}. (Noterque D C C.)
Soitn € Netp € {1,...,2"}. On construit f sur I'intervalle [b5 ", , a5 "] en prenant f affine et t.q. f(b5,"",) =

byt et f(ayr!) = a3, On remarque que f est ainsi contruit de (UpenCS) U D dans (UpenCs) U D et est

strictement croissante. Comme (U, enCry; )¢ = C' et que C est d’intérieur vide, f est définie sur une partie dense
de [0, 1] et, comme (U,enCE )¢ = C et que C est d’intérieur vide, I'image de f est dense dans [0, 1].

11 est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0, 1]. En effet, soit x € [0, 1] \ (UnenCS) U D, il existe
une suite de points de (U,enCY) U D, notée (yy, )nen, convergeant en croissant vers x et une suite de points de
(UnenCf) U D, notée (zn,)nen, convergeant en décroissant vers z (en fait, ces points peuvent méme &tre pris
dans D). Comme f et croissante, la suite (f(y»))nen converge donc en croissant vers un certain v € [0, 1] et
la suite (f(zy))nen converge en décroissant vers un certain § € [0, 1] (la croissance de f donne aussi que ces
limites ne dépendent que du choix de z et non du choix des suites (Y, )nen €t (2, )nen). Comme f est croissante,
ona~y < 4 et comme I'image de f (définie pour Iinstant seulement sur (U, cnCS) U D) est dense dans [0, 1],
on a nécessairement v = § (I'intervalle v, § ne rencontre pas 1’image de f). On peut donc poser f(x) =y = 4.
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La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0, 1] a valeurs dans [0, 1]. Elle est strictement croissante et
son image est dense dans [0, 1], elle est donc continue (par le méme raisonnement que celui fait pour définir f(x)
en tout point z € [0, 1]\ (UpenC<) U D). Comme une application continue transforme un compact en compact,
on a donc £([0,1]) = [0, 1] et ceci prouve en particulier que £([0,1]\ (UpenCS)UD) = [0,1]\ (UpenC<)UD.
Comme f(D) = D, onaaussi f(C) = C. Pour que f soit définie sur R et continue, on ajoute f(x) = 0 pour

r < Oet f(z) = 1 pour z > 1. On a toujours f(C) = C. Ceci donne bien le résultat désiré car \(C') = 0 et
AC)=¢e>0.

Corrigé 34 (Mesure complete)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Une partie B de F est dite “négligeable" si elle est incluse dans un élément de

T de mesure nulle. On note NV;,, I’ensemble des parties négligeables. On pose T = {AUN; A€ T, N € N, }.
1. Montrer que T est une tribu et que T U N,,, C T.

corrigé
(a) On montre d’abord que T est une tribu.

—0 €Tcar() = DU et appartient a T et N, (car il est de mesure nulle).

— T est stable par passage au complémentaire :
Soit C € T.Tlexiste Ac TetN € N;, t.q. C = AUN.Comme N € N,,, il existe B€ Ttq. N C Bet
m(B) = 0.
On remarque alors que C¢ = (AUN)¢ = A°NN°¢ = (A°N B°)U (A°NN°N B). Comme A°N B €T
(par lesi propriétés de stabilité de T) et (AN NN B) € N,, (car inclus dans B), on en déduit que C¢ € T.
Donc, T est stable par passage au complémentaire.

— T est stable par union dénombrable :
Soit (Cp)nen C T. T existe (Ap)nen C T et (Ny)nen C Ny t.q. G, = A, U N, pour tout n € N.
Comme, pour tout n € N, N,, € N, il existe B,, € T t.q. N,, C B, et m(B,) = 0.
On a alors UpenCp, = (UnenAn) U (UnenNy ). On remarque que UpenNV, C B = UpenBp, € T et
m(B) = 0 par o-sous additivité de m. Donc, UnenNn € N, comme UpenA, € T, on a finalement
UnenC), € T Ce qui prouve bien que 7’ est stable par union dénombrable.

On a bien montré que T est une tribu sur E.

(b) On montre maintenant que 7 U N,,, C T.

—-SiAeT,onaAd=AUQ. Comme ) € N,,, on en déduit A eT.ﬁDonc,T cT. -

—SiNeN,,,onaN =0UN.Comme () €T,onendéduit N € T. Donc, N,, C T.

Finalement, on a bien T UN,,, C T.

2. Soit Ay, As € T et Ny, Ny € N, t.q. A1 U Ny = Ay U Ny. Montrer que m(A;) = m(As).

corrigé
Soit By € T't.q. No C By etm(Bs) =0.0na:

A1 C A UN; = Ay UNy C Ay U Bs.

Donc, par monotonie et sous additivité de m, m(A;) < m(As U By) < m(Az) + m(Bs) = m(Asz). En
changeant les roles de A; et Ay, on a aussi m(Az) < m(Ay). Onadonc m(Ay) =m(As).

Pour B € T,soit A€ Tet N € N, t.q. B= AU N, on pose m(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)
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3. Montrer que 7 est une mesure sur 1’ et m), = m. Montrer que T est la seule mesure sur T égale a m sur T.

corrigé

(a) On montre d’abord que 7 est une mesure sur 7.
Comme ) =0 UBeth € TNN,,, onam(B) =m(d) =0.

Soit maintenant (Cy,)pen C T t.q. Cp, N Crpy = O sin # m. 1l existe (Ay)nen C T et (N nen C Ny t.q.
C, = A, UN, pour tout n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € N,,, il existe B,, € T t.q. N, C B, et
m(B,) = 0.

On a donc UpenCr, = (UnenAn) U (UnenNy). On a déja vu que Upen Ny, € N,,. Par définition de 77, on a
donc mM(UpenCh) = m(UnenA4y). Comme Cy, N C,y, = 0 sin # m, onaaussi A, N Ay, = 0 sin # m (car
A, C C, pour tout p). La o-additivité de m (et la définition de m(C,,)) donne(nt) alors :

m(uneNCn) = m(uneNAn) = Z m(An) = Zm(cn)
neN neN
Ce qui prouve la o-additivité de m.
(b) On montre maintenant que My, =m.

SiAeT,onaA=AU(.Comme () € N,,,onadonc (A € T, on le savait déja, et) m(A) = m(A). Donc,
my, = m.

(c) Enfin, on montre que 7 est la seule mesure sur 7" égale a m sur 7.
Soit /m une mesure sur 7" égale a m sur 7T'.

Soit C € T.Mexiste Ac Tet N € Ny, t.q. C = AUN.Comme N € N,,,ilexiste B € Ttq. N C Bet
m(B) = 0.0naalors A C C C AU B. La monotonie de 7, le fait que 7 = m sur T et la sous additivité
de m donnent :

m(A) = im(A) < m(C) < m(AUB) = m(AU B) < m(A) + m(B) = m(A).

On a donc m(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve que m = .

4. Montrer que N5z = N,,, C 1.

corrigé

On a déja vu (2 la question 1) que N, C 7.

— Il est facile de voir que N,,, C N7. En effet, soit N € N,,. llexiste B € T t.q. N C B etm(B) = 0. Comme
T C Tetque = m sur T, on adonc aussi B € T et(B) = 0. Ce qui prouve que N € Ny

— Soit maintenant N € Nz Il existe C € T tq. N C C et m(C) = 0. Comme C € T, ilexiste A € T,
MeN,etBeTtqm(B)=0etC =AUM C AU B. la définition de  donne que m(C) = m(A),
on a donc m(A) = 0. On en déduit m(A U B) < m(A) +m(B) = 0, et donc, comme C C AU B, on a bien
C e N,

On a bien montré que N5 = N, C T

L’exercice 4.18 page 101 montre la différence “dérisoire", du point de vue de I'intégration, entre (E, T, m) et son
complété (E,T,m).

299



Corrigé 35 (Série commutativement convergente dans R)
Soit (an)nen C R. Le but de I’exercice est de montrer que si la série ), . Gy(,) €St convergente pour toute

bijection ¢ : N — N, alors la série ), .\ a, est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que af = oco. Montrer qu’il existe ¢ : N — N,

bijective, t.q. Y @y (p) — 00 quand n — oo. Conclure.
corrigé

On suppose que la série ) |, a,, n’est pas absolument convergente.

i n i — at4a— +
Lasuite (3 _ [ap|)nen converge donc en croissant vers co. Comme |a,| = a, +a, etquea;] = max{a,, 0} >0
- _ . n + n — . . )

eta, =max{—a,,0} > 0, les deux suites (3_ _; a, Jnen et (3_,_, @, Jnen sont donc aussi croissantes et I'une

des deux, au moins, converge vers co.

On suppose que la suite (ZZZO a; )neN converge vers oo (un raisonnement analogue a ce qui suit permettrait de

traiter le cas o la suite (ZZZO a, Jnen converge vers oo). On va construire ci-aprés une bijection ¢ de N dans N

n . o] .
t.q. ZPZO,%(P) — oo quand n — oo. Ceci prouvera que la série )y @y () €St nON convergente pour au moins
une bijection de N dans N.

Onnote P={neN,a, >0}et N ={neN,a, <0} (desorteque PNN =0et PUN = N). Soit ¢ et p2

les deux applications strictement croissantes de N dans N t.q. P = {¢1(n), n € N} et N = {¢2(n), n € N}.

On comnence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante (a,, )neny C Nt.q.ag =0et:

Apg1—1

Q)+ D G 2 L. (13.7)

p=an

Pour montrer I’existence d’une telle suite (ay,),en, on pose ag = 0. Puis, on raisonne par récurrence sur n. Si

ao, - - - , Gy, SONt contruits, I’existence de a,, 1 découle du fait que Z;‘;an Qg (p) = > = oo0.

;O=Wl(an) a;’_
la construction de la suite (¢ (n))nen se fait alors en prenant @1 (ag), . . ., p1(a1 — 1) puis ¢2(0) puis ¢1(ay), ...,
w1(ag — 1) puis p2(1)...puis p1(an), ..., v1(an+1 — 1) puis p2(n)...

Pour décrire précisément cette application ¢, on pose by = 0 et, pour n € N, by, 11 = by, + any1 — an + 1 (la suite
(bn)nen est strictement croissante et tend donc vers co quand n — c0). On définit alors, pour tout n € N, ¢(q)
losrque g € {bn,...bp+1 — 1} par:

o(bp +p) = p1(an + p) pourp € {0,...,ant1 — an — 1},
o(bnt1 — 1) = p2(n).

On a bien ainsi défini une application de N dans N car b,,41 — 1 = b,, + p, pour p = a,+1 — a,. Lapplication
 est surjective car {p(q), ¢ € N} = P U N}. Elle est injective car chaque valeur de ¢; et @y n’est prise qu’une
seule fois par . Enfin, on a bien ZZ:O au(p) — 00 quand n — oo. En effet, on remarque que, grice a (13.7) :

bpy1—14p bypy1—1
E : Ap(q) 2 § : Ap(q) = T
q=0 q=0

pour tout p > 0 et tout n € N. Ce qui donne, pour tout n € N, lim inf,,_, 25:0 Ayp(q) = M, et donc

P
Z ay(q) — 00, quand p — oo.
q=0
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Corrigé 36 (Mesure sur S')
On consideére S* = {(x,9)" € R?, |z|? + |y|? = 1} (S! est donc le cercle unité de R?). Pour z = (z,y)! € S*,
il existe un unique 0, € [0,27[ t.q. * = cos(f,) ety = sin(d,). Pour o € [0,27[ et z € ST on pose R, (2) =
(cos(f, + a),sin(f, + a))*. Noter que R,, est une bijection de S* sur S! (c’est la rotation d’angle «).
Définir une tribu 7" sur S, t.q. T' contienne les parties de la forme {(cos(#),sin(9))!, § €la, B[} avec —oo <
a < 8 < oo, et une mesure j sur T’ de sorte que (S*, T, 1) soit un espace mesuré avec p(S!) = 1 et t.q. p soit
invariante par rotation (c’est a dire que, pour tout A € T et « € [0, 27, on ait R, (A) = {Ra(2), 2 € A} € T et
u(Ra(A)) = p(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée B(R), et la mesure de Lebesgue sur B(R).]
corrigé
On note © I’application z — 6, de S' dans R (cette application est bijective de S! dans [0, 27[). On prend alors
T = {©6~Y(B), B € B(R)}. C’est bien une tribu sur S* (voir I’exercice 2.4).

Soit —0 < a < 8 < oo et E = {(cos(0),sin(6))t, § €]a, B[}.Ona E C Slet,siz € S',onaz € Esiet
seulement si il existe k € Z t.q. 0, + 2k7 €]a, §[. Ceci prouve que

E= Ukez@il(]a - 2k‘ﬂ-7ﬁ - 2]67'('[)7
etdonc que E € T car O~ (Ja — 2k, 8 — 2k~[) € T pour tout k € Z.

On définit maintenant . Soit A € T. On pose O4 = {0,, = € A}. Comme A € T, il existe B € B(R)
tq. A = ©71(B), et donc A = (B N[0, 2x[). Comme O est une bijection de S! dans [0, 27, on a alors
©4 = BN 0,2n[€ B(R). On pose 1(A) = 5=A(6.4), ot A est la mesure de Lebesgue sur B(R).

w est bien une mesure sur 7. En effet, on a 2 1(0) = A(Og) = A\(@) = 0. Puis, si (A,,),en est une suite d’éléments
de T, disjoints 2 & 2, la suite (O 4, )nen est une suite d’éléments de B(R), disjoints 2 a 2. La o—additvité de p
découle alors de celle de A.

11 reste & montrer que y est invariante par rotation. Soit « € [0, 27| et A € T. Comme on I’a vu précédemment, il
existe B € B(R) t.q. A = ©~1(B N [0,2n]). On a donc A = {(cos(#),sin(0))?, & € BN [0,2x[}. Pour B € R,
onnote Bg = {6 + 3,0 € B}. Onaalors :
Ro(A) = {(cos(0 + a),sin(0 + ), 6 € BN[0,27[}
= {(cos(0),sin())*, 0 € B, N[, 27 + af}
= {(cos(8),sin(#))!, 8 € By N [, 27[} U {(cos(),sin(#))", § € Bq_2- N[0, a}
=0 Y(ByN o, 27[) UO T (By_ar N[0, af).

La propriété d’invariance par translation de A permet de dire que Bg € B(R) pour tout 5 € R. On a donc
R, (A) € T et, par additivité d’une mesure et définition de i,

27 p(Ra(A)) = A(Ba N o, 27]) + A(Ba—2x N [0, a]).
L’invariance par translation de A donne A(By—2, N[0, &) = A(By N [27, & + 27[) et donc :

2 p(Ra(A)) = M(Bq N [, 27[) + A(Ba N 27, a0 + 27[) = A(Bo N [, a + 27[)
= A(BNJ[0,2n]).

Ce qui donne bien p(Rq(A)) = n(A).
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13.3 Probabilités

Corrigé 37 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient (E, T', p) un espace probabilisé et (A, )neny C T On pose By, = Up>n Ay et A = NpenB,, (on rappelle
que A =limsup,, . A4,).

1. Montrer que si ), -\ p(A,) < 400 alors p(A) = 0.

corrigé
Cette question a été corrigée dans le corrigé 28.
2. On suppose que, pour tout n € N*, les événements A, ..., A, sont indépendants. On suppose aussi que
> nen P(An) = co. Montrer que p(A4) = 1.
corrigé

Comme cela a été vu dans le corrigé 28, la propriété de continuité décroissante d’une mesure (voir la proposi-
tion 2.3) domme p(A) = lim,,_, o, p(By,). Il suffit donc de montrer que p(B,,) = 1 pour tout n € N.

Soit n € N. Si il existe k& > n t.q. p(Ax) = 1, on a, par monotonie de p, que p(B,,) > p(Ax) = 1 et donc
p(By) = 1. On suppose maintenant que p(Ay) < 1 pour tout k& > n. Comme B = N>, A, la continuité
décroissante de p et I’indépendance des A, donne :

m m

p(B) = tim ] p(4g) = tm [T~ p(4r).
k=n k=n

Comme In(1 — z) < —x pour tout < 1 (ou, de maniere équivalente, In(u) < u — 1 pour tout u > 0, ceci est
une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction In), on a, pour m > n :

m m

(JT@ = p(AR)) = D" (1 = p(Ar) < = > p(Ak).
k=n

k=n k=n

De I'hypothese -, . P(An) = 00, on déduit lim,, oo In([T;~ (1 — p(Ax))) = —oo, et donc p(Bf;) = 0.
Ceci donne bien p(B,,) = 1 et termine la démonstration.
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Chapitre 14

Fonctions mesurables, variables aléatoires

14.1 Fonctions mesurables

Corrigé 38 (Caractérisation des fonctions mesurables) ()
Soient (E,T') un espace mesurable et f une application de F dans R ;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~(B) € T} est une tribu.

corrigé
Cette question est un cas particulier (avec F' = R) de la question 2 de 1’exercice 2.4, voir le corrige 12 page 276.

2. Soit C un ensemble qui engendre B(RR), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(i) f~1(C) € T, pour tout C € C.

corrigé
On remarque que f mesurable signifie simplement que T (définie a la question précédente) contient B(R).
Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).

Pour le sens (ii) = (i), on remarque que T est une tribu. Donc, si Ty contient C, on a aussi T contient
T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a bien (ii) = (i)

Corrigé 39 (Composition de fonctions mesurables)
Soit (E,T) et (F, S) deux espaces mesurables. Soit f : E — F ety : F — R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que ¢ o f est mesurable (de F dans R).

corrigé
F est muni de la tribu 7', F' est muni de la tribu S et R est muni de la tribu borélienne.
Soit B € B(R), on remarque que (¢ o f)"Y(B) = f~1(p~}(B)). Comme ¢~ 1(B) € S car ¢ est mesurable (de
F dans R), on a donc f~!(¢~!(B)) € T car f est mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que ¢ o f est
mesurable (de F dans R).

Corrigé 40 (RouR_...)
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Soitp : R — R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est mesurable
(on dit aussi borélienne) si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considére comme une application de R
dans R (R étant aussi muni de la tribu borélienne).

corrigé——
On suppose ¢ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de R, on a donc BN R € B(R) (voir la définition
3.1 page 53). Comme ¢ prend ses valeurs dans R et que ¢ est mesurable de R dans R, on a donc o YB) =
» 1 (BNR) € B(R). Ceci donne donc que  est mesurable de R dans R ;.

Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans R (mais ¢ ne prend jamais la valeur oo, on
peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit B € B(R). On a donc aussi B € B(R) et donc
© Y(B) € B(R) car ¢ est mesurable de R dans R . Ceci prouve que  est mesurable de R dans R.

Corrigé 41 (Stabilité de M)

1. Soient (E,T), (E',T"), (E"”,T") des espaces mesurables, f (resp. g) une application de E dans E’ (resp. de E’
dans E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer que g o f est une application mesurable de F dans
E".

corrigé

Cette question est identique a celle de 1’exercice 3.3 (voir le corrigé 39) avec E” au lieu de R. La démonstration
est semblable :

Soit B € T", on remarque que (g o f)~1(B) = f~1(¢~1(B)). Comme g~!(B) € T" car g est mesurable (de
(

E’ dans E"), ona donc f~!(g71(B)) € T car f est mesurable (de E dans E’). Ceci montre bien que g o f est
mesurable (de E dans E”).

2. Soit (£, T') un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(R) ; soient f et g des fonctions mesu-
rables de F dans R.

(a) Montrer que f* (= sup(f,0)), f~ (= —inf(f, 0)) sont des fonctions mesurables de E dans R.

corrigé
Cette question est démontrée dans la proposition 3.7 page 60.

(b) Montrer que f + g, fg et|f] sont des fonctions mesurables de F dans R.

corrigé
Le fait que f + g, fg € M est démontré dans la proposition 3.5 et le fait que | f| € M est démontré dans la
proposition 3.7 (car | f| prend ses valeurs dans R et | f| € M, on conclut avec I’exercice 3.4, corrigé 40).

3. Soient (E,T) un espace mesurable, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de £ dans R. On suppose que
la suite (f,,(x))nen converge (dans R) pour tout z € E. On pose f(x) = lim,— 100 fn(2z) (pour tout z € F).
Montrer que f est une fonction mesurable de E dans R.

corrigé

La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.5 page 58 (propriété 3).
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4. Soit (E,T') un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-ensembles ne soient pas tous
mesurables. Il existe donc B C At.q. B ¢ T.Montrerque h = 15 — 1 A\B Nest pas mesurable (de F dans R),
alors que |h| I’est.

corrigé
{1} € B(R) alors que h~1({1}) = B ¢ T, donc h n’est pas mesurable. Par contre |h| = 14 est mesurable car
Ael.

Corrigé 42 (Mesurabilité des fonctions continues)
Soit f une application de R dans R. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est borélienne).

corrigé
Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~1(O) est aussi un ouvert de R, donc f~1(0) € B(R).
Comme I’ensemble des ouverts des ouverts engendre B(IR), on en déduit que f est mesurable (on utilise ici le
caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.2 page 56).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

corrigé
On suppose f continue a droite. Pour n € N*, on définit f,, par :

0 si < —n,
Fal@)={ F(2) si <P pe{-n?il,....n?)
0 si T >n,

de sorte que

fn: Z f 2= 7n

p=—n2+1

Ona f, € & car |2— 1 , 2] € B(R) pour tout n et p. Soit 2 € R. Pour n. > |z|, on a f,(x) = f(£) avec
E_l<cg<Ep depend de n, z est fixé). Comme f est continue a droite en z, on a donc f,,(z) — f(z)
quand n — 00 (car L — x,avec £ > ). La deuxieme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page
59) donne alors f € M

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

corrigé
Soit & € R. On pose A = f~!([or,c[). On suppose A # ) (si A = (), on a bien A € B(R)). Siz € A, on
a f(z) > «et, comme [ est croissante, on a aussi f(y) > « pour tout y > x. Donc, [z, 00[C A. En posant
a = inf A € RU{—o0}, onen déduit que |a, co[C A C [a, oo[. A est donc nécessairement un intervalle (dont la
borne supérieure est 00), ce qui prouve que A € B(R). Comme {[«, o[, @ € R} engendre B(R), on en déduit
que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition
3.2 page 56).

Corrigé 43 (Egalité presque partout)
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1. Soient f et g des fonctions continues de R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et
seulement si f = g.

corrigé
Si f = g (C’est-a-dire f(z) = g(x) pour tout x € R), on a bien f = g A p.p. car f = g sur )¢ et \(§) = 0.

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe a, f € Rt.q. o« < Set]a, S[C O,onadonc0 < f—a =
Ala, B) < MO).

On suppose maintenant que f = g A p.p., il existe A € B(R) t.q. \(A) = 0et f = g sur A°. On aalors { f(z) #
g(x)} C A.Or, {f(z) # g(x)} = (f — g)"(R*) est un ouvert car (f — g) est continue (de R dans R) et R*
est un ouvert de R. Donc {f(z) # g(z)} € B(R) et la monotonie de A donne A\({f(x) # g(x)}) < A(A) = 0.
On en déduit que {f(x) # g(z)} = 0 (car un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et g la mesure de Dirac en 0 ; montrer que f = g Jg p.p. si et seulement
si £(0) = g(0).
corrigé
Si f(0) = ¢g(0), on prend A = {0}°. On abien A € B(R), 6p(A) = 0et f = g sur A° car A° = {0}. Donc,
f=9% pp-

Réciproquement, on suppose maintenant que f = g do p.p., il existe donc A € B(R) t.q. f = g sur A° et
d0(A) = 0. Comme 6o(A) = 0, onadonc 0 ¢ A, c’est-a-dire 0 € A° et donc f(0) = ¢(0).

Corrigé 44

Soit f : RN x R dans R. On munit RP de sa tribu borélienne (pour tout p € N*). on suppose que f est mesurable

par rapport & z € RY, pour tout yy € R, et que f est continue a gauche par rapport a y € R, pour tout z € RV,

Pourn > letp € Z, on pose : ag = £, p € Z; on définit la fonction fnom>1,de RN x R dans R par:
fn(wvy) = f(wvaZ)v siy € [agaazl-&-l[

On se limitea NV = 1.

1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +o0.

corrigé
Soit (z,y)" € R%. Pour tout n € N*, ona donc fr(z,y) = f(z, 2)avec 2 <y < £ + % Noter que x et y sont
fixés et que p dépend de n. Quand n — oo, onadonc £ — y avec £ < y. Comme f(x, -) est continue a gauche
eny, onadonc f(z,2) = f(x,y) quand n — oo, c’est-a-dire f,,(x,y) — f(z,y) quand n — oo.

2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que Ax B € B(R?)si A, B € B(R).
Ceci est démontré dans I’exercice 2.6 page 43.]

corrigé
Soit n € N*. Pour p € Z, on pose g, = f(-, %) On a donc, par hypothese, g, mesurable de R dans R.

Soit C' € B(R). Soit (z,y)" € R?. Il existe donc p € Z t.q. y € [, %[ On aalors fp,(x,y) = gp(x) et donc
fu(z,y) € C sietseulement g,(z) € C. On en déduit que :
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_ _ p p+1
fn 1(0) = UPEZ(gp 1(0) X [57 n D
Comme g, est mesurable, ona g, ' (C) € B(R). Ona aussi [Z, PEl[e B(R) et donc g, 1 (O) x [, pi—l[e B(R?)

P
(ceci est démontré dans I’exercice 2.6 page 43). Comme B (H%Q) gst stable par union dénombrable, on en déduit
[ H(C) € B(R?) et donc f,, mesurable de R? dans R.

3. Montrer que f est mesurable.

corrigé

Comme f,, mesurable pour tout n. € N* et que f,,(z,y) — f(z,v), quand n — oo, pour tout (z,3)" € R2, la
propriété 3 de la proposition 3.5 donne que f est mesurable (de R? dans R).

Corrigé 45 (Tribu de Borel sur B(R . ))
1. Montrer que {[0, B[, 3 € R* } engendre B(R..).

corrigé

Onnote C; = {[0, [, B € R }.

— Comme [0, 8] est un ouvert de R pour tout 3 € R%,onaC; C B(R,) etdonc T(C;) C B(Ry).

— Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[3, o], 5 € R} C T'(C1).
Comme [0, oo] = [0, 1[U[1, 00] € T'(C1), on a aussi {[a, 00], @ € Ry} C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[«, 8], a, 8 € Ry, a < 8} C T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]a, 5[, o, 8 € Ry, a < 5} C T(Cy) et
{1B8,00],B€ Ry} CT(Cy).
Comme tout ouvert de R, est une réunion au plus dénombrable d’intervalles du type Je, B[ (avec a, B €
R, NQ), [0, 8] (avec B € R NQ)et]B,00] (avec B € Ry NQ), on en déduit que tout ouvert de R, est dans
T(Cy) etdonc B(Ry) C T(Cy).

On a bien montré que B(R, ) = T(Cy).

2. Montrer que {[0, 8], 3 € Q N R% } engendre B(R).

corrigé
On note C; = {[0, B[, € QNRZ}. Si B € R, on remarque que [0, B[= Uacgnry a<pl0, @]. On en déduit
que [0, B[€ T'(C2). Onadonc C; C T(C2) et T(C1) C T(Ca).

Comme T'(C;) = B(R ), onaaussi T(C2) = B(R,).

3. Montrer que {]0, B[, 3 € R% } n’engendre pas B(R ).

corrigé
On prend un ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu 7" sur £ différente de P(E) (par exemple,
T = {0, E}). Soitalors A C E, A ¢ T. On définit f de E dans Ry par f(z) = cosiz € Aet f(x) = 0si
x ¢ A.Comme A ¢ T, la fonction f est non mesurable. On a pourtant f~*(]0, 8[) = @ € T pour tout 8 € R}
Ceci montre que {]0, 3], 3 € R* } n’engendre pas B(R.).
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Corrigé 46
Soit f une fonction mesurable de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée 5(RR)). On se propose de
montrer que le graphe de f est un borélien de R2. On admettra le résultat suivant, vu en TD :

A,B € B(R) = A x B € B(R?). (14.1)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour z,y € R, on pose F(z,y) = f(z) et H(x,y) = v.
1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.
corrigé
Soit A € B(R).Ona F~1(A) = f~1(A) x R. Comme f est mesurable, f~1(A4) € B(R). Comme R € B(R),
(14.1) donne f~1(A) x R € B(R?) etdonc F~1(A) € B(R?). On a donc F mesurable de R? dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniére semblable en remarquant que H'(A) = R x A (ou en
utilisant la continuité de H).

2. Onpose G(f) = {(z,y)t € R?;y = f(x)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer que G(f) € B(R?).

corrigé

L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc F' — H mesurable. On en déduit que
G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F — H)~1({0}) et {0} € B(R).

Corrigé 47 (mesurabilité au sens de Lusin)

Soit m une mesure sur B(RY), finie sur les compacts de R™. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement
réguliére (c’est-a-dire que pour tout A € B(R) et pour tout & > 0, il existe F' fermé et O ouvertt.q. F C A C O
etm(O\ F) <e).

Soit f € RY — R. On dit que f est “mesurable au sens de Lusin" si pour tout compact K et pour tout £ > 0, il
existe K1 compact, K1 C K, tq. m(K \ K1) <cet fj,. € C(K1,R).

1. On suppose, dans cette question, que f = 14 avec A € B(R™). Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.
[Construire K7 avec K, F et O, ot F' et O sont donnés par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

corrigé
Soit K compact et > 0. Par la régularité de m, il existe F' fermé et O ouvertt.q. ' C A C Oetm(O\ F) < e.
Onprend K1 = (KN F)U (K NO°).

Les ensembles K N F' et K N O¢ sont fermés (car I’intersection d’un compact et d’un fermé est un compact).
L’ensemble K est donc compact car il est I'union de deux compacts. Comme K; = K \ (O \ F), on a bien
KiCKet(K\K;) C(O\F).Onendéduitm(K \ K1) <m(O\F) <e.

On montre maintenant que f|,. € C(K1,R). Soit z € K;. On distingue deux cas :

Premier cas. Si z € K N F, on aalors z € O. Comme O est ouvert il existe ¢ t.q. B(z,d) C O (ot B(z,9) est
la boule ouverte de centre z et de rayon d). On a donc K1 N B(z,d) C K NF C A. Ce qui prouve que fj,. est
constante et égale a 1 sur Ky N B(z, d) et donc 1 K, ©st continue en x (car constante dans un voisinage de x).

Deuxieéme cas. Si z € K N O, on raisonne de maniére similaire. On a x € F°. Comme F° est ouvert il existe
6 tq. B(z,6) C F°. Onadonc Ky N B(z,0) C K NO° C A°. Ce qui prouve que f|, est constante et égale a
0 sur K1 N B(x,0) etdonc f|,. est continue en x.
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2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € E(RYN, B(R™)). Montrer que f est mesurable
au sens de Lusin.

corrigé
Nl existe n € N*, Ay,..., A, € BRY) etai,...,an, € Rtq. f =" a;la,.Onpose f; = 1y, de sorte
que f =", aifi.

Soit K compact et ¢ > 0. Par la question 1, pour tout i € {1,...,n}, il existe Kfi) compact, Kfi) C K, tq.
m(K \ KY)) <e/net(fi) . € C(K{Z),R). On prend alors :
Ky

Ky = KW,

On a bien K compact (car intersection de compacts), K3 C K. On a aussi (K \ K1) = Ul (K \ Ky)) et
donc : .
m(E\ ) < m(K\K{") <e.
i=1
Enfin, f|, est continue car fj, = S ai(fi)|x, et (fi)|x, est continue (puisque (f;) . est continue et

K, c Ky,

K

3. On suppose que f est mesurable (c’est-d-dire f € M(RY, B(R™)). Montrer que f est mesurable au sens de
Lusin. [On rappelle qu’une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le
théoreme d’Egorov, Théoréme 3.2, et la question précédente.]

corrigé

Comme f € M(RY, B(RY)), il existe (f,)neny C ERY, B(RM)) t.q. fn — f p.p..

Soit K compact et € > 0. Par la question 2, pour tout n € N, il existe Kfn) compact, Kfm C K, tq.m(K\
Kfm) <27"et (fn) € C(KE"),R). On prend tout d’abord :

‘KYL)
Ko=n K( )
2 neNH .

On a bien K5 compact (car intersection de compacts), Ko C K. On a aussi (K \ K2) = Upen(K \ Kf")) et

donc m(K \ K3) <> cnm(K\ K{n)) < 2¢. Enfin, (f,)|,, est continue pour tout n € N.

Pour trouver K, on utilise maintenant théoréme d’Egorov. Comme f,, — f p.p. sur K et que m(K3) < oo, il
existe A € B(R") t.q. A C Ky, m(K3 \ A) <ceet f, — f uniformément sur A. En utilisant la régularité de m
, on trouve aussi F' C A, F' fermé et m(A \ F') < e. On prend alors K; = F.

On a bien K; compact (car K est fermé dans le compact K3), K; C K.Ona (K \ K1) = (K \ K2) U (K3 \
A) U (A\ F)etdonc m(K \ K1) < 4e. Enfin f}, est continue car f, est limite uniforme de la suite de
fonctions continues ((fn)|,, Jnen-

Corrigé 48 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)

309



Dans cet exercice, on démontre le théoréme 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilités (2, A, P). On veut veut montrer que Y est mesurable par rapport 2 la tribu engendrée par X (notée
7(X) si et seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire , plus
précisément, que Y = f o X).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ou f est une fonction borélienne de R dans R, alors Y est 7(X)-
mesurable.

corrigé
On rappelle que la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~1(B), B € B(R)}.
Soit B € B(R),ona Y ~}(B) = X~}(f~1(B)). Comme f est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R,

ot R est muni de la tribu borélienne), on a f~!(B) € B(R) et donc X ~1(f~1(B)) € 7(X). Ce qui prouve que
T est 7(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y™ est 7(X )-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; # aj pour j # k et une suite
d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y= ajla,.
i

On suppose aussi que U; A; = 2. Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu’il existe une fonction borélienne
f:R—=RtellequeY = f(X).

corrigé
Soit j € N. Comme les A; sont disjoints deux a deux, a; # ap sit # ketU;A; = Q,ona A; = Y‘l({aj}).
Comme {a;} € B(R) et Y est 7-mesurable, on en déduit que A; € 7(X). (On rappelle aussi que 7(X) C A
car X est une v.a. sur (£2, 4, P).)

Pour tout 4, il existe B; € B(R) t.q. A; = X~ 1(B;) (car A; € 7(X)). Comme les A; sont disjoints deux a deux,
ona,sii# j, B;NB;NIm(X) =0 (avec Im(X) = {X(w), w € Q}). On peut donc supposer les B; disjoints
deux a deux en remplagant chaque B; (¢ > 0) par B; \ U;<; B;.

On pose f = >, a;1p,. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R. Si w € €, il existe i t.q.
w e A; (car Q =U;A;), onadonc X (w) € B; etdonc f(X(w)) = a; =Y (w). Ce qui donne bien f(X) =Y.

3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢,, : R — R par: ¢, (z) = %[nz] ol [-] désigne la partie entiére. ([z] est
le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

(a) Montrer que, pour tout x € R, ¢,,(x) converge vers z, quand n — oo.
corrigé
Soit € R. Pour toutn € N*, ona 0 < nz — [nz] < letdonc 0 < z — ¢, () < % Ce qui prouve que
¢n(x) — 2 quand n — oco.

(b) On pose Y,, = ¢,,(Y'). Montrer que Y,, est 7(X) mesurable.
corrigé

On remarque tout d’abord que ¢; est borélienne. En effet, pour p € Z, on a ¢ ' ({p}) = [p,p + 1] € B(R).
Puis, pour B € B(R), on a
¢1_1(B) = Upeznalp,p + 1[€ B(R).
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4.

Soit n € N*. Comme x +— nz est continue, c’est une application borélienne. Par composition (et produit par
(1/mn)), on en déduit que la fonction ¢,, est borélienne. On montre alors que Y, est 7(X )-mesurable, comme
dans la premigre question car, pour B € B(R),ona Y, }(B) = Y ~1(¢;;}(B)) € 7(X).

n

Terminer la preuve du théoreme.

corrigé
Soit n € N*. Comme I’ensemble des valeurs prises par Y,, (définie dans la troisiéme question) est au plus
dénombrable, on peut appliquer la deuxieéme question. On obtient I’existence de f,, : R — R, borélienne, t.q.

Y, = fn(X).

On note A I’ensemble des réels x pour lesquels la suite ( f,,(x)),en+ est convergente. A est donc aussi I’ensemble
des réels x pour lesquels la suite (f,,(x))nen+ est de Cauchy. On en déduit que A € B(R) car A peut s’écrire :

_ 11
A = Npens Unens Mpog>n (fp — fo) 1([—57 ﬁ])‘

On pose maintenant f(x) = lim,,_,o fn(x) siz € Aet f(x) = 0siz € A° La fonction f est borélienne car f
est limite simple des fonction boréliennes f,, 14 quand n — .

Enfin, siw € 2, ona Y, (w) = f,(X(w)). La troisitme question donne que Y,,(w) = ¢, (Y (w)) — Y (w).
On a donc X (w) € A etdonc f,(X(w)) — f(X(w)). Ceci donne Y (w) = f(X(w)). On a bien montré que
Y = f(X) avec f borélienne.

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px laloi de X.

. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que

Px(f=g) =1

corrigé
Soit B = {z € R, f(x) = g(z)}.Ona B = (f — g)"*({0}) € BR).Siw € Q,ona f(X(w)) = g(X(w)) =
Y (w) et donc X (w) € B. Ceci prouve que X }(B) = Q et donc que Px(B) = P(X~1(B)) = 1, ¢’est-a-dire
Px(f=g)=1

Corrigé 49 (Composition de v.a.)

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé. Soit NV une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y;,)nen une suite de
variables alélatoires réelles. (c’est-a-dire a valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens). On définit Z par

VweQ, Z(w) =Yy (w).

Montrer que Z est une variable aléatoire.

corrigé

Soit B € B(R). Pour n € N, on pose :

et

A, ={N=n}={weQ, Nw)=n}
B, =Y, YB)={Y, € B} = {w e, Y,(w) € B}

n
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(Notre que I’ensemble des A,,, n € N*, forme une partition de €2.) On va montrer que Z~1(B) = U,en+ (4,NBy,).
En effet, pour tout w € Q, onaw € Ay, et, siw € Z7H(B), ona Z(w) = Yy(,)(w) € B. On a donc
w € An(w) N By (w)» ce qui donne bien w € Upen- (A, N By).

Réciproquement, si w € Upen+ (4, N By,), il existe n € N* t.q.w € A, N By,. On a donc Z(w) = Y, (w) € B.
On a bien montré que Z~1(B) = Upen- (4, N By).

Comme N et Y,, sont des v.ar.,ona A,, B, € A, pour tout n € N*. On en déduit que Z~1(B) € A. Ceci donne
bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z = > . 14, Y.

Corrigé 50 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes)

Soit (E, A, P) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 événements) Soit Ay, Ay € A. Montrer que A; et Ay sont indépendants (c’est-a-dire
P(A1NAs) = P(A1)P(A3)) si et seulement si les tribus 7({ A1 }) et 7({ A2}) sont indépendantes (c’est-a-dire
P(Bl n Bz) = P(Bl)P(BQ) pour tout By € T({Al}) et By € T({Ag}))

corrigé
Ona7({A:}) = {0, A1, A7, E} et 7({A2}) = {0, A2, A5, E}.
Si les tribus 7({ A1 }) et 7({A2}) sont indépendantes on donc :

P(B; N By) = P(B1)P(By) pour tout By € {0, Ay, A{, E} et tout {0, Ao, A, E'}. (14.2)

En prenant, dans (14.2), By = A; et B, = As, on en déduit que A; et A sont indépendants.

Réciproquement, on suppose que A; et Ay sont indépendants. Pour montrer que 7({A41}) et 7({A42}) sont
indépendantes, il suffit de montrer (14.2). On remarque tout d’abord que (14.2) est vraie si By = () ou E et si
By = ) ou E (’hypothese d’indépendance de A; et Ay est méme inutile). Puis, on remarque que I’hypothese
d’indépendance de A; et Ay donne que (14.2) est vraie si By = A; et By = As. Enfin, on remarque que C et
C5 indépendants implique que C; et C sont indépendants. En effet, on a :

P(CiNC5) = P(C1\ (C1NCy)) = P(Cy) — P(C1NCy).
Comme C; et Cy sont indépendants, on en déduit :
P(C1NCS) = P(Cy) — P(C1)P(Cy) = P(Cy)(1 — P(Cy)) = P(C1)P(CS).

En appliquant cette propriété avec C; = A; et Cy = Ag, on montre donc que A; et A5 sont indépendants. En
prenant maintenant C; = A§ et Cy = A;, on montre alors que A et A$ sont indépendants. Enfin, En prenant
C; = Az et Co = Aj, on montre que A§ et A, sont indépendants. On a ainsi montré que (14.2) est vraie,
c’est-a-dire que les tribus 7({A1}) et 7({A2}) sont indépendantes.

2. (Indépendance de n événements, n > 2) Soitn > 2, A;,..., A, € A. Montrer que les événements A1, ..., A,
vérifient “P(MN;erA;) = [[;e; P(A;) pour tout I C {1,...,n}" si et seulement si les tribus 7({A1}),...,
7({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(N}'_, B;) = [[\—, P(B;) pour tout B; € 7({4;}),i € {1,...,n}).

corrigé
Pour p € {0, ..., n}, on introduit la propriété P, suivante :

P(N_,B;) = HP(BZ-) si B; € T({A;}) pouri < pet
i=1
B; € {0, A;, E} pour i > p.
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Il est facile de voir que la propriété Py est équivalente a “P(M;cr A;) = [[;c; P(Aq) pourtout I C {1,...,n}".
La propriété P, signifie que les tribus 7({A1}), ..., 7({A4,}) sont indépendantes.

Le fait que P,, implique Py est immédiat. On suppose maintenant que P, est vérifiée et va montrer que P,
est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence sur p. On suppose donc que P,_; est vérifiée pour un p €
{1,...,n} et on doit montrer que P, est vérifiée. Pour montrer que P, est vérifiée, il suffit de prendre les B;
tq. B; € T({A;}) pouri < p—1, B, = Aj et B; € {0, A;, E'} pour i < p et de montrer que P(N}_; B;) =
[, P(B;) (car les autres choix de B, sont directement donnés par P,_1). Or, on a, pour ce choix des B; :

P(ﬁ?lei) = P(ﬂ?lei) - P(ﬂ?=1Di)7
avec C; = D; = B;sii # p,Cp, = Eet D, = A,. Enutilisant P,_1 on a P(NI_,C;) = [[i—, P(C;) et
P(N_,D;) =TI, P(D;) etdonc :
P(M,B:) = (][ P(B)(P(E) — P(4,))
i#p

= ([ PB))P(45) = H P(Bi).

i#p

On a ainsi montré que P, est vérifiée. Par récurrence (finie) sur p, on montre donc que P,, est vérifiée, ce qui
prouve que les tribus 7({A1}),...,7({4,}) sont indépendantes.

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que 1’on peut avoir n évévements, notés Ay, ..., A,, indépen-
dants deux a deux, sans que les événements Ay, ..., A, soient indépendants.
corrigé

On prend, par exemple, E = {1,2,3,4}, A = P(E) et P donnée par P({i}) = 1, pouri € {1,2,3,4}. Puis,
on choisit A; = {1,2}, Ay = {1,3} et A3 = {2,3}. Les trois évévements A;, A, A3 sont bien indépendants
deux a deux (car P(A; N A;) = P(A;)P(A;) = §si4,j € {1,2,3}, i # j) mais ne sont pas indépendants car
0=P(A N Ay N Az) # § = P(A1)P(Az) P(A3).

4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € As et que A; et A sont deux tribus indépendantes (et contenues dans .4).
Montrer que P(A) € {0,1}.
corrigé
Comme A € Ay, A € A; et que A; et Ay sont deux tribus indépendantes, on doit avoir P(A N A) =
P(A)P(A), c’est-a-dire P(A)(1 — P(A)) = 0 etdonc P(A) € {0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les éléments de A.

corrigé

Si A est indépendant de tous les éléments de A, A est indépendant avec lui méme. On en déduit, comme 2 la
question précédente que P(A) € {0, 1}.
Réciproquement, on suppose maintenant que P(A) € {0, 1} et on distingue deux cas.

Premier cas. On suppose que P(A) = 0. On a alors pour tout B € A, AN B C A et donc (par monotonie de P)
0 < P(ANB) < P(A) =0.0nen déduit P(ANB) =0 = P(A)P(B). Ce qui prouve que A est indépendant
de tous les éléments de A.
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Deuxieéme cas. On suppose que P(A) = 1. On a alors P(A°) = 0 et, pour tout B € A, P(AN B)
1—-P((ANB)°) =1 — P(A° U B¢). Or (par monotonie et o-sous addivité de P) P(B°) < P(A°U B°)
P(A%)+P(B¢) = P(B¢).Donc, P(A°UB¢) = P(B¢)etdonc P(ANB) = 1-P(B¢) = P(B) = P(A)P(B).
Ce qui prouve que A est indépendant de tous les éléments de A.

IA

5.So0itn > let Ay,..., A, € A. Montrer que les événements A1, ..., A, sont indépendants si et seulement si
lesva.ly,,...,14, sontindépendantes.

corrigé

Si X est une v.a.r, la tribu engendrée par X est 7(X) = {X~1(B), B € B(R)}. Pour A € A, on a donc

7(1a) = {0, A, A%, E}, c’est-a-dire 7(14) = 7({A}). L'indépendance des événements Aq,..., A, corres-

pond (par la définition 2.25) a I'indépendance des tribus 7({A1}),...,7({A1}). Lindépendance des v.a.r.

la,,...,14, correspond (par la définition 3.12) ) a I'indépendance des tribus 7(14,),...,7(14,). Comme
7({A;}) = 7(14,), pour tout 4, on en déduit que les événements A, ..., A, sont indépendants si et seulement
silesva.1la,,...,14, sontindépendantes.

Corrigé 51 (De loi uniforme a loi donnée)
Soit (E, A, P) un espace de probabilités, X une v.a.r. et U une v.a.r. de loi ([0, 1]). Soit F la fonction de réparti-
tionde X (i.e. F(z) = P(X < z) pour z € R). Pour v € R, on définit G(u) de la manigre suivante :

G(u) = inf{z € R; F(z) > u}, siu €]0,1],
G(u) =0, siu €]0,1].

Onpose Y = G(U) (c’est-a-dire Y (w) = G(U(w)) pour tout w € E).

1. Soit u €]0, 1], montrer que

{z eR; F(z) >u} #0, inf{z e R; F(z) >u} e Ret{z € R; F(z) > u} = [G(u), +0].

2. Montrer que Y est une v.a.r..

3. Montrer que Y a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < z) = P(U < F(x)), pour tout
reR.]

corrigé
En attente

Corrigé 52 (Convergence en mesure) (xx)
Soient (£, T, m) un espace mesuré, (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de £ dans R.

1. Montrer que si il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,),cn converge en mesure vers f
et g, alors f = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 > 0, m({x € E; |f(x) — g(x)| > §}) = 0].

corrigé
Pourh : E — Retd > 0, on note toujours {h > 6} = {z € E; h(z) > d}, {h >} ={x € E; h(z) > 0},
{h<dé}={zeE;h(z)<d}et{h<d}={z e FE;h(z) <}

Soitd > 0. Pour tout z € Eettoutn € N,ona |f(z) —g(z)| < |f(x) — fu(x)| + |fn(z) — g(z)|. On en déduit
{f = fal <5300 {|fn — 9l < 5} C{If — g| < 6} etdonc, en passant au complémentaire,
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UF =0l >0} CIf ~ ful > S3ULISn — gl > 2}, (143)

Par sous additivité de m, on a donc m({|f — g| > 0}) < m({|f — fal > §}) + m({|f» — 9| > $}). En passant
a la limite quand n — oo, on en déduit m({|f — g| > ¢}) = 0.

On remarque maintenant que {z € E; f(z) # g(z)} = {|f — g| > 0} = Unen+{|f — g/ > L} et donc, par
o-sous additivité de m, on obtient m({z € E; f(z) # g(2)}) < >0 ym({|f —g| > 1}) =0etdonc f =g
p-p..

. Montrer que si (f,)nen C M converge en mesure vers f € M et (g,)nen C M converge en mesure vers
g € M, alors (fn, + gn)nen C M converge en mesure vers f + g € M.

corrigé
Soit § > 0. En reprenant la démonstration de (14.3), on montre que

U 49— U+ 9l > 8 U7~ ful > J3Ullg —gal > 2}

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f +g— (fn+gn)| > 0}) < m{|f— ful > 1) +m{lg—gnl > §})
et donc que m({|f + g — (fn + gn)| > 0}) — 0 quand n — co. On a bien montré que f, + g, — f + gen
mesure quand n — oo.

. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (f,)nen C M converge en mesure vers
f € Met(gn)nen C M converge en mesure vers g, alors (f,, gn )nen C M converge en mesure vers f g € M.
[On pourra commencer par montrer que, si (fn)nen C M converge en mesure vers f € M, alors, pour tout
€ > 0, il existe ng et ko € N tels que, sin > ng et k > ko, onam({z € E; |fn(x)| > k}) < €]. Donner un
contre-exemple au résultat précédent lorsque m(E) = oco.

corrigé
Pour k € Netn € N, la démonstration de (14.3) donne ici {| f,,| > k} C {|f| > £} U{|f, — f| > &} et donc

k k
m({|fnl > k}) <m({[f| > 5}) +m({|fn — f] > 5}- (14.4)
On pose A, = {|f| > %} Ona (Ag)ken C T, Apt1 C Ay pour tout k& € N et NpenAr = 0 (car f prend ses

valeurs dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(Ay) < oo (pour tout k) et on peut appliquer la continuité
décroissante de m. Elle donne :

m(Ag) — 0, quand n — oo. (14.5)

Soit € > 0. Par (14.5), il existe kg € N t.q. m(Ay,) < §. Par la convergence en mesure de f,, vers f, il existe
alors ng t.q. m({|fn — f| > ’“2—0} < £ pour tout n > ng et I'inégalité (14.4) donne m({|fn| > ko}) < e si
n > ng. On en déduit (comme {|f,| > k} C {|fn] > ko} sik > ko) :

n>no, k> ko= m({|fa] > k}) <e. (14.6)

On montre maintenant que f, g, — fg en mesure.
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Soit 6 > 0, on veut montrer que m({|fngn — fg| > d} — 0 quand n — oco. Pour cela, on remarque que
|fugn = 9l < [fullgn — 9| + 1]l fn — f|. Pour k € N*, on a donc

0 1
{|fn| Sk}mﬂgn*g‘ < ﬁ}m{|g| Sk}mﬂfn*f‘ < ﬁ}cﬂfngn*fm S‘S}

et, en passant au complémentaire,
0 0
{‘fngn - fg‘ > 6} C {‘fn| > k} U {‘gn _g| > %} U {|g| > k} U {|fn - f| > ﬂ}a
ce qui donne
4
m({|fngn - fgl > 6}) < m({|fn| > k}) + m({|gn - g‘ > 7]{})

+m({lgl > k}) + m({lfa = f| > 55 })-

14.7)

Soit ¢ > 0. Il existe kg et ng de maniére a avoir (14.6). En utilisant (14.5) avec g au lieu de f, il existe aussi k1
t.q. m({|g| > k}) < e pour k > k;. On choisit alors k = max{ko, k1 }. En utilisant la convergence en mesure
de f, vers f etde g, vers g, il existe ny t.q. m({|g, — g| > & }) < ecetm({|fn— f| > £ }) < e pourn > n;.
Finalement, avec no = max{ng,n;} on obtient :

n 2 no = m({|fngn - fg| > 6}) § de.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f, g, vers fg, quand n — co.

Pour obtenir un contre-exemple a ce résultat si m(E) = oo, on prend (E,T,m) = (R, B(R), ). Pourn > 1
on définit f, par f,(z) = L pour tout z € R et on définit g,, par g,(z) = z pour tout 2 € R. Il est clair

n

que f, — 0 en mesure, g, — ¢ en mesure, avec g(z) = x pour tout z € R, et f,g, /4 0 en mesure car
m({|fngn| > 0}) = oo pour tout n € N* et tout § > 0.

Corrigé 53 (Convergence presque uniforme et convergence p.p.)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de F dans R)
et f € M. On suppose que f, — f presque uniformément (c’est a dire que pour tout ¢ > 0 il existe A € T t.q.
m(A) <ceet f, — f uniformément sur A¢). Montrer que f,, — f p.p., quand n — oo.

corrigé
Soit A,, € T t.q. m(A,) < % et f, — f uniformément sur AS. On pose A = Nyen+ Ay, de sorte que A € T et
m(A) = 0 carm(A) < m(A4,) < L pour tout n € N*.
Soit x € A, il existe n € N* t.q. ¢ € A, eton adonc f,(z) — f(z) quand n — oo. Comme m(A) = 0, ceci
donne bien f,, — f p.p., quand n — oc.

Corrigé 54 (Théoreme d’Egorov) (xx)

Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, (f,,),en une suite de fonctions mesurables de F dans R, et f une fonction
mesurable de E dans R. On suppose que f, — f p.p., lorsque n — +00.

Pour j € N* et n € N, on définit :

1
Ang = {5 1F(@) = fal@)| 2 5}, et B = U 4. (14.8)

p>n
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1. Montrer que & j fixé, lim m(B, ;) =0.

—+00

corrigé
On remarque d’abord que A, ; = (|f — ful)~ ([ oo[) € T car |f — fn| € M.Onadoncaussi B, ; € T.

D’autre part, comme f, — f p.p., lorsque n — +o0, il existe C' € T t.q. m(C) = O et f,,(x) — f(x), quand
n — oo, pour tout z € C°.

On va montrer que m(B,, ;) — 0, quand n — oo (on rappelle que j € N* est fixé), en utilisant la continuité dé-
croissante de m. On remarque en effet que m(B,, ;) < oo (pour tout n € N) car m(E) < oo (et ¢’est seulement
ici que cette hypothese est utile), puis que B,, 11 ; C B, ; pour tout n € N. La continuité de décroissante de m
donne donc

m(ij) — m(m7lENBn,j)~
Or,six € NyenByp,j, onax € B, ; pour tout n € N. Donc, pour tout n € N, il existe p > n t.q. x € A, ;,
c’est-a-dire |f(x) — fn(z)| > % Comme j est fixé, ceci montre que f,(z) 4 f(x) quand n — oo, et donc que

x € C. On en déduit que NpenBy,; C C et donc que m(NpenByp,;) = 0 et finalement que m(B,, ;) — 0,
quand n — oo.

2. Montrer que, pour tout £ > 0, il existe A tel que m(A) < ¢ et f,, — f uniformément sur A° lorsque n — +o0.
En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.2).

[On cherchera A sous la forme : U By, j, avec un choix judicieux de n;.]
jEN*

corrigé
Soite > 0. pour tout j € N*, la question précédente donne qu’il existe n(j) € N t.q. m(B, ;) < 57. On pose
B = Ujen+ Bp(j),;> de sorte que B € T et, par o-sous additivit€ de m :

o0 oo €
) < Z Bu).g) < Z DY
= o
On montre maintenant que f, — f uniformémement sur B¢ (ce qui conclut la question en prenant A = B).
Comme B = Ujens (Up>n(j) Ap, j) on a, en passant au complémentaire, B¢ = Njen+ (Np>n(j) Ay ;)-

Soit > 0. Il existe j € N* tq = < n. Soitx € B¢, comme x € Np>y () A7
p > n(j), c’est-a-dire :

[
.o onadoncz € Am pour tout

. 1
pzn(j) = |fuz) = fl2)] < S0
Comme n(j) ne dépend que de j (et donc que de 7)) et pas de x € B¢, ceci prouve la convergence uniforme de

fn vers f sur B¢,

3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question précédente.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (]0,1[, B(]0, 1[, ) (plus précisément, X est ici la restriction a B(]0, 1[) de
A, qui est une mesure sur 5(RR)).
Pour n € N*, on prend f,, = 1jy 1(, de sorte que f, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,(x) — 0 pour tout
z €]0,1]). '
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Soit maintenant B € B(]0, 1]) t.q. A(B) = 0. On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément vers 0 sur
B¢ (ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendre ¢ = 0 dans la question précédente, c’est-a-dire ¢ = 0 dans le
théoreme d’Egorov).

Soit n € N*, Il est clair que B°N]0, 1 [ 0 (car sinon, 0, 1 [C Betdonc £ = A(]0, 1[) < A(B) = 0). Il existe
donc z € B°t.q. fo(x) = 1. Onadonc

sup |fn(z)| =1,
reBe

ce qui prouve bien que f,, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oo.

. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théoreme d’Egorov est faux lorsque m(E) = +o0.

corrigé
On prend, par exemple, (E,T,m) = (R, B(R)A).

Pour n € N, on prend f,, = 13, 11, de sorte que f,, — 0 p.p., quand n — oo (et méme, f,,(x) — 0 pour tout
x € R).

Soit maintenant 0 < € < 1 et B € B(R) t.q. A\(B) < . On va montrer que f,, ne peut pas tendre uniformément
vers 0 sur B¢ (ceci prouve bien que théoréme d’Egorov peut étre mis en défaut si m(E) = oo).

Soitn € N, 1l est clair que B°N|n, n + 1[# @ (car sinon, |n,n + 1[C Betdonc 1 = A(Jn,n+ 1) < A(B) < e,
en contradiction avec € < 1). Il existe donc « € B€ t.q. f, () = 1. On a donc

sup | fn(2)] =1,
r€B*°

ce qui prouve bien que f;,, ne tends pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — oo.

Corrigé 55 (Convergence en mesure et convergence p.p.)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)necn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction
mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite ( f,,)nen converge en mesure vers f si :

Ve >0, nll}rfoom({as € E;|fn(z) — f(x)] >e})=0. (14.9)

1. On suppose ici que m(F) < +oo.

(a) Montrer que si (f5,)nen tend vers f presque partout, alors ( f,, )nen tend vers f en mesure [Utiliser le théoréme
d’Egorov.]

corrigé
Soit ¢ > 0, on veut montrer que m({|f, — f| > €}) = m({z € E;|fun(z) — f(z)| > €}) — 0, quand
n — 00, ¢’est-a-dire que
Y6 > 0, 3ng, tq.
n>ng = m{|fn— f| >¢e}) <4

Soit donc & > 0. D’aprés le théoréme d’Egorov (théoréme 3.2 page 63), il existe A € T t.q. m(A) < ¢
et f, — f uniformément sur A°. La convergence uniforme sur A° nous donne donc I’existence de ng t.q.,
| fr(x) — f(x)| < € pour tout x € A, sin > ng. On a donc, pour n > ng, {|fn — f| > €} C A, et donc
m({|fn — f| > €}) < m(A) < 6. On a bien montré (14.10) et donc la convergence en mesure de f,, vers f,
quand n — oo.

(14.10)
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(b) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

corrigé
On reprend ici un exemple vu au début de la section 4.7 pour montrer que la convergence dans L' n’entraine
pas la convergence presque partout.

On prend (E,T,m) = ([0, 1], B([0,1]), A) (on a bien m(FE) < oo) et on construit ainsi la suite (f,,)nen :

Soit n € N. 1l existe un unique p € N* et w <n< @. On pose alors k = n — w et on prend
fn = 1& w1y 1l faut noter ici que k + 1 < % - @ = pet donc % <1.

k

P’ P
Lorsque n — 0o, ona p — oo et donc m({|f,| > 0}) = % — 0. Ce qui prouve, en particulier, que f,, — 0
en mesure, quand n — oo.

Enfin, on remarque que, pour tout = € [0, 1], f,(x) # 0 quand n — co. En effet, soit z € [0, 1. Soitn € N.

On choisit p € N* t.q. @ > mn,ilexistealors k e Nt 0 <k <p—1letx € [g, %[, de sorte que
fom)(x) = 1 en choisissant ¢(n) = w + k. On a ainsi construit (f,(,))nen, sous suite de (fr)nen
(car o(n) > n pour tout n € N) t.q. fn)(z) # 0 quand n — oco. ceci montre bien que f,(x) # 0 quand

n — oQ.

Corrigé 56 (Convergence en mesure et fonctions continues)
Soit (€2,.4,m) un espace mesuré, (X,,),en une suite de fonctions mesurables de €2 dans R et X une fonction
mesurable de €2 dans R. On suppose que X,, — X en mesure, quand n — co.

1.

Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que ¢(X,) — ¢(X) en mesure, quand
n — 0.
corrigé

En attente

. On suppose, dans cette question, que m est une probabilité (on a donc m(£2) = 1, les fonctions mesurables

sont des v.a.r. et la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soit ¢ une fonction continue de R
dans R. Montrer que ¢(X,,) — (X)) en probabilité, quand n — oco. [On pourra commencer par remarquer que
limg— 400 m({|X| > a}) =0.]

corrigé

En attente

. On prend ici (2, A,m) = (R, B(R), A). Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convena-

blement X, et X), qu’on peut avoir X,, — X en mesure (quand n — o0) et ¢(X,,) 4 ©(X) en mesure pour
certaines fonctions ¢ continues de R dans R.
corrigé

En attente

Corrigé 57 (Essentiellement uniforme versus presque uniforme)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Pour f € M, onpose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # 0, on pose
|| flloc =inf Af. Si Ay =0, on pose || f|joo = 0.
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1. Soit f € M t.q. Ay # (). Montrer que || f||oc € Ay.

corrigé

Comme Ay # (et || f]loo =

inf Ay, il existe une suite (ap)nen C Af t.q. an | || f|loc quand n — oco.

Soitn € N, de a,, € Ay on déduit qu’il existe B, € T t.q. m(B,,) = 0et|f(z)| < a,, pour tout x € B,

On pose B = UpenBp. Onadonc B € T et, par g-additivité de m, m(B) = 0 (car m(B) < Y .y m(By)).
Enfin, pour tout z € B¢ = NyenBE, on a | f(x)| < ay, pour tout n € N. En faisant n — oo, on en déduit que
|f(@)] < [fllec- Onadonc [f| < || f[lcc p-p. c’est-d-dire || f||oc € Ay

2. Soient (fn)nEN C Met f e M.

(a) On suppose, dans cette question, que || f,, — f|lcoc — 0 quand n — oo (on dit que f,, — f essentiellement

uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformément.

corrigé
Pour tout n € N, il existe A,, € T t.q. m(A4,,) = 0et |(fn — f)(@)|] < ||fn — flloo pour tout z € AE. On
pose A = UpenAp.Onadonc A € T, m(A) =0, |(fn — f)(z) < ||fn — flloo pour tout x € A¢. Comme
Ifn — flloo — 0 quand n — oo, on en déduit que f,, — f uniformément sur A¢. Enfin, comme m(A) < ¢

pour tout € > 0, on a bien montré la convergence presque uniforme de f;, vers f.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T',m), (f)nen €t f), montrer qu’on
peut avoir f,, — f presque uniformément, quand n — oo, et || fr, — flloo 7 0.

corrigé

On prend, par exemple, (£, T, m) = (R, B(R),A), f = 0et f, = 1} 1) pour tout n € N*.

Soit £ > 0. On choisit A = [0, ], de sorte que m(A) = £. On a bien f,, — 0 uniformément sur A°, quand
n — oo, car f,, = 0 sur A° pour tout n t.q. % < e.Donc, f, — f presque uniformément quand n — oco.

Mais f,, ne tends pas vers 0 essentiellement uniformément, quand n — oo, car || f,,||cc = 1 pour tout n € N*

(en effet, f, < 1surtoutR, f, = 1sur [0, 1]) et A(]0, L

‘n

— ‘n

]) > 0, pour tout n € N*).

Corrigé 58 (Mesurabilité des troncatures)

Soit (X, 7") un espace mesurable et f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours quand
on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Pour @ > 0, on définit la fonction “tronquée” :

a si f(z) >a
fa(@) =19 f(@) si [f(z)|<a
—a st f(z) < —a
Montrer que f, est mesurable.
corrigé
Soit @ > 0. On définit 7, de R dans R par :
a si s>a
T.(s)=< s si |s]<a
—a si s<—a

La fonction T, peut aussi s’écrire T,(s) = max{—a, min{a, s}} pour s € R. On remarque que la fonction T,
est continue de R dans R. Elle est donc borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, avec R muni de sa tribu

borélienne).
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Comme f, = T, o f, on en déduit que f, est mesurable car c’est la composée d’applications mesurables.

Corrigé 59 (Exemple de tribu engendrée)
Dans cet exercice, on s’intéresse a la tribu 7(X ) engendrée par la variable aléatoire X définie sur €2, muni de la
tribu A, a valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, = {1,2,3,4,5,6}, A = P(Q)) et X est la variable aléatoire
définie par X (w) = 1 lorsque w est pair, X (w) = 0 sinon. Montrer que 7(X) est formé de 4 éléments.
corrigé
Par la définition de la tribu engendrée (Définition 3.6) on a 7(X) = {X~1(4), A € B(R)}. Soit A € B(R).
Comme X 1(A4) = {w € Qtq. X(w) € A}, X~(A) ne peut prendre que 4 valeurs, selon que 0 et 1
appartiennent ou non a A. Plus précisément, on distingue 4 cas possibles :
Cas 1. 1,0 € A (c’est le cas, par exemple, si A = {0,1}). On aalors X ~1(4) = (.
Cas2.1€ Aet0 ¢ A(c’est le cas, par exemple, si A = {1}). On aalors X ~1(A4) = {2,4,6}.
Cas3.0€ Aetl ¢ A(c’estle cas, par exemple, si A = {0}). Onaalors X ~1(A4) = {1, 3,5}.
Cas4.1¢ Aet0 ¢ A(c’est le cas, par exemple, si A = )). On a alors X ~1(A) = (.

On a ainsi montré que 7(X) = {Q,{2,4,6},{1,3,5},0}.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soitn € N*, @ = {0,1}", A = P(Q)) etk € {1,--- ,n}. La variable aléatoire
X représente le k-ieme tirage, X est donc I'application w = (wy,- -+ ,wy,) — wk. Montrer que 7(X) est ici
aussi formé de 4 éléments.

corrigé
Soit A € B(R). Comme & la question précédente X ~1(A) dépend du fait que O et 1 appartiennent ou non a A.
Onpose B = {w = (w1, ,wn) € Qt.q.wp, = 1}. On a ainsi :

X~1(A) =Q,si0,1 € A(cest le cas, par exemple, si A = {0,1}),
X71(A)=B,sil € Aet0 ¢ A (cestle cas, par exemple, si A = {1}),
X71(A)=B¢si0e€ Aetl ¢ A(c’est le cas, par exemple, si A = {0}),
X71(A)=0,si1 ¢ Aet0 ¢ A (c’estle cas, par exemple, si A = {2}).
On a donc ici 7(X) = {Q, B, B¢, (}.

3. Dans cette question, on prend 2 = R, A = B(R) et, pour tout w € Q, X(w) = w — [w], ou [w] désigne la
partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n < w}. Si C est un borélien inclus dans [0, 1] (ce
qui est équivalent a dire C' € B([0, 1)), on pose ¢(C) = UkeczCk, avec C, = {x + k, z € C'}. Montrer que
7(X) = {p(C), C € B([0,1])}.

corrigé
La v.a. X prend ses valeurs dans [0, 1[. On a donc X ~1(A4) = X~1(C) avec C = AN [0,1].
) =

Soit A € B(R).
1 {AN[0,1], A € B(R)} (ceci est démontré, par exemple, dans I’exercice 2.3) on a donc :

Comme B([0, 1]
T(X) ={X"10), C € B([0,1])}.

Pour terminer la démonstration, 11 suffit donc de démontrer que X ~1(C) = (C) si C € B([0, 1[).

Soit C' € B([0,1]). Pour w € Q ona X(w) € C si et seulement w — [w] € C, c’est-a-dire si et seulement si
w=mn+zavecn € Zet z € C (on utilise ici le fait que C' C [0, 1]). Ceci montre bien que X (w) € C'si et
seulement w € ¢(C). On a donc X ~1(C) = ¢(C), ce qui termine la démonstration.
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Corrigé 60 (Fonctions constantes)

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire (réelle). Pour a € R, on pose ¢(a) =
P(X~Y(] — 00,a])) (on note souvent X (] — 00,a]) = {X < a}). La fonction ¢ est donc la fonction de
répartition de la probabilité Px.

1. Montrer que ¢ est une fonction croissante de R dans R et que lim,—, 1o (a) = 1, limg—, o (a) = 0.
corrigé

Ces propriétés ont été vues au paragraphe 2.6.3 en utilisant les propriété de monotonie et de continuité croissante
et décroissante de Px (proposition 2.3). On les redémontre ici avec les mémes propriétés de monotonie et de
continuité croissante et décroissante utilisées avec P au lieu de Px (mais cela ne change fondamentalement la
démonstration !).

Soita < b,ona {X < a} C {X < b} et donc, par monotonie de P, p(a) = P({X < a}) < P{X <a}) =
©(b). Ce qui montre bien la monotonie de (.

Pour montrer que lim,—, ;- ¢(a) = 1, on utilise la continuité croissante de P. Soit (a,)neny C R t.q. a, T
+oo (c’est-a-dire a,,11 > a, pour tout n € N et lim,_, o a, = +00). On pose A, = {X < a,}. On a
A, C A,yq pour tout n € N et UpenA,, = Q. Par continuité croissante de P (Proposition 2.3), on a donc
w(an) = P(A,) — P(2) =1 quand n — oo. Ce qui prouve que lim,_, o ¢(a) = 1.

Pour montrer que lim,—, o ¢(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de P. Soit (a,)nen C R tq.
an, | —oo (c’est-a-dire a,4+1 < a, pour tout n € N et lim,, ;o0 a,, = —00). On pose B,, = {X < a,}.Ona
B,+1 C B, pour toutn € N, P(B,,) < oo pour tout n € N et NyenBy, = 0. Par continuité décroissante de P
(Proposition 2.3), on a donc ¢(a,) = P(B,) — P(0) = 0 quand n — oo. Ce qui prouve que lim,—,_~ p(a) =
0.

On suppose maintenant que, pour tout B € B(R),ona P(X~1(B)) =0ou 1.
2. Montrer qu’il existe « € R t.q. X = a p.s..

corrigé
On pose A = {a € R tq. p(a) < 1}. L'ensemble A est non vide, car lima—, o ¢(a) = 0. Il est majoré
car lim, 400 ¢(a) = 1. Uensemble A admet donc une borne supérieure que nous notons «. Comme ¢ est

croissante, ona ¢(a) < 3 sia < aetp(a) > 2sia> a.

On utilise maintenant le fait que P(X~!(B)) = 0 ou 1 pour tout B € B(R), on en déduit que p(a) = 0 ou
1 pour tout @ € R et donc que ¢(a) = 0sia < aety(a) = 1sia > a.Par continuité décroissante de P,
on montre alors que p(a) = P{X < a}) =1 (car {X < a} = Npen+{X < a + 1/n}) et, par continuité
croissante de P, on montre que P({X < a}) = 0 (car {X < a} = Upen+{X < a — 1/n}). On a donc
PH{X =a})=P{X <a})— P{X < a}) =1,cest-a-dire X = ap.s..

322



