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Chapitre 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré (F,T,m) (dont un exemple fondamental est (FE,T,m) = (R,

B(R), A), on voudrait généraliser la notion d’intégrale a cet espace, ¢’est-a-dire introduire une application qui a f,

fonction de E dans R, associe un réel, dépendant de la mesure m, que nous noterons [ fdm, tel que :

- Sif=14, A€T, alors [ fdm = m(A),

— L’application ainsi définie soit linéaire, c’est-a-dire que pour toutes fonctions f et g définies de F dans R,
[(af +Bg)dm = o [ fdm+ B [ gdm, ¥V (o, 8) € R2

En fait, on ne peut pas définir une telle application sur foutes les fonctions de E dans R, nous allons la définir

seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables".

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On rappelle que £ est 1’ensemble des fonctions étagées de E dans R, ne prenant
que des valeurs positives ou nulles. Si f € £, f non nulle, le lemme 3.1 nous donne, en particulier, I’existence de
(ais Ai)i=1,.n CREXTtq. AiNA; =0,sii# j,i,5 € {1,...,n},et f =31 | a;14,. D autre part, le lemme
3.2 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée positive qu’on écrit sous la forme : f = Z?:l a;la,, ol
les A; sont deux a deux disjoints et les a; sont strictement positifs, la valeur Z?:l a;m(A;) est indépendante de la
décomposition choisie. On peut donc définir I’intégrale sur £, de la maniére suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction de £, ) Soir (E,T,m) un espace mesuré et soit f de E dans R une
fonction étagée positive non nulle (c’est-a-dire f € £ ). Soient (A;);=1,...n, C T une famille de parties disjointes
deux a deux (i.e. t.q. A; NV A; = O sii # j) et nréels ay, ..., an strictement positifs tels que f :Z?:l a;la,.

On définit Iintégrale de f, qu’on note [ fdm, par: [ fdm =>""_, a;m(A;) (onadonc [ fdm € R, ). D’autre
part, si f =0, on pose [ fdm = 0.

n
Remarque 4.1 En adoptant la convention 0 X +o0o = 0, on peut aussi remarquer que si f = Z a;ly, € E4, 0l
i=1
la famille (A;);=1,..» C Testt.q. A;NA; = 0sii # j,etoulesréels ay, ..., a, sont supposés positifs seulement,
on a encore :

/fdm = aim(A;). .1
i=1
Proposition 4.1 (Propriétés de I’intégrale sur £, ) Soient f et g € E1, avet § € R%, alors :
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— linéarité positive : of + g € E4, et /(af + Bg)dm = a/fdm +ﬂ/gdm,

— monotonie : > g= [ fdm > [ gdm.

DEMONSTRATION :

11 est facile de montrer que si f € £y eta € R ona af € & et [afdm = a [ fdm. Pour montrer la
linéarité positive, il suffit donc de considérer le cas « = [ = 1 et f et g non nulles. Soit donc f, g € &,
non nulles. D’apres le lemme sur la décomposition canonique des fonctions étagées positives non nulles (lemme
3.1), on peut écrire f = > a;la, et g = Z;"zl bjlp, avec 0 < a1 < ... < an, 4; # () pour tout i,
AiNA; =0sii#5,0<b <...<by, Bj # 0pourtout j, BN B; =@ sij +# i Enposantag = by = 0,
Ag = (Up_ A et By = (Up_ Bj) onaaussi f = 3" jaila, g = > ;" bjlp, eton peut écrire f +g =
Do Deolai +b)1ainm; = 26 e (@i +b5)1ans;. avee K = {(i, j) € {0,...,n} x{0,...,m}\ (0,0)}.
Onadonc f+g € &y et [(f+g)dm = 3 ;cx(ai + bj)m(A; N B;). On en déduit [(f + g)dm =
D 2o aim(A; N By) + 370 ST o bym(AiNBy) = Y0 amm(A;) + 3001 bym(By) (car (Ao, ..., An)
et (By, ..., By,) sont des partitions de E). On a donc bien montré [(f + g)dm = [ fdm + [ gdm.

Il reste & montrer la monotonie. Soit f, g € £ t.q. f > ¢g.Onadonc f — g € £, (on rappelle que &£ est un espace
vectoriel sur R, voir la proposition 3.1) et donc la linéarité positive nous donne que [ fdm = [(f — g)dm +
[ gdm > [ gdmcar [(f — g)dm > 0.

]

Remarque 4.2

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de 1’intégrale sur £, est que, si f € £, pour n’importe quelle
n

décompositionde f : f = ZailAi €&, a1,...,an > 0et (A;)i=1,..» C T (onnesuppose plus A,NA; =0
i=1
si i # j), on a encore, par linéarité positive :

n n

/ fdm =" "a, / la, = > a;m(4;), “2)

i=1 i=1
en posant a;m(A;) =0sia; = 0.

2. Une conséquence de la monotonie de I’intégrale sur £ est que, pour tout f € £;,0ona:
[ fim =sup [ gim.g € €19 < 1),

4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir I’intégrale des fonctions de M, .

Lemme 4.1 Soient (E, T, m) un espace mesuré, (frn)nen C Ey, et g € &, tels que :
= fos1(z) > fu(x), pour tout n € N, et tout x € E,
- lim f,(x) > g(x), pour tout x € E,

n—00

alors

lim fndm > /g dm. 4.3)

n— 00

Noter que la suite ([ f,dm),en est une suite croissante de R, donc sa limite existe dans R .
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DEMONSTRATION : Pour # € F, on pose f(z) = lim,_, o f,(z) (cette limite existe et appartient 2 R ). 1l se
peut que f ¢ £, mais on a toujours f € M et les hypotheses du lemme donne f,, T f quand n — oo.

Soit v €]0, 1], on définit, pour n € N :
A, ={z e F; ag(z) < fo(x)}. 4.4)

Onadonc A, = (f, —ag)"1([0,0[) € T, A, C Apy1 (car f,, < fry1) et E = UpenA,. Eneffet, siz € E, on
distingue 2 cas :

1. Sig(xz) =0, alors z € A, pour tout n € N donc x € UpenA4p,

2.Sig(z) > 0, 0n aalors ag(x) < g(x) < lim, o fn(z). Il existe donc n, (dépendant de z) t.q. z € A,, pour
n > ng. Donc, € UyenAy.

On a donc bien montré que F = U,enA,. (Comme A,, C A, 11, pour tout n € N, on peut aussi remarquer que la
suite de fonctions (gl 4, )nen converge simplement et en croissant vers la fonction ag.)

On remarque maintenant que agla, € &y, fn € &4 et que, grice a la définition de A,, ona agly, < f,.La
monotonie de I’intégrale sur £, donne donc :

/aglAndm < /fndm. 4.5)
En utilisant la décomposition canonique de g (lemme 3.1) il existe (b;, B;)i=1,...p t.q. 0 < by < ... < by, B; # 0
pourtouti, B;NB; =0sii #jetg=> " blp,.Onadoncagla, => -, ablp,na, etdonc:
p
/ozglA”dm = Z abm(B; N Ay).
i=1
Comme Uy en(B; N A,) = B N (UpenAy) = B; N E = B;, la continuité croissante de m donne m(B; N A4,,) —

m(B;), quand n — co. On en déduit :

p P
nlgrgo / agla,dm = nh_)rrolc Z; abm(B;NA,) = Z; abm(B;) = /agdm.

On peut donc passer a la limite, quand n — oo, dans (4.5) et obtenir :

/agdm < nli_}n;o/fndm.

Enfin, la linéarité positive de 1’intégrale sur £, donne f agdm = « f gdm. On conclut la démonstration du lemme
en faisant tendre « vers 1.
[

Remarque 4.3 Dans la démonstration précédente, on a besoin de o < 1 pour pouvoir écrire ag(z) < f,,(z) pour
n > n,, avec n, € N pouvant dépendre de x. Un tel n, pourrait ne pas exister en prenant o = 1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.1.
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Lemme 4.2
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Soient deux suites ( fr,)nen et (gn)nen d’éléments de & conver-
geant simplement et en croissant vers f. On a alors :

lim [ fpdm = lim /gndm. 4.6)
n—oo n—oo

DEMONSTRATION :
On applique le lemme 4.1 avec g = gy, p fixé. On obtient f gpdm < limy, o0 f fndm. Puis, passant a la limite
quand p — 00, lim;, o f gpdm < limy, o0 f frndm. On obtient enfin (4.6) en changeant les roles de f,, et gp,.

[

Le lemme 4.2 permet donc de définir I’intégrale sur M de la maniere suivante :

Définition 4.2 (Intégrale sur M) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M. D’aprés la proposition sur
la mesurabilité positive, il existe une suite (f,)nen C Ey telle que fr, T f quand n — oo, c’est-a-dire :

— Pourtoutx € E, fp(x) — f(x), quand n — o,

— fot1(x) > fo(x), pour tout x € E, et tout n € N.

On définit I’intégrale de f en posant :

/fdm: lim [ fndm (€Ry). 4.7

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile, de I’intégrale d’une fonction mesurable positive a partir
d’intégrales de fonctions étagées positives :

Lemme 4.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Alors

[ fim =supt [ gdm.g < 29 < 1.

DEMONSTRATION : Soit (fy,)nen C &4 telle que f,, T f quand n — oco.

La monotonie de I'intégrale sur &4 donne que [ f,dm = sup{[ gdm,g € £;+,9 < fn} (voir la remarque 4.2).
Comme f,, < f, on a donc, pour toutn € N :

/fndm = sup{/gdmg €&p,9< fu} < sup{/gdm,g eéi,g< [}

La définition de [ fdm donne alors : [ fdm < sup{ [ gdm,g € 4,9 < f}.

Pour montrer I'inégalité inverse, soit g € &4 tq. g < f. Comme f, T f, le lemme 4.1 donne [ gdm <
lim, o0 [ fndm = [ fdm.Onadoncsup{ [ gdm,g € E.,9 < f} < [ fdm.

Proposition 4.2 (Propriétés de I’intégrale sur M) Soient f et g € My, aet § € RY, alors :
— linéarité positive : af + g € My, et/(af + Bg)dm = a/fdm +B/ gdm,
— monotonie : > g= [ fdm > [ gdm.
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DEMONSTRATION :
La linéarité positive se démontre de maniére trés simple a partir de la linéarité positive sur £; (proposition 4.1). et
de la définition 4.2.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.3.

Remarque 4.4 (A propos de 0 x oo ...) Soient (E, T, m) un espace mesuré et A € T t.q. m(A) = 0. On note
I 4 la fonction indicatrice de I’ensemble A. Cette fonction est définie de E dans R, par: I4(x) = +oosiz € Aet
I4(z) = 0siz ¢ A. Cette fonction est souvent notée aussi ool 4. Il est clair que T4 € M et que 14 est la limite
croissante de la suite (f,,)nen C &4 définie par f,, = nla. On en déduit, en utilisant la définition de I’intégrale
sur M, que [ Iadm = 0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.4 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € My et A€ T. Onnote fl4 € M la fonction définie par fla(x) = f(x)siz € Aet fla(z) =0
si x € A°. On définit [, fdm par [ f1adm. On suppose que m(A) = 0. Alors, [, fdm = 0.

2. Soit f, g € My t.q. f = gp.p.. Alors, [ fdm = [ gdm.
3. Soit f € My t.q. f =0p.p.. Alors [ fdm = 0.

DEMONSTRATION :

1. Soit f € My et A € Tt.q.m(A) = 0. Soit I 4 1a fonction indicatrice de ’ensemble A (définie dans la remarque
4.4). On a évidemment f14 < I4 et donc, par monotonie, f fladm = 0.

2. Soit f, g € M4 tq. f = gp.p.-Soit A€ Ttq.m(A) =0et flge = glge. Onadonc flge, glae € My
et [ flaedm = [ gl scdm. D autre part, comme [ f1ladm = [ gladm = 0, on a aussi, par linéarité positive
[ fdm = [ flacdm + [ fladm = [ f1acdm (et de méme pour g). Donc, [ fdm = [ gdm.

3.S0it f € M4 tq. f =0p.p.. Alors [ fdm = [ 0dm = 0.

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de I’intégrale a certaines fonctions non mesurables :

Définition 4.3 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f définie sur A, & valeurs dans R (resp. Ry ), avec A € T,

m(A) = 0 (on dit que | est définie p.p., car f n’est pas définie sur A).

1. f est m-mesurable (resp. m-mesurable positive) si il existe g € M (resp. g € M) t.q. f = g p.p.. (¢ est-a-dire
qu'il existe B € T t.q. m(B) =0, BD Aet f = g sur B°).

2. Soit f m-mesurable positive. On pose [ fdm = [ gdm, avec g € My t.q. f = g p.p. (noter que cette intégrale
ne dépend pas du choix de g, grdce au lemme 4.4).

Remarque 4.5 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats suivants :

1. Soit f de E dans R ou R, Alors, f € £, sietseulementsi f € M, Imf C R, et card(Imf) < oc.

2. Soit A € T t.q. m(A) = 0et f de A° dans R. Alors, f est m-mesurable si et seulement si il existe (fy, )nen C €
t.q. fn — f p.p. (voir I'exercice 4.17).

3. Soit A € T t.q. m(A) = Oet f de A° dans R,. Alors, f est m-mesurable positive si et seulement si il existe
(fr)nen C €4 tq. fn = f pp-
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Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebichev
(voir la section 4.9) en découlent immédiatement.

Lemme 4.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M ett € R% ; alors :

1
m{f>1}) < n / fdm. 4.8)

DEMONSTRATION : On définit A, = {f >t} = {x € E; f(z) >¢}.0Ona A, € T et f > t1,,. Par monotonie
de I’intégrale sur M, on en déduit ’inégalité 4.8. u

4.3 Théoreme de convergence monotone et lemme de Fatou

Théoréme 4.1 (Convergence Monotone (1)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit ( f,)nen une suite de My
t.q. fn+1(x) > fn(x), pour tout n € N et tout © € E. On pose, pour tout x € E, f(x) = lir+n fn(z) € Ry
n—-+oo

Alors f € My et : /fndm — /fdm lorsque n — +o0.

DEMONSTRATION :
Noter que si (f)nen € &4, le fait que [ f,dm — [ fdm, lorsque n — +oo, est donné par la définition de
Iintégrale sur M. La difficulté est donc ici de travailler avec (f,,)neny € M4 au lieu de (fy)nen € E+.

Comme ( fy,)neny C M converge simplement et en croissant vers f, la proposition 3.5 donne f € M. Puis, par
monotonie de ’intégrale sur M, on a

lim fndm < /fdm. 4.9)
n—+oo
Il reste donc a montrer que :
lim /fndm > /fdm. (4.10)
n——+00

Pour montrer (4.10), on va construire une suite de fonctions (g,)pen C €1 t.q gp T f, quand p — o0, et g, < fo,
pour tout p € N.

Pour tout n € N, f,, € M, ; il existe une suite de fonctions (fp p)pen C E+ t.q. frnp T frn lorsque p tend vers
~+00. On définit alors :

Gp = SUP frp 4.11)
n<p

On note que :

l.g, € &4 car g, est le sup d’un nombre fini d’éléments de £, (donc g, est mesurable, Im(g,) C Ry et
card(Im(g,)) < oo, ce qui donne g, € £4).

2. gp+1 = gp, pour tout p € N. En effet, comme f,, ,+1 > fr p (pour tout n etp), ona

Gp+1 = SUP{ fp+1,p+1,SUD frpt1} 2> SUP fpit1 > SUp frp = gp-
n<p n<p n<p

On peut donc définir, pour z € E, g(z) = lim, . gp(z) € Ry (car la suite (g,(x))pen est croissante dans
R,).
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3. g = f. En effet, on remarque que g, > f,, si n < p. On fixe n et on fait tendre p vers I’infini, on obtient
g > frn pour tout n € N. En faisant n — oo on en déduit g > f. D’autre part,on a f, , < f, < f pour tout n
et tout p. On a donc g, < f pour tout p. En faisant p — oo on en déduit g < f. On a bien montré que f = g.

4. gp < fp pour tout p € N. En effet, f, , < fr < fpsin < p.Onadonc g, = sup,,<,, fnp < fp-

Les points 1 a 3 ci dessus donnent (g,)pen € 4 et g, T f quand p — co. Donc, la définition de I’intégrale sur
M donne [ fdm = lim,_,00 [ gpdm.

Le point 4 donne (par monotonie de I’intégrale sur M) [ g,dm < [ f,dm, on en déduit
/fdm = lim /gpdm < lim /fpdm.
p—00 p—00

Finalement, on obtient bien [ fdm = lim, .« [ fpdm.

On utilisera souvent une légere extension (facile) du théoreme de convergence monotone :

Théoréme 4.2 (Convergence Monotone (2)) Soit (E,T, m) un espace mesuré et soit (f)neny C M. On sup-
pose que fn, T [ p.p. (c’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,(x) T f(x) pour tout x € A°). La
fonction f (définie p.p.) est alors m—mesurable positive (c’est-a-dire que il existe g € My t.q. f = g p.p.) et

/fndm — /fdm. On rappelle que, par définition (voir la définition 4.3), [ fdm = [ gdm avec g € M t.q.
f=gpp.

DEMONSTRATION :

Soit A € T't.q. m(A) = 0et f, T f sur A%, quand n — 0. On pose g, = frlae (c’est-a-dire g, (z) = frn(x)
siz € Aet gp(x) = 0siaz € A).Onag, € Myetg, T gavec g = flae (c’est-a-dire g(x) = f(x) si
x € A°etg(x) = 0siz € A). Comme g € M, et f = g p.p., on a donc f m—mesurable positive. Puis, le
théoréme 4.1 donne [ g,,dm — [ gdm quand n — oco. D’autre part, on a [ gp,dm = [ f,dm (car f, = g p.p.)
et [ gdm = [ fdm (par définition de [ fdm), donc

/fndm—>/fdm.

Corollaire 4.1 (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C M ; on pose,
+oo +oo

pourtoutz € E, f(x) = an(z)(e R,). Alors f € M, et/fdm = Z/fndm.
n=0 n=0

DEMONSTRATION : On applique le théoréme de convergence monotone (théoréme 4.1) a la suite (g, )nen définie

par
gn = Z fp
p=0

Onag, € My etg, T f.Donc f e M, et

pf% [ tuin = [ gudm = [ gm.
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Lemme 4.6 (Fatou) Soient (E,T, m) un espace mesuré, (fn)nen C M. On pose pour tout x € E : f(x) =

liminff,(z) = lim (inf fy(z)) € Ry. Alors f € M, et:

n——+oo n—-+o0 p>n

fdm<hm1nf/fndm— lim 1nf/fpdm 4.12)

n—r+00 n—+oo0 p>

DEMONSTRATION : Pour n € N, on pose g,(z) = inf,>, fp(z) (pour tout € E), de sorte que g,, € M
(cf. proposition 3.5) et g, T f. Le théoreme de convergence monotone (théoréme 4.1) donne que f € M, et

[ gndm — [ fdm.
Or, g, < fpsip > n.Onadonc [ g,dm < [ fydm sip > netdonc (en fixant n) [ g,dm < inf,>, [ f,dm.
On en déduit

o p>n

/fdm: lim /gn m < lim ( 1nf/fpdm fhmlnf/fndm
n—oo n—

Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites (f,,)nen C M telles que la suite ([ f,,dm),en est bornée
et la suite (f,,(z))nen est convergente pour presque tout x € E. Il permet alors de montrer que la limite (au sens
de la convergence p.p.) de la suite (f,,)nen est “intégrable” (voir les paragraphes suivants). On utilise pour cela le
corollaire (immédiat) suivant :

Corollaire 4.2 Soient (E, T, m) un espace mesuré et (fn)nen C My t.q. frn(x) — f(x), pour presque tout
x € F, lorsque n — +o0o. On suppose qu’il existe C > 0 t.q. [ fndm < C, pour tout n € N. Alors, f est

m—mesurable positive et /f dm < C.

DEMONSTRATION : Comme (f,,)nen € My et f,, — f p.p., on a bien f m-mesurable positive. On pose g =
liminf,,, fn (c’est-a-dire g(x) = lim inf,,_, o fr(z) pour tout z € E). On adonc g € M et f = g p.p. donc
J fdm = | gdm par définition de I’intégrale des fonctions m-mesurables (définition 4.3).

Le lemme de Fatou donne [ fdm = [ gdm < liminf,_,o [ fndmetdonc [ fdm < C car [ f,dm < C pour
toutn € N.
n

4.4 Mesures et probabilités de densité
4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure de la maniere sui-
vante :

Définition 4.4 (Mesure de densité)

Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M . Pour A € T, on rappelle que f1 4 est la fonction (de E dans R.)
définie par fla(x) = f(x) six € Aet fla(z) = 0six € A€ (cette fonction appartient & M) et on définit
Sy fdm par [ f1adm.

On définit alors - T — R par :

:/flAdm:/ fdm, YA €T. 4.13)
A
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L’application |1 ainsi définie est une mesure sur 1" (ceci est démontré dans I’exercice 4.22), appelée mesure de
densité [ par rapport a m, et notée . = fm.

Proposition 4.3 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M et ula mesure de densité f par rapport a m. Alors,
la mesure |1 est absolument continue par rapport a la mesure m, c’est-a-dire que si A € T est tel que m(A) = 0,
alors p(A) = 0.

DEMONSTRATION : Soit A € T t.q. m(A) = 0. On a alors f14 = 0 m-p.p. et donc p(A) = [ fladm =0
d’apres le lemme 4.4. u

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac définie sur B(R) par :

5(A)=1si0€ A

5(A) = 05i 0 € A°. “.19

n’est pas une mesure de densité par rapport a la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces deux mesures sont
étrangeres (voir définition 2.16 et proposition 2.4).
Notons que I’on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition 6.15.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.5 (Probabilité de densité) Soit p une probabilité sur B(R), on dit que p est une probabilité de densité
(par rapport & Lebesgue) s’il existe f € My t.q. [ fd\=1etp(A) = [ fladX = [, fdX pourtout A € B(R).
Les lois de probabilité sur B(R), de densité par rapport a la mesure de Lebesgue, données dans la proposition
suivante seront souvent utilisées dans le calcul des probabilités (On rappelle qu’une loi de probabilité est, par
définition, une probabilité sur B(R)).

Définition 4.6 (Quelques lois de densité sur B(R))

1. Loi uniforme, U(a,b) Soit a,b € R, a < b, la loi uniforme sur [a,b] est la loi de densité 211,y : p(A) =
ﬁ f 1[a,b]1Ad)\; VAeT.
2. Loi exponentielle, £(7) Soit T > 0; la loi exponentielle est définie par la densité f définie par :

0 si <0
flz) = { Te ™ si x>0 (4.15)

3. Loi de Gauss, N (p, o%) Soit (1, 0) € R x R%_; la loi de Gauss de paramétre (1, 0) est définie par la densité f
définie par :

J\}ﬁ exp(— (x2—05) )

flx) = (4.16)

4.5 L’espace L' des fonctions intégrables
Soit f € M, La proposition 3.7 donne que |f|, f*, f~ € M, et la monotonie de I’intégrale sur M donne

[ frdm < [|fldmet [ f~dm < [|f|dm. Ceci va nous permette de définir I'espace £! et 'intégrale sur £' a
partir de I’intégrale sur M (définition 4.2 page 77).
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Définition 4.7 (Espace £! et Intégrale de Lebesgue)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit que f est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si
J | fldm < 4o0. Dans ce cas, on a aussi [ fTdm < +oc et [ f~dm < +oo. On pose alors :

/fdm:/f+dm— /f—dm (e R). 4.17)
On note E]llg(E7 T, m) (ou plus simplement L) I’ensemble des fonctions intégrables.

Soit f € M, la linéarité positive de I'intégrale sur M donne [ |f|dm = [ fTdm + [ f~dm. On voit donc que
f € L' sietseulementsi [ fTdm < ooet [ f~dm < .

Proposition 4.4 (Propriétés de £! et de I’intégrale sur £')
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :

1. L' est un espace vectoriel sur R.

2. L’application | / fdm est une application linéaire de L' dans R.

3. Monotonie : soient f et g € L telles que f < g ; alors / fdm < /gdm
4. Pour tout f € LY, | [ fdm| < [|f|dm.

DEMONSTRATION :

1. On sait déja que M est un espace vectoriel sur R (proposition 3.5). Pour montrer que £! est un espace vec-
toriel sur R, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité positive et la monotonie de I’intégrale sur M, que
[lafldm =|a| [|fldmet [|f+ gldm < [|f|dm + [ |g|dm, pour tout f,g € M et tout o € R.

2(a) Soit o € Ret f € £'. On veut montrer que

/ afdm = a / fdm. (4.18)

Cas 1. Si a = 0, (4.18) est bien vraie.

Cas 2. Si a > 0, on remarque que (af)™ = aft et (af)” = af . En utilisant la linéarité positive de
I'intégrale sur M, on en déduit [afdm = [(af)tdm — [(af)"dm = o[ fTdm — [ f~dm) =
o [ fdm.

Cas 3. Si @ < 0, on remarque que (af)* = (—a)f~ et (af)” = (—a)fT. En utilisant la linéarité positive
de I'intégrale sur M, onen déduit [ afdm = [(af)Tdm— [(af)~dm = (—a)([ f~dm—[ fTdm) =
a [ fdm.

(b) Soit f,g € L. On veut montrer que

/(f+g)dm=/fdm+/gdm.

On utilise les deux décompositionsde f +g: f+g=(f+9) = (f+9) " =f"—f +g" —g .Onen
déduit (f +9)T+f~+¢g = (f+g)” + fT + g". En utilisant la linéarité positive de I’intégrale sur M,
on en déduit

/(f+g)*dm+/f*dm+/g*dm=/(f+g)*dm+/f+dm+/g+dm.
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On en déduit (noter que tous les termes de 1’égalité précédente sont dans R )

/(f+g)+dmf/(f+g)_dm:/f+dmf/f_dm+/g+dmf/g_dm,
etdonc [(f + g)dm = [ fdm + [ gdm.

On a bien montré que 1’application f — / fdm est une application linéaire de £! dans R.

3. Soit f,g € L' t.q. f < g. On remarque que f+ — f~ < gt —g~,donc f* + g~ < g* + f~. En utilisant la
linéarité positive et la monotonie de I'intégrale sur M, on en déduit [ ftdm+ [g~dm < [ gtdm+ [ f~dm
etdonc [ fdm = [ ffdm — [ f~dm < [gtdm — [g~dm = [ gdm.

4.Soit f € LY. Onal [ fdm|=|[ frdm— [ f~dm| < [ fTdm+ [ f~dm = [|f|dm.

|
On peut définir sur £! une semi-norme de la maniére suivante :
Définition 4.8 (Semi-norme sur £') Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L. On pose :
I1£1l2 :/lfldm (4.19)

Lapplication de L dans R définie par f — || f||1 est une semi-norme sur L.

On a bien ||f|l1 € R4 pour tout f € L', Le fait que f — || f||1 est une semi-norme sur £! découle alors
de la partie 1 de la démonstration de la proposition 4.4, c’est-a-dire du fait que [ |af|dm = |of [|f|dm et
JIf +gldm < [|fldm + [ |g|dm, pour tout f,g € M et tout o € R. Par contre, | - [|; n’est pas une norme sur
L' car || f|l1 = 0 n’entraine pas f = 0 mais seulement f = 0 p.p., comme cela est démontré 2 la proposition 4.5.

Proposition 4.5 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € M. Alors [ fdm = O si et seulement si f = 0 p.p..
2. Soit f € LY. Alors || f||1 = O si et seulement si f = 0 p.p..

3. Soit f,g € L' t.q. f = g p.p.. Alors [ fdm = [ gdm.

DEMONSTRATION :
1. Soit f € M.
(a) On suppose que f = 0 p.p..Onaalors [ fdm = [ 0dm = 0 (ceci est donné par le troisieme point du lemme
44)

(b) on suppose que [ fdm = 0. Soit n € N*, le lemme 4.5 page 79 donne [ fdm > %m({f > %}) On a donc
m({f > L1}) =0etm({f > 0}) <X, m({f > L}) = 0 (on a utilisé ici la o-sous additivité de m).
Comme {f = 0}¢ = {f > 0}, on en déduit f = 0 p.p..

2. Soit f € £!. La propriété démontrée ci dessus donne || f||; = O si et seulement si | f| = 0 p.p., etdonc || f|l; = 0
si et seulement si f = 0 p.p.

3.80it f,g € L' tq. f =gpp..Onal [ fdm — [gdm|=|[(f —g)dm| < [|f — gldm = 0 (On a utilisé le
quatrieme point de la proposition 4.4 et | f — g| = 0 p.p.). Donc, [ fdm = [ gdm.
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La derniere assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine section, de définir I’intégrale
sur un espace appelé L1.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théoreme de convergence dominée.

Proposition 4.6 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (fn)neny C L1, f € Metg € L' tq f. — f pp.,
quand n — oo, et, pour tout n €N, |f,| < g p.p.. On a alors f € LY, ||fn — fll1 — 0, quand n — oo et
J fadm — [ fdm, quand n — co.

DEMONSTRATION :

Comme f, — f p.p. quand n — oo, Il existe A € T t.q. m(4) = O et f,(z) — f(x) pour tout z € A°.
Puis, comme |f,| < g p.p., il existe, pour tout n € N, B,, € T t.q. m(B,,) = 0 et |f,| < g sur BS. On pose
C = AU (UpenBy). Par o-sous additivité de m, on a aussi m(C') = 0. On pose alors h,, = frlce, h = fleoe
G = glge, de sorte que h,, = f, p.p., h = f p.p. et G = g p.p.. De plus les fonctions h,,, h et G sont toujours
mesurables et donc b, € L, h € MetG € L.

Comme |h,, ()] < G(z) pour tout x € E (et pour tout n € N) et hy,(z) — h(z) pour tout z € E. On a aussi
|h| < G. Ceci montre que h € L et donc que f € L.

On pose maintenant F,, = 2G — |h,, — h|. Comme |h,, — h| < 2G, on a F,, € M et on peut donc appliquer le
lemme de Fatou (lemme 4.6) a la suite (F},),cn. Comme lim inf,,_,~, F;, = 2@G, on obtient :

/Qde < liminf/(QG — |hy, — h])dm = lim (inf /(2G — |hy, — h])dm). (4.20)
n— 00 n—00 p>n
La linéarité de I'intégrale sur £ donne [(2G — |h,, — h|)dm = [2Gdm — [ |h,, — h|dm. Donc :
inf /(2G — |hp — h])dm = /2de — sup/|hn — h|dm
p>n p>n

et

liminf/(QG — |y — hl)dm = /Qde - limsup/ |hn, — hldm.

Tn—> 00 n—oo
L’inégalité 4.20 devient alors (en remarquant que [ 2Gdm € R) :

limsup/ |hn, — hldm < 0.

n— oo

On a donc ||h,, — h|l1 — 0 quand n — oo et, comme h,, — h = f,, — f p.p., on en déduit || f,, — f||1 — 0, quand
n — oo, etdonc [ f,dm — [ fdm, quand n — oo (grice au quatriéme point de la proposition 4.4).

n
4.6 L’espace L!
Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (E, T, m).
On définit maintenant une relation d’équivalence, notée (= p.p.), sur L1 par :
f (=pp.) gsif=g pp. “4.21)
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Définition 4.9 (L) L’ensemble L' = L (E,T,m) est 'ensemble des classes d’équivalence de la relation (=
p.p.) définie sur L1, i.e. L' = L1 /(= p.p.).

Dans la suite, L' désigne L (E, T, m) et £! désigne L1 (E, T, m).

Remarque 4.6

1. Un élément de L' est donc une partie de £*.

2.Si f e L', onnote f = {9eLtyg= fpp}. f est donc un élément de L*, c’est I'élément de L' auquel f
appartient (on I’appelle la classe de f).

Définition 4.10 (Structure vectorielle sur L)
On munit L' d’une structure vectorielle (faisant de L' un espace vectoriel sur R)

1. Soient F € L' et a« € R. On choisit f € F etonpose aF = {ge€ L'; g=af p.p.}.
2. Soient F,G € L. On choisit f € F, g€ Getonpose F+G={hc L';h=f+gpp)}

La définition précédente est bien cohérente. En effet aF" (qui est la classe de «f) ne dépend pas du choix de f dans
Fcar f = f1 p.p. implique af = af; p.p.. De méme F + G (qui est la classe de f + ¢) ne dépend pas du choix
de f dans F' et du choix de g dans G car f = f; p.p. et g = g1 p.p. implique f + g = f1 + g1 p-p.-

Définition 4.11 (Intégrale sur L') Soit ' € L' et f € F (on dit que f est un représentant de la classe F, noter
que f € L'). On pose :

/ Fdm = / fdm. 4.22)

Ici aussi cette définition est bien cohérente car [ Fidm ne dépend pas du choix de f dans F, grice au troisieme
point de la proposition 4.5. Le troisiéme point de la proposition 4.5 nous donne aussi || f||1 = ||g||1 si f,g € L et
f = g p.p.. Ceci nous permet de définir une norme sur L' :

Définition 4.12 (Norme sur L) Soit F € L. On choisit f € F et on pose ||F||1 = | f|1.

Proposition 4.7 L’application F +— ||F || est une norme sur L. L’espace L' muni de la norme || - |1 est donc un
espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION : Il est facile de vérifier que || - ||; est bien une norme sur R (sachant que c’est déja une semi-
norme sur £1). Le seul point délicat est de remarquer que || F'||; = 0 implique que F' = 0 (0 est ici 1’élément neutre
de L, c’est-a-dire {h € L' ; h = 0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la proposition 4.5. n

On montrera plus loin que L! est complet, c’est donc un espace vectoriel normé complet, ¢’ est-a-dire un espace de
Banach, voir le théoréme 4.6 page 91.

On rappelle que si f € £, F € L' et que f € F, on dit que f est un représentant de F'. On introduit maintenant
plusieurs notions de convergence dans L'. Il est facile de vérifier que ces définitions sont cohérentes, c’est-a-dire
qu’elles ne dépendent pas des représentants choisis pour les éléments de L!.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L', mais la notion de convergence p.p., vue précédemment,
se généralise aux éléments de L' ainsi que la notion de convergence en mesure.

Définition 4.13 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soient (Fy,)neny C LY et F € LY. On dit que F,, — F p.p. quand n — oo si f,, — f p.p., quand n — oo, avec
fn€F,etfel.
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2. Soient (F,)neny C Lt et F € LY. On dit que F,, — F en mesure quand n — o si f,, — f en mesure, quand
n — oo, avec fn, € Fp et f € F.

3. Soient (Fy)peny C L' et F € LY. On dit que F,, — F dans L' quand n — oo si |F, — F||y — 0 quand
n — oo. (Ici aussi, noter que ||F,, — F||1 = || fn — fll1 8 fn € Fpet f € F.)

4. Soient F,G € L'. Onditque F > G p.p. si f > gp.p. avec f € F et g € G.

On peut démontrer (s’inspirer de la démonstration du théoréme 4.7 et voir les exercices du chapitre 3) que si une
suite de fonctions de L' converge en mesure, alors on peut en extraire une sous-suite qui converge presque partout.
Dans le cas ou la mesure m est finie, la convergence presque partout entraine la convergence en mesure.

Remarque 4.7 Soit (E,T,m) un espace mesuré. Soient F',G € L'. F = G est donc équivalent & f = g p.p. si
f € Fetg e G.En général, on écrira plutdt F' = G p.p. au lieu de F' = G (voir la remarque 4.9).

Remarque 4.8 Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soient (F,),ey C Llet f : E — R(u f : E — R).
On utilisera souvent la notation (1égérement incorrecte), “F,, — f p.p. quand n — oo". Cette notation signifie
“fn — f p-p- quand n — co" en choisissant f,, € F,. Ceci est cohérent car le fait que “f,, — f p.p. quand
n — oo ne dépend pas du choix de f, dans F;, (voir aussi la remarque 4.9).

En fait, on écrira méme souvent “F,, — f p.p. quand n — co" (pour une suite (F},),eny C L) sans préciser les
espaces de départ et d’arrivée pour f. A vrai dire, en choissisant f,, € F,,, f est au moins définie p.p. sur E et le
changement du choix de f,, dans F}, ne change f que sur un ensemble de mesure nulle. D’autre part, en I’absence
de précision, f sera supposée étre a valeurs dans R.

Proposition 4.8 (propriétés de ’intégrale sur L') Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :
1. Soit F € L*. Alors | [ Fdm| < || F||;.

2.F — f Fdm est une application linéaire continue de L' dans R.

3. Soient F,G € L' t.q. F > G p.p., alors [ Fdm > [ Gdm.

DEMONSTRATION :

1.Soit Fe L' et f € F,ona| [ Fdm|=| [ fdm| < |/flli = | F|.

2. La linéarité de I’intégrale sur L' découle immédiatement de la linéarité de I’intégrale sur £ (proposition 4.4).
La continuité est donné par le premier point ci dessus.

3. La monotonie de I’intégrale sur L' découle immédiatement de la monotonie de I’intégrale sur £! (proposition
4.4).

Remarque 4.9 soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élément F de L' avec un représentant f de F', ¢’ est-a-dire avec un élément f € £!
tq. f€F.

2. De manieére plus générale, soit A C E t.q. A€ soit négligeable (c’est-a-dire A° C B avec B € T et m(B) = 0)
et soit f : A — R (la fonction f est donc définie p.p.). On dira que f est un élément de L' si il existe une
fonction ¢ € £! t.q. f = g p.p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g,
c’est-a-dire avec § = {h € L'; h = g p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a {h € L!; h = f p.p.}. En
confondant ainsi f et § on adonc | fdm = [ gdm. Noter également que f est m-mesurable (voir la définition
4.3 page 78).
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3. Avec la confusion décrite ci-dessus, si f et g sont des éléments de L', f = g signifie en fait f = g p.p..

Remarque 4.10 Soit (E, T, m) un espace mesuré et (E, T, ) son complété (cf définition 2.15 et exercice 2.15).
L'espace L} (E, T, m) est “identique" a I'espace L& (E, T, m), il existe une bijection évidente entre ces deux
espaces en remarquant que si f € L& (E, T, m), alors il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p. (vVoir a ce propos
I’exercice 4.9).

Pour montrer qu’une fonction est dans L' on utilise souvent le lemme de Fatou de la maniére suivante (voir
I’exercice 4.27 pour la démonstration, qui est en fait une conséquence facile du lemme de Fatou pour les fonctions
mesurables positives, cf lemme 4.6) :

Lemme 4.7 (Utilisation de Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et (fn)nen C L (E, T, m). On suppose
que :

1 f, >0pp,VneN,

2.3C, [ fadm < C,¥n €N,

3. fn— fpp., quand n — oo,

alors f € LL(E,T,m) (au sens “il existe g € Ly(E, T, m) t.q. f = gp.p.") et [ |fldm < C.

On peut également montrer qu’une fonction est dans L' en utilisant le théoréme de convergence monotone. Ceci
est précisé dans le théoreme 4.3 (dit théoreme de Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de convergence dans
LY.

4.7 Théorémes de convergence dans L'

Nous connaissons & présent trois notions de convergence pour les fonctions de L', les notions de convergence
presque partout, convergence en mesure et la notion de convergence habituelle dans un espace normé, c’est-a-dire ,
ici, la convergence pour la norme L'. On peut montrer par des contre-exemples que la convergence presque partout
n’entraine pas la convergence L!, et que la convergence L! n’entraine pas la convergence presque partout. Pour
montrer que la convergence presque partout n’entraine pas la convergence L', on peut considérer ’espace mesuré
(E,T,m) = (R,BR), \) et la suite (f,)neny C L'(R) définie par : f,(z) = n 1j9,1y. On a évidemment f, —
0 pp, alors que | f.||1 = 1. Pour montrer que la convergence L' n’entraine pas la convergence presque partout,
on considére & nouveau 1’espace mesuré (E,T,m) = (R, B(R),\), et on construit la suite (f,)nen C LY(R)
(dite “bosse glissante") définie par : f,, x(z) = 1]%‘%}, pour n = plp—1) p € Netl < k < n. On peut voir

2
facilement que || f,|l1 = % pour n € [@, %[, alors que f, 4 0 pp (par contre, on peut noter qu’il est
possible d’extraire de (f,,)ncn une sous-suite qui converge presque partout vers 0). Le théoréme de convergence
dominée, énoncé ci-apres, donne une hypothése suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque
partout converge aussi dans L.

On rappelle (voir la remarque 4.8) que I’hypothése “(Fy,),exy C Llet f : E — Rtq. F,, — f p.p." signifie
simplement que f, — f p.p. en choisissant f,, € F,. Cette définition est bien cohérente car elle ne dépend pas
du choix des f, dans F,,. On rappelle aussi que f,, — f p.p. signifie qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et
fu(z) = f(z) dans R pour tout x € A°.
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4.7.1 Convergence presque partout et convergence dans L'

Le théoreme suivant est une conséquence du théoréme de convergence monotone et permet de montrer la conver-
gence dans L' d’une suite monotone de fonctions convergeant presque partout.

Théoréme 4.3 (Beppo-Lévi) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,)nen C L (E, T, m). On suppose que :
1. foy1 > fupp,VneN, [ou froi1 < fnpp., Vn e NJ,

2. fn — f p-p., quand n — oc.

On a alors :

1. f € LL(E, T, m) (au sens “il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p.") si et seulement si :

lim /fndm eR.

n—+o00
2.8i f € Ly(E, T, m), alors fn, — [ dans L.

La démonstration de ce théoreme fait I’objet de I’exercice 4.28.
Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou, qui permet de prouver la
convergence de suites dans L' sans hypothése de convergence monotone.

Théoréme 4.4 (Convergence dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L'espace L (E, T, m) est noté L* .
Soit (fn)nen C L* et f une fonction de E dans R telles que :

1 fn—= fpp.

2.3F ¢ L' t.q., pourtoutn € N, |f,| < F p.p..

Alors € L (au sens “il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = gp.p.") et fn, — f dans L, ¢’est-a-dire

/|fn — fldm — 0 lorsque n — +o0.

Ceci donne aussi / fndm — /fdm, lorsque n — +o0.

DEMONSTRATION :

Ce théoreme est essentiellement donné par la proposition 4.6. La différence avec la proposition 4.6 tient dans le
fait que f, et I sont dans L' au lieu de £' et que f n’est pas nécessairement mesurable. Il s’agit toutefois de
différences “mineures" comme nous le voyons ci apres.

Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,, encore noté f,,. La premiére hypothese du théoréme signifie que
fn = f p-p. (voir la remarque 4.8). Il existe donc A € T t.q. m(A) = Oet f,(z) — f(z), quand n — oo, pour
tout z € A°. On remplace alors f,, par f,14c, encore noté f, (c’est toujours un représentant de la méme classe
d’équivalence car m(A) = 0). On définit aussi g par g = f sur A¢ et g = 0 sur A. Enfin, on choisit un représentant
de F', encore noté I'. On obtient ainsi :

1. (fn)’nEN C L:l,
2. fn(x) — g(z) pour tout x € E, quand n — oo,
3.F ¢ Let f, < Fp.p.,pourtoutn € N.
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Les 2 premiers items donnent aussi g € M (par la proposition 3.5, on utilise ici le fait que f,,(z) — f(x) pour
tout x € E et pas seulement pour presque tout z). On peut donc appliquer la proposition 4.6 page 85. Elle donne :
ge LY ||fn—glli = 0,quand n — coet [ f,dm — [ gdm, quand n — cc.
Comme g = f p.p., onadonc f € L' (au sens “il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p."). Puis ||fn — fll1 =
| fn — glli — 0, quand n — oo, et [ fodm — [ gdm = [ fdm, quand n — oc.

L]

4.7.2 Série absolument convergente

On va maintenant montrer que I’espace (L, ||.]|1) est un espace de Banach, en montrant que toute série absolument
convergente dans L' (i.e. t.q. la série des normes converge) est convergente dans L'. On en déduira aussi un résultat
trés important (le théoréme 4.7) qui permet d’extraire d’une suite convergeant dans L' une sous-suite convergeant
presque partout. On aura besoin au cours de la démonstration du petit résultat (démontré dans 1’exercice 4.9)
suivant :

Lemme 4.8 Soient (E, T, m) un espace mesuré et F € M. On suppose que [ Fdm < co. Alors F' < +00 p.p.
(c’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) =0 et F(z) < oo pour tout x € A°).

Théoréme 4.5 (Séries absolument convergentes dans L) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,,)nen C L*

Lq. Z | frllh < +o0; alors :
neN

1.IF ¢ LY, |ZZ=0 f»| < F p.p., pour tout n € N.
2. La série de terme général f,(z) est, pour presque tout x € E, convergente (dans R).
On définit f par f(x) = 3, cn fn(2) (de sorte que f est définie p.p.).
3. f € L* (au sens “il existe g € L& (E, T, m) t.q. f = gp.p." ) et Z;L:o fp — f dans L' et p.p., quand n — cc.

DEMONSTRATION :

1. On choisit un représentant de f,,, encore noté f,,, et on pose F(x) = > [fp(2)] € Ry. Onadonc F € My
et le corollaire 4.1 du théoréeme de convergence monotone donne

/de: Z/\fn|dm: S lfulh < oo

neN neN

Le lemme 4.8 donne alors F' < oo p.p., ¢’est-a-dire il existe A € T t.q. m(A) = 0 et F(z) < oo pour tout
x € A°. En remplagant F par O sur A, on adonc F' € £'. (Donc, F € L' au sens de la remarque 4.9).

La définition de F' donne immédiatement | ZZ:O fp| < F p.p., pour tout n € N.
2. Pour tout z € A€, la série de terme général f,,(z) est absolument convergente dans R, donc convergente. Comme
m(A) = 0, f est donc définie p.p. car elle est définie pour z € A° par f(z) = limy, 00 Yo fp(2).

3. On pose s, = ZZ=0 fp- le premier point donne |s,| < F p.p., pour tout n € N et F € L'. Le deuxiéme
point donne s,, — f p.p.. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréeme 4.4). Il donne
f € L' etla convergence de la suite (s,,)nen (vers f) dans L. La convergence p.p. (vers f) de la suite (s, )nen
est donné par le deuxieme point.
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Théoréme 4.6 (Riesz-Fisher) Soit (E,T,m) un espace mesuré. L' est un espace de Banach, c’est-a-dire un
espace vectoriel normé complet.

DEMONSTRATION : On sait déja que L! est espace vectoriel normé. Une conséquence du théoréme 4.5 est que,
dans L', toute série absolument convergente est convergente. Cette propriété est une caractérisation du fait qu’un
espace vectoriel normé est complet. On en déduit donc que (L', ||.||1) est complet et donc que (L', ||.]|1) est un
espace de Banach. u

Dans la suite L! sera toujours muni de la norme || - ||;.

Théoréme 4.7 (Réciproque partielle du théoréme de CD) Soient (f,)neny C L et f € L' telles que f, — f
dans L1, alors il existe une sous-suite (fy, )ren, et F € L telles que :

L o = f PP
2. | fnr|l < F p.p., pour tout k € N.

DEMONSTRATION :En utilisant le fait que (f,,)nen est une suite de Cauchy dans L', on construit par récurrence
une suite (f,, )ken telle que ngy1 > ng etsip, g > n, || fp — folli < 2% On peut alors appliquer le théoréme 4.5
a la série de terme général g, = fp, ., — fn, pour conclure. [

On donne maintenant le théoréme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de convergence dans
L' pour une suite convergeant p.p.. La démonstration de ce théoréme ainsi que des petits résultats préliminaires
qu’elle nécessite font 1’objet des exercices 4.29 et 4.30.

Proposition 4.9 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € Ly (E,T,m); alors :
1.V e>0, 30>0tg.VAeT,m(A) <é= [,|fldn <e.
2.¥e>0, 3CeTtqgm(C)<+ocert [, |fldn <e.

Théoréme 4.8 (Vitali) Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' U'espace LL(E, T, m). Soit (f)nen une
suite de L' t.q. f, — f p.p., f prenant ses valeurs dans R (voir remarque 4.8). Alors, f € L' et f,, — f dans L'
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Pour tout € > 0, il existe § > 0 t.q.
AeT, neNm(A) §5:>/A|fn|dm§€,
2. (“Equi-petitesse a 'infini") pour tout € > 0, il existe C € T t.q. m(C) < +o0 et
neN:>/C'|fn|dm§6-

DEMONSTRATION : La démonstration de ce théoréme fait I’objet de I’exercice 4.30; elle ne nécessite pas le
théoreme de convergence dominée : on utilise le théoréeme d’Egorov (cf théoréme 3.2 et exercice 3.25). Le théoréme
de convergence dominée peut étre vu comme une conséquence du théoreme de Vitali (cf exercice 4.30).

[

Dans le théoréme 4.8, si m(E) < +oo, I’hypothese “equi-petitesse a I’infini" est, bien sir, toujours vérifiée (il
suffit de prendre C' = E).
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4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe [

Soient (E,T,m) un espace mesuré, f une fonction de £ x R dans R; a ¢t € R fixé, on définit I’application
f(,t) : E — R, qui 2 x associe f(xz,t). On suppose que I’application f(.,t) ainsi définie vérifie I’hypothese
suivante :

f(,t) e L' = Ly (B, T,m), Vt€R, (4.23)
et on note F' I’application définie de R dans R par :
F(t) = / Flot)dm = / (@, t)dm(z). 424)

Théoréme 4.9 (Continuité sous [) Soient (E,T, m) un espace mesuré, f une fonction de E x R dans R vérifiant

I’hypothese (4.23) et tg € R ; on suppose de plus que :

1. Uapplication f(x,.), définie pour presque tout x € E par : t — f(x,t), est continue en ty, pour presque tout
reFl;

2.3 e>0et3 Ge Ly(E,T,m) tels que | f(.,t)| < G p.p., pour tout t €]ty — &,tg + ¢l

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = /f(.7 t)ydm = /f(ﬂc, t)dm(x), est continue en to.
DEMONSTRATION : Soit (¢, )nen Clto — €,t0 + €[, t.q. t, — to lorsque n — +oo. Soit f,, définie par f,,(z) =

f(z,t,). Comme f, — f(-,t0) p-p- et |fn] < G p.p.. On peut appliquer le théoréme de convergence dominée
(théoreme 4.4) a la suite (f,,)nen. Il donne F'(t,) — F(tg) quand n — oo. n

Théoréme 4.10 (Dérivabilité sous |)
Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E x R dans R vérifiant I’hypothése (4.23) et to € R. On
suppose de plus qu’il existec >0, A€ T et G € Ly (E, T, m) t.q. m(A) =0et:

1. L'application t — f(x,t) est dérivable pour tout t €|ty — €, tg + €| et pour tout x € A°;

of
2. |a—£(;r, t)| < G(z) pour tout t €]ty — €,to + £ et pour tout x € A°.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = /f(7 t)dm = /f(r, t)dm(x), est dérivable en t et :

Fl(to) = / %{(x, to)dm(z). 425)

DEMONSTRATION : Soit (¢, )nens Clto — €, to + €[, t.q. t,, — o lorsque n — +o0 et t,, # o pour tout n € N*.
Soit f,, définie par
fn(w) _ f(xvt;) — tf(x7t0) ]
n — b0

La suite ( f,)nen estdans L! et on peut lui appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréme 4.4) car f,, —
%(-,to) p.p.,quand n — oo, et,siz € Aetn € N, il existe 0, ,, €]0,1[t.q. fr(z) = %(x, Oz mto+(1—04 0)tn)
(grice au théoreme des accroissements finis) et donc | f,,| < G p.p., pour tout n € N. Le théoréme 4.4 donne alors
%(-,to) €Ltet [ fodm — [ %(~7t0)dm. Ceci étant vrai pour toute suite (t,,)nen Clto —&,to +£[, t.q. tn, — to
lorsque n — 400 et t,, # to pour tout n € N*, on en déduit bien que F' est dérivable en ¢ et :

Fl(to) = / %(x, to)dm(z). 426)
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4.9 Espérance et moments des variables aléatoires

Définition 4.14 (Espérance, moment, variance) Soient ({2, A, p) un espace probabilisé et X une variable aléa-

toire réelle.

1. 8i X > 0(c’est-a-dire X (w) > 0 pour tout w € ), on définit I'espérance E(X) de la variable aléatoire X par
E(X) = [ X(w)dp(w).

2. 8i X € LL(Q, A, p) (c’est-a-dire E(|X|) < o0), on définit Iespérance E(X) de la variable aléatoire X par :

E(X)= /X(w)dp(w).

On définit la variance de X par Var(X) = 02(X) = E((X — E(X))?) (avec o(X) > 0).

3. Pourr € [1,+o0|, le moment d’ordre r de la variable aléatoire X est I’espérance de la variable aléatoire | X|".

Définition 4.15 (Covariance) Soient (2, A, p) un espace probabilisé et X,Y deux v.a.r. t.q. E(X?) < oo et
E(Y?) < oo. On définit la covariance de X et Y par: conX,Y) = E((X — E(X)(Y — E(Y)). (Remarquer que
(X — E(X)(Y — E(Y)) est une v.a.r. intégrable car sa valeur absolue est majorée, par exemple, par X> +Y? +
E(X)? 4 E(Y)? qui est intégrable.)

On calcule rarement I’espérance d’une v.a. comme intégrale par rapport a la probabilité p; en effet, 1’espace
(Q, A, p) est souvent mal connu. Le théoréme 4.11 montre qu’il suffit en fait de connaitre la loi de la v.a. X pour
calculer son espérance (ou, plus généralement, 1’espérance d’une fonction de X). On se ramene ainsi au calcul
d’une intégrale sur R.

Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.5 :

Lemme 4.9 (Inégalité de Markov) Soient (2, A, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle posi-
tive sur Q1 et A € R%.. On suppose que 0 < E(X) < oco. Alors :

p{X = AE(X)}) <

> =

DEMONSTRATION : Il suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.5 avec f = X et t = AE(X). u

Lemme 4.10 (Inégalité de Bienaymé Tchebichev) Soit (2, A, p) un espace probabilisé, X une variable aléa-
toire réelle sur ), intégrable et t.q. sa variance vérifie 0 < 0?(X) < 4o, et X € RY. Alors :

1
P(UIX — B = M) < oy
DEMONSTRATION : Appliquer le lemme 4.5 avec f = | X — E(X)|? et t = A\20%(X). L]

Soit (£2, .4, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur ). La loi de X, notée px est définie par
px(A) = p(X~1(A)), pour tout A € B(R)). Ceci est équivalent a dire que pour tout A € B(R), on a, avec
@ = 1A .

/npoX(w)dp(w) :/tp(ac)dpx(x). 4.27)
Q R

On rappelle que ¢ o X est souvent improprement noté ¢(X), ce qui s’explique par le fait ¢ o X (w) = ¢(X(w))
pour tout w € 2. Le théoréme 4.11 montre que cette égalité est vraie pour une large classe de fonctions boréliennes
¢ de R dans R ou R (on rappelle que borélienne signifie mesurable quand les espaces sont munis de la tribu de
Borel).
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Théoréeme 4.11 (Loi image) Soit (2, A, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur Q et px la
loi de la variable aléatoire X. On a alors :

1. L’égalité (4.27) est vraie pour toute fonction o borélienne de R dans R et toute fonction borélienne bornée de
R dans R.

2. Soit o une fonction borélienne de R dans R, la fonction p o X appartient a L* (S, A, p) si et seulement si ¢ €
LY(R, B(R), px). De plus, si o € L*(R, B(R), px), L’égalité (4.27) est vraie.

DEMONSTRATION : On remarque que (4.27) est vraie pour tout ¢ = 14, avec A € B(R) (par définition de px).
Par linéarité positive, (4.27) est encore vraie pour tout ¢ borélienne étagée positive de R dans R. Par convergence
monotone, (4.27) est alors vraie pour tout ¢ borélienne de R dans R . Ceci donne la premiére partie du premier
item. En utilisant la décomposition ¢ = ¢ — ™, on montre alors le deuxiéme item. Enfin, la deuxi¢me partie du
premier item vient du fait que ¢ est intégrable pour la probabilité px si ¢ est borélienne bornée. u

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est, bien siir, faux sans 1I’hypothese
d’indépendance) et L’espérance de ce produit est égal au produit des espérances. Ce résultat plus général est donnée
dans la proposition suivante.

Proposition 4.10 Soit (2, A, p) un espace probabilisé, d > 1 et X1, ..., X, des v.a.r. indépendantes.

1. Soit @1, . .., @q des fonctions boréliennes de R dans R,.. On a alors :
d d
E([[w:(x2) =[] Elpi(X2))- (4.28)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si I’'un des termes est nul.)
2. Soit 1, ... ,pq des fonctions boréliennes de R dans R. On suppose que p;(X;) est intégrable pour tout i =

1,...,d. Lav.a.r H?:l wi(X;) est intégrable et I’égalité (4.28) est vraie.
3. Soit @1, . .., pq des fonctions boréliennes bornées de R dans R. L’égalité (4.28) est vraie.
N.B. Si X1,...,Xq sont des v.a.r, le fait que (4.28) soit vraie pour toute famille 1, ..., pq de fonctions bo-
réliennes bornées de R dans R est donc une condition nécessaire et suffisante pour les v.a.r. X1, ..., X4 soient
indépendantes.
DEMONSTRATION : Si ¢1,...,@q sont des fonctions caractéristiques de boréliens de R, I’égalité (4.28) est
une conséquence immédiate de la définition de 1’indépendance des X; (Si ¢; = 14, avec A; € B(R), on a

E(pi(X;)) = P{X; € A;}) = P(X;*(A;))). Par linéarité positive, on en déduit que (4.28) est vraie si les
fonctions ¢; sont (boréliennes) étagées positives (c’est-a-dire ¢ € &£,). Puis, par convergence monotone, on en
déduit le premier item de la proposition (car toute fonction orélienne de R dans R est limite croissante d’éléments
de 5+)

Pour le deuxiéme item, on utilise (4.28) avec la fonction = — |p;(x)| au lieu de la fonction ; (pour tout 7). On
montre ainsi que la v.a.r. ngl ©;(X;) estintégrable. Puis, on montre (4.28) par linéarité (utilisant ¢; = cp;" — ;).

Le troisieme item est conséquence immédiate du deuxieme (car si X est une v.a.r. et  est une fonction borélienne
bornée, la v.a.r. (X)) est intégrable). [

Une conséquence de la proposition 4.10 est que XY est intégrable et cov(X,Y) = 0 si X,Y sont deux v.a.r.
indépendantes et intégrables sur un espace probabilisé (2, A, p).

94



Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il suffit de montrer (4.28) lorsque
les fonctions (; sont continues a support compact de R de R. C’est 1’objet de la proposition 4.12 qui se démontre
a partir d’un résultat d’unicité (proposition 4.11) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5. On note C.(R,R)
I’ensemble des fonctions continues a support compact de R de R (une fonction ¢ de R dans R est a support
compact si il existe un compact K de R t.q. ¢ = 0 sur K°).

Proposition 4.11 Soit m et p deux mesures sur B(R), finies sur les compacts de R. On suppose que :

/ odm = /cpdupour tout p € C.(R,R).
Alors, m = p.

DEMONSTRATION : Puisque m et u sont des mesures sur B(R), finies sur les compacts, on a bien C.(R,R) C
LL(R,B(R),m) et C.(R,R) C LL(R,B(R),x). On pose maintenant C = {]a,b[, a,b € R, a < b} et on
commence par montrer que m = f sur C.

Soit a,b € R, a < b. Il existe une suite (@ )nen C Ce(R,R) t.q. ¢, T 1345 En effet, il suffit de construire ¢,
pour n > 2/(b — a), de la maniére suivante :

Pn(z) =0
on(@)=n(z—a)sia<z<a+1,
on(x) =1sia++<z<b-1,
on(x) =—n(z—b)sib—1 <z <b
n(@)

Puis, en passant 2 la limite quand n — oo dans I’égalité [ ¢, dm = [ ¢, dpu, on obtient (par convergence monotone
ou par convergence dominée) m(Ja, b) = u(]a, b[).

On conclut enfin que m = p en utilisant, par exemple, la proposition 2.5. u

Proposition 4.12 Soit (2, A, p) un espace probabilisé, d > 1 et X1,..., X4 des v.a.r. Ces v.a.r. sont indépen-

dantes si et seulement si on a, pour tout famille {1, ..., pq} C C.(R,R),
d d
E([[¢:(X0) =[] B(ws(X0)), (4.29)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si I’'un des termes est nul.)

DEMONSTRATION : Le fait que la condition est nécessaire est une conséquence immédiate de la proposition 4.10
car une fonction continue a support compact est borélienne et bornée. On montre maintenant que la condition est
nécessaire. On suppose donc que (4.29) est vraie pour toute famille {1, ..., pqa} C C.(R,R) et on veut montrer
que les v.a.r. X1, ..., X, sont indépendantes, ¢’est-a-dire que pour tout Ay,..., A, € B(R),ona:

d d
E (H 1a, (Xi)) = HE(]'A«L (X3))- (4.30)

On rappelle en effet que
d

E(La, (X)) = p(X; (41)) et B([[ 14, X0)) = p(O0_, X1 (4)).

i=1
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Pour montrer (4.30), on introduit, pour tout 1 < n < d + 1, la propriété suivante :
P, : (4.29) est vraie si ¢; = 14,, avec 4; € B(R), pour i < n, et ; € C.(R,R) pour i > n.
L’hypothese de la proposition donne que P; est vraie. On suppose maintenant que P, est vraie pour un n €
{1,...,d}. Soit A; € B(R) pouri < n (et p; = 14,) et ; € C.(R,R) pour i > n. Pour 4,, € B(R), on pose,
avec p, = 14, :
d

m(A,) = Ed(Hi:1 @i(Xi)),

w(An) = [Tz E(pi(Xi))-
Les applications m et p sont des mesures sur B(R). La propriété P, montre que f pdm = f wdp pour tout

€ C.(R,R). La proposition 4.11 montre alors que m = p ce qui donne la propriété P, . Par récurrence sur n,
on montre ainsi que P, est vraie, ce qui donne (4.30) et I’'indépendance de X1, ..., X4. [ |

4.10 Espace L{(E, T, m) et espace L\ (E, T, m)
Définition 4.16 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1 (N € N).

1. Soit f : E — RN. Pour x € E, on pose f(z) = (fi(x),..., fn(x))* € RN. La fonction f appartient &
Lin(E, T,m)si fn € Ly(E, T, m) pourtoutn € {1,...,N}.

2.8i f € Lyn(E, T, m), on note
/fdm = (/ fidm, .. .,/dem)t € RY.

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.

Proposition 4.13 Soient (E, T, m) un espace mesuré, N > let f : E — RN,

1. f,, est mesurable (de E dans R) pour tout n € {1,..., N} si et seulement si f est mesurable de E dans RY,
c’est-a-dire si et seulement si f~'(A) € E pour tout A € B(RV).
2. 8i f est mesurable (de E dans RY ). On munit RN d’une norme, notée | - ||. Alors, f € Lin(E, T, m) si et

seulement si [ || f|ldm < oo (noter que | f|| € M).

DEMONSTRATION : On donne la démonstration pour N = 2.

1. On suppose d’abord fi, f» € M. On veut montrer que f est mesurable de E dans R?. Comme B(R?) est
engendré par {A x B, A, B € B(R)}, il suffit de montrer que f~'(A x B) € T pour tout A, B € B(R).

Soit donc A, B € B(R).Ona f~'(A x B) = f;*(A) N f;'(B) € T car f; et f, sont mesurables. Donc
f~Y(A x B) € T. On a bien montré que f est mesurable de E dans R?

Réciproquement, on suppose maintenant que f est mesurable de F dans R2. Soit A € B(R). On remarque que
fit(A) = f7Y A xR). Or A x R € B(R?), donc f; '(A) = f~'(A x R) € T, ce qui prouve que f; est
mesurable. On prouve de maniere semblable que f; est mesurable.

2. Soit f mesurable de E dans RY. On suppose que R" est muni d’une norme, notée || - ||. Comme y + ||y||
est continue de R dans R, ’application ||f|| :  ~ ||f(x)|| est mesurable de E dans R (comme composée
d’applications mesurables). Comme cette application ne prend que des valeurs positives ou nulles, on a donc
IfIl e M.
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Comme toutes les normes sur RY sont équivalentes, on a donc [ || f||/dm < oo si et seulement si [ || f||1dm

< o0, avec ||fl1 = 22[:1 [fn]. Il est alors immédiat de remarquer que [ ||f|lidm < oo si et seulement
fn € LE(E, T, m) pour toutn € {1,..., N}.Onadonc:

Jslim < o0 2 1 € ko, 7).
| |

La définition de L}y (E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur R. De plus, si

RY est muni d’une norme, notée || - ||, il est aussi immédiat que I’application f — [ || f||dm est une semi-norme

sur Ll]% ~ (E,T,m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le cas N = 1, I’espace

L~ (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.". On rappelle que f = g p.p. si il existe A € T't.q. m(A) =0

et f = g sur A°.

Définition 4.17 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L (E,T,m) est I'espace L (E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.".

2. On munit RN d’une norme notée || - ||. Soit F' € L} (E,T,m). On pose |F|y = [ || f|ldm, oit f € F (cette
définition est correcte car indépendante du choix de f dans IF).

Proposition 4.14 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1. L’espace L]}Q ~ (B, T, m) est un espace de Banach
(réel) c’est-a-dire un espace vectoriel (sur R) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.17).

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition découle facilement du cas N = 1. n

Définition 4.18 Soir (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f : E — C. On note R(f) et I(f) les parties réelle et imaginaire de f. On a donc, pour x € E, f(x) =
R(f)(x) +iS(f)(z), aveec R(f)(x),3(f)(x) € R. La fonction f appartient a LE(E, T, m) si R(f),S(f) €
LL(E, T, m).

2.8i f € LL(E, T, m), on note

/fdmz/?R(f)deri/%(f)dme(C.

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.

Proposition 4.15 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f une application de E — C.

1. R(f) et S(f) sont mesurables (de E dans R) si et seulement si f est mesurable de E dans C, c’est-a-dire si et
seulement f~1(A) € E pour tout A € B(C).

2. Si f est mesurable (de E dans C), f € LL(E, T, m) si et seulement si [ | f|dm < oo (noter que | f| € M..).

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition se ramene facilement a la précédente démonstration (c’est-a-dire a la dé-
monstration de la proposition 4.13) en utilisant I’application ¢ : C — R? définie par p(z) = (x,y)? si

z =z + iy € C, qui est une bijection continue, d’inverse continue.
L]

Ici aussi, la définition de L',(lc(E ,T,m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur C. Il est
aussi immédiat que I’application f — [|f|dm est une semi-norme sur £} (E,T,m). Pour obtenir un espace
vectoriel normé, on va considérer 1’espace L%:(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.".
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Définition 4.19 Soit (E, T, m) un espace mesuré.
1. L’espace LE(E, T, m) est l'espace LE(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.".

2. Soit F € LL(E,T,m). On pose |F||1 = [ |f|dm, oi f € F (cette défintion est correcte car indépendante du
choix de f dans F).

Proposition 4.16 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L'espace L(E, T, m) est un espace de Banach (complexe)
¢’est-a-dire un espace vectoriel (sur C) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.19).

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition découle facilement du fait que L} (E, T, m) est un espace de Banach (réel).
L]

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espace £!

Exercice 4.1 (Sup de mesures) Corrigé 61 page 323

Soit (E,T') un espace mesurable et (m,,),en une suite de mesures sur 7. On suppose que m,,1(A) > m,(A)

pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,,(A),n € N} pour A € T.

1. (Lemme préliminaire) Soit (an p)npen C Ry et (ap)pen € Ry t.q. any1,p > @nyp, pour tout n,p € N, et
n,p = ap quand n — oo, pour tout p € N. Montrer 33 °  an, — > ay (dans Ry) quand n — oo. [On
pourra utiliser Z;;V:() Anp < D pl0Anp < D020 ap]

2. Montrer que m est une mesure.

3. Soit f € EL(E,T). (On rappelle que £4 (E,T) est I'ensemble des fonctions étagées de E dans R .) Montrer
que [ fdm = sup,,en([ fdmy).

4. Soit f € M (E,T). (On rappelle que M, (E, T) est I’ensemble des fonctions mesurables de F dans R .)

(a) Montrer que ( f fdmy,)nen est une suite croissante majorée par f fdm.
(b) Montrer que [ fdm,, — [ fdm quand n — co.

5.Soit f € L§(E, T, m). Montrer que f € L}(E,T,m,) pour tout n € N et que [ fdm,, — [ fdm quand
n — Q.

Exercice 4.2 (Somme de mesures) Corrigé 62 page 324

Soient m; et mo deux mesures sur I’espace mesurable (E, T).

1. Montrer que m = m + my est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de E dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement si elle est
intégrable pour les mesures m; et mo. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que [ fdm = [ fdm; +
[ fdmo.

3. Soit (1M, )nen une famille de mesures (positives) sur (£, T’) et (an)nen C R% . On pose, pour A € T, m(A) =
ZneN anmy(A). Montrer que m est une mesure sur 7'; soit f une application mesurable de E dans R et
intégrable pour la mesure m ; montrer que f est, pour tout n € N, intégrable pour la mesure m,, et que f fdm =

> en 0n [ fdmy,.
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Exercice 4.3 (Mesure de Dirac) Corrigé 63 page 326
Soit dy la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple 2.1.) Soit f € M, calculer [ fddy.

Exercice 4.4 (Restrictions de la mesure de Lebesgue) Corrigé 64 page 326
Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B. Onnote A 4 [resp. Ap] larestriction a B(A) [resp. B(B)] de la mesure
de Lebesgue sur B(R). Soit f € L}(B,B(B), ). Montrer que f|, € LE(A,B(A),Aa) et que [ fl,dAa =
J fladXp. [Considérer d’abord le cas f € &4 puis f € M etenfin f € L]

Exercice 4.5 (Intégrale des fonctions continues) Corrigé 65 page 327
Soit f € C([0, 1], R). Montrer que f € £L([0, 1], B([0,1]), A) et que

/fd)x = /Olf(a:)dx

(cette derniere intégrale est a prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1). On
rappelle que I’on note (un peu abusivement...) par A la restriction a ([0, 1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notée \...) sur B(R).

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Corrigé 66 page 328
Soit m une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0, 1], R) C £&([0, 1], B([0,1]), m).

Exercice 4.7 (f,g € L1 % fgc LY)
Soit f, g € £4(]0,1], B([0,1]), A). Donner un exemple pour lequel fg & £1([0, 1], B([0,1]), A).

Exercice 4.8 (Rappel du cours...)

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Montrer que si A € T est tel que m(A) = 0, alors [, fdm(=
J f1adm) = 0. (On rappelle que f14 = fsur Aet f14 = 0 sur A°.)

Exercice 4.9 (f positive intégrable implique f finie p.p.) Corrigé 67 page 329

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M_.. Montrer que si /fdm < 400, alors f < 400 p.p..

Exercice 4.10 (Une caractérisation de ’intégrabilité) Corrigé 68 page 329
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini, u une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose A4,, = {z €
E |lu(x)| >n}et B, ={z e E,n < |u(x)| <n+1}.

1. Montrer que :

+oo too
/ luldm < +00 < Z nm(B,) < +00 & Z m(A,) < +oo. (4.31)
n=0 n=0

2. Soit p €]1, +o00[, montrer que |u|? est une fonction mesurable et que :

+oo too
/ [ulPdm < 400 & Z n? m(B,) < +o00 & Z nP~1m(A,) < +oo. (4.32)
n=0 n=0
Exercice 4.11 (Sur la convergence en mesure)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (fn)nen C M, (gn)neny C Met f,g € M t.q. f, — f en mesure et
gn — g en mesure, quand n — co.
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1. On suppose, dans cette question, que f € L4(E, T, m) et que g € L&(E, T, m). Montrer que fg € M et
fngn — fg en mesure, quand n — oo.
[On pourra s’inspirer de la question 3. de I’exercice 3.23 et donc commencer par montrer que, pour tout € > 0,
il existe ng et ky € N tels que :

n>ng, k>ko=m{z e E;|fu(z) >k}) <e]

Donner un exemple pour lequel fg & LL(E, T, m).

2. En prenant (E,T,m) = (R, B(R), A), Donner un exemple pour lequel f,g, # fg en mesure, quand n — oo
(pour cet exemple, on adonc f & L4(E, T, m)oug & L(E, T, m)).

Exercice 4.12 (Sur I’inégalité de Markov) Corrigé 69 page 332
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € LL(E, T, m).

1. Montrer que pour tout @ > 0, on a am({|f] > a}) < / |f] dm.
{lf1>a}

2. Montrer que pour tout ¢ > 0, onam({|f| > a}) < (/ |f| dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)

3. Montrer que
lim am({|f| > a})=0. (4.33)
a— 00

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.33) dans les 2 cas suivants :
(E,T,m) = (R,B(R),\) et (E, T, m) = (]0, 1], B(J0, 1[), A).

Exercice 4.13 (Sur f > 0 p.p.) Corrigé 70 page 332
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € L& (E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équivalentes :

L. f>0pp.,
2. [, fdm > 0pourtout A € T.

Exercice 4.14 Corrigé 71 page 333
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € LY (= LL(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve > 0,35 > 0t.q. VA€ T, m(A) <= / | fldm < e. [Introduire f, = inf(|f|,n)].
A
2. Montrer que : Ve > 0,3C € T't.q.:
i) m(C) < +o0,
(ii)/ |fldm < e,
CC
(iii) sup | f| < +o0,
c
[Considérer C,, = {x € E;
(i), (ii) et (iii).]

Exercice 4.15
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € L} (E, T, m). On suppose que 0 < f < 1p.p.etque [ fdm = [ f2dm.
Montrer qu’il existe un ensemble mesurable fini A tel que f = 14 p.p..

< |f(x)] < n}, et montrer que pour n > ng oil ng est bien choisi, C,, vérifie

S
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Exercice 4.16 (Intégration par rapport a une mesure image)
Soit (E, T, m) un espace mesuré, (F, S) un espace mesurable et f de E dans F'. On suppose que f est mesurable,
c’est a dire que f~1(B) € T pour tout B € S. pour tout B € S, on pose p(B) = m(f~1(B)) (On note souvent

p= fim).
1. Montrer que p est une mesure sur .S (on I’appelle mesure image de m par f).
2. p est-elle finie (resp. o-finie, diffuse) lorsque m est finie (resp. o-finie, diffuse) ?

3. Montrer qu’une fonction ¢ mesurable de F' dans R est y—intégrable si et seulement si ¢ o f est m-intégrable et

que dans ce cas
/@ofdm:/q)du.
E F

Exercice 4.17 (m—mesurabilité) Corrigé 72 page 334

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T't.q. m(A) = 0 et f une application de A dans R. Montrer que :

il existe g mesurable de E dans R t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe (f,)nen, suite de fonctions étagées,
t.q. fn = f p-p., quand n — oo.

Exercice 4.18 (Mesure complete, suite de I’exercice 2.32) Corrigé 73 page 334
On reprend les notations de 1’exercice 2.32 page 49. On note donc (E,T,7) le complété de I’espace mesuré

(E,T,m).

Montrer que £(E,T,m) C L4(E,T,m). Soit f € L(E,T,m), montrer qu’il existe g € L&(E, T, m) t.q.
f=gpp-et que/fdm = /gdm.

Exercice 4.19 (Petit lemme d’intégration) Corrigé 74 page 335

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M(E,T). (On rappelle que M(E,T) est I’ensemble des fonctions
mesurables de E dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € L& (E, T, m). Montrer que
(A)nen C T, m(4,) -0 = /flAndm — 0. (4.34)

2. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), A). Donner un exemple de f € M(E,T) t.q. f > 0 (de
sorte que f € M (E,T)), pour lequel (4.34) est faux.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < coetque f > 0(c’estadire f(x) > 0 pour tout z € F). Montrer
que

(Ap)nen C T, /flAndm =0 =m(4,) —0. (4.35)

On pourra utiliser le fait que, pour p € N*, A4, C {f < %} U{z € Ap; f(z) > %}
4. On prend (dans cette question) (E, T,m) = (R, B(R), ) (de sorte que m(E) = 0o). Montrer que si f € Li(F,
T, m) et f > 0, alors (4.35) est faux. Donner un exemple de f € LL(E, T, m) t.q. f > 0.

Exercice 4.20 (Fatou sans positivité) Corrigé 75 page 336
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit ( f,)nen C L& (E, T, m), f € L&(E, T, m)eth € M(E,T). (On rappelle
que M(E,T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E dans R.)
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1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — oo, f,, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il existe C' € R t.q.
J fndm < C pour tout n € N.
(a) Montrer qu’il existe (g )nen C Li(E, T, m)etg € LL(E, T, m) t.q.

— fn = gn p-p,pourtoutn € N, f = g p.p.,
- gn(z) — h(z), quand n — oo, pour tout x € E,
— gn > g pour toutn € N.

(b) Montrer que h € L4(E, T, m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour tout n € N"
que I’on remplace par I’hypothese (plus faible) “il existe D € R t.q. f fandm > D pour tout n € N". Donner un
exemple pour lequel b ¢ L (E, T, m). [Prendre (E, T, m) = (R, B(R), \).]

Exercice 4.21 Corrigé 76 page 337

Soient T > Oet f € £ = £1([0,T7], B([0,T)), \) (A désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0,T7]).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction  ++ €"* f(z) appartient & £*.

On suppose, dans la suite de I’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € Ry t.q. que [ €™ f(z) dA\(z) < M
pour tout 7 € N.
2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoréme de convergence monotone.]

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(z) = 0 pour tout z € [0, 7.

4.11.2 L’espace L'

Exercice 4.22 (Mesure de densité) Corrigé 77 page 338

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose ju(A) = [, fdm.

1. Montrer que x est une mesure sur 7.

2. Soit g € M. Montrer que g € LL(E,T,p) si et seulement si fg € Ly (E,T,m) (on pose fg(z) = 0 si
f(z) = oo et g(z) = 0). Montrer que, pour g € L&(E, T, ), [ gdu = [ fgdm.

(On dit que y est la mesure de densité f par rapport a m et on pose . = fm.)

Exercice 4.23 (Comparaison de convergence dans L')

On considere ici I’espace mesurable (R, B(R), ot B(R) est la tribu des boréliens sur R. On note A la mesure de
Lebesgue et, pour ¢ € R, on note J, la mesure de Dirac en a. On pose 1 = 1 + d2 + 3\ (noter que (& est une
mesure sur B(R)). Soit f I'application de R dans R définie par f(z) = 2*. On pose f, = f1j_, , pour tout
n € N. On pose L' (1) = L& (R, B(R), p1).

1. Montrer que, pour toutn € N, f,, € L'(u), et calculer a,, = [ f,du.
2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans L' () de la suite

(fn)'nEN 2.

Exercice 4.24 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,)ney C L' (= LL(E, T, m)); on suppose que f,, converge uniformé-

ment vers f quand n — oo (plus précisément : il existe des représentants des f,,, encore notés f,, t.q. f, converge

uniformément vers f).

1. A-t-on f € L' (plus précisément : existe-t-il F € L' t.q. f = gp.p.sig € F)? [distinguer les cas m(E) < +o0
et m(E) = 400.]
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2.Si f e L' et ([ fndm)nen converge dans R, a-t-on : lirf /fndm = /fdm?
n—-+0oo

Exercice 4.25 Corrigé 78 page 339

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note L' I'espace L& (E, T, m). Soit (fn)neny C L et f € L. On suppose
que, pour tout n € N, f,, > 0 p.p., que f, — f p.p. et que [ fr,dm — [ fdm lorsque n — +oo. Montrer que
fn — f dans LY. [on pourra examiner la suite (f — f,)*.]

Exercice 4.26 (Exemple de convergence)

1. Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,)nen C Ly (E,T,m), f,g € LL(E, T, m). On suppose que f,, — f p.p.
etque f,, — g dans LL(E, T, m). Montrer que f = ¢ p.p.

2. On suppose maintenant (£, T, m) = ([-1,1], B(R), A). Pour n € N, on définit la fonction : fp, = nl_1 1.

2n 0 2n

(a) Montrer que la suite (f,,)nen est bornée dans L', et que la suite ( f fndX\)nen converge.
(b) Peut-on appliquer le théoréme de Lebesgue de la convergence dominée ?
(c) A-t-on convergence de la suite (f,,)nen dans L (E, T, m) ?

(d) Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [—1, 1] a valeurs dans R, [ f,pd\ — [ ©ddy lorsque n —
+0o (on dit que f,, A tend vers &g dans I’ensemble des mesures sur les boréliens de [—1, 1] pour la topologie
“faible %").

Exercice 4.27 (A propos du lemme de Fatou)
Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,,)nen C L1 (= L&(E,T,m)) t.q. fn > 0 p.p. pour tout n € N. On pose,
pour tout z € E, f(x) = liminf £, ().
n——+00
1. Construire, pour tout n € N, g, € My t.q. f,, = g p-p--
On pose g = lim_‘i_nf gn (Ol g, est construite a la question 1).
n—-+o0o
2. Montrer que f = g pp, que f > 0 p.p. et que :
/gdm < lim inf/fndm (4.36)
n——+oo
3. On suppose de plus qu’il existe C' > 0 t.q. /fndm < C pour tout n € N. Montrer que f € L(E,T,m) et
que f < 400 p.p..
Exercice 4.28 (Théoréme de Beppo-Lévi) Corrigé 79 page 339
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,)neny C L' (= LE(E,T,m))et f: E = R, t.q.:
@) fn — f p-p. lorsque n — +o0.
(ii) La suite (f,,)nen est monotone, ¢’est-a-dire :
fn+1 > fnp.p., pour toutn € N,

ou
frn+1 < fn p-p., pour tout n € N.

1. Construire (gy)nen C LY(= LLY(E,T,m)) et g € M tq. fo = gn P-P-» [ = g P-P-» gn(x) — g(z) pour tout
x € E, et gy+1 > gy pour tout n € N (ou gp,+1 < gy, pour tout n € N).

2. Montrer que f € L' < lim fndm € R.

n—-—+oo

103



3. On suppose ici que f € L*, montrer que f,, — f dans L%, lorsque n — +o0.

Exercice 4.29 (Préliminaire pour le théoréeme de Vitali) Corrigé 80 page 341
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L*(= LL(E, T, m)).
1. Montrer que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 t.q. :

Aer, m(A)g(s;»/mdmge.
A

[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f],n)].

2. Soit € > 0, montrer qu’il existe C' € T t.q. m(C) < 400 et / | fldm < e. [Choisir un représentant de f et
CC
1
considérer C,, = {x € E; — < |f(2)|}.]
n

Exercice 4.30 (Théoreme de Vitali) Corrigé 81 page 342
Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L'(= LL(E, T,m))et f : E — R, tq. f, — f p.p--

1. On suppose m(E) < +oo. Montrer que : f € L' et f,, — f dans L' lorsque n — +00 si et seulement si
(fn)nen est équi-intégrable (i.e. : Pourtoute > 0,ilexiste § t.q. (A € T,n € N,m(A) <5 = [, |faldm < e).
[Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de I’exercice 4.29. Pour le sens <=, remarquer que f | fo—fldm =
Jalfn = fldm =+ [, |fn — fldm, utiliser le théoréme d’Egorov et le lemme de Fatou...]

2. On suppose maintenant m(FE) = +oco. Montrer que : f € L' et f,, — f dans L' lorsque n — +oo0 si et
seulement si (f,,)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T, m(C) < +ooet [, |fnldm < e pour
tout n. [Pour montrer le sens =, utiliser [’exercice 4.29. Pour le sens <=, utiliser ’exercice 4.29, le lemme de
Fatou et le résultat de la question 1.]

3. Montrer que le théoréme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence du théo-
reme de Vitali.

Exercice 4.31 (Théoréme de “Vitali-moyenne'') Corrigé 82 page 345

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note £ = LL(E, T, m). Soit (fn)nen C Ll et f € M(E,T).

1. On suppose que m(FE) < co. On se propose ici de montrer que “f € L' et || f,, — f|l1 — 0 quand n — co" si et
seulement si on a les deux propritées suivantes :
pl. fn — f en mesure, quand n — oo,
p2. La suite (fy,)nen est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-a-dire que la convergence pour la norme de L' implique p1 et p2).

(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant que f,, — f en mesure, quand n — 0o, et que (fy)nen
est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout 6 > Oetn > 0, il existe n € Nt.q. : p,q > n = m({|fp, — fq| = n} <6.
ii. Montrer que la suite (f,,)nen est de Cauchy dans L.
iii. Montrer que f € £ et que || f, — f|l1 — 0 quand n — oo.
2. On ne suppose plus que m(E) < co. Montrer que “f € L' et || f, — f|l1 — 0 quand n — oo si et seulement si
on a les propriétés suivantes :
pl. fn — f en mesure, quand n — oo,

p2. la suite (f,,)nen est équi-intégrable,
p3. pour tout € > 0, il existe A € T t.q. m(A) < oo et, pour tout n € N, fAC | frldm < e.
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Exercice 4.32 (Continuité de p — || - ||,) Corrigé 83 page 348
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E,T).

1
1. Pour p € [1, 400, on pose || f||, = (/ |f|pdm)p (noter que | f|P € M )etonditque f € LPsi| f]|, < +oo.
Onpose [ = {p € [1,4o0[, f € LP}.

(a) Soient p; et ps € [1,400[, et p € [p1, p2]. Montrer que si f € L£P* N LP2, alors f € LP. En déduire que T est
un intervalle. [On pourra introduire A = {z; |f(z)| < 1}.]

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans /. On prend pour cela :
(B, T,m) = ([2,400[, B([2,00[), A) (X est ici la restriction a [2, co[ de la mesure de Lebesgue sur B(R)).
Calculer I dans les deux cas suivants :

i f(z) =12 €2 +ool.
(c) Soit (pp)ney C Letp € I, (I désigne I’adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p). Montrer que
s
2.Ondit que f € L™ s’il existe C' € Rt.q. |[f| < C p.p.. Onnote || f||oc = inf{C € Rtq. |f| < C p.p.}. Si
f & L2, 0onpose || f]loc = +00.
(a) Montrer que f < || f|loo p-p-- A-t-on f <i|f|\mp.p. ?
Onpose J = {p € [1,+o0|; f € LP} C R,

(b) Remarquer que J = I ou J = I U {+o0}. Montrer que si p € I et +-00 € J, alors [p, +oc] C J. En déduire
que J est un intervalle de R .

(c) Soit (pp)nen C I t.q. p, T +00. On suppose que || f||o > 0 (noter que f = 0 p.p. < || f]loc = 0).
i. Soit 0 < ¢ < |[|f|loo- Montrer que limJirnf | fllp, > c. [On pourra remarquer que [ |f|Pdm > Pm({z,
n——+oo
[f(@)] = c}]

ii. On suppose que || f|jcc < +o00. Montrer que : limsup || f
n—-—+oo

Prdm — / | f1Pdm quand n — +o0. [On pourra encore utiliser I’ensemble A).

pn < | flloc- [On pourra considérer la suite

Pn
Gn = (ﬂ) et noter que g, < go p.p.. |
11l

iii. Déduire de (a) et (b) que || f||p, — || f|loo lorsque n — +o0.
3. Déduire des deux parties précédentes que p — || f||,, est continue de J dans R, o1 J désigne I’adhérence de .J
dans R (c’est-a-dire J = [a, b] si J = |a,b|, avec 1 < a < b < +o0, et | désigne | ou ).

Exercice 4.33 (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe |[)
Soit f : R x Ry — Ridonnée par: f(¢,x) =ch(¢t/(1+z)) — 1.
1. Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction f(¢,.) appartient a L' (R, B(R), )).

2. On pose : F'(t) = fR+ f(t, z)dz. Montrer que F' est continue, dérivable. Donner une expression de F”.

Exercice 4.34 (Contre exemple a la continuité sous le signe f )
Soit f : Ry x]0,1[— R donnée par : f(t,x) = 1siz € [0, 2] U[t, 1], f(%,t) = 2 et f est affine par morceaux.

1. Montrer que la fonction f(., x) est continue pour tout z €]0, 1].

2. Montrer que f(t,2) — 1 lorsque ¢ — 0, pour tout z €]0, 1[.
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3. Montrer que [ f(¢,z)dz /4 1lorsque ¢ — 0. Pourquoi ne peut on pas appliquer le théoréme de continuité sous
le signe [ ?

Exercice 4.35 (Continuité d’une application de L' dans L') Corrigé 84 page 353
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

3C eRY; |g(s)| < Cls| +C, Vs e R. (4.37)

1. Soitu € L} (E, T, m). Montrer que g o u € L(E, T, m).
On pose L' = LL(E,T,m). Pour u € L', on pose G(u) = {h € LL(E,T,m); h = govpp.} € L', avec
v € u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c¢’est a dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.

3. Soit (tn)neny C L. On suppose que u,, — u p.p. et qu’il existe F' € L' t.q. |u,| < F p.p., pour tout n € N.
Montrer que G(u,) — G(u) dans L.

4. Montrer que G est continue de L' dans L'. [On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé “réciproque
partielle de la convergence dominée".]

5. (Question non corrigée, voir le corrigé 108 page 380) On considere ici (E, T, m) = ([0, 1], B(R), A). On suppose
que g ne vérifie pas (4.37). On va construire u € L' t.q. G(u) ¢ L'.

(a) Soit n € N*, montrer qu’il existe cv,, € R tel que : [g(aw,)| > n|ay] et |a,| > n.

(b) On choisit une suite (o, )pen+ Vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il existe
a>0tq.

(¢) Soit (an)nen+ une suite définie par : a1 = 1l et apy1 = an (ou «,, et a sont définies dans les 2

an|n?
questions précédentes). On pose u = Z:g onlia, 1 a,- Montrer que u € L' et G(u) & L*.

4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.36 Soient (E,T') un espace probabilisé et X une variable aléatoire de (E,T) dans (R, B(R)), de loi
de probabilité px. Calculer I’espérance et la variance de la variable aléatoire X dans les cas suivants :

1. px est la loi uniforme sur [a,b] (a,b € R, a < b;

2. px est la loi exponentielle ;

3. px est la loi de Gauss.

Exercice 4.37 Dans une ruche, la longévité d’une abeille ouvriere née au printemps est une variable aléatoire X
définie par la densité de probabilité f(t) = At2e~%%, ol \ et « sont des réels positifs.
Sachant que la longévité moyenne d’une abeille est de 45 jours, calculer A et .

Exercice 4.38 (Probleme de Buffon) Sur un parquet “infini" dont les lattes ont une largeur 2d, on laisse tomber
au hasard une aiguille de longueur 2¢ avec ¢ < d, et on veut estimer la probabilité de I’événement A : “I’aiguille
rencontre un interstice". On appelle (Q, T, p) I’espace probabilisé associé a ce probléme.

On considere :
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— que la position x du centre de 1’aiguille par rapport a I’interstice le plus proche et dans la direction z’x perpen-
diculaire aux lattes est une variable aléatoire uniformément distribuée sur [—d, d],

— que I’angle orienté 6 que fait I’aiguille avec I’interstice est une variable aléatoire uniformément distribuée sur
[_ gv E]'

1. Montrer que I’événement A “correspond” (on précisera en quel sens) a la partie P4 du plan (z,0) : Py =
{(z,0) € [=d,d] x [-F, §]; || < £sin0}. Représenter graphiquement Py.

20

2. Montrer que p(A4) = =5.

Exercice 4.39 (Inégalité de Jensen) Corrigé 85 page 354

A\

Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q. f(x) — f(a)
¢q(x — a) pour tout z € R.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité (2, A, P). On suppose que X
et f(X) sont intégrables. Montrer I’inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

[ seoir = g [ xa)
[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]

Exercice 4.40 (Sur I’équi-intégrabilité ) Corrigé 86 page 355
Soit (E, A, P) un espace de probabilité et (X, ), cn une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite (X, ),cn est
équi-intégrable si [, |X,,|dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport a n. € N. Montrer
I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :
1. lim sup/ | X |dP =0,

{IXn|>a}

a—r0o0 neN

2. sup/ | Xpn|dP < +00 et (X, )nen équi-intégrable.
neN
Exercice 4.41 (Caractérisation de I’indépendance) Corrigé 87 page 355

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, n > 2 et X1, Xs,..., X, n variables aléatoires réelles. Montrer que
I’indépendance de (X1, Xo, ... X,,) est équivalente a la propriété suivante :

V(ai,...,an) €] — 00, +00[", PIX1 < a1,..., X, < an] = [[ P[Xi < ai].

=1

(La notation P[X < a] est identique & P({X < a}), elle désigne la probabilité de I’ensemble {w € 2, X (w) <
a}.)

Exercice 4.42 (Sign(X) et | X | pour une gaussienne) Corrigé 88 page 356
Pour s € R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (2, A, P) un espace probabilisé
2

1
. . . . \/EO' . .
la racine carré de la variance de X'). Montrer que sign(X) et | X| sont indépendantes et préciser leurs lois. Méme

question avec sign(X) et X 2.

et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire Px = f\ avec, pour z € R, f(z) = e 2a% oo > 0 est

Exercice 4.43 (V.a. gaussiennes dépendantes) Corrigé 89 page 357
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Soit (2, A, P) un espace de probabilités, o1 > 0, 02 > 0 et X7, X» deux variables aléatoires réelles indépendantes
et telles que :
X, ~N(0,0%) et Xy~ N(0,02).

(le signe “~" signifie “a pour loi".) Construire deux v.a. Y7 et Y2 t.q. X1 ~ Y7, X5 ~ Y5 et Y7 et Y5 soient
dépendantes.

Exercice 4.44 (V.a. gaussiennes dépendantes, a covariance nulle) Corrigé 90 page 357

soit (€2, A, P) est un espace de probabilités et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ N(0,1) et S a pour
loi Ps = %61 + %6,1. (Il est possible de construire un espace de probabilités et des v.a. indépendantes ayant des
lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N(0,1).

2. Montrer que SX et X sont dépendantes.

3. Montrer que Cov(SX, X) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus I’existence de S, mais on suppose qu’il existe ¥ v.a. gaussienne

indépendante de X. Montrer que si Y ~ A(0,02), avec o > 0, il est possible d’utiliser Y pour construire S,
v.a. indépendante de X et telle que Ps = %61 + %571.

Exercice 4.45 (Limite p.s. et indépendance) Corrigé 91 page 358

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, (X, )nen+ une suite v.ar. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout
n € N*, X,, et Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — co. Montrer que X et Y sont
indépendantes.

Exercice 4.46 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne)

Soit (2, A, P) un espace de probabilité et X une v.a. t.q. X ~ N(0,1). Soit Y = exp(X). Calculer la moyenne,
la variance et la densité de Y.

Exercice 4.47 (Loi du \?)
Soit (€, A, P) un espace de probabilité et X une v.a. t.q. X ~ N (0,1). Calculer I’espérance, la variance ainsi que
la densité de la v.a. X 2. (Remarque : cette loi s appelle “Loi du x2 4 1 degré de liberté".)
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Chapitre 5

Mesures sur la tribu des boréliens

5.1 L’intégrale de Lebesgue et I’intégrale des fonctions continues

Nous commengons par comparer 1’intégrale de Lebesgue (définie sur (R, B(R), A)) a I’intégrale “classique" des
fonctions continues (et plus généralement des fonctions réglées).

Soit [ un intervalle de R (borné ou non). On rappelle que B(I) = {A € B(R), A C I'}. On peut donc considérer la
restriction & B(I) de la mesure de Lebesgue définie sur B(R). On notera en général (un peu incorrectement) aussi
A cette mesure sur B(1).

Proposition 5.1 Soit —cc < a < b < +o0. Soit f € C([a,b],R). Alors, f € Li([a,b], B([a,b]),\)) et [ fd\ =

b S N “pre s . . " .
fa f(x)dx (cette derniére intégrale est a prendre au sens de “’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre
1)

DEMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition fait 1’objet de I’exercice (corrigé) 4.5 page 99. En fait ’exercice 4.5 s’inté-
resse au cas [0, 1] mais s’adapte facilement pour le cas général [a, b].

[

Remarque 5.1

1. Si I est un intervalle de R dont les bornes sont a,b € R (I peut étre fermé ou ouvert en a et b) et si f €
LY(1,B(I),\) ou L*(I,B(I), \), on notera souvent :

/fdA:/f(x)dA(a:):/abf(x)dx.

Cette notation est justifée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, si I est compact, I’intégrale de Le-
besgue contient I’intégrale des fonctions continues (et aussi I'intégrale des fonctions réglées et aussi ’intégrale
de Riemann, voir I’exercice 5.3).

2. Soient —co < a < b < +ooet f € C([a,b],R).

La proposition 5.1 donne que f € L&([a,b], B([a,b]), A)). En fait, on écrira souvent que f € Lk([a,b],
B([a,b]), A)), c’est-a-dire qu’on confondra f avec sa classe dans L} ([a, b], B([a, b]), \), qui est ’ensemble {g
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€ L ([a,b], B([a,b]), \); g = f p.p.}. On peut d’ailleurs noter que f est alors le seul élément continu de
{g € L ([a,b], B([a,b]),A\); g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante (proposition 5.2).

Proposition 5.2 Soient —co < a < b < +oo et f,g € C(]a,b],R). On suppose que f = g A-p.p.. On a alors
f(x) = g(z) pour tout x € [a, b).

DEMONSTRATION :
Cette proposition est démontrée a 1’exercice (corrigé) 3.10 page 66 pour a = —oo et b = oo. La démonstration
pour a et b quelconques est similaire.

[

Proposition 5.3 Soit f € C.(R,R) (fonction continue & support compact). Alors f € L& (R, B(R), \). (Ici aussi,
on écrira souvent f € LL (R, B(R), \).)

De plus, si a,b € Rsont t.q. a < bet f = 0 sur [a,b]|® (de tels a et b existent). Alors, [ fd\ = j; f(z)dz (cette
derniére intégrale étant a prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION :

On remarque d’abord que f est borélienne car continue. Puis, pour montrer que f est intégrable, on va utiliser la
proposition 5.1. Comme f est a support compact, il existe a,b € R t.q. a < bet f = 0 sur [a, b]°. On a alors, par
la proposition 5.1, f|, . € C([a,0],R) C L([a,b], B([a,b]),A). Onadonc [ [fld\ = [[f;, ,[d\ < oo et donc
f € LL(R, B(R), \). Enfin, la proposition 5.1 donne aussi :

/ frodh = /  fa)de.

D’ol I’on conclut bien que [ fd\ = ff f(x)dx.
"

Le résultat précédent se généralise a I’intégrale de Riemann des fonctions Riemann-intégrables (construite a partir
des sommes de Darboux). Ceci fait I’objet de I’exercice 5.3.

5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon

Remarque 5.2 Les propositions 5.1 et 5.3 donnent les résultats suivants :
1. Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = [ fdA. Lapplication L est une application linéaire (de C\.(R, R) dans R)
positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. (On rappelle que f > 0 signifie que f(z) > 0 pour tout z € R.)

Plus généralement, soit m une mesure sur (R, B(R)), finie sur les compacts. Il est facile de voir que C..(R, R)
C L (R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutdt C.(R,R) C L4 (R, B(R), m)). Pour f € C.(R,R), on pose
L(f) = [ fdm. Lapplication L est une application linéaire (de C.(R,R) dans R) positive (ou encore une
“forme linéaire positive").
On peut montrer une réciproque de ce résultat (théoreme 5.1).

2. Soit —oco < a < b < oo. Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = [ fdX. Lapplication L est une application
linéaire (de C'([a, b], R) dans R) positive.

Ici aussi, plus généralement, soit m une mesure finie sur ([a, b], B([a, b])). 1l est facile de voir que C([a, b], R)
C Li([a,b], B([a,b]),m) (ou plutdt C([a,b],R) C LL([a,b], B([a,b]),m)). Pour f € C([a,b],R), on pose
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L(f) = [ fdm. Lapplication L est une application linéaire (de C([a, b], R) dans R) positive (ou encore une
“forme linéaire positive").

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.5).

On énonce maintenant des résultats, dis a F. Riesz, qui font le lien entre les applications linéaires (continues ou
positives) sur des espaces de fonctions continues (c’est cela que nous appellerons “mesures de Radon") et les me-
sures “abstraites" sur B(R) (c’est-a-dire les applications o—additives sur les boréliens de R, a valeurs dans R ou
R, non identiquement égales & +oco). Le théoréme 5.1 donné ci aprés est parfois appelé “Théoréme de représen-
tation de Riesz en théorie de la mesure". Dans ce cours, nous utilisons 1’appellation “Théoréeme de représentation
de Riesz" pour le théoréme 6.9, il s’agit du “Théoréme de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert".

Théoreme 5.1 (Riesz) Soit L une forme linéaire positive sur C,. dans R, alors il existe une unique mesure m sur
(R,B(R)) t.q. :

vV feC. L(f) :/fdm. 5.1)
De plus, m est finie sur les compacts (c’est-a-dire m(K) < oo pour tout compact K de R.)

DEMONSTRATION : La partie “unicité" de cette démonstration est assez facile et est donnée dans la proposition 5.4.
La partie “existence" est plus difficile, on en donne seulement le schéma général.

Soit L une forme linéaire positive sur C.(R, R).
1. Montrer que L est continue, c¢’est-a-dire : pour tout compact K de R, il existe Cx € R t.q. pour toute fonction

continue a support dans K, |L(f)| < Ck||fl|lco- (Considérer une fonction ¢ € C.(R,R) t. q. () = 1si
x € K, et (z) > 0).

2. Montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1 (Dini) Soient (f,,)neny € C.(R,R) et f € C.(R,R) t.q. fr, T f ou fr, | f lorsque n — +oco. Alors
fn converge uniformément vers f.

3. Déduire des deux étapes précédentes que si (f,,)nen C Co(R,R) et f € C.(R,R) t.q. f T f ou f,, | f lorsque
n — +o0, alors L(f,) — L(f).

4. Soient (fn)nen et (gn)nen C Cc(R,R) des suites telles que f,, T fetgn T g(ou fn | fetg, | g), ot fetg
sont des fonctions de R dans R. Montrer que si f < g alors lim,, s 1 o0 L(f) < limy,— 400 L(gs) (et dans le cas
particulier ot f = ¢, lim,,—, y oo L(f) = limy— 100 L(gn)). [On pourra, par exemple, considérer, pour n fixé,
hyp = inf(gp, fn) et remarquer que hy, T fy.]

5. On définit :

Ay = {f R—=R; El(fn)neN - CC(R7R)§fn T fet nll)r_{loo L(fn) < +OO}7 (5.2)
A— = {f : R — R; El(fn)nEN C Cc(Rv R)vfn \L f et nli)grloo L(fn) > *00}7 (53)

Si f € A+’ on pose L(f) = hmn—H—oo L(fn)’ ol (f'n)nEN - Cc(Rv R): f’rL T f Si f S Ai’ on pose L(f) =
limy, s 100 L(fn), 00 (fr)nen C Ce(R,R); f,, | f. Vérifier que ces définitions sont cohérentes (c’est-a-dire
qu’elles ne dépendent pas des suites choisies et que si f € AT N A~ les deux définitions coincident). Montrer
les propriétés suivantes :

(@) Si f € AT (resp. A7) alors —f € A~ (resp. AT)et L(—f) = —L(f).
(b) Si f,g € A" (resp. A7) alors f + g € AT (resp. A" ) et L(f +g) = L(f) + L(g).
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(©)Sife At (resp. A ) eta € Ry alors af € A1 (resp. A7) et L(af) = aL(f).

(d)Si fe AT (resp. A")etg € AT alors sup(f, g) € A" etinf(f,g) € AT.

(e)Si f,g € AT (resp. A7) et f > g, alors L(f) > L(g).

() Si (fn)nen C Ay (resp. A7) et f, 1 f € AT (resp. fn | f € A7), alors L(fn) > L(f).

(g) Soit (fn)nen C A4 (resp. A7) t.q. fn T f (resp. fn | f), ot f est une fonction de R dans R. Si
limy, 100 L(fn) < 400, alors f € AT,

Remarquer aussi que AT contient toutes les fonctions caractéristiques des ouverts bornés et que A~ contient
toutes les fonctions caractéristiques des compacts.

6. On pose :
E={fR->RVe>03JgcAtethec A ;h< f<getL(g)— L(h) <&} 5.4)
et pour f € E, on définit :
L(fy= sup L(h)= inf L(g). (5.5)
heA— ,h<f geA™ g2 f

Montrer que cette définition a bien un sens, c’est-a-dire que d’une part :

sup L(h)= inf L(g),
heA— h<f Q gEA™ 9> f (9)

et d’autre part la définition de L sur E est compatible avec la définition sur A+ et A~ (aprés avoir remarqué que
At C Eet A~ C E). Montrer les propriétés suivantes sur £ :
(a) E est un espace vectoriel et L une forme linéaire positive sur E.
(b) E est stable par passage a la limite croissante ou décroissante.
(c) E est stable par inf et sup, i.e. si f € Eetg € E, alors sup(f,g) € Eetinf(f,g) € E.
7. Soit (pr)ney € Cet.q. 0 < ¢, < lete, T 1.0npose T = {A € P(R);1lap, € EVn € N}. Montrer que
T D B(R).
8. Pour A € T, on pose : m(A) = lim,,—, oo L(14py) € RU {400}. Montrer que m est une mesure o-finie.
9. Montrer que £!(R,T,m) = Eetque [ fdm = L(f),Vf € E.

Proposition 5.4 Soit d > 1, m et yu deux mesures sur B(R?), finies sur les compacts. On suppose que f fdm =
[ fdu, pour tout f € C.(R4,R). Alors m = pu.

DEMONSTRATION : La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.5. Elle est
faite pour d = 1 au chapitre 4 (proposition 4.11. Sa généralisation au cas d > 1 est laissée en exercice. u

Remarque 5.3 Le théoreme 5.1 donne un autre moyen de construire la mesure de Lebesgue que celui vu au
chapitre 2 :

Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = jab f(z)dz, o a,b € R sont choisis pour que f = 0 sur [a, b]¢ (on utilise
ici I’intégrale des fonctions continues sur un compact de R). L’application L est clairement linéaire positive de
C.(R,R) dans R. Le théoréme 5.1 donne donc I’existence d’une mesure m sur B(R) t.q. [ fdm = L(f) pour tout

I € C.(R,R). Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie bien m(Ja, b[) = b — a pour tout
a,beR,a<b).
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Définition 5.1 On définit les espaces de fonctions continues (de R dans R) suivants :
Co(R,R) ={f € C(R,R); Suﬁ\f(l‘)l < oo},
A4S

Co(R,R) = {f € C(R,R); f(x) — 0 quand |x| — oo},
C.(R,R)={f e C(R,R); 3K C R, K compact, f =0 sur K}.

Pour f € Cy(R,R), onpose || f||u = sup,cg | f(x)|. La norme ||-||,, s’appelle “norme de la convergence uniforme"

(elle est aussi parfois appelée “norme infinie".)

Il est clair que C.(R,R) C Cp(R,R) C Cp(R,R) et on rappelle que Cp(R, R) et Cp(R, R) sont des espaces de
Banach (e.v.n. complet) avec la norme || - ||,

Remarque 5.4 Soit mm une mesure finie sur B(R), alors Cy (R, R) C L} (R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutdt
Cy C LL(R,B(R),m)). Pour f € Cy(R,R), on pose L(f) = [ fdm. L application L est alors une application
linéaire sur C(R,R). On munit C,(R,R) de la norme de la convergence uniforme, L’application L est alors
continue (car L(f) < m(E)| f]l. pour tout f € Cp(R,R)). L'application L est aussi positive, ¢’est-a-dire que
f > 0= L(f) > 0. On donne ci-apres des réciproques partielles de ces résultats.

Théoreme 5.2 (Riesz) Soit L une application linéaire positive de C dans R, alors il existe une unique mesure m

finie sur (R, B(R)) t.q. :
Vv feCy, L(f)= /fdm, (5.6)

DEMONSTRATION : Ici aussi, on ne donne qu’un schéma de la démonstration.
Soit L une application linéaire positive de Cjy dans R.

1. Pour montrer que si m existe, alors m est finie, considérer les fonctions
fo =1+ (@ +n+ Dl gr)m + 0+ 1= 2) 100,

et la continuité de L.

2. Montrer que L est continue.[Raisonner par I’absurde en supposant que L est positive et non continue : en
utilisant le fait que si L est non continue alors L est non bornée sur la boule unité, construire une suite g, de
fonctions positives telles que la série de terme général g,, converge absolument. Soit g la limite de la série de
terme général g, montrer que T'(g) > n,Vn € N.]

3. Montrer que la restriction 7' de L a C.(R,R) est linéaire continue, et donc par le théoréme 5.1 qu’il existe une
unique mesure m t.q. T(f) = [ fdm,Vf € C.(R,R).

4. Montrer que L(f) = [ fdm Vf € Co(R,R) [approcher f de maniére uniforme par f, € C.(R,R), prendre
par exemple : f, = fon o o, € Co(R,R), p,, = 1 sur [—n,n] et p,(x) = 0 sur [—(n + 1), n]°. Montrer que

limpy, sy oo L(fn) = L(f) et que limy, s oo [ fndm = [ fdm .
n

Le résultat du théoreme 5.2 est faux si on remplace Cy par C. On peut, par exemple, construire une application
linéaire continue positive sur Cj, non identiquement nulle sur C}, et nulle sur Cj. Si on note L une telle application
(nulle sur Cjy mais non identiquement nulle sur C}) et si mm est une mesure finie sur (R, B(R)) t.q. L(f) = [ fdm
pour f € Cj, on montre facilement (en utilisant [ fdm = 0 pour tout f € Cp) que m = 0 et donc L(f) = 0 pour
tout f € Cp, en contradiction avec le fait que L n’est pas identiquement nulle sur Cj.
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Pour construire une application linéaire continue positive sur Cj, non identiquement nulle et nulle sur Cy, on peut
procéder de la maniere décrite ci aprés. On note F' le sous espace vectoriel de C, formé des éléments de Cj, ayant
une limite en +o0o. Onadonc f € F'si f € Cyetsiilexistel € Rt.q. f(z) = [ quand x — oo. Pour f € F on
pose L(f) = lim,_o f(2). On a ainsi défini une forme linéaire positive sur F' (car, pour f € F, f(z) > 0 pour
tout € R implique bien i( f) > 0). En utilisant le théoréme 5.3 donné ci apres, il existe donc L, forme linéaire
positive sur Cy, t.q. L = Lsur F.L application L est donc linéaire continue positive sur C, (pour la continuité,
on remarque que |L(f)| < [|f]lw), elle est bien nulle sur Cy (car lim, o f(z) = 0si f € Cy C F) et non

identiquement nulle sur Cy, car L(f) = 1 si f est la fonction constante, égale a 1 en tout point.

Théoreme 5.3 (Hahn-Banach positif)

Soit F un sous espace vectoriel de Cy, = {f € C(R,R); sup,cp |f(2)| < oo} et T une application linéaire de F
dans R. On suppose que F' contient les fonctions constantes et que T est positive (c’est-a-dire que, pour f € F,
f(x) > 0 pour tout x € R implique T(f) > 0). Il existe alors T, application linéaire positive sur Cy, t.q. T = T
sur F.

DEMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici. Elle peut se faire en utilisant une technique tres
similaire a celle donnant la démonstration du théoreme de Hahn-Banach (qui permet aussi de montrer le théoreme
de prolongement d’une application linéaire continue définie sur un sous espace vectoriel d’un espace de Banach).
Elle peut aussi se faire en se ramenant au théoréme de Hahn-Banach lui-méme tel qu’il est donné, par exemple,
dans le livre d’analyse fonctionnelle de H. Brezis.

Il est intéressant de noter que le résultat du théoreme peut étre faux si on retire I’hypothese “F' contient les fonctions
constantes". n

On peut maintenant faire la remarque suivante :

Remarque 5.5 Soit K une partie compacte de R. On note C(K,R) = {f|,., f € Cy}. Si m est une mesure finie
sur (K, B(K)) I’espace fonctionnel C'(K, R) est inclus dans L} (K, B(K), m), et 'application qui 2 f € C(K,R)
associe [ fdm est linéaire positive (et continue, si C'(K,R) est muni de la norme de la convergence uniforme).
Réciproquement, soit L une application linéaire positive de C(K,R) dans R. Le théoreme précédent permet de
montrer qu’il existe une unique mesure finie, notée m, sur (K, B(K)) t.q. :

L(f):/fdrm Vf € C(K,R). (5.7)

Considérons maintenant le cas des mesures signées : si m est une mesure signée sur (R, B(IR)) (ou sur (K, B(K))),
I"application qui & f € Cj (ou € C(K), K étant une partie compacte de R) associe | fdm est linéaire continue
(pour la norme de la convergence uniforme). Réciproquement, on a aussi existence et unicité d’une mesure (signée)
définie a partir d’une application linéaire continue de Cy (ou de C'(K')) dans R :

Théoréme 5.4 (Riesz, mesures signées) Soit L une application linéaire continue de Co(R, R) dans R (ou de
C(K,R) dans R, oit K est un compact de R). Alors il existe une unique mesure signée, notée m, sur B(R) (ou sur

B(K))tq.:
L) = [ fam, v € Co(R.R) ou O B)). (5:8)

Les éléments de (Co(R,R))" (ou (C(K,R))’) sont appelés "mesures de Radon" sur R (ou K ). On rappelle que,
pour un espace de Banach (réel) E, on note £’ son dual topologique, c’est-a-dire I’ensemble des applications
linéaires continues de E dans R.

DEMONSTRATION : Elle consiste a se ramener au théoreme de Riesz pour des formes linéaires positives. Elle n’est
pas détaillée ici. On rappelle seulement que si m est une mesure signée sur 7’ (tribu sur un ensemble E). il existe
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deux mesures finies m™ et m™ sur 7T, étrangéres (c’est-a-dire qu’il existe A € T t.q. m™(A) = m™(A°) = 0) et
t.g.m =m™* —m™. On a alors (par définition) L& (E, T, m) = LL(E,T,mT) N LL(E, T,m™ ) et,si f € LL(F,
T,m), [ fdm = [ fdm* — [ fdm™. [

Définition 5.2 (Mesure de Radon) Soir 2 un ouvert borné de R, alors on appelle mesure de Radon sur Q un
élément de (C(Q,R))’, ¢’est-a-dire une application linéaire continue (pour la norme infinie) de C(§,R) dans R.

Remarque 5.6 Soit 7" une forme linéaire sur C.(€2, R).

1. Si T est continue pour la norme ||.||0, On peut montrer qu’il existe une et une seule mesure signée, notée i,
sur les boréliens de (2 telle que T'(f) = [ fdu, pour tout f € C.(Q,R). Pour montrer I'existence de y, on
peut commencer par se ramener au théoreme 5.4 en prolongeant 7' (de maniere non unique) en une application
linéaire continue sur C'(Q, R) (ceci est possible par le théoréme de Hahn-Banach). Le théoréme 5.4 donne alors
une (unique) mesure sur B(€2) correspondant a ce prolongement de 7. La restriction de cette mesure a B(2) est
la mesure p recherchée. Il est intéressant de remarquer que cette mesure p est unique, sans que celle donnée par
le théoréme 5.4 soit unique (car cette derniére dépend du prolongement choisi de T 4 C(Q, R)).

2. Si T est continue pour la topologie “naturelle”" de C.(©,R), (c’est-a-dire que, pour tout compact K C £2, il
existe Cx € R tel que T(f) < Ckl|flloo, pour tout f € C.(£2,R) avec f = 0 sur le complémentaire de
K)) alors ce résultat est faux ; par contre on peut montrer qu’il existe deux mesures (positives) 11 et po sur les
boréliens de Q telles que T'(f) = [ fdur — [ fdus2,V f € Ce(£2,R) ; noter que 41 et puo peuvent prendre toutes
les deux la valeur +oo (exemple : N =1, Q2 =] = L1, T(f) = 3 .. nf (1 = 1) = > o nf(=1+ 1)), et
donc que (p1 — p2)(£2) n’a pas toujours un sens. . ..

Soit maintenant 7" une forme linéaire sur C2° (€2, R), continue pour la norme || - ||, alors il existe une et une seule
mesure signée, notée y, sur les boréliens de 2 telle que T'(f) = [ fdu, ¥V f € C°(Q, R).

5.3 Changement de variables, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de I'espace Li (R, B(R), \) (et éventuellement de
L (R, B(R), p) si p est finie sur les compacts)

Proposition 5.5 (Changement de variable affine) Soient o € R*, 3 € R et f € LY(R,B(R), ). On définit
g : R—= Rpar g(z) = f(az + B) pour x € R. Alors, g € L*(R, B(R), \) et [ gd\ = ﬁ J fdx

Le méme résultat reste vrai en remplacant L' par L*.

DEMONSTRATION :

1. On pose ¢(z) = ax + B, pour tout x € R, de sorte que g = f o p. Comme f et ¢ sont boréliennes (noter que
( est méme continue), g est aussi borélienne, c’est-a-dire g € M.

2. Pour montrer que g € L1 (R, B(R), \) et
1
/gd)\ = m/fd)\, (5.9

(a) On suppose que f = 1,4 avec A € B(R) t.q. A(A) < co.Onaalorsg =1, , s (avec LA — g ={lz- g

z € A}).Onadonc g € L1(R,B(R), A) et (5.9) est vraie (car on a déja vu que \(1 4 — g) = ﬁ/\(A), dans
la proposition 2.9).

on raisonne en plusieurs étapes :
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(b) On suppose que f € & N LYR,B(R), \). 1 existe donc ay,...,a, > Oet Ay,..., A, € Ttq. f =
S i aila,. Comme f € L'(R,B(R),\), on a aussi A\(4;) < oo pour tout i. On conclut alors que g =
S aili, s, cequidonnequeg € &4 N LY(R, B(R), \) et que (5.9) est vraie.

(c) On suppose que f € M, N LYR, B(R), A). Il existe (fn)nen C £+ N LYR, B(R), A) t.q. f, T f quand
n — o0. On a donc [ f,d\ 1 [ fdX quand n — co. On définit g, par g,(z) = az + 8, pour tout z € R.
Onaalors g, € &+ NLYR, B(R), ), gn T get [ gnd\ 1 [ gd\ quand n — co. Comme (5.9) est vraie pour
f = fuetg = g,,onendéduit que g € M, N LY(R, B(R), A) et (5.9) est vraie.

(d) On suppose enfin seulement que f € £'(R,B(R),)\). Comme f = f+ — f~, avec f* € M, N L'(R,
B(R), \), on peut utiliser Iétape précédente avec f* et on obtient que g € £ (R, B(R), \) et que (5.9) est
vraie.

3. Le résultat obtenu est encore vrai pour L' au lieu de £'. 11 suffit de remarquer que
fi=/fapp. = g1 =g2pp,

avec g;(-) = fie- +8),1=1,2.

En fait, lorsque f décrit un élément de L' (qui est un ensemble d’éléments de £), 1a fonction g(a - +/3) décrit
alors un élément de L*.

Le résultat de densité que nous énongons 2 présent permet d’approcher une fonction de LL (R, B(R), \) “aussi
pres que I’on veut” par une fonction continue a support compact. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer
certaines propriétés des fonctions de L' : On montre la propriété pour les fonctions continues, ce qui s’avére en
général plus facile, et on “passe a la limite".

Théoréme 5.5 (Densité de C..(R, R) dans L} (R, B(R), \))
Onnote L' = LL(R, B(R), \). L’ensemble C.(R, R) des fonctions continues de R dans R et & supports compacts,
est dense dans LY, c’est-a-dire :

Vf € Lg(R,B(R),\), Ve > 0, p € C(R,R); [|If —¢l1 <.

DEMONSTRATION :

On a déja vu que C.(R,R) C L!. En toute rigueur, on a plutdt C.(R,R) C £} = LL(R, B(R), \). L objectif est
donc de montrer que pour tout f € £! et tout e > 0, il existe p € C.(R,R) t.q. | f — ¢|l1 < &. On va raisonner
une nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £, M et enfin £1).

Etape 1. On suppose ici que f = 14 avec A € B(R) et A(A) < oo.

Soit ¢ > 0. Comme A est une mesure réguliere (proposition 2.3), il existe un ouvert O et un fermé F't.q. F C A C
Oet A(O\ F) < e.Pour n € N*, on pose F,, = F'N [—n,n], de sorte que F,, est compact (pour tout n) et F' =
Unen+ Fpn. La continuité croissante de A donne alors A(F,,) T A(F), quand n — oco. Comme A(F') < A(4) < oo,
onaaussi \(F'\ F,) = AM(F) — A(F,) — 0 quand n — oo. Il existe donc ng t.q. A\(F'\ F,,) < e.

On pose K = F,,, eton obtient donc K C FF C A C O.Ce quidonne A(O\ K) < AO\ F) + AMF\ K) < 2e.
On a donc trouvé un compact K et un ouvert O t.q. K C A C O et A(O \ K) < 2e. ceci va nous permettre de
construire ¢ € C.(R,R) t.q. || f — ¢|1 < 2e.

On pose d = d(K,0°) = inf{d(z,y),x € K,y € O°}. On remarque que d > 0. En effet, il existe (2, )nen C K
et (Yn)nen C O° t.q. d(Zpn,Yn) = |Tn — yn| = d quand n — oco. Par compacité de K, on peut supposer (apres
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extraction éventuelle d’une sous suite) que x,, — x, quand n — oo. Si d = 0, on a alors aussi y,, — = quand
n — oo et donc x € O° N K (car K et O° sont fermés). Ce qui est impossible car O° N K = (). On a donc bien
montré d > 0.

On pose maintenant , pour tout x € R, p(z) = %(d —d(z,K))t avec d(z, K) = inf{d(z,y),y € K}. La
fonction ¢ est continue car x — d(x, K) est continue (cette fonction est méme lipschitzienne, on peut montrer que
|d(z, k) — d(y, K)| < |x — y|). Elle est a support compact car il existe A > 0 t.q. K C [—A, A] et on remarque
alors que ¢ = O sur [-A — d, A+ d]°. On a donc ¢ € C.(R,R). Enfin, on remarque que ¢ = 1 sur K, ¢ = 0 sur
O°¢et0 < ¢ <1 (partout). On en déduit que f — ¢ = 0sur K UO®et 0 < |f — | < 1, ce qui donne

If = ¢l <AMO\K) < 2,

et termine donc la premiére (et principale) étape.

Etape 2. On suppose ici que f € £ N L. Nlexistedonc ay, ..., a, >0et Ay, ..., A, €Ttq. f =i, aila,.
Comme f € £, on a aussi A\(A;) < oo pour tout 4.

Soit & > 0, I’étape 1 donne, pour tout i, I'existence de ¢; € C.(R,R) t.q. [|[14, — @il]l1 < €. On pose ¢ =
Sor i aipi € C.(R,R) etonobtient | f — p|l1 < (3, ai)e (ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f € M N LY

Soit ¢ > 0. D’apres la caractérisation de I'intégrale dans M (lemme 4.3), Il existe g € &4 t.q. g < fet
Jfdx—e < [gdm < [ fdm, de sorte que ||g — f||1 = [(f — g)d\ < e. L’étape 2 donne alors Iexistence de
v € C.(R,R) t.q. ||g — ¢|l1 < e.D’otl’on déduit || f — ¢||; < 2. Ce qui termine I’étape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € L.

Soit ¢ > 0. Comme f* € M, N L', I'étape 3 donne qu’il existe ¢1, s € C.(R,R) t.q. || fT — ¢1]1 < et
|/~ —w2|l1 <e.Onposealors o = @1 —p2.0nayp € C.(R,R) et || f — |1 < 2e.Ce qui prouve bien la densité
de C.(R,R) dans L. L]

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est pas limité a la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute
mesure sur B(R), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplagant C,. par CS°. Enfin, il n’est pas limité a R,
il est également vrai dans R, d > 1. Tout ceci est montré dans I’exercice 7.13. Par contre, le résultat que nous
montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure sur 5(R), finie sur les compacts (voir I’exercice 7.13).

Théoréme 5.6 (Continuité en moyenne) Soient f € LL(R, B(R), \) et h € R. On définit fy, (“translatée” de f)
par: fr(x) = f(xz + h), pour presque tout x € R. Alors :

lfe — flla :/|f($+h) — f(x)|dz — 0 lorsque h — 0. (5.10)

DEMONSTRATION :

Soient f € LL(R, B(R), \) et h € R. On remarque que f, = f(-+ h) € L1g(R, B(R), ) (d’apres la proposition
5.5). D’autre part f = g p.p. implique f, = g5, p.p.. On peut donc définir f, comme élément de L} (R, B(R), \)
si f € Li(R, B(R), ).

La démonstration de (5.10) fait I’objet de 1’exercice 5.14.
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5.4 Intégrales impropres des fonctions de R dans R

On considere ici des fonctions de R dans R, et I’espace mesuré (R, B(R), A).

Définition 5.3 (Intégrabilité a gauche) Soient f : R - R, « € Reta € RU {+0},a > «; on suppose que
a

V B €la,al, flia s € L' (= Ly(R,B(R), ). On dit que [ est intégrable a gauche en a (ou encore que /

a
existe) si / 1y, p1dA a une limite dans R lorsque 3 — a. Cette limite est notée / f)dt.
[e3

Remarque 5.7 Ceci ne veut pas dire que f1j, 4 € L'. 11 suffit pour s’en convaincre de prendre a = 400, a = 0,
sinz

considérer la fonction f définie par f(0) = 1 et, pour z > 0, f(x) =

Par contre, dés que la fonction f considérée est de signe constant, on a équivalence entre les deux notions :

Proposition 5.6 Soient f : R — R,, a € Reta € RU{400},a > «; on suppose que ¥ 8 €la,al, fljq g1 €
L'(= L (R, B(R), \)). Alors f est intégrable & gauche en a si et seulement si f1), o € L.

DEMONSTRATION : Ce résultat se déduit du théoréme de convergence monotone (construire une suite qui tend en
croissant vers f1)q q[)- [

5.5 Exercices

Exercice 5.1 (La mesure de Dirac n’est pas une fonction...)
On note £ = C([0, 1], R) et on munit E de la norme de la convergence uniforme. Soit 7" I’application de E dans
R définie par T'(¢) = ¢(0). On note aussi dp la mesure de Dirac en 0 sur B([0, 1]).

1. Montrer que T' € E’ (on rappelle que E’ est le dual topologique de F, c’est a dire ’ensemble des applications
linéaires continues de £ dans R).
2. Soit ¢ € E. Monter que ¢ € L£([0, 1], B([0,1]), d9) et que T'(¢) = [ ¢ddy, ot § est la mesure de Dirac en 0.
3. Soient g € L ([0,1], B([0,1]), A) et (¢n)nen C E définie par : ¢, (x) = (1/n)(n—n3x)T, pour tout z € [0, 1]
et tout n € N. Montrer que [ gp,,d\ — 0 lorsque n — +oc.
En déduire qu’il n’existe pas g € L ([0, 1], B([0, 1]), A) t.q. on ait, pour toute fonction ¢ € E: T(¢) = [ gpdA.
4. Montrer que &g n’est pas une mesure de densité par rapport a \.

Exercice 5.2

Soit (f.)nen la suite de fonctions de ]0, 1] dans R définie par f,,(z) = (n — n%x)*. On note A la mesure de
Lebesgue sur la tribu B(R) des boréliens de ]0, 1[, et L' = L& (]0, 1[, B(R), \).

Soit T' I"application de C'([0, 1], R) dans R définie par T'(¢) = ¢(0).

/ /
1. Montrer que T' € (C([O, 1],]R)) (on rappelle que (C([O7 1],R)) est le dual de C([0,1],R), c’est a dire

I’ensemble des formes linéaires continues sur C'([0, 1], R) muni de la norme uniforme).

2. Montrer que T'(¢) = [ ¢ddo, ol & est la mesure de Dirac en 0.

3. Soient g € L(]0,1[,R) et (pn)nen C (C([O, 1],R)) définie par : ¢, = £=. Montrer que [ gp,d\ — 0
lorsque n — +o0.
En déduire qu’il n’existe pas ¢ € L'(]0,1[,R) t.q. on ait, pour toute fonction » € C([0,1],R) : T(p) =
[ gpdX ; montrer que Jy n’est pas une mesure de densité.
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Exercice 5.3 (Intégrale de Riemann) Soient a,b des réels, a < bet f : [a,b] — R une fonction bornée, i.e.

telle qu’il existe M € R t.q. |[f(¢)| < M,Vt € [a,b]. Soit A une subdivision de [a,b], A = {xo,2z1,...,ZN+1}

avec 29 = a < o1 < ... < Ty41 = b. On pose S& = Zfzo(supze[w”%“] f@)(@ip1 — x;), et Sa =

Zi]io(infze[zi,zi-{-l] f(2))(zi41 — x;). On note A I’ensemble des subdivisions de [a,b] et S* = infaca S2, et

S, =suppaca Sa. Ondit que f est Riemann intégrable si S* = S,. On pose alors Rf(f f(x)dx = S*.

1. Soient Ay et Ag € A tels que Ay C Asy. Montrer que Sa, < Sa, < S22 < §A1 Ep déduire que Sa < gA
pour tous A, A’ € A, et donc que S, < S*.

2. Montrer qu’il existe une suite de subdivisions (A, )nen telle que Sa, — S, et 4 — S* quand n — +o0.

3. Montrer que si f est continue, f est Riemann-intégrable.

4. On suppose maintenant que f est Riemann-intégrable. Soit (A, ),en une suite t.q. Sa, — Sy et S8 — S*

quand n — +o00. Pour n € N, on note A,, = {:rén)7 RN x%f“ et on pose :
gn(x) = nf{f(y),y € [x§">7x,gi)1}},x§") <z< x,gi)l,i =0,...,N,+1 (5.11)
hy(x) = sup{f(y),y € [CLE"),;EETI]},@E") <z< xii)hz =0,...,N,+1 (5.12)
gn(b) = hy,(b) = 0. (5.13)

(a) Montrer que g, et h, € M N LY, ot M = M({[a, ], B(R),\}) et L} = L*({[a,b], B(R),\}), et que
J (hy, = gn)dX — 0 quand n — +o0.

(b) Montrer que ¢, < gnt1 < f < gnt+1 < by, Vn € N

(c) On pose g = limy,_y 400 gn €t b = lim,,_, o hy, ; montrer que g = h p.p. . En déduire que f € L' et que
[ fdx=R [’ f(z)da.

(d) Soit f définie par :

flz) = 1sizeQ, (5.14)
fz) = 0sizgQ. (5.15)

Montrer que f n’est pas Riemann intégrable, mais que f € L& ([a, b], B(R), ).

Exercice 5.4 Corrigé 92 page 359
Soit (fn)nen C C1(]0,1[, R) convergeant simplement vers la fonction f :]0,1[— R; on suppose que la suite

(f!)nen (C €C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale a 1.

l. A-ton f € C1(J0,1[,R) et f/ =17

2. On suppose maintenant que la suite (f},)nen converge dans L (]0, 1[, B(]0, 1[), X) vers la fonction constante et
égaleal. A-t-on f € C1(]0,1[,R) et f' =17

Exercice 5.5 (Intégrale impropre) Corrigé 93 page 360
On définit I’application f de R dans R par :

f(x)=0,siz <0,
f(x) = 2%sin 1—12, siz > 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.
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2.S0it 0 < a < b < co. Montrer que f'1j, 5 € LE(R, B(R), ). On pose f; f'(t)dt = [ f'1jq,5;d\. Montrer
que :

b
F(b) — fla) = / F(t)dt.
3. Soita > 0.

(a) Montrer f'1)9 o & L (R, B(R), \).

(b) Pour 0 < z < a, on pose g(z) = [: f'(t)dt. Montrer que g(x) a une limite (dans R) quand 2 — 0, avec
x > 0, et que cette limite est égale a f(a) — f(0). (Cette limite est aussi notée fua 1/ (t)dt, improprement. . . car
'No.af & LE(R, B(R), \), la restriction de f’ 210, a[ n’est donc pas intégrable pour la mesure de Lebesgue
sur |0, a[.)

Exercice 5.6

Soit (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L& (E, T, m) et f € Ly (E, T, m). On suppose que f, — f dans
Ly(E, T, m) et qu'il existe C > 0 tel que | f,| < C p.p. et pour tout n € N. Montrer que [ |f, — f|?dm — 0
lorsque n — +o0.

Exercice 5.7 Corrigé 94 page 362
Soit f € L§(R,B(R),\). On définit F : R — Rpar: F(z) = [ fljg.dA(= [y f(t)dt), pour z > 0, et
F(z) == [ flgod\(= — ff f(t)dt) pour z < 0. Montrer que F est uniformément continue.
Exercice 5.8 (Intégrabilité et limite a ’infini) Corrigé 95 page 363
Soit f € L&(R, B(R),\) = L.
1. On suppose que f(z) admet une limite quand = — co. Montrer que cette limite est nulle.
2. On suppose que f € C(R,R);a-t-on: lim f(z)=0?
r—+00

3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, o, f(z) = 0? [On pourra commencer par montrer
que, pour tout 77 > 0 et toute suite (2, ),en de réels t.q. lim,, o x, = 400, 0na:

Tn+n
lim / |f(z)]dA(z) = 0.] (5.16)

e
n=toe Jo,—n

4. On suppose que f € CH(R,R) et f' € L';a-t-on: lim f(z)=07?

z—+o0

Exercice 5.9

1. On considere I’espace mesuré (E,T,m) = (]0,1[, B(]0, 1[, A). Soit 0 < a < 400 . On pose, pour z €]0,1],
flz) = (%)“ Pour quelles valeurs de « a-t-on f € L (E,T,m)?

2. On considere 'espace mesuré (E,T,m) = (R%,B(R% ), A). Soit f définie, pour = €]0, +o0|, par : f(z) =
sinx

. Montrer que f ¢ Ly (E,T,m). On pose f,, = fljg . Montrer que f,, € Ly (E, T, m), que f,, — f p.p.

(et méme uniformément) et que / frndm aune limite dans R lorsque n — +oc.

Exercice 5.10 (Egalité p.p. de fonctions continues) Corrigé 96 page 364
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On munit RV de la tribu borélienne B(R™) et de la mesure de Lebesgue Ay. Soient f et ¢ € C(RV,R) t.q.
f = g p.p.. Montrer que f = g partout. [On dira donc que f € L'(RN, B(RY), \,,) est continue si il existe
g € C(RY R) t.q. f = g p.p. (plus précisément on devrait écrire g € f). Dans ce cas on identifie f avec g.]
Exercice 5.11 1. On considére I’espace mesuré (E,T,m) = (]0, 1], B(R), A); soit 0 < o < 400 ; on pose, pour
1
z €]0,1], f(x) = (=)*. Pour quelles valeurs de « a-t-on f € LL(E, T, m)?
x

2. On considere ’espace mesuré (£, T, m) = (R% , B(R), A) ; soit f définie, pour = €]0, +-oo[, par: f(z) = ST
T

Montrer que f ¢ L} (E,T,m). On pose f, = flj . Montrer que f,, € L(E,T,m), que f, — f p.p. (et

méme uniformément) et que / fndm aune limite dans R lorsque n — +oc.

Exercice 5.12 Soit i et v deux mesures finies sur B(RR), tribu borélienne sur R.
1. Montrer que si, pour toute fonction continue a support compact on a :

[ rin= [ sav (E)

alors i = v. [On rappelle (cf- exercice 2.34) que si m est une mesure finie sur B(R), alors : ¥V A € R,m(A) =
inf{m(0),0 D A, O ouvert de R}.]

2. On suppose maintenant que 1’égalité (E) est vérifiée pour toute fonction f de C° (R, R). Le résultat précédent
vous parait-il encore vrai ?

Exercice 5.13 (Notation : Soit f une fonction de R dans R, on note f?* la fonction de R dans R définie par :
f2(z) = (f())%) Soit E = {f € C*(R,R); f € L' = LL(R,B(R),\) et f? € L'}. Pour f € F, on définit
17 = J1Flax+ (] |f'2dx) =
1. Montrer que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé. E est-il un espace de Banach ?
2. Soienta € Ret § € R.. Montrer que a < da? + %.En déduire que pour f € E, (x,y) € R%2etd € R*,ona:
[f(@) = f)l <O [1fPdA+ 5o —yl.
3. Montrer que si f € FE, alors :
— f est uniformément continue.

— f est bornée.

-f2e Ll
Exercice 5.14 (Continuité en moyenne) Corrigé 97 page 364
Pour f € L' = LL(R, B(R), \) et h € R, on définit f;, (“translatée” de f) par : fu(z) = f(z + h), pour z € R.
(noter que f5, € L1).
1. Soit f € C. = C.(R,R), montrer que || f, — f||1 — 0 lorsque h — 0.
2. Soit f € L, montrer que || f;, — f|j1 — 0 lorsque h — 0.
Exercice 5.15 On note L' = LL(RY,B(RY), An), et C, = Cy(RM,R) I’ensemble des fonctions continues
bornées de R dans R.
1. Pour f € L', h € R% etz € RY, on définit

1
8@ = oy [ fdn
AN(B(0,h)) JB(a,n)

ot B(0, h) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon h. Montrer que f;, est définie partout, que f; € L',
et que fr, — f dans L' lorsque h — 0. En déduire qu’il existe (h,,)nen t.q. b, — 0 lorsque n — +oo et
fn,, — f p.p. lorsque n — +o0.
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2. On considére maintenant une suite de mesures (i, )nen finies sur (RY, B(RY)), t.q. g, — & dans Cj i.e.
[ odun — [ odu, Ve € Cp. Soit f une fonction mesurable bornée de RY dans R et intégrable pour la mesure
de Lebesgue, et v = f\. Montrer que /i, x v est une mesure de densité f,, € L' et montrer que f,, — f dans
L.

3. Soit A € Rt.q. A C [0, 1]; on dit que A est "bien équilibré" si pour tout intervalle I de [0,1],ona: A(INA) =
AINAS) = @ Montrer qu’il n’existe pas de borélien A de [0, 1] bien équilibré.

Exercice 5.16 (Non existence de borélien ‘“bien équilibré'")
Soit N > 1. Onnote L' = L (RY, B(Ry), Ay).

1. Pour f € L', h € R% etz € RY, on définit

1
) = 5B /B L f

ol B(x, h) désigne la boule ouverte de centre et de rayon h. Montrer que f, est définie pour tout z € RY.
Montrer que f;, € L! et que f, — f dans L' lorsque & — 0. [On pourra, par exemple, utiliser le théoréme de
continuité en moyenne dans L'.]

En déduire qu’il existe (hy)nen t.q. by, — 0, lorsque n — +o00, et f5,, — f p.p. lorsque n — +oo.

2. Montrer qu’il n’existe pas de borélien A inclus dans [0,1] et t.q. A(J N A) = A(I N A°) = ¥ pour tout

intervalle I de [0, 1]. [On pourra raisonner par I’absurde et utiliser la question précédente avec N = 1 et f
convenablement choisi. Cette question est aussi une conséquence de I’exercice 5.17.]

Exercice 5.17 (Sur la concentration d’un borélien) Corrigé 98 page 365

Soit —oo < a < b < +00, A € B(]a, b) et p €]0, 1[. On suppose que A(AN]a, B[) < p(8 — «) pour tout o, B t.q.
a < a < 8 < b.Montrer que A(A) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer que A(ANO) < pA(O)
pour tout ouvert O de ]a, b[.]

Conséquence de cet exercice : Soit A € B(Ja,b]) t.q. A\(A) > 0. Alors, pour tout p < 1, il existe «, 8 t.q.
a<a<fB<bet\(AN|a, B]) > p(B — a).

Exercice 5.18 (Points de Lebesgue) Corrigé 99 page 366
On désigne par ) la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L' I'espace L, (R, B(R), \) et par £! I’espace
L (R, B(R), \). On note dt = dA(t).

1. Soit (11, ..., I,) des intervalles ouverts non vides de R t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans la réunion
des autres. On pose I, =]ay, bi[ et on suppose que la suite (aj)k=1,...» est croissante. Montrer que la suite
(bk)k=1,....n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 a 2.

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A. Montrer qu’il existe une
sous-famille finie de J, notée (I1,...,I,,), formée d’intervalles disjoints 2 2 2 et t.q. A(A) < 237" A(Ix).
[Utiliser 1a question 1.]

On se donne maintenant f € L' et on suppose qu’il existe & > 0t.q. f = 0 p.p. sur [—a, a]°. Le but de I’exercice
est de montrer que :

1
g/ ~ f(z+t)dt — f(z), pour presque tout 2 € R, quand n — oc. (5.17)

Pour ¢ > 0, on définit f de R dans R par :
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h
i@ =swop [ 1fte s nl
3(a) Montrer que f est bornée.
(b) Montrer que fZ est borélienne. [On pourra montrer que f* est le sup de fonctions continues.]
(c) Montrer que fZ(z) — 0 quand |z| — oo.
4. Pour y > 0, on pose B, . = {z € R, f(z) > y}.
(a) Montrer que tout x € B, . est le centre d’un intervalle ouvert I (z) t.q.
i AI(x)) > 2,
i 57y S [F1AA > v

Montrer que parmi les intervalles I(x), x € B, ., ainsi obtenus, il en existe un nombre fini I(z1), ...

dont la réunion recouvre B, .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est borné.]
(b) Montrer que A(By ) < 2| f|1. [Utiliser la question 2.]
On définit maintenant f* de R dans R, par :
1 h
f(x) =sup — |f(z+¢)|dt.

n>0 2R J_p

5. Montrer que f* est borélienne et que A({f* > y}) < %Hf“l, pour tout y > 0.

(5.18)

(5.19)

6. Montrer (5.17) si f admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions précédentes.]

7. Montrer (5.17). [Approcher f, dans L et p.p., par une suite d’éléments de C..(R, R), notée ( fp)pen. On pourra

utiliser (f — f,)*.]

Exercice 5.19 (Convergence vague et convergence etroite) Corrigé 100 page 369

Soit (m,,)n € N une suite de mesures (positives) finies sur B (Rd) (d > 1) et m une mesure (positive) finie sur

B(R4). On suppose que :
- [@dm, — [ @dm, quand n — oo, pour tout ¢ € C2°(RY, R).
— mp(RY) — m(R?) quand n — oo.

1. Soit ¢ € C,(R%, R). Montrer que [ pdm, — f wdm, quand n — oo. [On pourra utiliser le fait que ¢ est limite

uniforme d’une suite d’élement de C2°(R%, R).]

2. Pour p € N*, on note B,, la boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne de R%). Montrer
qu’il existe une suite (¢,)pen- C Co(R%,R) t.q., pourtout p € N*, 0 < ¢, < 1,0, = L sur By et o, < ¢pi1.

On utilise cette suite (,)pen+ dans les questions suivantes.

3. Soite > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* t.q. : p > pg = /(1 — pp)dm < e.
(b) Montrer que, pour tout p € N*, /(1 — pp)dm,, — /(1 — p)dm quand n — co.

(c) Montrer qu’il existe p; € N*t.q.:n €N, p > p; = /(1 — pp)dmy, < e.
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4. Montrer que [ ¢dm, — [ ¢dm, quand n — oo, pour tout ¢ € Cy(R? R) (on dit alors que la suite (m,)nen
converge étroitement vers m).

5. Indiquer brievement comment obtenir le méme résultat (c’est-a-dire le résultat de la question 4) si on remplace
“R?" (dans les hypothéses et dans la question 4) par “Q ouvert de R%".

Exercice 5.20 (Unicité avec C2°)
Soit m et 4 deux mesures finies sur les boréliens de R (d > 1). on suppose que [ @dm = [ @du pour tout
€ C°(R4,R). Montrer que m = .
Exercice 5.21 (Densité de C,. et C>° dans L)
Soit d > 1 et y une mesure sur les boréliens de R%. On suppose que 1 vérifie les deux propriétés suivantes :

(p1) p est est finie sur les compacts de R?, ¢’est-a-dire que (/) < +oo si K est un compact de R,

(p2) w est réguliére, c’est-a-dire que pour tout A € B(R?) et tout e > 0, il existe O ouvert et F fermét.q. F C A C O

etu(O\F) <e.

En fait, la propriété (pl) entraine la propriété (p2) (cela est démontré au chapitre 7, proposition 7.5) mais cette
démonstration n’est pas demandée ici.
On note £}, I'espace L (R?, B(R?), ). Pour f € L}, onnote || f||1 = [ | f|dp. Enfin, pour 2 € R, on note || la
norme euclidienne de z.

1. Soit ¢ € C.(R%,R) (c’est-a-dire ¢ continue de R? dans R et & support compact). Montrer que ¢ € L.

2. Soit K un compact de R? et p > 0. Pour z € R%, on pose p(z) = M avec d(z, K) = inf{|z — y|,
y € K}. Montrer que ¢ € C.(R% R) etque p(z) = 1siz € K.
3. Soit A € B(R?) t.q. u(A) < +oo.

(a) Soit € > 0, montrer qu’il existe O ouvert et K compactt.q. K C AC Oetpu(O\ K) <e.

(b) Soit & > 0. Montrer qu’il existe ¢ € C.(R,R) t.q. || — 14]j1 < e.

4. Soit f une fonction borélienne positive de R? dans R. On suppose que f € ,C}L. Soit € > 0. Montrer qu’il existe
0 € Co(RYR) t.q. || f — ¢|l1 < . [On pourra approcher f par une fonction étagée. ]
5. (Densité.) Soit f € L}, ete > 0.

(a) Montrer qu’il existe ¢ € C.(R%,R) t.q. || f — o1 < e.

(b) Montrer qu’il existe 1/ € C°(R? R) t.q. ||f — |1 < . [On pourra montrer que, si ¢ € C.(R% R), on a
lo—@nll1 — 0, quand n — oo, avec @,, = @*pyp, et (pn)nen+ une famille régularisante, voir la définition 8.4.
du polycopié de cours).]

6. (Continuité en moyenne ?)

(a) Soit ¢ € C.(RY,R). Montrer que ||(- + h) — ¢||; — 0 quand h — 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement f et ;) qu’on peut avoir f € ﬁ}l
et||f(-+h)— fll1 # 0quand h — 0.

7. On suppose maintenant que €2 est un ouvert de R? et que s est une mesure sur les boréliens de €, finie sur

les sous ensembles compacts de 2. Indiquer brievement comment on peut montrer la densité de C.(92, R) et
C2*(Q,R) dans L (Q, B(Q), ).

Exercice 5.22 (Loi d’une fonction linéaire de X)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilité et X une v.a.. On suppose que la loi de X a une densité par rapport a
Lebesgue et on note g cette densité.

Soit a, b € R, montrer que la v.a. aX + b a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue et donner cette densité
en fonction de g, a et b.
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Chapitre 15

Fonctions intégrables

15.1 Intégrale sur M et sur L'

Corrigé 61 (Sup de mesures)
Soit (F,T') un espace mesurable et (m,,),cy une suite de mesures sur 7. On suppose que m,4+1(A) > m,(A)
pour tout A € T et tout n € N. On pose m(A) = sup{m,,(A),n € N} pour A € T.

1. (Lemme préliminaire) Soit (@ p)npen C Ry et (ap)pen C Ry t.q. ang1,p > @pp, pour tout n,p € N, et
an,p — a, quand n — oo, pour tout p € N. Montrer Z;O:o Anp — Z;io a, (dans Ry ) quand n — oo. [On

e N [e%S) o
pourra utiliser >° "~ anp < D2 7 ganp < D070 ap.]

corrigé
oo
p=0
< .. -, .. N (o'} o0
N € N, on passe  la limite quand n — oo dans les inégalités > an,p <> " anp < D 70 ap.

. N . e’} [e’e)
Onobtient » _ap < lmpoo D02 g anp < 3070 ap.
On passe maintenant a la limite quand N — oo pour obtenir

o0 . [e o] o0
szo ap <lim,, o0 Zp=o an,p < szo ap.

On a donc lim,, s oo Z;io Anp = Z;io ap.

On remarque tout d’abord que la suite (> @n,p)nen est croissante, elle admet donc une limite dans E+. Pour

2. Montrer que m est une mesure.

corrigé
= () = sup, cry mn(0) = 0.
- Soit (Ap)pen C T t.q. AyNA; =0sip+#q. Onpose A =U,en4,.Ona:
m(A) = sup,ey Mn(A) = limy 00 My (A4) = limy oo 21070:0 My (A4p).
En utilisant la question précédente avec a,, , = my,(Ap), on en déduit m(A) =377 jm(Ap).

3. Soit f € E4(E,T). (On rappelle que £, (E,T) est ’ensemble des fonctions étagées de E dans R..) Montrer
que [ fdm = sup,en([ fdm,).

corrigé
Soit {al, . ,ap} C Ri et {Al, .. .,Ap} C th f = Zle ailAl.
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Ona [ fdm, = Zle a;my, (4;), lasuite ([ fdm,)nen est donc croissante. Puis, en passant  la limite sur n,
on obtient :

limn_)oo(Zle a;ymn(4;)) = Zle a; limy, s 00 (M (4;)) = Zf Laim(A ffdm et donc
ffdm = limn_wo(f fdm,) = supneN(f fdmy,).

4. Soit f € M (E,T). (On rappelle que M (E, T) est ’ensemble des fonctions mesurables de E dans R .)
(a) Montrer que ( | fdmy,)nen est une suite croissante majorée par [ fdm.

corrigé
Soit f € M. Soit (fp)pen C €4 t.q. fp T f quand p — oco. D’apres la question précédente, on a (pour tout
nettoutp) [ fpdm, < [ fpdmui1 < [ fpdm.
En passant & la limite sur p (avec n fixé) on en déduit [ fdm,, < [ fdmp41 < [ fdm.Lasuite ([ fdmy,)nen
est donc croissante et majorée par [ fdm.

(b) Montrer que [ fdm,, — [ fdm quand n — co.

corrigé
Onpose Ay ={g € &y,9 < f} Onsaitque [ fdm = SUPgc A, [ gdmetque [ fdm,, = SUPgc 4, [ gdm,
pour tout n € N. La question 2 donne que [ gdm = sup,,cy | gdm,, pour tout g € €. On en déduit :

/fdm— sup sup/gdmn) = sup( sup /gdmn = sup/fdmn7

geEAy neN neN geAy neN

ce qui, avec la question précécdente, donne bien [ fdm,, — [ fdm quand n — co.

5.Soit f € L§(E, T, m). Montrer que f € L}(E,T,m,) pour tout n € N et que [ fdm,, — [ fdm quand
n — oo.

corrigé
Onalf| € M NLE(E, T, m).laquestion4 donne [ |f|dm, < [|f|dm,onendéduitque f € L(E,T,m,)
pour tout n € N.
la question 4 donne aussi que
[ frdm, — [ ffdmet
[ f=dm, — [ f~dm.

Ces 2 convergences ayant lieu dans R, on en déduit que [ fdm,, — [ fdm quand n — oo.

Corrigé 62 (Somme de mesures)
Soient m; et mo deux mesures sur I’espace mesurable (E, T).

1. Montrer que m = my + my est une mesure.

corrigé

(@ m(0) = m1(0) + m2(0) =0,
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(b) Soit (Ap)nen CTtq. Ay NAy, =0sin#m.Ona:
m(UnENAn) =m1 (UnENAn) + m2(un€NAn)'
Comme m;(UpenAy) = limy, 00 ZZ:O m;(A,) pour ¢ = 1,2, on en déduit

m(Unenn) = lim 3 (s (Ay) + ma(47)) = Jim 3 m(cy)

p=0

ce qui prouve bien la o-additivité de m.

Ceci montre bien que m est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de E' dans R est intégrable pour la mesure m si et seulement si elle est
intégrable pour les mesures my et mo. Si f est intégrable pour la mesure m, montrer que [ fdm = [ fdmy +

f fdmg

corrigé

Soit A € T, on pose ¢ = 1 4. La définition de m donne immédiatement

/Lpdm:/tpdm1+/apdm2. 15.1)

Par linérarité de I’intégrale, (15.1) est aussi vrai pour p € &;.

Soit maintenant ¢ € M. Il existe (¢n)nen C E t.q. ©n T ¢ quand n — co. On écrit (15.1) avec ¢, au lieu
de ¢ et on fait tendre n vers 'infini. La définition de I’intégrale sur M donne alors (15.1).

On a donc montré que (15.1) était vrai pour tout p € M.
Soit f € M, en écrivant (15.1) avec ¢ = |f| on obtient bien que f € L' (E,T,m) si et seulement si f €
El (E, T, ml) N ﬁl (E, T, mg).

Enfin, si f € LL(E, T, m), on écrit (15.1) avec ¢ = f* et ¢ = f~, la différence donne bien [ fdm =
[ fdmi+ [ fdmo.

3. Soit (11, )nen une famille de mesures (positives) sur (£, T') et (an)nen C R% . On pose, pour A € T, m(A) =
> nen OnMn(A). Montrer que m est une mesure sur 7'; soit f une application mesurable de ' dans R et
intégrable pour la mesure m ; montrer que f fdm = ZneN Qan f fdm,,.

corrigé

Soit n € N. n définit 1, par m,, (A) = a,m,(A) pour tout A € T'. 1l est facile de voir que 77, est une mesure
sur T, que LL(E, T,my,) = LL(E, T, m,) etque [ fdim, = a, [ fdm, pourtout f € LL(E,T,my,).

On pose maintenant , par récurrence sur n, fig = Mg €t (i, = flp_1 + M, pour n € N*. La question précédente
montre, par récurrence sur n, que [, est une mesure sur 1" et donne que f € EHIQ(E, T, py, si et seulement
si f € Np<nLh(E,Tymy) = Np<nLh(E,T,my). Enfin, la question précédente donne aussi, toujours par

récurrence sur 7 : n n
/fdun = Z/fdﬁ%n = Zan/fdmn~
p=0 p=0
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Pourtout A € T,onam(A) =3 . nMn(A) = sup,, ey fin(A). On peut donc utiliser les résultats de I’exer-
cice précédent. On obtient que m est une mesure sur T et que f € LL(E, T, m) implique f € LL(E, T, un)
pour tout n € Net [ fdm = lim,_,o0 [ fdpn. Si f € LE(E,T,m) onadonc f € LL(E,T,m,) pour tout
n€Net [ fdm = lim,_, ZZ:O ayp, [ fdmy, ¢’ est-a-dire

frin= Lo f .

neN

Corrigé 63 (Mesure de Dirac)
Soit dy la mesure de Dirac en 0, définie sur B(R). (cf exemple 2.1.) Soit f € M., calculer [ fddy.

corrigé
Comme 0y({0}°) = 0,0na f = f(0)140} p.p., on en déduit [ fddy = f(0)do({0}) = £(0).

Corrigé 64 (Restrictions de la mesure de Lebesgue)

Soit A et B deux boréliens de R t.q. A C B.On note A4 [resp. Ag] larestriction a B(A) [resp. B(B)] de la mesure
de Lebesgue sur B(R). Soit f € L}(B,B(B), ). Montrer que f|, € LE(A,B(A),Aa) et que [ fl,d\a =
J flad)p. [Considérer d’abord le cas f € &4 puis f € M etenfin f € L]

corrigé
On rappelle que B(A) = {C € B(R); C C A} et B(B) = {C € B(R); C C B} (voir ’exercice 2.3).

1. Soit f € £4(B,B(B)). Nl existe donc a1, ...,a, € Ry et Ay,..., A, € B(B) C B(R) tq. f => 1, a;ila,.
La fonction f14 appartient donc aussi a £, (B, B(B)) (car A; N A € B(B)) et elle s’écrit

P p
f= E a;lyly = g a;la,na,
i=1 i=1

de sorte que

p
/flAd/\B =Y aAA;inA).
i=1

La fonction f|, (c’est-a-dire la restriction de f a A) est définie sur A, elle s’écrit fla = Zle a;la,na. Cette
fonction appartient a £, (A, B(A)) car A; N A € B(A) pour tout 7 et on a

P
/f|Ad)\A = aAAinA).
i=1
On a bien montré que

/flAd/\B:/f‘Ad/\A, (15.2)
pour tout f € £, (B, B(B)).
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2. Soit f € M4 (B,B(B)). il existe (fn)nen C E+(B,B(B)) tq. fn T f, quand n — co. On a donc aussi
(fnla)nen T fla et (fa),)nen T fi,> quand n — co. Comme f,|, € &4 (A, B(A)), la caractérisation de la
mesurabilité positive (proposition 3.3) donne f|, € M (A,B(A)). Onaaussi f14 € M, (B,B(B)). Puis,
en écrivant (15.2) avec f, au lieu de f et en passant a la limite quand n — oo, la définition de I’intégrale sur

M (A, B(A)) et sur M (B, B(B)) donne (15.2).
On a donc montré (15.2) pour tout f € M (B, B(B)).

3.Soit f € L(B,B(B),Ap). On remarque d’abord que f|, € M(A,B(A)). En effet, si C € B(R), on a
(fi)HC) = f7HC) N A € B(A). Puis, on applique (15.2) a | f|, qui appartient & M (B, B(B)), pour

obtenir
/mAldAA - / Fliadra = /|f\1AdAB < /|f|dAB <0,

ce qui montre que f, € LE(A, B(A)),\a).
Enfin, en appliquant (15.2) avec f* et f~ au lieu de f, on obtient

/fﬂAdAB - /f+|Ad)\A - /(f\A)’Ld)\A <o

et

[ adne = [ 5= [0 da <,

ce qui donne, en faisant la différence,
/flAd)\B = /f‘Ad)\A.

Corrigé 65 (Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions continues)
Soit f € C([0, 1], R). Montrer que f € £1([0, 1], B([0,1]), \) et que

/fd)\_/olf(x)dx

(cette derniere intégrale est a prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1). On
rappelle que I’on note (un peu abusivement...) par A la restriction a B([0, 1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notée \...) sur B(R).

corrigé
Soit g : [0,1] — R une fonction en escalier. Il existe donc p € N*, une famille (c;);co,... p}» avec : ag = 0,
a; < agy1, pour touti € {0,...,p — 1}, oy, = 1, et une famille (a;);eo,... p—1} C R tels que :

g9(x) = a;, Vz €lay, a1, Vi€ {0,...,p— 1}

On sait que
1

./0 g(z)dx = Zai(ai_,_l — ;).

i=0
D’autre part, cette fonction g est mesurable (c’est-a-dire g € M([0, 1], B([0, 1])) car, pour tout C C R, g~1(C)
est une réunion (finie) d’intervalles du type |a;, a;+1[ & laquelle on ajoute éventuellement certains des points ;.
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On a donc g~1(C) € B([0,1]). On a bien montré que g € M([0, 1], B([0, 1])). Enfin, comme les singletons sont
de mesure nulle, on a |g| = Zf;ol |as| e, ;[ P-P-» €t donc

p—1
/ glax = 3 Jail(assr — as) < oo.
=0

Donc, g € £4(]0,1], B([0,1]), A). Finalement, puisque g = Zf;ol @ilja; .y, [ P-P-» ON @ AUSSI

p—1

/gd/\ = Zai(aiﬂ — ).

=0
On a donc montré que g € £4([0, 1], B([0,1]), A) et

1
/gd/\:/ g(x)dx. (15.3)
0

R). On remarque tout d’abord que f est mesurable (parce que, par exemple, les
[0,1]) et que I'image réciproque, par f, d’un ouvert de [0, 1] est un ouvert de
0,1])). Puis, on remarque que f € L}([0,1],B([0,1],A) car [ |f|dX < ||f]. =

Soit maintenant f € C(]0, 1],
ouverts de [0, 1] engendre B(
[0,1], donc un élément de B(]
maxgefo,1] |f ()] < oo.

On compare maintenant [ fd\ et fol f(z)dx.

I1 existe une suite de fonctions en escalier, (f,,)nen, t.q. fr, — f uniformément sur [0, 1], ¢’est-a-dire || f,, — f||. —
0, quand n — oo.

La définition de I’intégrale des fonctions continues donne fol fn(z)dz — fol f(x)dx quand n — oc.

D’autre part, onaaussi | f,d\ — [ fd\, quandn — oo, car| [ fodX— [ fdX| < [|fo—fldX < ||fo—flu = O,
quand n — oo. En passant a la limite quand n — oo dans (15.3) avec f,, au lieu de g, on obtient bien

/fd/\ = /01 f(x)dx.

Corrigé 66 (Fonctions continues et fonctions intégrables)
Soit mm une mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C ([0, 1], R) C £4([0, 1], B([0,1]), m).

corrigé
Soit f € C(][0, 1], R). On montre tout d’abord que f est mesurable.

Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, I’ensemble f~(0) = {z € [0,1], f(x) € O} est une ouvert de
[0,1] et donc f~(O) € B([0,1]). Les ouverts de R engendrant la tribu borélienne de R, on en déduit que f est
mesurable de [0, 1] (muni de sa tribu borélienne) dans R (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant que f est intégrable. Comme la fonction f est continue sur le compact [0, 1], elle est bornée.
Il existe donc M € R, t.q. |f| < M sur [0, 1]. On a donc, par monotonie de I'intégrale sur M :

/\f\dm < Mm([0,1]) < oo.

Onadonc f € £L([0,1], B([0,1]), m).
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Corrigé 67 (f positive intégrable implique f finie p.p.)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M_. Montrer que si /fdm < 400, alors f < 400 p.p..

corrigé
Soit A = f~1({c0}). Ona A € T car f est mesurable et {oo} € B(R.).

Pour tout n € N*, ona f > nly, donc, par monotonie de 1’intégrale, f fdm > nm(A), ou encore

m(A) < / fdm.

En passant a la limite quand n — oo, on en déduit m(A) = 0. On a donc f < oo p.p. car f(z) < oo pour tout
x e A°.

Corrigé 68 (Une caractérisation de I’intégrabilité)

Soient (£, T, m) un espace mesuré fini, u une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose 4, = {z €
E |lu(zx)|>n}etB, ={z € E,n< |u(x)] <n+1}.

1. Montrer que :

—+o0 —+o0
/ luldm < +o00 < Z nm(B,) < +0 < Z m(A,) < +oo. (15.4)
n=0 n=0

corrigé
On remarque tout d’abord que B,,, A,, € T pour tout n € N et que :

> nlp, <|ul <) (n+1ig,.

neN neN

On en déduit (en utilisant le théoréme de convergence monotone et la monotonie de 1’intégrale) que :

> nm(B,) < /|u|dm <Y (n+1)m(By). (15.5)

neN neN

Si [ |uldm < +o00,onadonc Y, nm(B,) < .

ne
Réciproquement, si )}, .y nm(By,) < oo,onaaussi ) y(n+1)m(B,) <ococar)  m(B,) <m(E) <
oo (remarquer que B, N B,, = 0 si n # m). On déduit donc de (15.5) que f |uldm < +oo.

On a ainsi montré que :

400
/|u|dm < 400 & an(Bn).
n=0

On peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B, par C,, = {z € E,n < |u(x)| < n+ 1}. On a donc

aussi :
“+o00

/ luldm < 400 < Z nm(Cy). (15.6)

n=0
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Pour terminer la question, il suffit de montrer que :

an <+oo<:>z <+oo

15.7)

Pour montrer (15.7), on remarque que C,, = A,, \ A,+1 pour tout n € N et donc, comme A,,11 C A, et que

m(Apt1) <m(4,) <m(E) <oo:

On en déduit que, pour toutn € N,ona:

me me )_me(Ap+1)
=0

n+1 n
Y pm(d) - 3 (- Dm4) = 3 m(Ay) — nm(dn ).
p=0 p=1 p=1
On a donc : .
Sopm(Cy) <3 m(4,).
p=1
et: .
Zm me )+ nm(Ant1)

Si + m(A,) < +oo, on déduit donc de (15.8) que Z+ onm(Cy) < +oo.

Remproquement si %0 nm(C,) < +o0. On a, par (15.6), [ |u|dm < oo et donc, comme 7 14

(15.8)

(15.9)

< [ul,

ona aussi nm(A,4+1) < [ |u|dm < co. On déduit donc de (15.9) que > >, m(A,) < co. Comme m(Ag) <

m(E) < oo, on a bien finalement >~ m(A,) < cc.

On a bien montré (15.7), ce qui termine la question.

. Soit p €]1, +o00[, montrer que |u|? est une fonction mesurable et que :

/\u|pdm<+oo<:)2np <+oo<:>an m(A,) < 4o0.

n=0

corrigé

La fonction |u|? est mesurable car composée d’une fonction mesurable et d’une fonction continue.

On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :

an /|u|pdm<Zn+1pm n)-

neN neN

Si [ |u[Pdm < +o0, onadonc y, 1P m(B,) < co.
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Réciproquement, si Y, - n? m(By,) < oo, on aaussi >, (n + 1)Pm(B,) < Y77 | 2PnPm(B,) < co et
m(By) < m(E) < co.Onadonc > > (n+ 1)Pm(B,) < cc. Ceci donne [ |u[Pdm < 4oco par (15.11).

On a ainsi montré que :
—+oo

/|u|pdm < 400 & Zn’” m(By) < +o0.

n=0

Ici aussi, on peut utiliser le méme raisonnement en remplagant B,, par C,, = {z € E,n < |u(z)] <n+1}. On
a donc aussi :

“+oo
/|u|pdm < 400 & an m(Cp) < +o0. (15.12)
n=0

Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :

+o0o
Z n?m(Cp) < +00 & » nP"'m(A,) < +oo. (15.13)
n=0

Pour montrer (15.13), on utilise, comme dans la question précédente que C,, = A,, \ A,+1 pour toutn € Net

donc :
m(Cy) = m(Ay) — m(Ant1)-

On en déduit que, pour toutn € N,

N
S () = 3 )~ Sy
n=0 n=0

N N+1
=y - > (n—1)Pm(4,)
N n=0 n=1
=> (0" = (n—=1)")m(An) = N? m(An1).
n=1
On a donc :
N N
D nPm(Cn) <3 (0P = (n—1)P)m(A,), (15.14)
n=0 n=1
et:
N
> (P —(n—1)p Zn” Ch) + NP m(Any1). (15.15)

n=1

n? — (n—1)P
np—1
nP — (n — 1)P < BnP~! pour tout n € N*.

Si > ynP~tm(A,) < oo, on déduit alors de (15.14) que :fo nm(Cy) < +oo.

Pour conclure, on remarque que — p quand n — oo. Il existe donc o, 3 > 0 t.q. anP~! <

Réciproquement, on suppose que ZI:()) n? m(C,,) < 4o0. On a alors, par (15.12), [ |u[Pdm < oo et donc,
comme N 14,,, < |ul,onaaussi N? m(A,41) < [ |u|Pdm < co. On déduit alors de (15.15) que

oo

Z nP~tm(A,) < co.

n=0
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On a bien montré (15.13), ce qui termine la question.

Corrigé 69 (Sur I’inégalité de Markov)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € Li(E, T, m).

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, onaam({|f]| > a}) < / |f] dm.
{If1>a}
corrigé

Comme |f| € M, la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déja été vue dans le cours (voir 1’inégalité (4.8)).

Soit @ > 0. On remarque que | f|1¢|f|>q} > alf|f|>aq}- Par monotonie de Iintégrale, on en déduit :

am({[f] > a}) = / Al jsapdm < / It s5aydm = /{ L flam.

2. Montrer que pour tout ¢ > 0, onam({|f| > a}) < (/ |f| dm)/a. (Ceci est I'inégalité de Markov.)

corrigé

Comme / |fldm < / | f|dm, cette question découle immédiatement de ma précédente.
{lf1>a

3. Montrer que
lim am({|f| > a})=0. (15.16)
a— 00

corrigé
Soit (an)nen C R t.q. ay — 00, quand n — co. On pose g, = | f|1{|f|>a,}- Ona g, — 0 p.p. quand n — oo
et, pour tout n € N, |g,,| < |f| p.p.. Grce au théoréme de convergence dominée, on en déduit que [ g,dm — 0
quand n — oo et donc, avec la question 1, a,,m({|f| > a,}) — 0 quand n — oo.

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (15.16) dans les 2 cas suivants :
(E,T,m) = (R,B(R),\) et (E, T, m)=(]0,1[, B(]0, 1]), ).

corrigé
Dans le cas (E, T, m) = (R, B(R), A), il suffit de prendre f = 1g.
Dans le cas (F, T, m) = (]0, 1], B(]0, 1]), A), on peut prendre, par exemple, f définie par f(z) = m pour

x €]0,1[. La fonction f est mesurable mais n’est pas intégrable. Pour ¢ > 0, on a am({|f| > a}) = az, avec
g > 0t.q. 24| In(22,)| = % Onaz, — 0quand a — oo et donc am({|f| > a}) = ax, = m — 0 quand
a — oo.

Corrigé 70 (Sur f > 0 p.p.)

Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € L& (E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équivalentes :
L. f>0pp.,

2. [, fdm > 0pourtout AeT.

corrigé
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— On suppose d’abord que f > 0 p.p.. Soit A € T, on a alors f14 > 0 p.p. et donc, par monotonie de I’intégrale
sur £! (proposition 4.4 page 83), [, fdm = [ fladm > 0.
En fait, pour étre tout a fait précis, la proposition 4.4 est énoncée avec ’hypothese “f > ¢” et non seulement
“f > g p.p.". Toutefois il est clair que cette proposition est aussi vraie avec seulement “f > ¢ p.p.". Il suffit
de remarquer que, si f > g p.p., il existe B € T't.q. m(B) = 0et f > g sur B°. On adonc flgc > glpe.
Si f,g € L', la proposition 4.4 donne alors [ flgedm > [ glgedm. On en déduit [ fdm > [ gdm car
[ fdm = [ flgedmet [ gdm = [ glgedm (voir la proposition 4.5 page 84).

— On suppose maintenant que [, f dm > 0 pour tout A € T'. Soit n € N*, on choisit A = A, = {f < —% =
{reE: f(z) < -1} desorteque f14, < —11,,.Lamonotonie de I'intégrale sur L' (proposition 4.4 page
83) donne alors

/flAndm < —%m(An).

Comme [ f14,dm > 0 par hypothese, on a donc nécessairement m(A,) = 0.
Par o-sous additivité de m, on en déduit que m({f < 0}) = m(Upen-{f < —1}) =0, etdonc f > 0 p.p..

Corrigé 71
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L} (= LL(E, T, m)).

1. Montrer que : Ve > 0,35 > 0t.q. VA€ T, m(A) < = / | fldm < e. [Introduire f, = inf(|f]|,n)].
A

corrigé
On pose f,, = inf(|f|,n). Comme |f| — f,, — 0 p.p. (et méme partout), quand n — oo, et que 0 < |f| — fr, <
|f| € L', on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (|| — f»)nen (ou la proposition
4.6). Il donne que [(|f| — fn)dm — 0 quand n — .

Soite > 0, il existe donc n € Nt.q. [(|f| — fn)dm < e.Pour A € T, on a donc :

/A |fldm < /A (If] = fu)dm + /A fudm < / (1] = fu)dm + /A fudm
<e+nm(A4).

En prenant § = %, on en déduit :

AeT, m(A)§5:>/\f\dm§26.
Ja

NB : Au lieu d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (|f| — fn)nen, On peut aussi faire
cet question en appliquant le théoréme de convergence monotone a la suite (f,,)nen et en utilisant le fait que

ferLt.

2. Montrer que : Ve > 0,3C € T t.q.:
i) m(C) < +oo,

(i) / fldm < e,
C(:

(iii) sup | f| < 400,
c
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[Considérer Cp, = {z € E;
(i), (ii) et (iii).]

< |f(z)| < n}, et montrer que pour n > ng out ng est bien choisi, Cy, vérifie

S|

corrigé

1
Pourn € N*,onpose C,, = {z € E; — < |f(z)| < n}.
n

Soitn € N*,ona |f| < nsurC, et Lm(C,) < [|f|dm < co. Les conditions (i) et (iii) sont donc vérifiées si
on prend C' = C,.

Soit € > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisir n de maniere avoir aussi (ii). Pour cela, on pose
gn = flce, de sorte que g, — 0 p.p. (et méme partout) et |g,| < | f| p.p. (et méme partout), pour tout n € N*.
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (g, )nen (ou la proposition 4.6). Il donne
que f |gn|dm — 0 quand n — oo. Il existe donc n € N* t.q. (ii) soit vérifiée. En prenant C' = C,,, on a donc

(1), (i1) et (iii).

Corrigé 72 (m—mesurabilité)

Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T't.q. m(A) = 0 et f une application de A¢ dans R. Montrer que :

il existe g mesurable de E dans R t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe (f,)nen, suite de fonctions étagées,
tq. fn — f p-p.» quand n — co.

corrigé

— On suppose d’abord qu’il existe g mesurable de E dans R t.q. f = g p.p.. Il existe donc B € T' t.q. m(B) =0
et f = gsur B® (et B¢ C A% i.e. A C B).

Comme g € M, la deuxieme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page 59) donne 1’existence
d’une suite (f,)nen C € t.q. frn(z) = g(x) pour tout x € E. On a donc aussi f,,(x) — f(z) pour tout z € B°.
Comme m(B) = 0, on a bien f,, — f p.p..

— On suppose maintenant qu’il existe (f,)neny C € t.q. fn — f p.p.. Il existe donc B € T t.q. m(B) = 0
et fn(xz) — f(x) pour tout z € B (on a donc aussi B¢ C A°). On pose ¢, = fnlpe et on définit g par
g(x) = f(x)siz € Betg(z) = 0sixz € B. Avec ces choix de g, et g, on a (g )nen € € et gn(z) — g(z)
pour tout x € E. On a donc, par la proposition 3.6, g € M. On a aussi f = g p.p. car f = g sur B et
m(B) = 0.

Corrigé 73 (Mesure complete, suite de I’exercice 2.32)

On reprend les notations de 1’exercice 2.32 page 49. On note donc (FE,T,m) le complété de I’espace mesuré
(E,T,m).

Montrer que £} (E,T,m) C LL(E,T,m). Soit f € LL(E,T,m), montrer qu’il existe g € L(E, T, m) t.q.
f=gpp etque/fdm: /gdm.

corrigé
1. On commence par montrer que £ (E,T,m) C L& (E, T, m).

Comme T C T,ona M(E,T) C M(E,T), M (E,T) C M (E,T),E(E,T) C &(E,T)etE, (E,T)C
E+(E,T). Puis, comme m = msur T, ona [ fdm = [ fdm pour tout f € E4(E,T).Si f € M4(E,T),
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il existe une suite (f,)nen C E+(E,T) t.q. fn T f quand n — oo, la définition de I'intégrale sur M donne
alors :

/fdm = /fdm, pour tout f € M (E,T). (15.17)

Soit f € L{(E, T, m), onadonc f € M(E,T) C M(E,T) et (15.17) donne [ |f|dm = [|f|dm < oc.
Donc, f € L(E,T,m). En appliquant (15.17) a f*, on montre aussi que [ fdm = [ fdm.
2. On va montrer la deuxieme partie de la question en raisonnant en 3 étapes :

(a) Soit C € T. Nexistedonc A € T, N € N, t.q.C = AUN.llexiste B€ T tq. N C Betm(B) =0.0n
a{la # 1lc} C N C B.Donc, {14 # 1l¢} € N,y = N, c’est-a-dire 14 = 1¢ m-p.p. et m-p.p.. En fait,
comme N, = N, il est identique de dire “m-p.p." et “m-p.p.", on dira donc simplement “p.p.".

(b) Soit f € £(E,T). Nl existe ay,...,a, €ERetCy,...,C, €T tq. f = Z?:l a;lc,. D’apres (a), on trouve
Aq,..., A, € Ttq. 14, = 1¢, p.p., pour tout i. On pose alors g = > | a;14,, de sorte que g € E(E, T') et
g=1rpp-

(c) Soit f € LL(E,T,m). Comme f € M(E,T), il existe (d’apres la proposition 3.6) (f,)nen C E(E,T)
t.q. fn(xz) — f(x) pour tout z € E. D’apres (b), pour tout n € N, il existe g, € E(E,T) t.q. fn = gn P-p--
Pour tout n € N, il existe 4,, € T t.q. m(A,,) = 0et f,, = g, sur AS. On pose A = UpenA,.Ona A eT,
m(A) = 0et f,, = gn, sur A, pour tout n € N. On définit alors g par g = f sur A°et g = O sur A. On a
g € M(E,T) car g est limite simple de (g, 14<) € E(E,T) (cf. proposition 3.6) et f = ¢ p.p. (car f = g sur
A°).

Comme |f|,|g| € My (E,T)et|f| = |g|p.p.,onaco > [ |f|dm = [ |g|dm.Puis,comme |g| € M (E,T),
(15.17) donne [ |g|dm = [ |g|dm. On en déduit donc que g € LE(E, T, m).

Enfin, en utilisant le fait que f* = g* p.p., f~ = g~ p.p. et (15.17) (avec g* et g~) on a aussi :

/fdm:/ﬁdW—/f‘dm:/g*dm—/g‘dm
:/g*dm—/‘g’dm:/gdm.

On a bien trouvé g € LL(E, T, m) tq. f = gp.p.et [ fdm = [ gdm.

Corrigé 74 (Petit lemme d’intégration)

Soit (E,T,m) un espace mesuré et f € M(E,T). (On rappelle que M(E,T) est I’ensemble des fonctions
mesurables de E dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € [,]}Q(E , T, m). Montrer que

(Ap)nen C T, m(A,) -0 = /flAndm 0. (15.18)

corrigé

Comme f € L} (E, T, m), La question 1 de I’exercice 4.14 page 100 donne :
Ve>0,3n>0tq. (AeT,m(A) <n)= [ fladm <e.
Ceci donne (15.18). ..
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2. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), A). Donner un exemple de f € M(E,T) t.q. f > 0 (de
sorte que f € M, (E,T)), pour lequel (15.18) est faux.

corrigé
On prend f(z) = zlg, (x) et A, =|n,n + 1/n[. Onam(A,) — 0 (quand n — co) et [ f1l4,d\ > 1 pour
tout n € N. Done, [ f14,dA /0.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < oo etque f > 0 (c’estadire f(x) > 0 pour tout € F). Montrer
que

(An)nent € T, / Fladm—0 = m(A,) — 0. (15.19)

On pourra utiliser le fait que, pour p € N*, A, C {f < %} U{z € Ap; f(z) > %}

corrigé
Ona{f < ﬁ} c{f< %}, Npen+{f < %} =Petm({f < %}) < 00, pour tout p € N* (car m(E) < 00).
La propriété de continuité décroissante de la mesure m donne alors que m({f < %}) — 0 quand p — oo.

Soit & > 0. Il existe donc p € N* t.q. m({f < ;}) < e.Onaalors m(A,) < e+m({z € Ay; f(z) > 3}) <

e+p[ fla,dm. Comme [ fla, dm — 0, il existe donc ng t.q. m(A,) < 2 pour n > ng. Ce qui prouve
(15.19).

4. On prend (dans cette question) (E, T,m) = (R, B(R), ) (de sorte que m(E) = 0o). Montrer que si f € Li(F,
T, m) et f > 0, alors (15.19) est faux. Donner un exemple de f € L4(E, T, m) tq. f > 0.

corrigé

On prend A,, =|n,n + 1[. En appliquant la proposition 4.6 page 85 (ou le théoréme de convergence dominée) a
la suite (14, )nen, on obtient que [ f14,dA — 0 (quand n — co). D’autre part A(4,,) = 1 + 0. La propriété
(4.35) est donc fausse.

On obtient un exemple de f € L4(R, B(R), \) t.q. f > 0 en prenant f(z) = exp(—|z]).

Corrigé 75 (Fatou sans positivité)
Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit ( fn)neny C L&(E, T, m), f € LL(E, T, m)eth € M(E,T).(On rappelle
que M(E,T) estI’ensemble des fonctions mesurables de £ dans R.)

1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — oo, f, > f p.p. pour tout n € N, et on suppose qu’il existe C' € R t.q.
J fndm < C pour tout n € N.

(a) Montrer qu’il existe (g )nen C L&(E, T, m)etg € LE(E, T, m) t.q.

— fn = gn p-p-, pour toutn € N, f = g p.p.,
— gn(x) — h(x), quand n — oo, pour tout z € F,
— gn > g pour toutn € N.

corrigé
Soit A € T't.q. m(A) = 0 et fr,(x) — h(x) pour tout z € A°.
Pour tout n € N, soit A,, € T t.q. m(4,) = 0et f,(x) > f(z) pour tout z € (A,)°.
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Onpose B = AU (UpenAp).Ona B € T, m(B) =0, f,(x) — h(z) pour tout z € B et f,,(z) > f(x)
pour tout z € B°.

On pose, pourn € N, g, = folpe+hlpetg = flge+hlp.Onabien (g,)nen C L& (E,T,m),g € L(E,
T, m) et les 3 conditions demandées sont vérifiées.

(b) Montrer que h € L(E, T, m).

corrigé
On applique le lemme de Fatou 2 la suite (g, — ¢)neny C M (noter aussi que (b — g) € M).
On obtient [(h — g)dm < liminf, o [(gn — g)dm < C — [ gdm < .
On en déduit que (h — g) € L& (E, T, m)etdonch=h —g+g € LL(E, T, m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf “f,, > f p.p., pour tout n € N"
que I’on remplace par I’hypothese (plus faible) “il existe D € R t.q. f fandm > D pour tout n € N". Donner un
exemple pour lequel h ¢ L& (E, T, m). [Prendre (E, T, m) = (R, B(R), \).]

corrigé
On prend fr, = 11 /nnt1/n] — "2 1j01/mi et h =1g,.Ona f, = hpp., [ fndm =0eth ¢ Li(E, T, m).

Corrigé 76
Soient T > Oet f € £ = £1([0,T7], B([0,T]), \) (A désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur B([0, T7).
1. Soit n € N. Montrer que la fonction = +—+ " f(z) appartient & £1.
corrigé
La fonction z — €™ est continue donc mesurable (de [0, 1] dans R, tous deux munis de la tribu borélienne). La
fonction x — €™ f(z) est donc mesurable comme produit de fonctions mesurables.

nT

On remarque ensuite que [ |e™* f(z)|dA\(z) < €"||f]l1 < oo. On en déduit que la fonction z — e f(x)
appartient 3 £

On suppose, dans la suite de I’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € R t.q. que [ €"* f(z) d\(z) < M
pour tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoréme de convergence monotone.]

corrigé
Onpose A={f >0} ={z € FE; f(x)>0}et B= A\ {0}. Comme f est mesurable, ona A, B € B([0, 1]).
Pour n € N, on pose g, (x) = e"*|f(x)| pour z € [0,1]. Ona g, € M etg, T g avec g définie par :
g(x) =00, sixz € B,
g(x) =0, siz €]0,1]\ B,
9(0) = |£(0)].

Le théoreme de convergence monotone donne que g € M. et [ g,dm — [ gdm quand n — co. Comme
gn =€" fp.p.,ona [ g,dm = [ f(x)d\(z) < M etdonc, en passant a limite quand n — oo, [ gdm < M.

On a aussi h,, 1 g avec hy, = nlp + |f(0)|1{0}. La définition de I'intégrale sur M donne alors [ gdm =
lim,, oo RA(B) et donc [ gdm = oo si A(B) > 0. Comme [ gdm < M, on a donc A\(B) = 0 et donc aussi
A(A) = 0. Ce qui donne f = 0 p.p..
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3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(z) = 0 pour tout = € [0, 7.
corrigé
On pose toujours A = {f > 0} = { € E; f(x) > 0}. Comme f est continue, I’ensemble A est un ouvert de

[0,1]. Si A # (), il existe un intervalle ouvert non vide inclus dans A et donc A(A) > 0 en contradiction avec le
résultat de la question précédente qui donne A(A) = 0. On a donc A = (), c’est-a-dire f = 0 sur tout [0, 1].

15.2 Espace L!

Corrigé 77 (Mesure de densité)
Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Pour A € T, on pose u(A) = [, fdm.

1. Montrer que p est une mesure sur 7.

corrigé
On rappelle que, par définition, pour tout A € T, on a fA fdm = [ fladmavec fl14 = Osur A%et fls = f
sur A (on a bien f14 € M etdonc fA fdm est bien définie).
On montre maintenant que p est une mesure.

Il est clair que p() = O car f14 = 0 (sur tout F) si A = (). Pour montrer que p est un mesure, il reste & montrer
que p est o-additive.

Soit (Ap)neny € T t.q. Ay N Ay = 0 sin # m. On pose A = UpenA4, et on remarque que 14(z) =
> nen la, () pour tout x € E etdonc fla(z) = >,y fla,(x) pour tout x € E. Le premier corollaire du
théoreme de convergence monotone (corollaire 4.1) donne alors

/flAclm:Z/flAndm7
neN

c’est-a-dire j1(A) = >, oy 1(Ar). Ceci prouve que 1 est o-additive et donc que 1 est une mesure.

2. Soit g € M. Montrer que g € LL(E, T, ) si et seulement si fg € Li(E,T,m) (on pose fg(z) = O si
f(z) = oo et g(z) = 0). Montrer que, pour g € L (E, T, ), [ gdu = [ fgdm.
corrigé

On raisonne en 3 étapes :

(a) Soit g € &4 \ {0}. Il existe donc ay,...,a, € R% et Ay,..., A, € Ttq. g => " a;la,. Onaalors (en
posant fg(z) = 0si f(z) =ooetg(z) =0) fg=> ", a;fla, € Myet:

/fgdm_gai/flAidm_gaiﬂ(Ai) :/gdu.

(Ce qui, bien sfir, est aussi vrai pour g = 0.)

(b) Soit g € M. Il existe alors (g, )nen C €4 t.q. gn T g. L'item précédent donne que [ fg,dm = [ g,dpu.
Avec le théoreme de convergence monotone (pour /i et pour m, puisque fg, 1 fg en posant toujours fg(x) =
0si f(z) = oo et g(x) = 0), on en déduit que fg € M et:

/fgdm:/gd,u. (15.20)
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(c) Soit maintenant g € M. En appliquant (15.20) a |g| € M, ona:

[1glam= [ sigidm = [ Iglan.

fg € Ly(E, T,m) < g€ Li(E,T,p).

et donc :

En fait, on peut ne pas avoir fg € LL(E, T, m) car fg peut prendre les valeurs f-co. L’assertion “fg €
L (E, T, m)" est a prendre, comme d’habitude, au sens “il existe h € L&(E, T, m) t.q. fg = h p.p.". Ceci
est vérifié car si f |fgldm < oo, ona|fg| < oo p.p.. Il suffit alors de changer fg sur un ensemble de mesure
nulle pour avoir une fonction mesurable prenant ses valeurs dans R.

Sig € [,]}Q(E ,T, ), en écrivant (15.20) avec g* et g~ (qui sont bien des éléments de M ;) et en faisant la
différence on obtient bien que [ fgdm = [ gdp.

Corrigé 78

Soit (E,T,m) un espace mesuré. On note L' Iespace L} (E, T, m). Soit (f,)nen C L' et f € L'. On suppose
que, pour tout n € N, f,, > 0 p.p., que f,, — f p.p. et que [ fr,dm — [ fdm lorsque n — +oo. Montrer que
fn — f dans LY. [on pourra examiner la suite (f — f,)*.]

corrigé
On pose by, = (f — fn)*. Onadonc (hy)neny C Ly(E, T, m) et hy, — 0 p.p.. De plus, comme f,, > 0 p.p.,ona
0 < h, < fT p.p.. Eneffet, soit x € E t.q. hy,(z) # 0. On a alors, si f,,(z) > 0 (ce qui est vrai pour presque tout
), 0 < hn(2) = f(z) = fu(z) < f(2) = [T (2).
Comme f* € LL(E, T, m), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée  cette suite (A, )nen, il donne
que h,, — 0 quand n — oo, c’est-a-dire

/(f — fn)Tdm — 0, quand n — oo. (15.21)
On remarque ensuite que
[t taydm= [ (¢~ gaytam = [ (7~ g.yim.
et donc, comme [ f,dm — [ fdm lorsque n — +oo,
/(f — fn)"dm — 0, quand n — oco. (15.22)

De (15.21) et (15.22), on déduit

/ |f — fnldm — 0, quand n — oo,

c’est-a-dire f,, — f dans L} (FE, T, m), quand n — oo.

Corrigé 79 (Théoreme de Beppo-Lévi)
Soient (E,T,m) un espace mesuré, (fn)neny C L' (= Ly (B, T,m))et f: E — R, t.q.:
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@) fn — f p.p. lorsque n — +o0.

(ii) La suite (f,,)nen est monotone, ¢’est-a-dire :
fn+1 > fnp.p., pourtoutn € N,
ou
fn+1 < fn p.p., pour tout n € N.

1. Construire (g, )nen C L1 (= LL(E,T,m)) etg € M t.q. fr = gn P-P f = g p-P-» gu(z) — g(z) pour tout
x e E, etg,i+1 > gnpourtoutn € N (ou g,41 < g, pour tout n € N).

corrigé

Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, que I’on note encore f,,.
L’hypothese (i) donne qu’il existe A € T't.q. m(A) = 0 et f,,(z) — f(z) pour tout zz € A°.

L’hypothese (ii) donne que la suite (f,,)nenest monotone. On suppose que cette suite est monotone croissante
(le cas “monotone décroissante” est similaire). Il existe alors, pour tout n € N, A,, € T t.q. m(4,) = Oet
frt1 2> fnsur A5,

On pose B = AU (UpenAy). Onadonec B € T et m(B) = 0. Puis on pose g, = fn1pe et on définit g par
g(z) = f(x)siz € Betg(x) = 0siz € B.Onabien f = g p.p., (gn)nen C LE(E,T,m)), fr = gn
p.p- €t gnt1 > gn (pour tout n € N). Enfin ¢, () — g(z) pour tout z € E, et g € M car g est limite simple
d’éléments de M (voir la proposition 3.5 sur la stabilité de M).

On remarque aussi que, pour tout n € N, f,, et g,, sont deux répresentants du méme élément de L (E, T, m) et
f fndm = j gndm.

2. Montrer que f € L' < lim /fndm eR.
n——+oo

corrigé
On reprend la suite (g, )nen et la fonction g construites a la question précédente et on distingue maintenant les
2 cas de I’hypothese (ii).
Cas 1 : La suite (g, )nen est supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a (g, — go) T (9 — go) quand n — oo et, comme (g, — go) € M pour tout n € N, on peut
utiliser le théoréme de convergence monotone dans M (théoréme 4.1). Il donne ((g — gg) € M et)

/(gn — go)dm — /(g — go)dm quand n — co. (15.23)

On sait déja que (g — go) € Metque [ |g—goldm = [(g— go)dm car (g— go) € M. la propiétée (15.23)
donne alors que (9—go) € LE(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) ( [ (g, —go)dm)nen
est dans R (c’est-a-dire différente de 00).

Comme g,,, go € LL(E, T, m),ona [(gn — go)dm = [ gndm — [ godm et donc (g — go) € LL(E, T, m)
si et seulement si la limite de la suite (croissante) ( f gndm)nen est dans R.

Enfin, comme g = (g — go) + go et que gg € LL(E, T, m),ona g € LL(E, T, m) si et seulement
(9 — go) € L&(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € L& (E, T, m) si et seulement la limite de la
suite (croissante) ([ gndm)nen est dans R.

On conclut en remarquant que [ f,dm = [ g,dm pour toutn € Net f = g p.p.. Plus précisement :
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— Si la limite de la suite (croissante) ([ f,dm),en est dans R, on obtient que g € £!) et donc que f €
LL(E,T,m) au sens “il existe g € LL(E, T, m) t.q. f = g p.p." (on confond donc f et la classe de g,
cest-a-dire {h € LL(E, T, m); h=gpp.}).

— Réciproquement, si f € Lk (E, T, m), cela signifie qu’il existe h € LL(FE, T, m) t.q. f = h p.p. (on a donc
confondu f et la classe de h). Comme f = g p.p., on a aussi b = g p.p.. Comme g € M, on obtient donc
que g € LL(E, T, m) et donc (g — go) € LL(E, T, m) ce qui donne, par (15.23), que la limite de la suite
(croissante) ([ fndm)nen est dans R.

Cas 2 : La suite (g, )nen est supposée monotone décroissante.

La démonstration est tres voisine de la précécende. On remarque que (go — g») T (go — ¢) quand n — oo et,
comme (go — gn) € M pour tout n € N, on peut utiliser le théoréme de convergence monotone dans M
(théoreme 4.1). Il donne ((go — g) € M et)

/(go — gn)dm — /(go — g)dm quand n — co. (15.24)

On sait déja que (g—go) € Metque [ |g—goldm = [(go—g)dm car (go—g) € M. La propriétée (15.24)
donne alors que (9—go) € LE(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) ( [ (go—gn)dm)nen
est dans R (c’est-a-dire différente de 0o).

Comme gy, go € L(E, T, m),ona [(go—gn)dm = [ godm— [ g,dmetdonc (g—go) € LL(E, T, m) si
et seulement si la limite de la suite (décroissante) ( f gndm)nen est dans R (c’est-a-dire différente de —o0).

Enfin, comme g = (g — go) + go et que go € LL(E, T, m),ona g € LL(E, T, m) si et seulement
(9 — go) € L(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € L& (E, T, m) si et seulement la limite de la
suite (décroissante) ( [ g,dm),en est dans R.

On conclut en remarquant que [ f,dm = [ g,dm pour toutn € Net f = g p.p., comme dans le premier cas.

3. On suppose ici que f € L*, montrer que f,, — f dans L%, lorsque n — +o0.

corrigé
On utilise toujours la suite (g, )rcn et la fonction g construites a la premiere question.

Comme f € Li(E,T,m)onag € LL(E, T, m) et la propriété (15.23) (ou la propriété (15.24)) donne
J gndm — [ gdm quand n — oo et donc

/\gn — gldm — 0 quand n — oo.

(On a utilisé ici le fait que (g, — g) a un signe constant et que g € L& (E, T, m).)
Comme || f,, — fll1 = [ |gn — gldm, on en déduit que f,, — f dans L} (E, T, m), quand n — oo.

Corrigé 80 (Préliminaire pour le théoréme de Vitali)
Soient (E,T,m) un espace mesuré et f € L*(= L (E, T, m)).
1. Montrer que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 t.q. :

AeT, m(A)§5:>/|f\dm§5.
A
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[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f|,n)].

corrigé
En choisissant un représentant de f, cette question est démontrée a la question 1 de I’exsercice 4.14.

2. Soit € > 0, montrer qu’il existe C' € T t.q. m(C) < 400 et / | fldm < e. [Choisir un représentant de f et
CC

considérer C,, = {z € E; % <[f(=)|}1

corrigé
On choisit un représentant de f, encore noté f et pose, pour tout n € N*, C,, = {|f| > }.
Comme |f| > L1¢,, on a, par monotonie de I'intégrale, m(Cy,) < n|f||1 < co pour tout n € N*.

On pose maintenant g, = |f|1c<. On remarque que g,(x) — 0 pour tout x € E et que |g,| < |f]. On peut
donc appliquer le théoréme de convergence dominée 2 la suite (g, )nen (ou la proposition préliminaire 4.6). 11
donne que fgndm — 0 quand n — oo.

Soit ¢ > 0, il existe donc ny € N* t.q. [ g,dm < e. On prend alors C' = C,,,, on a bien m(C') < +oo et
Jee Ifldm < e.

Corrigé 81 (Théoreme de Vitali)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (fn)nen C L (= LL(E,T,m)) et f : E = Rtq. f = f p.p--

1. On suppose m(E) < +oco. Montrer que : f € L' et f,, — f dans L' lorsque n — +oo si et seulement si
(fn)nen est équi-intégrable (i.e. : Pourtoute > 0,ilexistedt.q.(A € T,n € Nym(A) < = fA | fnldm < e).
[Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de I’exercice 4.29. Pour le sens <, remarquer que f | fro—fldm =
Jalfu = fldm + [ .| fn — fldm, utiliser le théoréme d’Egorov et le lemme de Fatou...]

corrigé
Sens(=) Soit ¢ > 0. D’apres I’exercice 4.29 (premiere question), il existe, pour tout n € N, §,, > 0t.q. :

AET, m(A) < 5, = / fuldm < e. (15.25)
A

On ne peut pas déduire de (15.25) I’équi-intégrabilité de ( f,,)nen car on peut avoir ming, ey 6, = 0.

Comme f € L', il existe aussi § > 0 t.q. :
AeT, m(A)<dé= / |fldm < e. (15.26)
A

On va déduire 1’équi-intégrabilité de la suite (f,,)nen en utilisant (15.25) et (15.26).
SoitAeT,ona:

[ tadam < [ 1g, = g+ [ Aidm < [ 15, = dm+ [ ridm. (15.27)

Comme f,, — f dans L! quand n — oo, il existe ng € N t.q. ||fn — flli < esin > ng. Pour n > ng et
m(A) <4, (15.27) et (15.26) donne donc [, |fn|dm < 2e. On choisit alors § = min{dy, . . ., dn,, 6} > O et on
obtient, avec aussi (15.25) (pour tout n < ng) :

neNAeT, m(A)§3:>/ | fnldm < 2e.
A
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Ce qui donne 1’équi-intégrabilité de la suite (fy,)nen-

Sens (<)
on veut montrer ici que f € L' et || f,, — f|l1 — 0 quand n — oo.

Soit £ > 0. L’équi-intégrabilité de la suite (f,,)nen donne I'existence de 6 > 0 t.q. :
neN;AeT, m(A) <= / [ frnldm < 2e. (15.28)
A

Pour tout n € N, on choisit maintenant un représentant de f,,, encore noté f,,. Comme f, — f p.p., il existe
B eTtq m(B)=0etf, — fsur B¢. Enremplagant f par f1p. (ce qui ne change f que sur un ensemble
de mesure nulle, donc ne change pas les hypothéses du théoréme), on a alors f € M car f est limite simple
de la suite (f,1pe)nen C M (noter que f est bien a valeurs dans R). Comme m(E) < oo, on peut utiliser le
théoreme d’Egorov (théoreme 3.2), il donne I’existence de A € T t.q. f,, — f uniformément sur A°, ¢’est-a-dire
SUPgc ac | fn(z) — f(z)| = 0 quand n — co. On a donc aussi, pour ce choix de A,

/ |fu — fldm < m(E) sup |fn(z) — f(x)| = 0, quand n — oo.
o zeAe

11 existe donc ng(e) € N t.q. fAC |fro — fldm < e pour tout n > ng(e). Avec (15.28), on en déduit, pour tout
n > ng(e):

[t flim< [ it = sitm+ [ Agalam+ [ \siam < 22+ [ glam.

Pour majorer le dernier terme de 1’inégalité précédente, on utilise le lemme de Fatou sur la suite (|f,,|14)nen
(qui est bien dans M ;). Comme lim inf,, o |fr|1a = |f|14, il donne avec (15.28),

/|f|dm§liminf/|fn|1,4 <e.
A n— oo

On a donc, finalement,
n > no(e) = / o — fldm < 3e. (15.29)

En choissisant n = ng(1), on déduit de (15.29) que f,, — f € L' etdonc que f = (f — f,.) + fn € L. Cette
appartenance étant, comme d’habitude 2 prendre au sens “il existe g € £' t.q. f = g p.p." (en fait, ici, comme
nous avons remplacé f par f1p. ci dessus, on améme f € £).

Puis, (15.29) étant vraie pour tout £ > 0, on a bien montré que || f,, — f||1 — 0 quand n — oo.

. On suppose maintenant m(FE) = +oco. Montrer que : f € L' et f,, — f dans L* lorsque n — +o0o0 si et
seulement si (fy,)nen est équi-intégrable et vérifie : Ve > 0,3C € T, m(C) < +ooet [, |fnldm < € pour
tout n. [Pour montrer le sens =, utiliser [’exercice 4.29. Pour le sens <, utiliser [’exercice 4.29, le lemme de
Fatou et le résultat de la question 1.]

corrigé

Sens (=)
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(a) L'hypothése m(E) < oo n’a pas été utilisée a la question précédente. La méme démonstration donne donc ici
I’équi-intégrabilité de la suite (f,,)nen

(b) On utilise maintenant la deuxieme question de 1’exercice 4.29.
Soit & > 0. Pour tout n € N, il existe C,, € T't.q. m(Cy,) < coet [, fndm < e. Comme f € L, il existe

aussi D € T't.q. m(D) < coet ;. fdm < e. Enfin, comme f,, — f dans L' quand n — oo, il existe ng
t.q. | fn — fll1 < € pour tout n > ny.

On choisit maintenant C' = D U (U2, Cy,), de sorte que m(C) < m(D) + >_"°  m(Cy) < oo, C¢ C D€ et
C° C Cf sin < ng. Ce choix de C nous donne, pour tout n > ny,

[ gl < [ igiam e+ [ 15, = pidm < 2

/ |fn‘dm§ / \fn|dm§5,
Ce CrCL

On a donc m(C) < coet [, | fn|dm < 2e pour tout n € N.

et, pour tout n < ny,

Sens (<)
on veut montrer ici que f € L' et || f, — f|l1 — 0 quand n — co.

Soit £ > 0. La deuxiéme hypothese donne I’existence de C' € T't.q. m(C) < oo et

/ | fr|dm < e pour tout n € N. (15.30)

Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellement f sur un ensemble de
mesure nulle) que f € M. En appliquant le lemme de Fatou a la suite (|f,|lce)nen € M, on déduit de
(15.30) que

/ | fldm < e. (15.31)
C(:

La premiére hypothese (c’est-a-dire I’équi-intégrabilité de la suite (f,),cn) donne I'existence de § > 0 t.q.
neN, AeT, m(A) <di= / | fnldm < e. (15.32)
A

On peut maintenant utiliser le théoreme d’Egorov sur la suite ( fn‘ ~)nen (qui converge p.p. vers f|_) dans
I’espace mesurable (C,T¢) ot T¢ est la tribu {B € T'; B C C}. Il donne 'existence de A C C, A € T, t.q.
m(A) < det f, — f uniformément sur A° N C. On en déduit que

/ |fro — fldm < m(C) sup |fn(z)— f(z)] = 0 quand n — oo.
AenC z€ANC

1l existe donc ng t.q.

n>ng = [fr — fldm <e. (15.33)
AenC
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Enfin, en appliquant le lemme de Fatou a la suite (| f,|14)neny C M, on déduit de (15.32) que
/ |fldm < e. (15.34)
A

11 suffit maintenant de remarquer que

Jit=tam< [ A= flam+ [ \pjime [ (sl

+ / | fuldm + / \fldm,
Cc Ce
pour déduire de (15.33), (15.32), (15.34), (15.30) et (15.31) que

n2n0:>/\f"—f|dm§5e.

On conclut comme & la question précédente. En prenant d’abord € = 1, on montre que f € L' puis, comme
€ > 0 est arbitraire, on montre que f,, — f dans L! quand n — co.

3. Montrer que le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme une conséquence du théo-
reme de Vitali.

corrigé
Soient (fn)neny C Lt et F € L' t.q. |f,| < F p.p., pour tout n € N.
En utilisant I’exercice 4.29 sur F, on montre facilement I’équi-intégrabilité de la suite ( f,,),, et I’existence, pour
toute > 0,de C € T't.q. m(C) < ocoet [ |fn|dm < e pour tout n € N (noter que si m(E) < oo cette propriété
est immédiate en prenant C' = F)). Il est alors facile de montrer le théoreme de convergence dominée a partir du
théoréme de Vitali.

Corrigé 82 (Théoreme de ‘“Vitali-moyenne'')
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note £ = LL(E, T, m). Soit (fn)nen C Ll et f € M(E,T).

1. On suppose que m(FE) < co. On se propose ici de montrer que “f € L' et || f,, — f|l1 — 0 quand n — co" si et
seulement si on a les deux propritées suivantes :
pl. fn — f en mesure, quand n — oo,
p2. La suite (fy,)nen est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-a-dire que la convergence pour la norme de L' implique p1 et p2).
corrigé

On montre tout d’abord la convergence en mesure. Soit 77 > 0. On a alors :

m({|fn = fl=n}) < %/‘fn — fldm — 0, quand n — oo.

Ce qui donne que f,, — f en mesure, quand n — 0.

Pour montrer I’équi-intégrabilité, il suffit de remarquer que, pour tout A € T, on a:

/A\fn|dm§/|fnff|dm+/A|f|dm.
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Soit £ > 0. Comme f € L', il existe (voir la proposition 4.9) § > 0 t.q.
m(A) <oé = / |fldm < e.
A
Comme || f, — f|]1 — 0, quand n — oo, il existe ng t.q.

n2n0:>/|fn—f|dm§5.

On en déduit :
(n>ngetm(A) <9) = / | frldm < 2e.
A

Puis, pour tout n € N, il existe (voir la proposition 4.9) §,, > 0 t.q.
m(d) <8, = [ |faldm <.
En posant § = min{4, &y, . . ., d, } on a donc, avec (15.35) et (15.36) :
(n € Netm(A) <) = /A | frldm < 2¢.

Ce qui montre 1’équi-intégrabilité de ( f,,)nen-

(15.35)

(15.36)

(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant que f,, — f en mesure, quand n — 0o, et que (fy)nen

est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout 6 > Oetn > 0, ilexiste n € Nt.q. : p,q > n = m({|fp, — fq| = n} < 0.

corrigé

On remarque que, pour tout p,q € Nettout x € E, |f, — f|(z) < I et |fq - f\(x).g 2 implique
|fp — fql(z) <m.Onadonc {|f, — fo| > n} C{|fp — f] > g} U{lfp = fI = #}. Ce qui donne :

m({lfy — ful 2 n}) < m({lfy = f1 =GN+ (=112 5}

Comme f,, — f en mesure, il existe n € N t.q.:

N >

pzn=m({lf, 1> 3} <

on en déduit :
p.g=n=m{|fp — fol =n}) <.

ii. Montrer que la suite (f,,)nen est de Cauchy dans L.
corrigé

Soit p,g € Netnn > 0,ona:

nn—ﬁmf:/ IhWn+/ \faldm + ym(E).
{‘fpffq‘z"]} {lfp*quZVl}
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Soit e > 0. D’apres I’équi-intégrabilité de (f,,)nen. il existe & > 0 t.q.
(AeT, m(A)SdetneN)ﬁ/ ] <. (15.38)
A

On commence a choisir > 0 t.q. nm(FE) < e. Puis, la question précédente donne 1’existence de n t.q.
m({|fp — fql = n}) < dsip,q>n.Onadonc, par (15.38) :

/ PEEY) fal Sesipg>n.
{lfp—FfalZn} {lfp—FalZn}
Finalement, (15.37) donne :

p,qg=n= pr - fq”l < 3e.

La suite (fy,)nen est donc de Cauchy dans L!.

iii. Montrer que f € L' et que || f, — f|l1 — 0 quand n — oo.
corrigé

Comme L' est complet, il existe g € L' t.q. f,, — g dans L', quand n — oco. On peut supposer g € £!
(en confondant g avec 1’un de ses représentants). La question (a) donne alors que f,, — ¢ en mesure, quand
n — oo. Comme f,, — f en mesure, on a donc nécessairement f = g p.p.. ce qui donne bien f € L' et
lfn = fllr = llfn — glli = 0, quand n — cc.

2. On ne suppose plus que m(E) < co. Montrer que “f € £ et || f, — f|l1 — 0 quand n — oo si et seulement si
on a les propriétés suivantes :
pl. fn — f en mesure, quand n — oo,
p2. la suite (f,,)nen est équi-intégrable,
p3. pour tout € > 0, il existe A € T t.q. m(A) < oo et, pour tout 2 € N, Jae [ fuldm <e.
corrigé
Etape 1 On montre tout d’abord le sens direct.

Les propriétés pl et p2 ont déja été démontrées dans la question 1-(a) (car ’hypothese m(E) < oo n’avait pas
été utilisée).

Pour démontrer la propriété p3, on utilise la proposition 4.9 du cours. Soit € > 0. pour tout n € N, II existe
B, € Ttq.m(B,) < coet

/ | fuldm < e. (15.39)
By,

1l existe aussi B € T t.q. m(B) < oo et
/ |fldm < e. (15.40)
BC

En remarquant que

[ Atalam < [ 18, = idm+ [ ifiam.

on obtient, en utilisant le fait que || f,, — f|j1 — 0, quand n — oo, et (15.40), I’existence de ng t.q.

n>ny= | frldm < 2e.
Brl
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En prenant A = B U (U,%,B,), on obtient alors (avec (15.39)) m(A) < coet:

nENé/ | frldm < 2e.
Ac

Etape 2 On montre maintenant la réciproque.
On reprend la méme méthode que dans le cas m(E) < oo.

On remarque tout d’abord que pour tout § > Oetn > 0,ilexisten € Nt.q.: p,q > n = m({|fp—fq| = n} < 9.
La démonstration est la méme que précédemment (I’hypothése m(E) < oo n’avait pas été utilisée).

On montre maintenant que la suite (f,,)nen est de Cauchy dans L. Soit p,q € N, A€ Tetn > 0,ona:

prfqllsll(lfp|+fq)ldm+/{|f o Bl faDdm (), (15.41)
¢ p—JqlZM

Soit e > 0. D’apres 1I’équi-intégrabilité de (f,,)nen, il existe & > 0 t.q.
(BeT, m(B)SéetnGN)é/ ] <. (15.42)
B
D’apres la propriété p3, il existe A € T't.q. m(A) < oo et

neN= | frldm <e. (15.43)
Ac

On commence a choisir > 0 t.q. nm(A) < e. Maintenant que ¢ et 7 sont fixés, il existe n € N t.q. m({|f, —

fql > n}) < &sip,q > n. Onadonc, par (15.42), f{\fpffq\zn} Ifpl <ceet f{\fpffq\zn} Ifql <esip,g>n.
Avec (15.41) et (15.43), on obtient alors :

p,q=n= pr*fqul < Se.

La suite (f,,)nen est donc de Cauchy dans L.

On conclut, comme dans le cas m(E) < oo, que f € L et ||f, — flli — 0, quand n — oo (car I’hypothese
m(F) < oo n’avait pas été utilisée pour cette partie).

Corrigé 83 (Continuité de p — || - ||,))
Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M(E,T).
1
1. Pour p € [1,+o0[, onpose || f|l, = (/ |f|pdm) " (noter que |f|? € M, )etonditque f € LPsi || f||, < +oo.
Onpose I = {p € [1,+o0[, f € LP}.
(a) Soient p; et pa € [1,400], et p € [p1,p2]. Montrer que si f € LP* N LP2, alors f € LP. En déduire que I est
un intervalle. [On pourra introduire A = {x; |f(z)| < 1}.]

corrigé

Soit € R’. On remarque que o < o2 si 1 < aeta? < aP* si a < 1. On en déduit que lf]P <
|fIP* 4 |f]P2 (en fait, on a |f|P < |f|P* sur A = {|f] < 1} et |f|P < |f[P2 sur A°) et donc que f € LP si
f e LrrnLp,
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On suppose que 7 # (). Onpose @ = inf [ etb =supl.Onadonc 1 < a < b < ocoet] C [a,b]. On montre
maintenant que ]a, b[C I (ce qui donne que I est bien un intervalle dont les bornes sont « et b).

Soit p €]a, b[. La défintion de a et b permet d’affirmer qu’il existe p; € I t.q. p1 < p et qu’il existe po € I
t.q. p2 > p. Onadonc f € L£P* N LP2 et p €]p1, p2|, d’ou I'on déduit que p € I. on a donc bien monté que
Ja,b[C I et donc que I est un intervalle.

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans /. On prend pour cela :
(B, T,m) = ([2,400[, B([2,00[), A) (X est ici la restriction a [2, 0o de la mesure de Lebesgue sur B(R)).
Calculer [ dans les deux cas suivants :

i f(z) =1,z €[2+oo]
i. f(z) = m,x € [2,+o0].

corrigé
i f(z) = 1,2 € [2,+00]. Soit 1 < p < oc. Pour savoir si f € LP ou non, on utilise le théoreme de
convergence monotone et I’intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact de R.

Pour n € N, on pose f, = |f|[P1j2). On a donc (fn)neny C My et fr 1 |f|P ce qui donne, grice au
théoréeme de convergence monotone,

/fnd)\ — / ‘f|pd)\, quand n — 00.

Les intégrales ci dessus sont des intégrales sur [2, +o0o[, muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens. La
comparaison entre 1’intégrale des fonctions continues et I’intégrale de Lebesgue (voir les exercices corrigés

64 et 65) donne que
. n g
/ fndX = / —dz.
2 P

On distingue maintenant les cas p = letp > 1.
Sip>1l,ona [ fr,d\= 17%1(2,,%1 - =) & p—fmp%l < 00, quand n — oco. On adonc f € LP.
Sip=1,ona [ f,d\ =1In(n) — In(2) — co quand n — co. Onadonc f & L.
On adonc I =|1, co].

i. f(z) = m,m € [2,+00[. Pour 1 < p < o0, on a clairement f € L? car la fonction f est positive
et majorée par ﬁg ol g est la fonction de 1’exemple précédent, c’est-a-dire g(x) = % Pour p =1, on
utilise la méme méthode que pour I’exemple précédent :

Pour n € N, on pose f,, = |f|1[2,,), de sorte que f,, T |f| = f et donc

/fnd)\ — / |f]dX, quand n — oo.

On aici, quand n — oo,

/fnd/\ = /; x(;dx =In(2) "' —In(n)"! = In(2)"" < 0.

Inz)?

On en déduit que f € £, donc I = [1,00].
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(c) Soit (pn)nen C I etp € I, (I désigne 1’adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou p, | p). Montrer que

|f|Prdm — [ |f|Pdm quand n — 4o00. [On pourra encore utiliser I’ensemble A].

corrigé
Onutiliseici A = {|f| <1} € T.

(a) On suppose d’abord que p,, T p quand n — oo. On pose g, = |f|P"14 et hy, = |f[P"14e, de sorte que

gn €LY, h, € Llet
/ gndm + / hndm = / | f|P"dm.

On remarque alors que h,, T h = |f|P1 4, quand n — oco. Comme (hy, )neny C M, le théoréme de conver-
gence monotone donne

/hndm — / hdm, quand n — oo. (15.44)

Noter que ceci est vrai méme si p ¢ I (dans ce cas, on a, en fait, f hdm = ).

On remarque maintenant que g, — g = |f|?14 p.p., quand n — oo, et que 0 < g,, < |f|P° car la suite
(gn)nen estici décroissante. Comme pg € I, ona |f[P° € L! et on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée (ou la proposition 4.6). Il donne

/gndm — /gdm, quand n — oo. (15.45)

Avec (15.44) et (15.45) on obtient, quand n — oo,

/\f\p”dm:/gnder/hndm%/gdm+/hdm:/|f|pdm,

(b) On suppose maintenant que p,, J p quand n — oo et on reprend la méme méthode que ci dessus. On pose
Gn = |fIP714 et hy = |f|P714c, de sorte que g, € L1, h,, € L et

/gndm—i—/hndm:/\ﬂp"dm.

les roles de g,, et h,, sont inversés par rapport au cas précécent : On remarque que g, T ¢ = |f|P14, quand
n — co. Comme (g, )nen C M, le théoreme de convergence monotone donne

/gndm — /gdm, quand n — oo. (15.46)

Ceci est vrai méme si p ¢ I (dans ce cas, on a, en fait, f gdm = 00).

On remarque que h,, — h = | f|P14¢ p.p., quand n — oo, et que 0 < h,, < |f|P° car la suite (h,)nen est ici
décroissante. Comme py € I, on a |f|P° € L! et on peut appliquer le théoreme de convergence dominée (ou
la proposition 4.6). Il donne

/hndm — /hdm7 quand n — oo. (15.47)

Avec (15.46) et (15.47) on obtient, quand n — oo,
/ | f|Prdm = /gndm—l— /hndm — /gdm + /hdm = / | fIPdm.
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La conséquence de cette question est que I’application p — || f||,, est continue de T dans R, ot T est I’adhérence
de I dans R. Dans la suite de 1’exercice, on va introduire le cas p = oo et montrer la continuité de p +— || f||,, sur
I’adhérence de I dans R, .

2.On dit que f € L= s’il existe C' € R t.q. |f| < C p.p.. Onnote || f||oc = inf{C € R t.q. |f|] < C p.p.}. Si
f & L%, onpose || flleo = +00.
(a) Montrer que f < || f|loo P-p-- A-t-on f < || fl|oo P-P-?

corrigé
Si || flleo = +00, on a, bien sfir, f < ||f|lcc p.p.- On suppose donc maintenant que || f||cc < +oo. Par
définition d’une borne inférieure, il existe (C,)neny C {C € R t.q. |f| < C p.p.} t.q. Cr | || fllco quand
n — oo. Pour tout n € N, il existe 4,, € T t.q. m(A,) = 0et|f| < C,, sur AS.

On pose A = UpenAy,. Onadonc A € T, m(A) = 0et |f(x)| < C,, pour tout n € N, si z € A°. Comme
Crn 4 || lloo quand n. — 00, on en déduit | f| < || f]|oo sur A€ et donc que | f| < || flco P-P--

En prenant (E,T,m) = (R, B(R), \) et f(z) = 1 pour tout x € R. On a || f]lc = 1 et ’assertion f < || f||oo
p-p. est fausse.

Noter aussi que || f|loc = inf{C € Rt.q. |f| < C p.p.}.

Onpose J = {p € [1,+o]; f € LP} C R,.
(b) Remarquer que J = I ou J = I U {+o0}. Montrer que si p € I et +-00 € J, alors [p, +oc] C J. En déduire
que J est un intervalle de R .

corrigé
Soit p € I et on suppose que oo € J. Soit ¢ €]p, oo[. Comme | f| < || f]lco p-p-» Ona |f]2 < | fII%?]f P p-p.-
On en déduit que f € £, ¢’est-a-dire ¢ € I. On a ainsi montré que ]p, oo[C I et donc [p, oo] C J.

On raisonne maintenant comme dans la question 1. On pose a = inf J et b = sup J, de sorte que J C [a, b].
Puis, soit p t.q. @ < p < b. On a nécessairement @ < oo etil existe p; € [ t.q.p;1 < p.Onabd < ocoetil
existe py € J t.q. p < pa2. Sips € I, on utilise la question 1 pour montrer que p € I et si po = 0o la premiere
partie de cette question donne que p € I. On a bien ainsi montré que ]a, b[C J. J est donc un intervalle dont
les bornes sont a et b.

Noter aussi que inf I = inf J et sup I = sup J.

(¢) Soit (pn)nen C I t.q. py, T +00. On suppose que || f|| > 0 (noter que f = 0 p.p. < || fllco = 0).
i.Soit 0 < ¢ < ||f|loo- Montrer que limJirnf | fllp,. > c. [On pourra remarquer que [ |f|Pdm > Pm({z,
n—-+oo

[f(@)] = c}]

corrigé

Comme |f|P > cP1{|f|>¢}» la monotonie de I’intégrale donne bien

/ fPdm > Pm({|f] > c}),

et donc, comme [ |f[Pdm # 0,
1fllp > em({|£] = })>. (15.48)
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Comme ¢ < ||f|loo, on a m({|f| > ¢}) > 0, d’ot I’'on déduit que m({|f| > c})% — 1 quand p — o0
(p € [1,0)).

En passant a la limite inférieure quand n — oo dans (15.48) pour p = p,,, on obtient alors

liminf || f]|,, > c.
n—oo
Comme c est arbitrairement proche de || f||oo, on en déduit :

tim inf |, > [ o- (15.49)

ii. On suppose que || f|lc < +o0. Montrer que : limsup || f||,, < ||flloo- [On pourra considérer la suite
n—+o0o

Pn
gn = (i) et noter que g, < go p-p-. |
[ f1loo

corrigé

Comme W < 1 p.p. et que p, > pg (car la suite (p,)nen est croissante), on a g, < go p.p- et donc

f gndm < f godm, d’ott I’on déduit (en notant que toutes les normes de f sont non nulles) :

1
£l < 171 [ godm) .
En remarquant que [ godm # 0, on obtient bien, en passant a la limite supérieure dans cette inégalité,

lim sup || fllp,, < [ flloc- (15.50)
n—oo

iii. Déduire de (a) et (b) que || f||p, — || f|loo lorsque n — +oo.

corrigé
On distingue deux cas :
Cas 1 On suppose ici que || || = oo. (15.49) donne alors que || f]|,, — oo et donc ||f|l,, — ||fllec
quand n — oc.
Cas 2 . On suppose ici que || f]jcc < 00, de sorte que 0 < || f|jco < 00. Les assertions (15.49) et (15.50)
donnent alors limsup,, ;. || fllp, < [[fllec < liminfy, o0 [[f]lp, et done que || f]lp, — |[f]lcc quand
n — oo.

3. Déduire des deux parties précédentes que p — || f||,, est continue de J dans R, o1 .J désigne I’adhérence de J
dans R (c’est-a-dire J = [a,b] si J = |a, b, avec 1 < a < b < +oo, et | désigne | ou |).

corrigé
Sif=0pp.,onaJ=.J=][l,o00]et]f], =0pourtoutp € J. Donc, p — || f||, est continue de .J dans R

On suppose maintenant que f n’est pas “= 0 p.p.". On a donc | f||,, > 0 pour tout p € [1, co].
On pose J = [a, b] (si J # 0). On distingue 3 cas :

Cas 1. Soit p €]a, b|, de sorte que p € I.
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(a) Soit (pn)nen C I t.q. p, T p. La question 1-c donne que || f|[2» — || f||> quand n — +oc. On en déduit que
I £1lp.. = I |l quand n — oo (pour s’en convaincre, on peut remarquer que ln(||f||,, ) = pi In(|| f[[7) —
% In(|[f|[5) = In(]|f|»))- Ceci donne la continuité a gauche de ¢ — || ||, au point p.

(b) Soit (pn)nen C I t.q. pn | p. La question 1-c donne aussi || f[[P» — || f[|5 quand n — +o0 et on en déduit,
comme précédemment, que || f||,, — ||f|l, quand n — co. Ceci donne la continuité a droite de ¢ — || f||,

au point p.
Cas 2 . On prend ici p = a et on suppose a # oo (sinon a = b et ce cas est étudié au Cas 3). Soit (p,, )nen C I
t.q. pn | a.

(a) On suppose d’abord que a € I. Ici encore, la question 1-c donne || f|[b» — || f||§ quand n — 400 et on en
déduit que || f||p,, — || f]la quand n — oco. Ceci donne la continuité a droite de ¢ — || f||, au point a.

(b) On suppose maintenant que a ¢ I, de sorte que || f||, = oo. La question 1-c donne alors || f||5» — oo quand
n — o0 et donc || f|p, — oo quand n — oo. Ceci donne la continuité a droite de ¢ — || f||, au point a.

Cas 2 . On prend ici p = b. Soit (py)nen C I t.q. pp, T a.

(a) On suppose d’abord que b € I. Ici encore, la question 1-c donne || f||P» — | 11> quand n — +o0 et on en
déduit que || f||,,, — ||f]ls quand n — oo. Ceci donne la continuité a gauche de ¢ — || f||, au point b.

(b) On suppose maintenant que b & 1.

Si b # oo, on a donc ||f|ly = oo. La question 1-c donne alors || f
If

Si b = o0, la continuité a gauche de ¢ — || f||, au point b a été démontré a la question 2-c-iii.

Pr— oo quand n — o0 et donc
p, — 00 quand n — oo. Ceci donne la continuité a gauche de ¢ — || f|| au point b.

Corrigé 84 (Continuité d’une application de L' dans L')
Soient (E, T, m) un espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

JC eRY; |g(s)| < Cls| +C, Vs e R. (15.51)
1. Soitu € LL(E, T, m). Montrer que g o u € L&(E, T, m).

corrigé

u est mesurable de £ (muni de la tribu T') dans R (muni de la tribu B(R)) et g est borélienne (c’est-a-dire
mesurable de R dans R, muni de la tribu 5(R)). On en déduit que g o u est mesurable (de F dans R).

Puis, comme |g o u(z)| = |g(u(z))| < Clu(z)| + C pourtout z € E, on a

/|g o uldm < Clluly + Cm(E).

Donc, gou € LL(E, T, m).

On pose L' = LL(E,T,m). Pour uw € L', on pose G(u) = {h € LL(E,T,m); h = govp.p.} € L', avec
v E u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, ¢’est & dire que G(u) ne dépend pas du choix de v dans u.

corrigé
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Soient v, w € u. Il existe A € T't.q. m(A) = 0 et v = w sur A°. On a donc aussi g o v = g o w sur A° et donc
gov = gowp.p.. Onen déduit que {h € LL(E,T,m); h = govpp.} = {h € LE(E, T, m); h = gow p.p.}.

G (u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Soit (un)neny C L. On suppose que u,, — u p.p. et qu’il existe F' € L' t.q. |u,| < F p.p., pour tout n € N.
Montrer que G(u,) — G(u) dans L.

corrigé

Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,,. On choisit aussi des représentants de u et
F, notés toujours u et F. Comme u,, — u p.p. quand n — oo et que g est continu, il est facile de voir que
g o u, — goup.p..Onadonc G(u,) = G(u) p.p..

On remarque aussi que |gou,| < Clu,|+C < CF+C p.p. etdonc |G(uy,)| < CF +C p.p., pour tout n € N.

Comme CF 4+ C € L', on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, il donne que G(u,,) — G(u)
dans L' quand n — oo.

4. Montrer que G est continue de L' dans L'. [On pourra utiliser la question 3. et le théoréme appelé “réciproque
partielle de la convergence dominée".]

corrigé

On raisonne par 1’absurde. On suppose que G n’est pas continue de L' dans L'. Il existe donc u € L' et
(un)neny C Lt t.q. u, — udans L et G(u,,) /4 G(u) dans L' quand n — oo.

Comme G(uy,) /4 G(u),ilexistee > 0ety : N— Ntq. p(n) = coquandn — ooet:

|G (ugp(n)) — G(u)||1 > € pour tout n € N. (15.52)

(La suite (G'(typ(n)))nen est une sous suite de la suite (G (tun))nen.)

Comme ) — u dans L', on peut appliquer le théoréme appelé “réciproque partielle de la convergence
dominée” (théoréme 4.7). Il donne I’existence de ) : N — Netde F € L! t.q. ¥/(n) — oo quand n — oo,
Ugoyp(n) — U P-P- €t [Ugpoym)| < I p.p., pour tout n € N. (La suite (Ugyoq(n))nen st une sous suite de la suite
(ugp(n))nEN)-

On peut maintenant appliquer la question 3 a la suite (o (n))nen- Elle donne que G(tpoy(n)) — G(u) dans
L' quand n — oo. Ce qui est en contradiction avec (15.52).

15.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Corrigé 85 (Inégalité de Jensen)
Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q. f(x) — f(a) >
¢q(x — a) pour tout z € R.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité (£2, A, P). On suppose que X
et f(X) sont intégrables. Montrer I’inégalité de Jensen, c’est-a-dire :

[ seoar = g [ xap)
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[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]

corrigé
On utilise le rappel avec a = E(X) = [ XdP. On obtient pour tout w €

fX (W) = fa) = X(w) —a.

Comme les fonctions f(X) — f(a) et X — a sont intégrables, la monotonie de I’intégrale donne alors

[0 - sayar > [ox - aar.

Comme [ Xdp = a, onen déduit [(f(X) — f(a))dP > 0, ce qui donne le résultat demandé.

Corrigé 86 (Sur I’équi-intégrabilité )
Soit (E, A, P) un espace de probabilité et (X, ),,cn une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite (X, ), e est
équi-intégrable si [, | X,,|dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport a n € N. Montrer
I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :
1. lim sup/ | X,|dP =0,

{IXn]>a}

A0 neN

2. sup/ | X |dP < +00 et (X,)nen équi-intégrable.
neN

corrigé
En attente.

Corrigé 87 (Caractérisation de I’indépendance)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, n > 2 et Xy, Xs, ..., X, n variables aléatoires réelles. Montrer que
I’indépendance de (X1, Xo, ... X,,) est équivalente a la propriété suivante :

n

V(as, ..., an) € — 00,+00[*, P[X1 < a1,..., Xp < an] = [[ PIX: < ail. (15.53)

=1

(La notation P[X < a] est identique & P({X < a}), elle désigne la probabilité de I’ensemble {w € 2, X (w) <
a}.)

corrigé
Le fait que I’indépendance de (X7, X5, ... X,,) entraine la propriété (15.53) car immédiat car I'ensemble {X; <
a;} appartient a la tribu engendrée par X; (pour tout a; € Reti € {1,...,n}).

On montre maintenant la réciproque, c’est-a-dire que (15.53) entraine 1’indépendance de (X7, Xo,...X,). On
note D = {] —o00,a],a € R} et C = DU {R} (on adonc A € C sietseulement si A € D ou A = R).
L’hypothese (15.53) donne

P, {X; € A} = [ [ PUX: € A} pour tout 4; € D,
i1

Mais, comme R = U,,en] — 00, n] une conséquence facile de la continuité croissante de P est que

PNf_{X; € Ai}] = [[ P{X: € Ai}] pour tout 4; € C. (15.54)

i=1
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Nous allons, a partir de (15.54), montrer, par récurrence sur ¢ (g allant de 1 a n + 1), la propriété suivante :

PN {Xi € Ai}] = HP[{Xi € A} (15.55)

i=1
pour tout A; € B(R) t.q. 4; € Csii > q.

Par définition de v.a.r. indépendantes (définition 3.12), la propriété (15.55) pour ¢ = n + 1 donne 1’'indépendance
de (Xl, )(27 . 7Xn)

Pour ¢ = 1, la propriété (15.55) est donnée par (15.54). Soit maintenant g € {1,...,n} t.q. (15.55) soit vraie. On
montre maintenant que (15.55) est encore vraie pour ¢ + 1 au lieu de ¢ (ce qui termine la récurrence).
Soit A; € B(R) donnés pour i # ¢, avec A; € Csii > ¢. Pour tout A, € B(R), on définit m(A,) et u(A4,) dela

maniére suivante :
n

m(Ag) = PN {Xi € A}, w(Ay) = [[ PHX: € Al
i=1
La o-aditivité de P donne que m et i sont des mesures sur 5(IR). L'hypthése de récurence (c’est-a-dire le fait que
(15.55) est vraie) donne que ces deux mesures sont égales sur C. On peut alors appliquer la proposition 2.5 (car C
engendre B(R), C est stable par intersection finie et R € C, m(R) < o0). Elle donne que m = p (sur tout B(R)).
Ce qui montre que (15.55) est encore vraie pour ¢ + 1 au lieu de g.

On a bien terminé la récurrence et montré ainsi I'indépendance de (X1, Xo,..., X,,).

N.B. Une démonstration (probablement plus directe) de cette derniere implication peut se faire en utilisant une
généralisation de la proposition 2.5 a R™. Cette méthode permet déviter la récurrence sur g.

Corrigé 88 (Sign(X) et | X | pour une gaussienne)
Pour s € R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1si s < 0 et sign(0)= 0. Soit ({2, A, P) un espace probabilisé
2

1
. . . \/%O' .
la racine carré de la variance de X'). Montrer que sign(X) et | X| sont indépendantes et préciser leurs lois. Méme

question avec sign(X) et X 2.

et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire Px = f\ avec, pour z € R, f(z) = e 2% oo > 0 est

corrigé
On pose Y =sign(X) et Z = |X|. Pour montrer que Y et Z sont indépendantes il suffit de montrer que
E(e(M)¥(Z)) = E(p(Y))E(¥(Z)) pour toutes fonctions ¢ et 1) boréliennes bornées de R dans R (en fait,
par définition de I’indépendance, il suffit de considérer ¢ = 14 et ) = 15 avec A, B € B(R)).

Soit ¢, 1 boréliennes bornées de R dans R. On a

B(p(V)i(2)) = /Q p(sign(X)) (| X[)dP = / o (sien()) b)) () dx =
(1) / B(a) f(@) + o(-1) / () f(x)de

R+ JR_

=) +e(=1) [ ¥(x)f(z)de,

R+
en utilisant f(—z) = f(x).
En prenant ) = 1g,ona E(p(Y)) = %(gp(l) + o(—1)) car fR+ f(z)dz = %
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En prenant ¢ = 1g, ona E(¥(Z f]R (x)dz.

On en déduit que E(gp(Y)l/)(Z)) = E(y¢ (Y))E(z/)(Z)) pour toutes fonctions ¢ et 1) boréliennes bornées de R
dans R et donc que Y et Z sont indépendantes. On obtient aussi que Py = %(61 +d_1) et Pz = g\ avec

= 2flg, (c’est-a-dire que Pz est la mesure de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue). Noter que
E(p(Y)) = [pwdPy et E(p(Z)) = [, ¢dPyz si ¢ est borélienne bornée de R dans R, ce qui caractérise Py et
Py (voir (4.27) ou le théoreme 4.11, par exemple).

Pour montrer I’indépendance de sign(X) et X2, on remarque que X2 = Z2. Comme Y et Z sont indépendantes,
les v.aa.r. Y et Z2 sont aussi indépendantes (voir la proposition 3.10) et donc sign(X) et X2 sont indépendantes.

1l reste a trouver la loi de X 2. On a, pour ¢ borélienne bornée de R dans R, en utilisant f(—z) = f(z),

2\ _ 2 _ 2 _ M
B(p(X >>—'/R (@) (x)dz = 2 / P = / K

Ce qui donne Px2 = h\ avec h(x) = f(‘f pour x > 0 et h(x) = 0 pour z < 0.

Corrigé 89 (V.a. gaussiennes dépendantes)
Soit (€2, A, P) un espace de probabilités, o1 > 0, 02 > 0 et X7, Xo deux variables aléatoires réelles indépendantes
et telles que :

X, ~N(0,0%) et Xy~ N(0,03).

(le signe “~" signifie “a pour loi".) Construire deux v.a. Y7 et Y5 t.q. X; ~ Y7, Xo ~ Y5 et Y7 et Ys soient
dépendantes.

corrigé
En attente.

Corrigé 90 (V.a. gaussiennes dépendantes, a covariance nulle)

soit (€2, A, P) est un espace de probabilités et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ N(0,1) et S a pour
loi Ps = %51 + %5_1. (II est possible de construire un espace de probabilités et des v.a. indépendantes ayant des
lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N(0,1).

corrigé
Pour z € R, on pose f(z) = \/%7675952 de sorte que la loi de X est de densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue. Soit A € B(R), onnote —A = {—x, x € A}. Comme f est paire,on a:

P(X /f dx—/f d;r—/f P(X € A).

On remarque maintenant que P(SX € A) =P(S=1,X € A)+ P(S = —-1,X € (—A)). Comme S et X
sont indépendantes, on a :

P(S=1,X € A)= P(S = 1)P(X € A) = ; (X € A),

P(S = —1,X € (—A)) = P(S = ~1)P(X € (—A)) = %P(X € (—A)).

Comme P(X € (—A)) = P(X € A), onen déduit P(SX € A) = P(X € A).Les v.aar. SX et X ont donc
méme loi, et donc SX ~ N(0,1).
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2. Montrer que SX et X sont dépendantes.

corrigé
On raisonne par I’absurde. On suppose que SX et X sont indépendantes. La proposition 4.10 donne alors
E(|SX||X]) = E(]SX|)E(]X]) (noter que la fonction s — |s| est borélienne positive). Comme |S| = 1 p.s.,
on a donc :
B(X?) = E(ISX|IX]) = E(|SX)E(IX]) = E(|X])*.

Comme E(|X|) < +o0, on en déduit que Var(|X|) = 0, ce qui est impossible car | X| n’est pas égale p.s. & sa
moyenne (sinon, la loi de | X | serait une masse de Dirac et non pas une loi de densité par rapport a la mesure de
Lebesgue).

3. Montrer que Cov(SX, X) = 0.

corrigé
Comme SX ~ N(0,1) et X ~ N(0,1),ona F(SX) = E(X) = 0. Comme S et X sont indépendantes (et
S et X? intégrables), on a (proposition 4.10) SX? intégrable et E(SX?) = E(S)E(X?) = 0. On en déduit
Cov(SX, X) = E([SX — E(SX)|[X — E(X)]) = E(SX?) = E(S)E(X?) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus 1’existence de S, mais on suppose qu’il existe Y v.a. gaussienne
indépendante de X. Montrer que si Y ~ A(0,02), avec & > 0, il est possible d’utiliser Y pour construire S,
v.a. indépendante de X et telle que Pg = 161 + $6_1.

corrigé
11 suffit de prendre S = sign(Y') avec sign(s) = —1si s < 0, sign(s) = 1si s > 0 et (par exemple)
sign(0) = 0 (la fonction sign est une fonction borélienne de R dans R). On a bien X et S indépendantes (par la
proposition 3.10, mais la preuve est facile ici car la tribu engendrée par ¢(Y") est incluse dans celle engendrée
par Y dés que ¢ est borélienne). Enfin, ona P(S =1) = P(Y > 0) = 1 = P(Y < 0) = P(§ = —1), ce qui
donne bien Pg = %61 + %6,1.

Corrigé 91 (Limite p.s. et indépendance)

Soit (€2,.A, P) un espace probabilisé, (X, )nen+ une suite v.ar. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout
n € N*, X,, et Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — co. Montrer que X et Y sont
indépendantes.

corrigé
Soit ¢, 1 € C.(R,R). Comme X, et Y sont indépendantes, on a (voir la proposition 4.10), pour tout n € N*,

E(p(Xn)P(Y)) = E(p(Xn)) E(4(Y)). (15.56)

Comme ¢ est continue, on a p(X,) = ¢(X) p.s. et (X, )Y(Y) — o(X)(Y) p.s.. les convergences sont
dominées car |p(X,,)| <sup{p(z), z € R} (et |¢(Y)]| <sup{®(x), x € R}). On peut donc utiliser le thépréeme de
convergence dominée, il donne lim,,_, o E(o(X,)Y(Y)) = E(p(X)y(Y)) et lim, 0 E(o(Xy)) = E(e(X)).
En passant a la limite dans (15.56), on en déduit que

La proposition 4.12 permet de conclure que X et Y sont indépendantes.
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Chapitre 16

Mesures sur la tribu des boréliens

Corrigé 92
Soit (fn)neny C C1(]0,1[, R) convergeant simplement vers la fonction f :]0,1[— R; on suppose que la suite
(fr)nen (C C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale a 1.

1. A-t-on f € C1(J0,1[,R) et f' =17

corrigé
La réponse est “non". La fonction f peut méme ne pas étre continue, comme le montre I’exemple suivant :

Pour n € N, n > 4, on définit g,, de [0, 1] dans R par

gn(z) =1, 510§1<%,

gn(z) =1+ n2(x — 1), 51%<x§1+%,

gn(z) =1 —n?( —i—%), Si%+%<x§%+%,
gn(z)=1,sit+2 <2<l

11 est facile de voir que g,, € C([0, 1], R) et que g,,(z) — 1 pour tout x € [0, 1].
Pour n > 4, on définit f,, par :

fulz) = / gn(t)dt, pour tout z €]0, 1],
Jo

de sorte que f,, € C1(]0, 1], R) et f/, = g,, sur]0, 1[. On a donc bien que (f),cn converge simplement vers la
fonction constante et égale a 1. (On prend n’importe quelles fonctions C! pour f,, 0 < n < 3).

On remarque maintenant que, pour n > 4, f,,(z) = z pour tout z €]0, 1] et que f,(z) = = + 1 pour tout
z €]3 + %, 1[. On en déduit que (f,)nen converge simplement vers la fonction f :]0,1[— R définie par
f(x) = z pour tout = €]0, 1] et f,(x) = z + 1 pour tout = €]3, 1[. Cette fonction n’est pas continue en L donc

f ¢ C(0,1[ R).

2. On suppose maintenant que la suite (f},),en converge dans Lk (]0, 1], B(]0, 1[), A) vers la fonction constante et
égalea 1. A-t-on f € C1(J0,1[,R) et f/ =17
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corrigé
La réponse maintenant est “oui”. En effet, soit 0 < z < 1. Comme f,, € C1(]0,1[,R), ona f,(z) = fn(%) +
[¥ fL(t)dt, ¢ est-a-dire
2
1 .
fulz) = fu(5) + sw/ falrdA, (16.1)

1

avec s, = let I, =|5,z[siz > %,,sL =—letl, :}x,%[six < %

Quand n — oo, on a

|/f;11sz —/llzd)\| < =1lh =0,
et fn(z) = f(x) (ainsi que f,,(3) — f(3)). On déduit donc de (16.1), quand n — oo,
1
£@) =15 + 50 [ 1.0\

cest-a-dire f(z) = f(3) + 2 — 3.
On a bien montré que f € C*(]0,1[, R) et f' = 1.

Corrigé 93 (Intégrale impropre)
On définit I’application f de R dans R par :

flz)=0,siz <0,
flx) = 2%sin :%27 siz > 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.

corrigé
La fonction f est continue et dérivable en tout point de R* eton a f'(x) = 0 pour z < O et f'(x) = 2z sin -5 —
% cos %2 siz > 0.

Pour montrer la continuité et la dérivablité de f en 0, il suffit de remarquer que, pour tout z > 0,ona |f(z)| < 22
et donc \%5(0” < x. On en déduit que f est continue et dérivable en 0 et que f'(0) = 0.

2.80it 0 < a < b < oo. Montrer que f'1j,5 € Li(R, B(R),\). On pose f; f'(t)dt = [ f'1jq,5;d\. Montrer
que :

b
f@—ﬂ@:/fww

corrigé

La fonction f’ est continue sur ]0, oo[. La restriction de f’ a [a,b] est donc continue (on utilise ici le fait que
a > 0). On a donc, voir la proposition 5.1 (ou I’exercice 4.5) :

f\/[a,b] € ‘Cl([av b]7 B([av b])7 )‘[a,b))v

oll \[q,3) désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de [a, b] (c’est-a-dire la restriction a B([a, b]) de la
mesure de Lebesgue sur B5(R)) et I'intégrale (de Lebesgue) de f"[a n coincide avec 'intégrale des fonctions

continues, ¢’est-a-dire :
b
/f‘/[a_’b]d)\[mb) :/ f/(x)dx
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Le terme de droite de 1’égalité précédente est a prendre au sens de I’intégrale des fonctions continues. Comme
f estde classe C! sur un intervalle ouvert contenant [a, b], il est alors classique que :

b
/ f(@)dz = () — f(a).

Pour se convaincre de cette derniére égalité, on rappelle que f et z — f: f'(t)dt sont deux primitives de [,
leur différence est donc constante sur [a, b].

Enfin, comme fii, ,, € L£([a,b], B([a,b]), Aja,p)). il est facile d’en déduire que f'1), 5 € Li(R,B(R),\) et

que
/f|/[a,b]d>‘[a,b) :/f'l]a,b[dk.

Plus précisement, on pose f' = g et on considére d’abord le cas gjj,.5) € £ ([a,b], B([a,b]) puis gjja.5 €
M ([a,b], B([a,b]) et enfin g|j,] € L([a,b], B([a,b]), Ajq,)), comme dans I"exercice 4.4. Ceci termine la
question.

Un autre moyen de montrer f'1j,,; € Li (R, B(R), A) est de procéder de la manigre suivante :
La fonction f est la limite simple, quand n — oo, de la suite (fy,)nen+ OU fy, est défnie, pour n € N*, par :

= LB D = I@

, pour tout x € R.

e

La fonction f est mesurable (c’est-a-dire borélienne car R est muni de la tribu de Borel). Grace a la stabilité
de ’ensemble des fonctions mesurables (voir la proposition 3.5), on en déduit que f,, est mesurable pour tout
n € N* et donc que f’ est mesurable (comme limite simple de fonctions mesurables). La fonction f Ljq,p] est
donc aussi mesurable (comme produit de fonctions mesurables). La mesurabilité de f’ 1}q,p[ st donc vraie pour
tout a, b € R (noter cependant que f’ n’est pas continue en 0).

Pour montrer que f'1j, 4 est intégrable, il suffit de remarquer que f’ est bornée sur Ja,b|, car f’ est conti-

nue sur [a, b] (on utilise ici le fait que @ > 0) et que A(Ja,b[) < co. On a donc bien montré que f'1j,, €
Li(R,B(R),A).

3. Soita > 0.
(a) Montrer f'1)p o & L& (R, B(R), A).

corrigé
La restriction de f’ 2]0, a[ est continue, ¢’est donc une fonction mesurable (c’est-a-dire borélienne) de |0, a]
dans R. On en déduit facilement que f’ 1}0,q[ st borélienne de R dans R. (On a aussi vu a la question précé-
dente que f” était borélienne. Ceci montre également que f1jg , est borélienne.)

Ona f'1jg,af = 911j0,a] — g21j0,a[> aVec :

1 2 1
= 2xsin — et = — cos — si 0,al.
g1(x) = 2xsin 3¢ g2(x) _cos—gsiw €10, a[
I est clair que g1 1), € LE (R, B(R), \) (car g1 est continue et bornée sur ]0, a[). Pour montrer que f'1yg o[ &
LE (R, B(R), \), il suffit donc de montrer que g219 o & L (R, B(R), \). Pour cela, on remarque maintenant
que :

lga ()| > V24 [ — % n > ng, (16.2)

1 1
— << =
N mr s T e
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avec ng € N* t.q. ﬁ < a. On déduit alors de (16.2), par monotonie de I'intégrale, que, pour tout
07— 3

NZTL()I
1
Lo afdA > V2,/
/|g2| 0,a nz’;o = 4 \/’I’Lﬂ'—z \/TMT—FE)
Z \[\/mr+4 \/nm —
el nm+ 4 ’
et donc :

/|ucu>i L
92110,a[4A = 2y/nm+ F(/nm+ § +/nm—T)

n=ng
N
PIFRCEY
dnm+ %)

n=ng

En faisant tendre N vers co, on en déduit que [ |g2|1j9,4dA = oo et donc que galy o & LE (R, B(R), \) et
fll](),a[ ¢ E]%{(Ra B(R)7 )‘)

(b) Pour 0 < z < a, on pose g(x f f'(t)dt. Montrer que g(z) a une limite (dans R) quand = — 0, avec
x > 0, et que cette limite est egale af(a)— f (0). (Cette limite est aussi notée fo (t)dt, improprement. .
' Yo,ar € LE(R, B(R), A), la restriction de f’ 2 ]0, a[ n’est donc pas intégrable pour la mseure de Lebesgue
sur |0, al.)
corrigé

Ona g(z) = f(a) — f(x), pour tout x > 0. Comme f est continue en 0, on en déduit bien que g(z) a une
limite (dans R) quand x — 0, avec = > 0, et que cette limite est égale a f(a) — f(0).

Corrigé 94
Soit f € LL(R,B(R),\). On définit F : R — Rpar: F(z) = [ flpzdA\= [y f , pour z > 0, et
Fly=—[Ff 1iz,0dA (= f f(t)dt) pour x < 0. Montrer que F' est uniformément continue.

corrigé

On remarque que, pour tout z,y € R, x < v,
F(y)— F(z) = /fl]gw[d)\ = /]Z y[fd)\.
Soite > 0, comme f € L& (R, B(R), ), I'exercice 4.14 (ou I’exercice 4.29) montre qu’il existe § > 0 t.q.
A€ B(R), A(A) <6 = /A F]d < c.
Soit 2,y € R, x < y. On a donc, comme \(|z,y[) =y — =,

\wmmaéww—MMS/ IFldA < e,

Jz,yl
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ce qui montre bien la continuité uniforme de F'.

Corrigé 95 (Intégrabilité et limite a I’infini)
Soit f € L&(R, B(R),\) = L.

1. On suppose que f(z) admet une limite quand = — co. Montrer que cette limite est nulle.

corrigé

n pose ¢ = lIM,_y~o x) et on su 0SE . existe alors a € t.q. X Z =t pour tout x > a. n en
On pose | = li f(z) ppose | # 0. Tl existe al Rtq. |[f(z)| > & p 0

2
déduit, par monotonie de I'intégrale sur M,

[iflarz [ B,
Ja,o0f 2

en contradiction avec I’hypothése f € L1

2. On suppose que f € C(R,R);a-t-on: lim f(z)=0?

r——+00

corrigé

La réponse est “non", comme le montre I’exemple suivant. On définit, pour n € N, n > 2, f,, par :

fa(z) =0, siz <n— 25,
fa(@)=n?(x—n+ ), sin— 5 <x<n,
fn?g:*”Q(m*n*n%)’ sin<x§n+n—12,
falz) =0, siz>n+ ;5.

Puis, on pose f(z) = 3_, -, fu(2) pour tout z € R. On remarque que, pour tout = € R, la série définissant
f(z) aau plus 1 terme non nul. Plus précisément, il existe n (dépendant de ) t.q. f = f,, dans un voisinage de
2. On en déduit que f prend ses valeurs dans R et que f est continue (car les f,, sont continues).

Comme f, € M_ pour tout n, le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.1)
donne que f € M et
1
/fdm:Z/fndm:Z$<oo.
n>2 n>2

Onadonc f € C(R,R) N L (R, B(R), \) et f(z) 4 0quand 2 — oo car f,(n) =1 pour toutn € N, n > 2.

3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, ;- f(z) = 0? [On pourra commencer par montrer
que, pour tout 7 > 0 et toute suite (z,),cn de réels t.q. lim, o x, = 400, 0na:

Tn+n
nglfoo L |f(z)|dA(x) = 0.] (16.3)
corrigé

On commence par montrer le résultat prélimaire suggéré. Soient > 0 et (2, )neny C R t.q. limy, 400 T =
+o0.
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On pose fn = | f|1jz, —n,@nt+n[- ON &, pour tout z € R, f,(x) — 0 quand n — oo (on a méme f,(x) = 0 pour
ntq. x, —n > z). Onaaussi | f,,| < |f| € L£*. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée
(ou la proposition préliminaire 4.6). Il donne que f fndm — 0, c’est-a-dire :

/ |f 112, 4n[dA — 0, quand n — oc. (16.4)

On montre maintenant que f(x) — 0 quand z — oo.

On raisonne par I’absurde. On suppose que f(z) /4 0 quand x — oo. Il existe donc € > 0 et une suite
(n)nen C Rt.q. 2, — oo quand n — oo et |f(z,,)| > € pour tout n € N.

La continuité uniforme de f donne I’existence de > 0 t.q.

z,y ER, |z —y[ <n=|f(z) - fly)| <

N ™

On adonc |f(x)| > § pour & €]2y, — 1, 2, + 7] et tout n € N. On en déduit que [ |f[1),, —y.z,1ndX > en >0
pour tout n € N, ce qui est en contradiction avec (16.4).

On a donc bien finalement montré que f(z) — 0 quand z — oo.

. On suppose que f € C1(R,R) et f' € L';a-t-on: lim f(x)=0?

T—+00

corrigé
Comme f € C',ona, poury >z, f(y) — f(z) = [ f'(t)dt = j]z y[f’d)\. Comme f’ € L1, I'exercice 5.7
donne que f est uniformément continue. La question précédente donne alors que f(xz) — 0 quand z — oo
(c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € £1).

Une autre démonstration possible est :

Comme f € Ct,ona f(z) = f(0) + f]o,z[ J'd\. Comme f’ € £!, on en déduit que f(z) a une limite (dans R)
0,00 f'dX (dans R)
quand x — oo. Enfin, la premiere question donne que la limite de f(z) quand x — oo est nécessairement 0 (et
ici aussi, c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilise f € £1).

quand x — oo. En effet, le théoréme de convergence dominée donne que f} 0.2 fldax — f]

Corrigé 96 (Egalité p.p. de fonctions continues)

On munit R de la tribu borélienne B(R™) et de la mesure de Lebesgue Ay. Soient f et g € C(RV,R) t.q.
f = g p.p.. Montrer que f = g partout. [On dira donc que f € L'(RN,B(RY), \,,) est continue si il existe
g € C(RY R) t.q. f = g p.p. (plus précisément on devrait écrire g € f). Dans ce cas on identifie f avec g.]

corrigé

En attente

Corrigé 97 (Continuité en moyenne)

Pour f € L' = L (R, B(R), \) et h € R, on définit f, (“translatée” de f) par : fu(z) = f(z + h), pour z € R.
(noter que f5, € L1).
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1. Soit f € C. = C.(R,R), montrer que || f, — f||1 — 0 lorsque h — 0.

corrigé
Comme f € C., f est uniformément continue, ce qui donne

sup |f(z+ h) — f(z)| = 0 quand h — 0.
zeR

Soita > 0tq. f = 0 sur [—a,a]®. Pour b € R t.q. |h] < 1, on a donc, comme f(x + h) — f(z) = 0si
z¢[—a—1a+1],

/|f(;r—|—h) — f(z)|dx < (2a+2)su§|f(;r+h) — f(z)] = 0, quand h — 0,
xe

etdonc que || f(- +h) — f|l1 = 0 quand h — 0.

2. Soit f € L, montrer que || f;, — f|j1 — 0 lorsque h — 0.

corrigé
Linvariance par translation de la mesure de Lebesgue donne que f(- + h) € L' pour tout h € R. On veut
maintenant montrer que || f(- + k) — f||1 — 0 quand A — 0.

Soit & > 0. D’apres la densité de C,. dans L! (théoreme 5.5), il existe ¢ € C, t.q. |f — ¢|l1 < . L'invariance
par translation de la mesure de Lebesgue donne || f(- + k) — ¢(- + h)|l1 = ||f — ¢||1. On a donc, pour tout
heR:

[FC+h) = flln <20f =l + (- +h) =@l < 2+ [lo(- + h) = ¢ll1.

D’apres la premiére question, il existe n > 0 t.q.
b <n=llp(-+h)—plh <e
Donc,

Ih| <n=I[If(+h)— fllh <3e.
Ce qui prouve bien que f(- + h) — f dans L', quand h — 0.

Corrigé 98 (Sur la concentration d’un borélien)

Soit —oo < a < b < +00, A € B(]a, b]) et p €]0, 1[. On suppose que A(AN]a, B[) < p(B — «) pour tout a, 5 t.q.
a < a < B < b Montrer que A(A) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer que A(ANO) < pA(O)
pour tout ouvert O de |a, b[.]

Conséquence de cet exercice : Soit A € B(]a,b]) t.q. A(A) > 0. Alors, pour tout p < 1, il existe «, 3 t.q.
a<a<pf<bet A(AN]a, 8]) > p(8 — «).

corrigé
Soit O un ouvert de ]a, b[. Comme O est un ouvert de R, il peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’in-
tervalles ouverts disjoints 2 2 2 (lemme 2.4). On a donc O = U,enI, avec I, N I,,, = (0 si n # m et, pour tout
n €N, I, =lan,by| avec a < a,, < b, < b. La c—additivité de A et I'hypothese A(AN]e, B]) < p(8 — a) pour
tout a, f t.q. a < a < < b donne alors :

MANO) =S MANJan, bul) < p > (bn —an) =p Y _ A(an, bul) = pA(0). (16.5)

neN neN neN
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Soit maintenant € > 0. D’apres la régularité de A (et le fait que A € B(]a,b[) C B(R)), il existe O ouvert de R
t.q. A C Oet A(O\ A) < e. En remplacant O par ON|a, b[, on peut supposer que O est un ouvert de |a, b[. En
utilisant (16.5) et ’additivité de A, on a donc :

A(4) = MANO0) < pAO) = p(A(A) + MO\ 4)) < p(A(A) +2).

Comme ¢ > 0 est arbitrairement petit, on en déduit A(4) < pA(A), ce qui n’est possible (comme p < 1) que si
A(A) =0ousi AM(A) = .

Il reste donc a montrer que le cas A(A) = oo est impossible. Pour cela, on pose, pour toutn € N, A,, = AN[—n,n].
Soit n € N, la monotonie de A donne A(A,N]a, B]) < A(AN]e, B]), on a donc aussi A(A,N]a, B]) < p(8 — @)
pour tout @, B t.q. a < o < § < b. Comme A(A,) < 0o, la démonstration précédente, appliquée a A,, au lieu de
A, donne A\(A,,) = 0. Enfin, comme A = U,,enA,,, on en déduit A(A) = 0.

Corrigé 99 (Points de Lebesgue)

On désigne par ) la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R, par L! I’espace L]%Q(R, B(R), \) et par L I’espace
L% (R, B(R), ). On note dt = dA(t).

1. Soit (11, ..., I,) des intervalles ouverts non vides de R t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans la réunion
des autres. On pose I, =]ay, bi[ et on suppose que la suite (aj)k=1,....» €st croissante. Montrer que la suite
(bk)k=1,...,n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 a 2.

corrigé
Soit k € {1,...,n}. Comme a; < agy1, 0naby < bpyy (sinon Ixyy C Ii). La suite (by)reqa,....n} st donc
(strictement) croissante.
Soitk € {1,...,n}. Onaby < ajyz (sinon I U Ijy2 =]ag, brr2[ etdonc Ij11 C I U Iqo car ag < agq1 <

be+1 < bi+2). On a donc I, N I o = . ceci prouve (avec la croissance de (ay)k=1,....n) que les intervalles
d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints 2 a 2.

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A. Montrer qu’il existe une
sous-famille finie de J, notée (I1,...,I,,), formée d’intervalles disjoints 2 2 2 et t.q. A(A) < 237" | A(Ix).
[Utiliser la question 1.]

corrigé
On commence par montrer la propriété suivante :

Pour toute famille finie, notée J, d’intervalles ouverts non vide de R, il existe une sous famille, notée K, t.q. :
(a) Chaque élément de K n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de K,
(b) La réunion des éléments de K est égale a la réunion des éléments de J.

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre d’éléments de J. Elle est immédiate si J a 1 élément
(on prend K=1J). Soit n € N*. On suppose que la propriété est vraie pour toutes les familles de n éléments. Soit
J une famille de (n + 1) éléments. Si chaque élément de J n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments
de J, on prend K=J. Sinon, on choisit un élément de J, noté I, contenu dans la réunion des autres éléments de J.
On applique alors I’hypothese de récurrence a la famille J \{I}, on obtient une sous famille de J \{I} (et donc
de J), notée K, vérifiant bien les assertions (a) et (b) (en effet, La réunion des éléments de J \{I} est égale a la
réunion des éléments de J). Ceci termine la démonstration de la propriété désirée.
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Soit maintenant J une famille finie d’intervalles ouverts non vide de R dont la réunion est notée A (remarquer
que A € B(R)). Grice a la propriété démontrée ci dessus, on peut supposer que chaque élément de J n’est pas
contenu dans la réunion des autres éléments de J. On note J, ... J,, les éléments de J, J; =|a;, b;[,i =1,...,n.
En réordonnant, on peut aussi supposer que la suite (aj)x=1,..n est croissante. On peut alors appliquer la
question 1, elle donne, en posant P = {i = 1,...,n;ipair} et [ = {i = 1,...,n; i impair} que les familles
(Ji)icp et (J;);cr sont formées d’éléments disjoints 2 a 2, de sorte que :

MUiepi) = D AJi),  AMUierdi) = > M)
icP el
Enfin, comme A = U}_, J;, la sous-additivité de A donne A(A) < 3. p A(Ji) + >, A(Ji)-
Une sous-famille de J satisfaisant les conditions demandées est alors (J;)icp si D, p A(Ji) > Do,c; A(Ji) et
(Ji)ier si 3 ier AMJi) > 3 iep A(Ji).

On se donne maintenant f € L' et on suppose qu’il existe & > 0t.q. f = 0 p.p. sur [—a, a]°. Le but de I’exercice
est de montrer que :

1
n x +t)dt — f(x), pour presque tout z € R, quand n — oc. (16.6)
2
1

Pour € > 0, on définit f de R dans R par :

1

h
f2(z) = sup—/ |f(z+ t)|dt. (16.7)
h>e 2h J_p,

3(a) Montrer que f est bornée.

corrigé
Soit z € R. On a, pour h > &, 5~ fh|f(x+t)\dt < o= || flly done f2(z) € Ret|fX(x)] < 5| f[|:. La
fonction f2 est donc bornée par o-|| f|1.

(b) Montrer que f* est borélienne. [On pourra montrer que f* est le sup de fonctions continues.]
corrigé
Soit A > 0. On définit f;, de R dans R par f5(z) = ffh |/ (z + t)|dt. La fonction fj, est continue car

h
n(z ) — fu(@)] = |[h<|f<z+n+t>| — |f(x + )]
h
< / F(@+n+1)— flo+D)dt
—h

< /\f(x+n+t)*f(x+t)ldt: 17(+n) — flls — 0, quand — 0,

par le théoreme de continuité en moyenne. (Ceci donne méme la continuité uniforme.)
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On en déduit que f* est borélienne comme “sup" de fonctions continues. En effet, sia € Rona

(f2)7 (e o0f) = thE(%fh)’l(]a»OOD

et donc (fZ)~*(Ja, oc[) est un ouvert, et donc aussi un borélien.

(c) Montrer que fX(x) — 0 quand |z| — oo.

corrigé

Soit > 0. On a (avec la notation de la question précédente), pour tout z € R, ﬁfh(a:) <mnsih> H‘Q}‘l .

D’autre part,ona fj(x) = 0sih < % et|z| > a—&—%.OnendéduitqueO < fr(z) <msi|z| > a+ HQI‘I.
Ceci prouve que f*(x) — 0 quand |z| — oo.

4. Poury > 0,onpose B, . = {z € R, fX(z) > y}.
(a) Montrer que tout « € B, . est le centre d’un intervalle ouvert I (z) t.q.
i AI(x)) > 2,
ii. m fm |fld\ > y.

Montrer que parmi les intervalles I(x), € B, ., ainsi obtenus, il en existe un nombre fini I(z1), ..., I(z,)
dont la réunion recouvre By, .. [On pourra d’abord remarquer que B, . est borné.]

corrigé
Siz € By, il existe h > € t.q. 5 ffj: |f(t)|dt = 57 ffh |f(x + t)|dt > y. On choisit alors I(z) =
Jx — h,x + h[. On abien . et i..

B, est borné car f*(z) — 0 quand |z| — co. B, . est donc fermé et borné (donc compact). De plus, Si
2z € By, ilexiste x € By t.q. | — z| < . Onadonc z € I(z). Ceci montre que {I(z), z € B, .} forme
un recouvrement ouvert de Ey,s. Par compacité, on peut donc en extraire un sous recouvrement fini. Il existe
donc z1,...,x, € By t.q. By . C UL I(z;).

(b) Montrer que A(By.¢) < %Hle [Utiliser la question 2.]

corrigé
En appliquant la question 2 a la famille {I(x;),7 € {1, ..., n}},ilexiste E C {1,...,n} tq. I(z;) N I(z;)
=0sii,je Ei#jet N Bye) < MU I(z:)) <235 M (2:)). Comme A(I(x;)) < %fl(mi) |f(t)|dt
Zt comme [(x;) N I(xz;) =0,sii,j € Ei#j,onaaussiy g AI(z;)) < % J1f(t)|dt et donc A(By,.) <
S
Yy

On définit maintenant f* de R dans R par :

1 h
[ (x) =sup — |f(z+¢)|dt. (16.8)
n>02h J_p,
5. Montrer que f* est borélienne et que A({f* > y}) < %Hf“l, pour tout y > 0.
corrigé
f* est borélienne (de R dans R, ) car c’est le “sup” de fonctions continues de R dans R.
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On remarque ensuite que {f* > y} = {z € R, f*(z) > y} = Upen+B, 1 et que B, 1 C By,ﬁ (car
f1 < f*i ). Par continuité croissante de A, on a donc A({f* > y}) = lim;, 00 A(B, 1) < %Hf”l
n n+1 n E

6. Montrer (16.6) si f admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions précédentes.]
corrigé

1
On confond f (qui est dans L') avec ce représentant continu. On a alors 2 [™, f(x + t)dt — f(x) pour tout
z € R, quand n — oo. En effet, pour tout # € Ret tout n € N*, par continuité de f, il existe 0, ,, €]x—L 241
1
tq. 2 [, f(z +t)dt = f(0s,n). Pour tout z € R, on a bien f(6,,) — f(x), quand n — oo (par continuité
en x de js

7. Montrer (16.6). [Approcher f, dans L et p.p., par une suite d’éléments de C..(R, R), notée (f,)pen- On pourra
utiliser (f — fp)*.]

corrigé
On confond f (qui est dans L') avec ’un de ses représentants (de sorte que f € L£'). Par densité de C,(R,R)
dans L, il existe une suite (f,)pen C Ce(R,R) t.q. f, — f dans L'. Apres extraction éventuelle d’une sous
suite, on peut supposer aussi que f, — f p.p..

Pourz e R,n e N*etpe N,ona:

F@ =5 [ far0dt < 1£@) - @) + Ifyla)

(16.9)
n

- " oo+ 0t + (f — £)* ().

_1
Pour m € N* et p € N, on pose :
. 1
App ={(f—fo)" > %}a Binp =NgzpAm,q et B = Umen (UpenBm,p)-
On remarque que, par la question 5, A(4,, ) < 2m||f — fp/[i — 0 quand p — oo (avec m fixé). On a donc

A(Bmp) < infg>p A(Ap,q) = 0. On en déduit, par o-sous-additivité de A, que A\(B) = 0.
On choisit C' € B(R) t.q. A(C) = 0et f,(z) — f(x) pour tout z € C*°.

On va maintenant montrer (grace a (16.9)) que (f(x) — § fjl f(z+1t)dt) — 0 pour tout x € (BUC)® (ce qui
permet de conclure car A(B U C) = 0).

Soit donc z € (B U C)° et soit n > 0. Comme z € C¢, il existe p1 € N t.q. |f(z) — fp(z)| < n pour
p > p1. Comme x € B, x € Npen+ (ﬂpeNBfmp). On choisitm € N*t.q. £ <7.Onaz € NpenBy, , =

m

Npen Ug>p Aj, , C Ugsp, A5, - Tlexiste done p > py t.q. © € A7, ,, on en déduit (f — f,)*(z) < L <

m,p°

1
Enfin, p étant maintenant fixé, la question 6 donne Iexistence de ny € Nt.q. |f,(z) — % [, fo(z +t)dt| <n

1
pour n > ny. Onadonc | f(z) — % [, f(z 4 t)dt| < 3y pour n > ny. Ce qui termine la démonstration.

Corrigé 100 (Convergence vague et convergence etroite)
Soit (m,,)n € N une suite de mesures (positives) finies sur B (]Rd) (d > 1) et m une mesure (positive) finie sur
B(R4). On suppose que :
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~ [@dm,, — [ @dm, quand n — oo, pour tout ¢ € C°(RY, R).

- my(RY) — m(R?) quand n — oo.

1. Soit ¢ € C,(R%, R). Montrer que f pdm, — f wdm, quand n — oo. [On pourra utiliser le fait que ¢ est limite
uniforme d’une suite d’élement de C°(R%, R).]

corrigé

Soit p € C(RELR) t.q. p > 0, [pup(z)dz = 1et p(x) = 0si x| > 1. Pour p € N*, on définit p,, par
pp(x) = pPp(px) pour z € RY, de sorte que [p, pp(x)dz = 1et p(x) = 0si x| > 1/p. La suite (pp)pen+
s’appelle “suite régularisante" (ou “suite de noyaux régularisants")

Soit ¢ € C.(R% R), on définit la suite (¢,),en+ en posant 1, (z) = [ (y)pp(x — y)dy, pour tout z € R%.
Comme p,, et 1) sont des fonctions a support compact, il est clair que 1), est aussi une fonction a support compact.
Grace au théoréme de dérivabilité sous le signe intégral (théoreme 4.10), il est assez facile de voir que v, est
indéfiniment dérivable. On a donc (¢)pen~ C C2°(RP,R). Enfin, du fait que ¢ est uniformément continue,
on déduit que v, converge uniformément (sur R?) vers ) quand p — oc. Plus précisément, en notant || - ||, la
norme de la convergence uniforme, on a, pour tout p € N*,

[¥p —dllu < sup (- +2) =Pl

=€RY, |z|<1/p
dont on déduit bien ||¢, — |, — 0 quand p — oo.

Soit € > 0. On remarque maintenant que, pour p € N* ettout n € N,

Jwim, = [im= [ =wyim+ [, = [wim+ [, ~ vy,

| / bdm,, — / wdm| < [, =l (supm, (RY) + m(R)

1] / dydin — [ wydm].

Comme sup,,cy mn(R?) + m(R?) < oo (car lim,, 00 m, (RY) = m(R%)), il existe donc py € N* t.q., pour

toutn € N,
|/wdmnf/wdm| < e+|/1/)p0dmn7/¢podm|.

Comme v, € C°(R% R), la premiere hypothese sur la suite (1m,,),en donne qu’il existe ng t.q. n > ng
implique | [ ¢p,dm,, — [ ¥p,dm| < e. on a donc, finalement,

on a donc

n2n0:>|/wdmnf/wdm\§2€.

Ce qui prouve bien que [ ¢dm,, — [ dm, quand n — oo, pour tout 1) € C.(R%, R).

2. Pour p € N*, on note B, 1a boule fermée de centre 0 et de rayon p (pour la norme euclidienne de R%). Montrer
qu’il existe une suite (¢,)pen C Co(R4,R) t.q., pourtout p € N*, 0 < ¢, < 1,0, = 1 sur By et o, < opi1.
On utilise cette suite (¢, )pen+ dans les questions suivantes.

corrigé
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11 suffit de prendre (,, définie ainsi :

pp(z) =1siz € By,
ep(@) =p+1—|z|siz € By \ By,
op(x) =0sia & Bpya.

3. Soite > 0.

(a) Montrer qu’il existe pg € N* t.q.: p > po = /(1 —pp)dm < €.

corrigé
On utilise ici le théoréme de convergence dominée, la suite (1 — ¢,,) pen+ converge p.p. vers 0 et est dominée
par la fonction constante et égale a 1 (qui est bien une fonction intégrable pour la mesure m). On a donc
lim, oo [(1 — ¢p)dm = 0, ce qui donne le résultat demandé.

(b) Montrer que, pour tout p € N*, /(1 — pp)dm, — /(1 — p)dm quand n — oo.
corrigé

Ona [(1—¢,)dm, = m,(R%) — [ ¢,dm,.comme ¢, € C.(R%,R),ona [ p,dn, — [¢,dm (quand
n — 00). D autre part, on a lim,,_, o, M, (R?) = m(R%). On a donc finalement, quand n — oo,

Ja=epdm, s m(@ [ gdm = [ gy)dm.

(c) Montrer qu’il existe p; € N*t.q.:n €N, p > p; = /(1 — pp)dm,, < e.
corrigé
D"apres a), il existe ps t.q. [(1 — ¢@p,)dm < /2. D’aprés b), il existe ng t.q.

n>ny= /(1 — Ppy )dmy, < /(1 — pp,)dm +¢€/2.

On a donc
n>ng = /(1 — pp,)dmy, < €.

Comme (1 — ¢,) < (1 — ¢p,) sip > pa, on a aussi
nzno,pngﬁ/(lf@p)dmnga
D"autre part, le théoréme de convergence dominée donne (comme en a) que, pour tout n € N,
plggo (1 —¢p)dm, = 0.

Pour toutn € 0,. .., nyg, il existe donc ps ,, t.q.

p 2 p2,n = /(1 - @p)dmn S E.
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On choisit donc p; = max{ps, max,—o,... n, P2,n } €t ON Obtient bien p € N* et :

neN,pzpl://u—sop)dmngs.

4. Montrer que [ ¢dm,, — [ ¢dm, quand n — oo, pour tout ¢ € Cp,(R%, R) (on dit alors que la suite (1m,)nen
converge étroitement vers 1m).

corrigé
Soit ¢ € Cp[R%,R) et e > 0. En écrivant que ¢ = i, + (1 — ¢,), on a, pour tout p € N*,

|/‘Pdmn*/¢’dm| < |/@¢pdmn*/¢@pdm|

Hiell [0 gp)dma + el [0 - gp)am.
Les questions 2a) et 2c) permettent de trouver pg € N* et ng € N t.q. les deux derniers de la précédente inégalité

soient inférieurs & € pour p = py et n > ng. Puis, comme ¢y, € C.(R% R), il existe n; t.q. le premier du
membre de droite de la précédente inégalité soit inférieur a € pour p = py et n > n;. On a donc finalement

n > max{ng,n1} = |/<pdmn — /(pdm| < 3e.

Ce qui prouve la convergence étroite de m,, vers m (quand n — c0).

5. Indiquer brievement comment obtenir le méme résultat (c’est-a-dire le résultat de la question 4) si on remplace
“R?" (dans les hypothéses et dans la question 4) par “Q ouvert de R%".
corrigé

Pour la question 1, on remarque que toute fonction de C.(£2, R) est limite uniforme de fonctions appartenant a
C(Q, R) (la démonstration, semblable au cas 2 = R utilise le fait que, si p € C.(£2, R), la distance entre le
support de ¢, qui est compact, et le complémentaire de €2, qui est ouvert, est strictement positive. On rappelle
que le support de ¢ est ’adhérence de 1I’ensemble des points ou ¢ est non nulle).

Pour la question 2, on construit (avec la fonction “distance") une suite ¢, comme demandée en remplacant
simplement B, par B, N {z € Q, d(z,Q°) > 1/p}, avec d(z, Q¢) = max{|z — y|, y € Q°}.

Pour les questions 3 et 4, on remplace simplement R¢ par ).
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